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Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des
justifications.
Durée : 2h

Exercice 1 (Questions de cours, 3 points)

1. Soient F et F' deux K— espaces vectoriels. Donner la définition d’une application linéaire
de F dans F, et la définition de son noyau.

2. Soit F un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de F tels que £ = F & G.
Définir la projection sur F' parallelement a G.

3. Soit E un K— espace vectoriel de dimension p et F un K— espace vectoriel de dimension
n. Quelle est la dimension de 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F'
L(E,F) 7 Justifier votre réponse.

Exercice 2 (4 points) Pour § € R on définit fy : C — C,z + €z. Soit G = {fp; 6 € R}.
On munit G de la composition d’applications o.

1. Montrer que (G, o) est un groupe abélien.

2. Montrer que

est un morphisme de groupes.

3. Est-ce que ¢ est surjective 7 injective 7

Exercice 3 (3 points)
Soient Py, Pi, P2, € Ro[X] définis par

Py(X)=1, PI(X) = (X — 1), Py(X) = (X +1)2.
1. Exprimer 1, X, X? comme combinaison linéaire de Py, P; et Ps.
2. Montrer que b = (Py, P1, P3) est une base de Ry[X].
3. Soit F' = Vect({Po, P1}), G = Vect({}). Montrer que Ro[X] = F & G.

4. Soit pp la projection sur F parallelement a G. Déterminer la matrice Pp = Mé’(pp)
associée a pg dans la base b.

T.S.V.P.



Exercice 4 (9 points) Soit f 'endomorphisme défini de la fagon suivante :
R3 — R3,
f SIS DU PR |
(z,y,2) — (256 +352,~Y, 5T+ QZ)'
Soit b = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) la base canonique de R3.
1. (a) Déterminer la matrice A = MP(f) associée & f dans la base canonique b de R3.

(b) Déterminer Kerf. L’application est-elle injective ?

(c) Déterminer Imf. L’application est-elle surjective 7

2. On considere les trois vecteurs de R3 suivants :
u=(1,0,1), v=(0,1,0), w = (—-1,0,1).

(a) Montrer que b’ = (u,v,w) est une base de R3.

(b) Soit P = MY (Idgs) la matrice de passage de la base b & la base b'. Donner P et
calculer P~ 1.

(c) Soit A’ = MY (f) la matrice associée & f dans la base . Calculer A’.

(d) Calculer A™ pour tout n € N*.

3. Soit Y = (y1,72,%3) € R3. On veut résoudre le systeme linéaire
AX =Y (X €R?). (1)

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur Y pour que (1) ait des solutions.
(b) Dans le cas ou la condition de la question précédente est vérifiée, donner la solution
générale du systeme (1).

Exercice 5 (1 point)
Soit F un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E tels que gof = fog. Montrer
que Kerf et Imf sont stables par g, c.a.d.

Vz € Kerf, g(z) € Kerf,
Vy € Imf, g(y) € Imf.



