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Exercice 1 (Questions de cours, 3 points)

1. f: E — F est linéaire si

Vaz,y € E,Va, e K f(ax+ By) = af (z) + Bf(y).
Noyau : Kerf ={z € E; f(z) =0r}.

2. On note pg la projection sur F' parallelement & G. Soit x € E. Alors il existe zp € F et
z¢ € G uniques tels que x = zp + x¢. Par définition pp(x) = zp.

3. dim L(E;F) = n x p. En effet d’apres le cours L(E; F') est isomorphe a M,, ,(K), donc
dim £L(E; F) = dim M,, ,(K) = n x p.

Exercice 2 (4 points)
1. On calcule d’abord pour z € C
fg e} fg/(z,’) = fe(eié‘/z) _ eieeié’/z _ ei(e_,’_@/)za

donc
foo for = foror- (1)
(G, 0) est un groupe. En effet :
(a) Grace a (1), la loi est interne.
(b
0

)

) La composition d’applications est associative.

(c) L’élélement neutre est donné par fo = idc. En effet pour tout z € C, fo(z) = ez = 2.
)

(d) Tout fy € G possede un inverse donné par f_g,. En effet d’apres (1) on a
foof-o=1[-00fo= fo

Enfin on constate qu’'on a grace a (1) fgo for = forer = forre = for © fo, la loi est donc
commutative et le groupe abélien.

2. Utilisant (1) on voit qu’on a pour 6, §' € R
(0 +0) = foror = foo for = p(0) 0 p(8),
© est donc un morphisme de groupes.

3. ¢ n'est pas injective puisque (6 + 27) = () pour tout § € R. En revanche ¢ est
surjective par définition de G.



Exercice 3 (3 points)

1.

1.

On a

1= R(X), X = {(P(X) ~ Pu(X)), X = L(PA(X) + Po(X)) — Po(X).

. Comme dim Ry[X] = 3, il suffit de montrer que (P, Py, P3) est génératrice. Vect({Py, P1, P2})

contient 1, X, X2 d’apres 1. et donc Ro[X] puisque (1, X, X?) est génératrice, comme base
de RQ [X]

Nous montrons d’abord Ry[X]| = F + G. Soit P € Ry[X]. Comme b est une base il existe
a, 8,7 €Rtq.
P = (aPy+ BP) + (vP).

La premiere parenthese étant dans F' et la deuxieme dans G ceci montre le résultat.
Montrons maintenant F' NG = {0}. Soit P € F N G. 1l existe alors a, 3, v € R t.q.

P=aPy+ P, =P, doncaPy+ P, —vP, = 0.

b étant une base il s’ensuit « = 8 =~ =0 et donc P = 0.

100
Pr=1 0 1 0
0 00
Exercice 4 (9 points)
(a) X X
3 0 3
A= 0 -1 0
1 1
7 0 3
1
(b) On a f(x,y,2) =0« x = —z et y = 0. Donc Kerf = Vect 0 . Comme
-1
Kerf # {0}, f n’est pas injective.
(c) On a
0 1
Imf = Vect 11,10
0 1
On a dim Kerf = 1, avec le théoréeme du rang il suit dimIm f = 2. Les deux vecteurs
0 1
1], 0 | étant clairement linéairement indépendants, il suffit de montrer qu’ils
0 1

sont dans Imf. On a

0 0 1 1
f —1 = 1 af 0 — 0
0 0 1 1

Comme Imf # R3, f n’est as surjective.



2. (a) Comme dimR3 = 3 il suffit de montrer que les trois vecteurs sont linéairement
indépendants. Soient «, 3, v € R et

1 0 -1 0
al O |+81 1 |+~ 0 =10
1 0 1 0
Si 'on considere la deuxieme ligne, on voit que 8 = 0. Il s’ensuit a = yeta = —y =
a=v=0.
(b) On a
1 0 -1 /2 0 1/2
p=lo0o1 0o |, P!l= 0 1 0
10 1 -1/2 0 1/2

(¢) On calcule f(u) =u, f(v) = —v, f(w) =0, donc on a

1 0 0
A=10 -1 0
0 0 O

(d) On a A" = A pour n € N* impair et A" = A? pour n € N* pair.
Preuve : On a A = PA’P~L. Une récurrence simple montre que A" = P(A")"P~! =
Pdiag(1, (—1)",0)P~1, ce qui donne le résultat en utilisant que A?> = Pdiag(1,1,0)P~!.
On calcule ensuite

A2 =

N= O Nl
O = O
= O Nof=

3. (a) En considérant la premiere et la troisieme ligne on voit tout de suite que y; = ys est
une condition nécessaire. La condition est également suffisante comme le démontre

(b).

(b) Dans ce cas on a le systéme suivant :

%(:El + xg)

Y1,
oy = s } T2 Y2, 1 Y1 — T3

On trouve alors ’ensemble des solutions
S ={(2y1 — x3, —y2,x3);x3 € R} = (2y1, —y2,0) + Vect((—1,0,1)).
En particulier la condition de (a) est également suffisante.
Exercice 5 (1 point)

1. Soit x € Kerf. On a f(g(z)) = g(f(x)) = ¢g(0) = 0, donc g(x) € Kerf.

2. Soit y € Imf et x € E t.q. y = f(x). Donc
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flg(x)) € Im .



