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Exer
i
e 1 On 
onsidère le sous-ensemble E de R
2
qui est dé�ni par

E “ tpx, yq P R
2, 3y2 ´ x3 ´ x2 ` x ´ 2 “ 0u .

1. Montrer que E est une sous-variété de dimension 1 de R
2
.

2. Donner une équation dé�nissant la droite a�ne D tangente à E au point

p´1, 1q.
3. Trouver pa, bq sur E tel que pa, bq P pE X Dqztp´1, 1qu.
4. Montrer qu'il existe un intervalle ouvert O 
ontenant 0 et une fon
tion di�é-

rentiable ϕ : O ÝÑ R tel que pϕpyq, yq appartient à E pour tout y dans O.

(Indi
ation : Utiliser p´2, 0q P E .)

5. Cal
uler ϕ1p0q.
6. (Bonus) Donner le développement à l'ordre 2 en 0 de ϕ.

Exer
i
e 2 Soient Σ1 et Σ2 les surfa
es de R
3
données par

Σ1 “ tpx, y, zq P R
3, x2 ` 2y2 ´ z2 “ 2u,

Σ2 “ tpx, y, zq P R
3, x2 ´ y2 ` z2 “ 1u.

1. Montrer que C “ Σ1 X Σ2 est 
ompa
t.

2. Montrer que C est une sous-variété.

3. Trouver un ensemble d'au plus 8 points de C 
ontenant tous les extrema lo
aux

de la fon
tion C Q px, y, zq ÞÝÑ x2 ` y2 ` y2.

4. Cal
uler les distan
es à l'origine des points les plus pro
hes et les plus éloignés

(de l'origine) sur C “ Σ1 X Σ2.

Exer
i
e 3

Soit f : R2 Ñ R, fpx, yq “ px ´ yqe´px2`y2q{4.

1. Montrer que fpx, yq Ñ 0 pour }px, yq} Ñ 8.

2. Montrer que infpfpR2qq et suppfpR2qq sont atteints. En déduire que I “ fpRq
est un intervalle fermé borné de R.

3. Trouver tous les points 
ritiques de f .

4. Dé
rire I “ fpRq et donner les préimages de minpIq et de maxpIq.
5. Cal
uler la hessienne en les points 
ritiques de f . En déduire la nature des

points 
ritiques et retrouver la nature des points 
ritiques.

Tourner, SVP



Exer
i
e 4 Soient V1 et V2 deux sous-variétés 
ompa
tes de R
n
.

1. Montrer que la distan
e de V1 à V2 est stri
tement positive si V1 X V2 est

vide. (La distan
e entre deux sous-ensembles X, Y dans un espa
e métrique

est donnée par inf
px,yqPXˆY

dpx, yq.)

2. Montrer que la réunion V1 Y V2 est une sous-variété si V1 X V2 est vide.

3. Montrer que pV1 Y V2qzpV1 X V2q est une sous-variété.


