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Exercice 1 Soit E = C([0, 1],R) l'espace des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs
réelles, muni de la norme in�nie. Soit ϕ : E → R dé�nie par

∀f ∈ E, ϕ(f) =
∫ 1

0

f 2(t)dt.

1. L'application ϕ est-elle linéaire ?
2. Montrer que ϕ est continue.
3. Montrer que ϕ est di�érentiable sur E et donner sa di�érentielle en tout point
f ∈ E.

4. Pour tout k, on dé�nit la fonction ek ∈ E par ek(x) = xk. Calculer la dérivée
∂ekϕ(1) de ϕ selon le vecteur ek au point 1 ∈ E (la fonction constante égale à
1).

Exercice 2 On considère les applications f et g dé�nies par

f : R2 → R3 g : R3 → R2

(x, y) 7→ (x2y, xy, xy3) (x, y, z) 7→ (x+ y + z, xyz)

Soit a = (x, y). Calculer

1. la matrice jacobienne de f en a,
2. la matrice jacobienne de g en f(a),
3. la matrice jacobienne de g ◦ f en a.

Exercice 3 Soit M une matrice de Mn(R), et k : Rn → Rn une fonction di�éren-
tiable sur Rn. Soit V : Rn → R dé�nie par

∀x ∈ Rn, V (x) = 〈Mx, x〉+ ‖x− k(x)‖22.

1. Montrer que V est di�érentiable en tout point a ∈ Rn, et calculer sa di�éren-
tielle en a.

2. Montrer que dV (0) = 0 si et seulement si k(0) est dans le noyau d'un endo-
morphisme de Rn qu'on déterminera en fonction de dk(0).

Exercice 4 On considère la fonction

f(x, y) =
x5

sin2 x+ cos2 y
,

dé�nie sur un sous-ensemble Df de R2.



1. Quel est l'ensemble de dé�nition Df de f ? Montrer que f est di�érentiable
sur Df .

2. Déterminer l'ensemble des points a ∈ R2 \ Df tels que f se prolonge par
continuité en a. On note f̃ son prolongement par continuité.

3. Montrer que f̃ est di�érentiable en (0, π/2). Que vaut df̃(0, π/2) ?

Exercice 5 Soit la fonction

F : R2 → R
(x, y) 7→ exy − x2y.

et C = F−1(0).

1. Montrer que F est C2. Calculer les dérivées partielles de F . En déduire que

S := {(x, y), F (x, y) = ∂F

∂y
(x, y) = 0}

est réduit à un point A ∈ R2 qu'on déterminera (attention à la rédaction).

Dans la suite (a, b) est un point de C \ {A}.

2. Montrer que, près de (a, b), C est localement le graphe d'une fonction C2

ϕ : I → J où I est un intervalle ouvert contenant a et J un intervalle de R.
3. Donner une équation de la tangente à C au point (a, b). Cette tangente peut-

elle être horizontale ? Verticale ?
4. Question bonus : montrer que C n'est pas borné.


