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PROBLEME : ECHANGES DE LIMITES ET D’ INTEGRALES

PRELIMINAIRES

1. Fonction Gamma d’Euler
a. Soit z > 0.

o t e 1" 1 est CY donc localement intégrable sur |0, +oo].

e et —— ldonce ™1 ~ t* Ll ortt* = tl%ﬂ” est intégrable sur |0, 1] car 1 —z < 1
t—0 t—0t

(intégrales de Riemann), donc, par critére de comparaison, t +— e~ '#*~! I'est aussi.

e ¢t — 5 ( (croissances comparées), donc e "7l = o(t%) ;oor to— t% est
t——+o00 t——+o0

intégrable sur [1,4+oc[ (Riemann) donc par domination, ¢ — e~'#%~! Pest aussi.

Finalement, ¢ ~— e~**~! est intégrable sur ]0,+oo[. T'(z) = [;"* e "*"1dt est donc bien
défini pour tout = € ]0, +o0].
b. Soit z > 0. Alors x + 1 > 0 donc T'(x + 1) est bien défini et vaut [;" e "?dt =

lim o €A e tt%dt. Les fonctions t + t¥ et t = —e ! sont C* sur ]0, +oo[, de dérivées respec-
A—+oo

tives t — xt* ! et t — e~t. On peut donc effectuer 'IPP suivante, pour tous 0 < e < A € R :

A A A
/ e Udt = [—e 1Y) A — / (—e taxt™ Vdt = —e AT+ ¢ 4z / et dt,
€ € v €

——
0o —0 —_———
Azoo car&:;)g 0 —>F(CC)
A—+4o0
e—0

et par identification des limites des membres de gauche et de droite, on obtient I'(x+1) = zI'(x).
En particulier, par une récurrence immédiate, pour tout n € N*, I'(n) = (n — 1)!T'(1). Or
+oo
(1) :/ etdt = lim [—e Y =1— lim e =1,
0 A—+oo A—+oo

donc
VneN*, T'(n)=(n-1)!

2. Fonction zéta de Riemann
a. Soit x > 1 et n € N*. La fonction ¢ — t% est strictement décroissante sur |0, +oo[ donc pour

tout k > n, pour tout t € [k, k + 1],
1
(k+1)r = =

et par croissance de l'intégrale,

1 k+1 dt k+1 ¢
- < -
(k+1)7 /k (k+ 1) = /k 1

ce qui entraine, par sommation sur k allant den a N > n :

N 1 k+1 dt N+1 dt 1 N+1

N
- < - — I
Z (kj + 1)3‘” B l;z/k t* (Chasles) /n tx {(1 — :E)txfl n

k=n



d’ou, par passage a la limite quand N tend vers +oo :

)= G (=, ft) |

b. On cherche une valeur de n pour laquelle ‘Zk 1 kp — ‘ = ) < e. D’apres la question
1

précédente, il suffit pour cela que W < €, cest-a-dire que n > ( 1 >ﬁ (p > 2).

1

1}+Loﬁj]

=~
]
|
—
™

Comme n doit en outre étre entier, une valeur convenable pour n est

désigne 'application partie enticre.

c. D’aprés la question b. appliquée & p =7 et € = 9.1077, pour n = 8 (calculatrice),

vea- S

Or 22:1 E1'7 = 1.0083488 & 10~7 pres par défaut (calculatrice) donc

0,9 x 1076,

1.0083488 < ¢(7) < 1.0083489 4 0,9 x 107% = 1.0083498

done ¢(7) ~ 1.008349 & 1076 pres.

PREMIERE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS
3. Théoréme de convergence uniforme pour les suites de fonctions

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur le segment [a, b] convergeant uniformément
vers la fonction f sur [a,b]. Théoréme : la limite uniforme sur un intervalle I d’une suite
de fonctions continues sur I est elle aussi continue sur I. f est donc elle aussi continue sur
le segment [a,b], donc l'intégrale f: f(x)dx est bien définie (finie). De plus, par convergence
uniforme, pour tout n a partir d’un certain rang, f — f,, est bornée sur [a, b] (ceci est en fait vrai
pour tout n car les fonctions f — f,, sont continues sur le compact [a,b] donc bornées sur [a, b])

b b b
Do — [ fula)ds) < [ 1@ = fu@lde < [T = fullooda = 1 = fall b= 0) = 0

(par convergence uniforme de (f,)nen vers f). La suite de réels ( I : fn(m)dx>neN converge donc
vers le réel ff f(z)dzx

4. Exemples et contre-exemples

a. Pour tout entier n > 2, définissons f, : [0,1] — R par

nz sia € 0,2]
fa(z) = qn?(2 —2) siz €]l 2[ (et en fait siz €[}, 2])
0 siwe[2,1]

(plus simplement, il s’agit de la fonction croissant de 0 & n sur [0, 1], décroissant de n a 0 sur
12

[, 2] et identiquement nulle sur [%, 1]).

e f, est bien affine par morceaux.



e La restriction de f, & [0,1], [1, 2] et [2,1] respectivement est continue car affine. La
continuité de f,, sur [0, 1] en découle (en tout point de [0, 1], les limites de f,, & gauche et

a droite existent et coincident avec la valeur de f en ce point) .

o (fn)n>2 converge simplement vers la fonction f identiquement nulle sur [0,1]. En effet,
pour tout x € [0, 1], soit = = 0, et alors fn( ) = fn( ) = 0 pour tout n > 2, soit x > 0 et
alors il existe ng tel que pour tout n > ng, ﬁ § 7> < x et donc fn(x) =0.

e En revanche, (f,)n>2 ne converge pas uniformément vers f car pour tout n > 2, || f, —
flloo = [l falloo =n - 0.

e Pour tout n > 2, fol fa(z)dz =1 (aire du triangle isoctle de base 2 et de hauteur n), donc
(fol fn(a:)dx>n22 ne converge pas vers fo f(z)dz = 0.

b. On peut considérer les fonctions continues f,, : « € [0,1] — z™. Pour tout = € [0, 1], la suite
(fn(z))n converge vers 0, et pour = = 1, elle est constante égale & 1. La suite (f,,), converge donc
simplement vers la fonction f nulle sur [0, 1] et valant 1 en 1. Cette fonction étant discontinue,
la convergence ne peut étre uniforme. Néanmoins, on a

/fn_n—l-l n—+00 /f

5. Cas d’un intervalle quelconque

a. Pour tout n > 1, f, : * — "”"5!_90 est positive, dérivable sur [0, +oc[ comme produit de

fonctions dérivables, et pour tout x € [0, +ool,

£ () nz" le ™ — e " le7%(n — ) >0 sizel0,n]
€Tr) = =
" n! n! <0 sizé€ln,+oof
insi — _ nle ™ ~ _1 1 \ 1
Ainsi, || fallo = fa(n) = =5 W o Vo d’apres la formule de Stirling, donc || f, /e e 0,

ce qui signifie que (fy,)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle. En revanche, d’apres
les préliminaires, pour tout n € N*,

+o00 T 1 +oo

[ pwae =T o= [
0 n! 0

Le TH 1 n’est donc pas vrai si on remplace [a, b] par un intervalle I non borné.

b.i. La suite (f,) convergeant uniformément vers f sur I, il existe p tel que pour tout n > p,
(et en particulier pour n = p), f, — f est bornée sur I et

sup |f(x) — fa(z)| <1 etafortiori Vxel, |f(z)]—|fu(z)] <1, ie. |f(zx)] <|fulz) + 1.
xel
f, qui est continue sur I comme limite uniforme de fonctions continues sur I, est donc en outre
majorée (en valeur absolue) par la fonction « — 14| f,(2)| qui est intégrable sur I comme somme
de fonctions intégrables sur I (|f,| est intégrable sur I par hypothese, et x +— 1 est intégrable
sur I car I est borné, d’intégrale [(I)). f est donc intégrable sur I.

b.ii. La preuve est identique & celle du 3, en remplagant [a, b] par I et b — a par I(I).
6. Théoreme de convergence dominée pour les suites de fonctions

a. Les fonctions f, étant continues par morceaux sur I, leur intégrabilité sur I découle par
théoreme de comparaison de leur majoration (en valeur absolue) par la fonction ¢ intégrable
sur I. Il en est de méme pour f. En effet, pour tout x € I,

Vi €N, [fa(@)] < pl@) done [f(@)| =] lm_fu@| = lm_|fu(e)] < px).

n—-+o0o



b.i. On peut reprendre 'exemple 4.b. On a vu que la suite de fonctions continues (fy,)nen
convergeait simplement mais pas uniformément vers la fonction f nulle sur [0,1] et valant 1 en

1, qui est continue par morceaux. On a montré par le calcul que la suite de réels ( fol fn(:c)dx)neN

convergeait néanmoins vers 0 = fol f(z)dx. On aurait également pu déduire ce fait du TH 2,
puisque pour tout n € N*, pour tout = € [0,1], |fn(x)| < 1, et la fonction z +— 1 est intégrable
sur le segment [0, 1].

b.ii. Soit I = [0,400, fu(z) = et pour tout (n,x) € N* x I, ¢ : © € I — —%5 et

) 1+x2 1+x2

e Pour tout n € N*, f,, est continue sur I (par opérations élémentaires et non annulation de
r 1+ a2 sur ) ;

e f, converge simplement vers f (qui est elle aussi continue) sur I car pour tout x € I,

Z — 0 donc par continuité de sin en 0, sin(£) — sin(0) = 0 et par continuité de exp
" n—oo n’/ n—oo

sin( %) 0 _ _ esin(®) 1 .
en 0, e e = 1, donc fp(z) = T, S TT = (x) ;

e ¢ est continue, positive et intégrable sur I (d’intégrale e x [arctan]{™ = eZ) ;

e Vx € I, [sin(;)| < 1 donc par croissance de exp, |f(2)| < 752 = ¢(z).

+o0 esin(%)
0 a2 W0 neN*

Alors d’apres le TH 2, f est intégrable sur I (on le savait déja) et (

( o fn(:n)d:):)neN* converge vers [,"* f(x)dx = [ 1122 =7.

DEUXIEME PARTIE : SERIES DE FONCTIONS
7. Théoréme de convergence uniforme pour les séries de fonctions

Soit ,,en frn une série de fonctions continues sur le segment [a, b] qui converge uniformément
sur [a,b]. Pour tout n € N, notons S, la fonction > }_ fi, continue sur [a,b] comme somme
(finie) de fonctions continues. Par hypothese, la suite (S, )nen converge uniformément sur [a, b].
On note S sa limite, qui est continue sur [a,b] comme limite uniforme de fonctions continues.
(Sn)nen converge uniformément donc a fortiori simplement vers S, donc pour tout x € [a,b],
S(x) = limy 400 Sp(x) = limp 100 Yo pg fe(z). Autrement dit pour tout = € [a,b], la série
(numérique) ey fr(x) converge, et 7% fr(z) = S(x).

Ainsi, la suite de fonctions (S, ),en satisfait bien les hypotheses du TH 1, donc ( ; Sp(2)dx)pnen
converge vers f; S(z)dzx. Or par linéarité de 'intégrale (de fonctions continues sur un seg-
ment), pour tout n € N, f: Sp(x)dx = f; (Ch—o fu(x))dx = 37—, (f(f fk(x)da:). Donc la série

Son>o0 . f fn(z)dz converge et sa somme vérifie

SYAE b b [+00
go( / fn<x)dx) = [ S@aa= | (;0 fn@)) .

8. Applications : séries trigonométriques et séries de Fourier

La manipulation de séries entiéres et trigonométriques est ’occasion de nombreux abus de
notations (y compris dans les manuels et les sujets) dont le plus fréquent consiste a utiliser la
méme notation pour la série numérique >, anx™ (resp. S, (a, cos(nzx) + by sin(nx))) pour un
x fixé et la série de fonctions >, (x — anx™) (resp. Y., (z +— ancos(nz) + by sin(nx))), ce que
lon n’écrit jamais... Pour y remédier (la disctinction entre ces deuz objets étant cruciale dans
ce sujet), nous noterons dorénavant e, (resp. cn, Sp), pour tout entier naturel n, la fonction
x +— x" (resp. x> cos(nz) et x — sin(nz)) de R dans R.



a. Si une série trigonométrique %—OCO—FZnZl anCn+by sy (& coefficients réels) est la série de Fourier
d’une fonction f a valeurs réelles (sous-entendu par 1’énoncé je pense) continue par morceaux
et 2m-périodique sur R alors d’apres le théoreme de Parseval, la série numérique ZHZI(Q% +b2)
converge et

12 2 a% 13 2 2

— 2t = 2+ = 3 (a2 +82).

e Jy 1HOPd =53 a4 )
Or la série trigonométrique considérée a pour coefficients (an)neny = (0)nen €t (bp)nens =
(ﬁ)neN*, pour lesquels (a2 + b2)pen: = (%)nGN* n’est pas sommable (série harmonique),

donc cette série trigonométrique ne peut étre la série de Fourier d’une fonction f continue
par morceaux et 27-périodique sur R.

b. Soit %Oco + Y n>10anCn + bysy, une série trigonométrique convergeant uniformément sur R.
Notons f sa limite. f est continue sur R comme limite uniforme de fonctions continues sur
R et 2m-périodique comme limite simple (car uniforme) de la suite de fonctions 27-périodiques
(%co+ >hy axcr + bksk)neN*' Vérifions que % co+ 3,51 anCn + bysy est la série de Fourier de
f, c’est-a-dire que

1 2w 1 [2w
VpeN, ap =ay(f) = = f(t)cos(pt)dt et VpeN*, b,=0b,(f) = = f(t) sin(pt)dt.
0 0
Soit p € N. Par définition de f,
=2 [ s costonar = 1 [7 (913 apcoston) + by sinnn) ) costonas
a == cos == — an cos(n nsin(nt) | co
b T Jo P ™ Jo 2~ P
ao s 1 27 [0 L, e
= 271_/0 cos(pt)dt +7r/0 Z [cp X (ancn + bpsy)] (t) | dt  (linéarité de l'intégrale)
—_———

n=1
2méo,p

La fonction ¢, étant bornée sur R, la convergence uniforme de la suite de fonctions (Y "3_ (arcr + brcr)),,en
sur R entraine celle de (¢, > 3_1(arck + brck)),ene = (k=1 cp(arcr + bicr)), o> 1-€ celle de la

série de fonctions ", [¢p(ancn+bnsy)]. On peut donc appliquer a cette série le TH 3, qui affirme

que la série Y, cn (fo% [ep(ancn + bpsy)] (t)dt) converge vers fo% ( 29 [ep(ancn + brsy)) (t)) dt,

d’out

1 T ron
ap(f) = aodop + — E / [ep(ancn + bpsy)] (t)dt, et par linéarité de I'intégrale
a 0
n=1

too 2 2
1 1
ap(f) = apdop + E an —/ cos(pt) cos(nt)dt +by, —/ cos(pt) sin(nt)dt
n=1 mJo T J0

=0n,p d’apres 1’énoncé =0 d’aprés I’énoncé

= Qap.

On montre de méme que pour tout p € N*, b, = b,(f), ce qui prouve que la série trigonométrique
initiale est bien la série de Fourier d’une fonction continue 27-périodique sur R : f.

9. Intégration terme a terme d’une série de fonctions

a. La série Y, cn ay, est absolument convergente donc la suite (|a,|)nen tend vers 0, et est en
rarticulier bornée. Notons M un majorant de cette suite. Pour tout z € R, pour tout n € N,

n n 7 ’ 7 .
antr| <M %, terme général d’une série absolument convergente (de somme M em). Le rayon

7 . LN a. x’n’ 7 . . a
de convergence de la série entiere ), >o “=7— est donc +oo. La série de fonctions ) ,en én

converge donc simplement (et méme uniformément sur tout compact de R) vers une fonction f
CY (et méme C™) sur R.




b. Pour tout n € N, notons f, la fonction continue sur R définie par f,(x) = % x"e™*. D’apres
les préliminaires, f, est intégrable sur Ry et

“+o0

/O+°o | fo()|dz = n|F( +1) = |ay| (de méme, /0 fn(z)dx = an> )

Pour tout z € Ry,
+oo

fa)e® =3 Dgn _”’—an :

|
n=0 n:

autrement dit, la série de fonctions 37, cn fn converge simplement vers la fonction x +— f(x)e™™
sur R .
Enfin, la série ZnGN( N ful(z )|d:v> = Y ,en |an| est convergente par hypothese, donc le

TH 4 s’applique : z +— f(x)e™ est intégrable sur Ry, 3, cn (f0+°° fn(x)da:) converge et

0+°° flx)e ¥dx = /0-5-00 (riz fn(x)> dx = io (/OJFOO fn(x)dw) = rizan_

n=0
10. Cas ou les théoremes TH 3 et TH 4 ne s’appliquent pas

a. Pour tout = € [0, 1], la série °,,5¢(—1)"2"™ est convergente (série géométrique) et

—+o0
—1)"a" 1
vn €N Cpygk| = | - =
"E’;( )’z ’1+x ro1- 2
=n
donc
“+oo 1
sup (~Dkzk > = » 0
z€[0,1] ];.L 2 n—oo

donc la série de fonctions considérée converge simplement mais pas uniformément sur [0, 1].

b. Pour tout n € N, notons f,, la fonction définie sur [0, 1] par f,,(z ) = (=1)"z". f, est continue
donc intégrable sur le segment [0, 1], et fol |fr(z)|dz = fol x"dr = +1, terme général d’une série
divergente, donc Y, cn fn ne vérifie pas toutes les hypotheses du TH 4.

c. Néanmoins, fol fu(z)dz = fol (—1)"a"dx = (;i)ln est le terme général d’une série semi-

convergente d’apres le critere spécial des séries alternées ((

%ﬂ)”zl est décroissante et tend vers
0). Donc la série >,cn ( fol fn(z )daz) converge. D’autre part, la série de fonctions Y°,,>¢(z
1)™2™) converge simplement sur [0, 1] vers z — +1, qui est intégrable sur [0, 1[ (car restriction

(=
a [0, 1] d’une fonction continue sur [0, 1]). Maintenant, il est un peu dommage d’écrire :

::z: (/01 fn(fl‘)de’) = ::z: (n_j—): =1In(2) (classique)

L dx
et /01+m:[ln(1+m)](1):ln(2)

donc :zj (/01 fn(x)dx> = /01 (:Zj fn(aj)> dr 7

car I'une des fagons de démontrer que la somme de la série harmonique alternée est In(2) est
justement d’établir 1’égalité ci-dessus sans connaitre la valeur du membre de gauche ! C’est ce



que nous faisons donc maintenant.

oo (0]

(lin. de l'int.)

/0141r /(Zf’“ )dw

_x)nJrl
(1 +z 142 ) de

( )n+1 1
dzx </ 2" Hdr =
0

(idem + série géom.)

/0

11. Théoreme de convergence monotone

_>
1+=x n + 2 n—+oo

e (Sp)nen est une suite de fonctions continues sur I comme sommes finies de fonctions
continues sur I,

e (S)nen converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I,

e pour tout (n,z) € N x I,

n
)| =
k=0

= Zn: fr(z) car fr(x) >0 VEk € [0,n].
k=0

<3 ful@) = f@) car fu(@) = 0k € [0+ 1, o],
et f est intégrable sur I.

La suite de fonctions (Sp)nen vérifie donc bien toutes les hypotheéses du TH 2, qui af-
firme alors que ([; Sy(x)dzr),  converge vers [; f(z)dx = [; (Zn o fnl(z )) dz. Or pour tout

neN, [;Sy(x)de = [ (CF_o fu(x))de = 37—y ([; fu(x)dx) par linéarité de I'intégrale, donc
finalement, >~ ,en (7 fn(2)dz) converge et

:gool (/I fn(x)da;> = /I (g fn(x)> dx

12. Application a la physique

+oo 3
et—1 dt.

a. On commence par établir la convergence de l'intégrale |,

e La fonction f : ¢t +— % est continue sur R’ comme quotient de fonctions continues sur
R% dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle y est donc localement intégrable.
3 3

g~ T = t2. f se prolonge donc par continuité en 0,

et est donc intégrable sur |0, 1].
o f(t) = o(t%) (croissances comparées), et t t% est intégrable sur [1,+oo[ donc f est
o0

aussi.

Ainsi, f est intégrable sur |0, +-o0].
Pour tout t €]0, +o0],

t3 1 00 +00
ft) = g =t =%t Y (7 = Y e (U,
et — 1— e — —
~— n=0 n=0
e]-1,1]

Pour tout n € N, notons £, la fonction de Ry dans R définie par f,(t) = t3e~ (D¢,



e Les f, sont continues donc localement intégrables sur [0,+oc[, et sont intégrables sur
[0, +00] car f,(t) = o(t%).

e Y fn converge simplement sur |0, +oo] vers la fonction f continue et intégrable sur |0, +oo[.

Ainsi, d’apres le théoreme de convergence monotone, >,,cn ( * fa(t)d ) converge et
too +00 +oo [ £
> ([ iar) - | (Zﬁﬁgw
n=0 0 0 n=1
Or
+o0 +o0
/ Fat)dt = / t3e~ (D gy
0 0
o )3 e d ble 1 1
— —Uu t 3 3 Aat “ — t’?
/ 1) ¢ (changement de variable linéaire “u = (n 4 1)t”)

oo u _ 1
:(7”6—|-1)4/0 ude du—i(n+1)4f‘(4),

donc

/Om etti Tt = /(:OO (io fn(t)> dt = io (/Om fn(t)dt>

n=1 —
+oo 1 7T4
R IR A

b. Notons C la constante thT. Soit ¢ l'application C! de ]0,+oo[ dans lui-méme définie
B

par ¢(t) = < pour tout t €]0,+oc[. Pour tout t €]0,+oc], ¢'(t) = —t% < 0, donc ¢ est

un C1 difféomorphisme de 10, 4o0[ dans |lims—s 4o @(), lim;_ g+ ¢(t)[=]0, +o0[. L’application

g: A €]0,+oo— /\o & est donc intégrable sur ¢(]0, +-00[) =]0, +00] si et seulement si goy x ¢’
ex—1

Pest sur |0, +o0], et si tel est le cas,

+oo 0
/0 gNdx = [ glp(t))¢ (t)dt.

1 1 C 1
t ) (Cy-
Y 6]07 +OO[7 9(90( ))90 ( ) S0(25)5 e% 1 $2 Cd et — 1’

donc g o ¢ X ¢’ est bien intégrable sur ]0, +oo[ d’aprés a, et donc

+oo ] 7.‘.4 ’ .
/0 )\Sef ~ 1d)\ / 04 6t dt: 50i d’apres a.

Par suite, A — u) est intégrable sur |0, +oo[ et

400 +o0 8rher?t 875 (kpT)*
u :/ und\ = 87rh0/ gNdr = — ZT 1= W155h4303)
0 0 15 (57

et enfin
c 27r5kB
4 15h3¢2

T* = oT*.

13. Généralisation



a. On procede exactement comme en 12.a. en remplacant ¢3 par t*~1, et on obtient

+o00 tm—l
/0 dt = () (x).

et —1

b. En particulier, pour x = 2,

+o00 t 7'('2 7T2
=C(2)I'(2)=— x1l =
| = core) = o

et pour z =7,

+oo 46
/0 Tt = CNT(T) = ((7) x 7 = 5040 (7).

NI i s NP . + 6 .
Or d’aprés les préliminaires, ¢(7) ~ 1,008349 & 10~% pres donc I efildt ~ 5082,07896 a
5040.1075 pres :

6
et — 1

“+00
5082, 07392 = 5082, 07896—5040.107¢ < / dt < 5082,07896+5040.107% = 5082, 07896.
0

6

Ainsi, [;™° S dt ~ 5082,07 & 1072 pres par défaut.




