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Examen de Topologie A, Janvier 2018

Corrigé
Probléme 1

l.a. Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de (E,d) converge
dans (F,d). Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet (pour la distance
induite par la norme).

1.b. Soit (f,), une suite de Cauchy dans (F, || - ||«) :
(x) Ve >0, AN e N, Vn,m > N, || fo — fiulloo < &, 1. Vo € [0, 1], |fu(z) — fin(2)] < €.

Ceci montre que pour chaque x € [0, 1], la suite réelle (f,,(x)),, est de Cauchy dans (R, |-|),
qui est complet, donc cette suite converge vers un réel que ’on note f(x).
Soit € > 0, N € N comme dans (%), n > N et z € [0, 1] quelconques. On a :

Vm > Na |fn(x) - fm(x” < 25

donc par passage a la limite quand m — +o0, |fn(x) — f(z)] < e. Ceci étant vrai pour
n > N et z € [0,1] quelconques, on a :

Ve >0,IN eN, Vn> N, ||fn — flleo <&,

donc (f,,)n converge uniformément vers f.
Reste a montrer la continuité de f. Soit a € [0, 1] et € > 0. D’apres 'étape précédente,
il existe NV € N tel que || fx — flloo < &/3. Comme fy est supposée continue en a, il existe
n > 0 tel que
Ve e[0,1], |t —a| <n = |fn(z) — fn(a)] < e/3.

Mais alors pour tout z € [0, 1], si |x — a| <1,

e € ¢
7(r) — F@) < 17(2) — ()| + 1w (e) = (@] +ila) — fla)] < 5+ + =<
Donc f est continue en a, et ce pour tout a € [0, 1]. Ainsi, on a montré que toute suite de
Cauchy de (F, || - ||oo) converge dans (F, || - ||oo), donc (E, || - ||) est un espace vectoriel
normé complet, donc un espace de Banach.

2.a. Une partie A d’un espace topologique (F,T) est dense si A = E, ou encore si tout
ouvert non vide de E rencontre A.

2.b. F contient ’ensemble des fonctions polynomiales, qui est dense dans E d’apres le
théoreme de Weierstrass. F' est donc lui aussi dense, i.e. F'= FE. Comme F' # E (il existe
des fonctions continues non C! sur [0,1] !), F' # F, donc F n’est pas fermé.

2.c. L’intérieur d'une partie A d’un espace topologique (E,T) est le plus grand ouvert
inclus dans A, ou encore I’ensemble des points intérieurs a A, i.e. des points qui possedent
un voisinage ouvert inclus dans A.

On a vu en cours qu’'un sous-espace vectoriel strict d’un espace vectoriel normé (c’est
le cas de F' dans FE) était toujours d’intérieur vide.



On peut aussi procéder a la main. Soit f € F une fonction C*. Etant donné & > 0,
montrons que Bg(f,¢) rencontre E \ F. Pour cela, posons g : @ € [0,1] — |z — 1| et
remarquons que

€
I(f +e9) = flle =ellgllee = 5 <,

et que f + g est continue (car f et g le sont) mais pas C' (car f l'est mais pas g).

d. || - ||cr est bien définie sur F' car pour tout f € F, f’ est continue sur [0,1]. Elle
est clairement positive, et comme elle est supérieure a || - || qui est une norme, elle sat-
isfait automatiquement ’axiome de séparation. L’homogénéité et 1'inégalité triangulaire
découlent directement de celles de || - || et de la linéarité de la dérivation de F' dans E.

2.e. Pour tout f € F, || flleo < || fllcr €t || f/]|oc < ||fllcr donce comme (f,,),, est de Cauchy
dans (F, ] - |lcr), (fu)n et (f))n sont de Cauchy dans (E, || - ||), donc convergent dans
cet espace. On note f et g leurs limites. La formule fondamentale de ’analyse fournit
I'égalité de I’ énoncé Montrons que la suite de fonctions définies par le membre de droite
hy =z — f,(0) + fo fI(t)dt converge uniformément vers h : x — f(0) + fo t)dt. En
effet, pour tout = € [0, 1],

a) = @) < 11,0) = 5001+ [ 17200 - o)l

< o= Flloo +1fn = glloe 2 0.

Or h,, = f, pour tout n et (f,), converge vers f donc par unicité de la limite, f = h, ce
qui donne par dérivation f' = g (et en particulier f est C'). Finalement, si (f,), est de
Cauchy dans (F,|| - ||c1), il existe f € F telle que (f,) et (f!) convergent uniformément
vers f et f’, de sorte que (f,), converge vers f dans (F,| -|c1). On a donc montré que
cet espace était un espace de Banach.

2.f. Pourtout f € F, [|D(f)|lcc = ||f'llcc < 1x]|f]|c1, donc application D est continue de
(F,||-]lc1) dans (E, || - ||ls) et ||| D]]| < 1. Vérifions que |||D||| = 1 (notons que cette borne
ne peut étre atteinte car si ||D(f)|leo = ||fllct; ||f|lec = 0 donc f est la fonction nulle).

Considérons la suite de fonctions C' non identiquement nulles f,, : z sin(ne) - poyr tout

n > 1 (fller = [fallse + [ Fallso = £+ 1 et [ID(f)loo = 1 done lim,, I2Ul= — 1 donc

[l|1D||| > 1, ce qui conclut.

2.g. Comme il s’agit d’'une application linéaire entre EVN] il suffit de montrer qu’elle
n’est pas bornée sur la boule unité, avec le méme genre d’idée que ce qui précede : pour
tout n € N, on définit f,, : z — sin(nz). Toutes ces fonctions appartiennent a la boule
unité de (F | - ||o), et leurs images satisfont || D(f,)|lcc =n — 400, ce qui conclut.

2.h. Si ces normes étaient équivalentes, toute application continue pour 'une le serait
pour 'autre, ce qui n’est pas le cas d’apres les questions précédentes, donc elles ne sont
pas équivalentes.

3.a. On a montré dans la question 2.c que F était d’intérieur vide dans E. Son
complémentaire, I’ensemble des fonctions continues non C*, est donc dense dans E. 1l
n’est pas ouvert car I’ n’est pas fermé d’apres la question 2.b.

3.b.

o= {reBlaenn wre o< g — [0 <0l



Soit donc (fy)x une suite de °U,, convergeant vers f dans F, et, pour chaque k, x; tel que

Je(xr) = fr(y)

T —Y

1
Yy £z, o —y|l < — = 'Sn
n
Comme [0,1] est compact, (zx), admet une sous-suite (z4())r convergeant vers un réel
€ [0,1]. Siy # x satisfait |y — 2| < 1/n, alors pour tout k assez grand, y # Ty et

‘ < n et donc par passage a la limite ‘%}’;(y)

Toe) @)= For) (v)
To(k)—Y

<

Y— Ty | < 1/n, donc
#(k)

n, ce qui montre que f € °U,, et donc que “U,, est fermé.

3.c. Soit f € E et € > 0. On va montrer qu’il existe g € U, avec ||g — flloc < € en
prenant g = f + cv, avec p assez grand. On constate déja que pour un tel g, comme
|vpllec = 1, on a ||g — fllo < €. f est continue sur le compact [0, 1] donc uniformément
continue d’apres le théoreme de Heine. Soit > 0 tel que pour tout (z,y) € [0,1]%
lt —yl <n = |f(z) — f(y)] < e/2. Soit z € [0,1]. Il appartient a un intervalle
[%, %] Prenons pour y 'extrémité de cet intervalle la moins proche de x, de sorte que
2ip <lr—y| < %. Alors

l9(z) —gW)| _ 1S (2) = f(y) + e(vp(z) — vp(y))|

o —yl |~y
> elvy(x) — vp(|gi)\_—y!|f(33) — f(y)|

>e2p—352p=ep

a condition que % < 7. Ainsi en prenant p > max(n~',2), on voit que le minorant

ci-dessus est supérieur a n, et donc que g € U,.
3.d. Soit f € NuenU, et © € [0,1]. Pour tout n € N* il existe y, # z tel que

et %ﬁiy”) > n. En particulier, (y,), converge vers x et £@)=1yn) diverge

[T —yn| < % T=Yn
quand n — +o0o. Ceci montre que f n’est pas dérivable en z, et ce pour tout =x.

3.e. Le théoreme de Baire affirme que dans un espace métrique complet, toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense. (F, |||/ ) est complet d’apres 1, donc le théoreme
s’applique, et N,en+U,, est dense dans E. D’apres la question précédente, cela entraine
que les fonctions continues nulles part dérivables sont denses dans F.

Probléeme 2 : Distance de Hausdorff et ensembles fractals
Partie I. Un exemple en dimension 1

1. Si K est un compact de R, comme les homothéties sont des applications continues de
R dans R, To(K) et To(K) sont aussi compacts, et leur réunion (finie !) également.

2. (rajouter légende)



3. D’apres la question précédente, T (I) C I, donc en regardant leurs images par T",
on obtient T"T(I) = T*(T(I)) € T"(I). Une intersection décroissante de compacts
non vide est un compact non vide. Enfin 7 (/o) = T(N,en 7)) C Npen T(T™(1)) =
Moens T"() = Npen T(I) = I puisque la suite est décroissante.

4. On procede par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, le résultat découle immédiatement
des expressions des homothéties Tj et T3 : pour a; € {0, 1}, pour tout x € [0,1], T, (x)
4z et comme T, est continue et croissante, Ty, ([a, B]) = [Ta, (@), Tu, (B)]-

Supposons maintenant le résultat vrai au rang n € N*. Soit (ay, ..., a,11) € {0,2}".
Par hypothese de récurrence, (T, o --- 0 Tg,,,)(I) est le segment [p -7, 2 S0 @it 4
3%1] =: [ap, Brn]. Alors d’apres ce qui precede

)(I) = Tal([am Bn])

[Tm (Oén) a1 (571)]
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ce qui est bien I'expression attendue, et qui conclut la récurrence.

5. Soient a = (ay, .. an) et b = (by,...,b,) deux éléments distincts de {0,2}". Alors
a=)" G FB= ZZ 1 31' (unicité de I'écriture propre en base 3). Soit iy le plus petit
indice tel que a; # b;. Spdg, on peut supposer que a;, = 0 et b;, = 2, et alors

n n n

2 b; — a; 2 1 2 1 1 1
- - - ! N ! - — - = —f'l'— - —_— >'——
ﬁ « 310 + Z 31 - 310 L 3z 310( Z 3z> > 310 - Sn
i=ig+1 i=ig+1 i=1
N——
<1/2

donc les intervalles [or, o + 3%] et [8,5 + 3%,] sont disjoints, ce qu’on voulait.

T"(I) est par construction la réunion pour a = (ai,...,a,) parcourant {0,2}" des
segments précédents. Chacun de ces segments est connexe (car un intervalle est connexe),
donc les composantes connexes de 7™ () sont des réunions de tels segments. Or un sous-
ensemble de R est connexe si et seulement si ¢’est un intervalle, et aucune réunion de deux
ou plus de ces segments n’est un intervalle, car ils sont disjoints et a distance strictement
positive les uns des autresA (le caractere disjoint ne suffit pas : [0,1[ et [1,2] sont des
intervalles disjoints, mais ce ne sont pas les composantes connexes de leur réunion [0, 2]).
Les composantes connexes de 7™([) sont donc précisément les segments ci-dessus.
6.a. Il s’agit de vérifier que pour toute suite (a;); € {0,2}"M% la série 7., %
verge dans [0,1]. Or pour toute telle suite (a;);, 0 < & < 2,
géométrique de raison 1/3 €] — 1,1[ donc Convergente et de limite
conclut par comparaison de séries a termes positifs.

3 X -1
6.b. Soit a = (a;); € {0,2}" %, Pour tout n € N*, p(a) = >/ 4 € [Yr, 4,50 4+
) (calcul du méme type que ci-dessus), donc ¢(a) € T"(I). Ainsi, I'image de ¢ est
incluse dans /.

terme général d’une
2 L =1. On




Réciproquement, soit x € I,. Pour chaque n, x appartient & une unique composante
connexe de 7™(I). Si pour un n donné, cette composante est [Y_1 | % S & 4 L] a
rang n + 1, la composante de 7" (I) a laquelle x appartient est 'une des deux com-
posantes de 7"*1(I) rencontrant (et en fait incluses dans) le segment ci-dessus, a savoir
(Th,0---0T,, oTy)(I) ou (Ty, 00T, oTy)(I) (attention a l'ordre de composition ') On a

ainsi une suite (a;);>1 € {0, Q}N\{O} telle que pour tout n € N*, z € [30 | & S~ &4 L]

=1 3%
Or les suites (307, %), et (31, % + 37), sont adjacentes et convergent toutes deux vers
S g+, donc z = S 3 = ©((as)i), ce qui conclut.

6.c. Etant donné a = (a;); € {0,230}
siar =0, p(a) = 30((ag, as, ... ) = To(p((az, as, .. .))) € T(Im(p) = L)

et si @ =2, ¢(a) = 2 + p((az, a,....)) = Talp((az, as, ... ))) € T(Im(p) = L),
Ainsi, I, C T (1), ce qui donne ’égalité avec 3.
6.d. On a déja vu que ¢ était surjective sur I. L’injectivité provient de l'unicité
du développement propre d’un nombre en base 3, et du fait que si un développement
impropre et un développement propre donnent le méme nombre, le développement propre
doit comporter un 1, ce qui n’est pas le cas pour les éléments de I...

On a vu en cours que {0,2}\M% est non dénombrable, donc par bijection, c’est aussi
le cas de I,

6.e. La topologie discrete est métrisable, donc il suffit de vérifier que toute suite de
{0,2} admet une sous-suite convergente. C’est immédiat car {0,2} est fini donc toute
suite admet méme une sous-suite stationnaire. (Si on veut utiliser Borel-Lebesgue, ne pas
oublier de dire que cet espace est séparé).

6.f. La topologie produit sur {0, 2}"M% admet pour base
{U; x -+ x U, x {0,2}Pr1Fl | € N* Uy, ..., U, ouverts de {0,2}},

or pour tout i, {a;} est un ouvert de {0,2} pour la topologie discrete, donc V,, = {a1} x
- x {a,} x {0,2} "1+ est bien un ouvert de {0, 2}

6.g. Soit a € {0,2}"%. Pour n € N*, notons V,, I'ensemble des b € {0,2}"M% tels
que b; = a; pour tout 1 entre 1 et n, comme dans la question précédente. Si b € V,,,
lp(a) — (b)] < 3727 12 — 0 quand n — +oo. Or V, est un voisinage de a pour la
topologie produit. On a donc montré que pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a
tel que pour tout b € V, |p(a) — ¢(b)| < &, ce qui montre la continuité de ¢ en a, et ce
pour tout a.

D’apres (e) et le théoreme de Tychonoff, {0,2}"M% muni de la topologie produit est
compact comme produit d’espaces compacts, et une bijection continue d’un compact dans
un espace séparé est toujours un homéomorphisme, ce qui conclut.

6.h. Une composante connexe d'un sous-ensemble de R est nécessairement un intervalle.
Or I, ne contient aucun intervalle de longueur non nulle car entre deux éléments de I il
y a toujours un réel dont I’écriture en base 3 comporte des 1, et qui donc n’appartient pas
a I,. Les composantes connexes de I, sont donc des intervalles de longueur 0, ¢’est-a-dire
des singletons.

Comme I, et {0,2}"M% sont homéomorphes, les composantes connexes de {0, 2}
sont également ses singletons.

Partie II. Distance de Hausdorff



1. {O} NI # @ donc dist({O},I) = 0. Montrons maintenant que dg({O},I) = 1. [
n’est pas inclus dans le 1-voisinage ouvert de {O}, donc dy({O},I) > 1. En revanche,
pour tout r > 1, I C V,({O}) et bien stur {O} C I C V,(I) donc dy({O},I) < r et ce
pour tout 7 > 1, donc finalement dy({O},I) = 1.

2. Supposons A et B bornés. Notons d4 et dp leurs diametres, et dap = dist(A, B). Alors
pour tout r > dag+da, A C V,.(B). En effet, comme r —d4 > dag, il existe (a,b) € Ax B
tels que d(a,b) < r — dy, et alors pour tout x € A, d(z,b) < d(z,a) + d(a,b) < r donc
x € V.(B). De la méme fagon, pour tout r > dag + dg, B C V,.(A). On en déduit que
du (A, B) est finie et inférieure a dap + max(da, dg).

3. Bien siir, A C A C V,(A) pour tout » > 0. Réciproquement, tout point adhérent
a A appartient au r-voisinage de A pour tout r > 0 par définition ! Ainsi on a bien
dp(A, A) = 0. dy ne satisfait donc pas I'axiome de séparation sur B, puisqu’il existe des
ensembles bornés qui ne sont pas fermés, et donc des ensembles distincts (un tel ensemble
et son adhérence), qui sont a distance de Hausdorff nulle.

4. x € A et par définition de la distance de Hausdorff, A C V;,,(B) pour tout n € N*.
Donc pour tout n € N*| il existe z,, € B tel que d(z,z,) < 1/n. La suite (x,), converge
donc vers x. Mais B est compact donc fermé, donc z € B. Ainsi A C B. De la méme
facon, B C A, et finalement A = B. Ceci montre précisément que dy vérifie 'axiome de
séparation.

5. Par définition de dup, il existe y € B tel que d(x,y) < dap + €. Par définition de
dpc, 1l existe z € C tel que d(y,z) < dgc + . Par inégalité triangulaire, on a bien le
résultat demandé. Cela signifie que A C V,(C). On démontre de la méme fagon que
C C V.(A), donc dy(A,C) < r. Ceci étant vrai pour tout r > dap + dpc, on obtient bien
que dy(A,C) < dap + dpc, c’est-a-dire 'inégalité triangulaire.

6. On a déja vu que dy était bien définie sur X x X (2.), positive par définition, satisfaisait
I'axiome de séparation (4.) et I'inégalité triangulaire (5.). La symétrie étant immédiate,
cela fait de dg une distance sur X.

Partie III. Application aux fractales

1. Méme qu’en 1.1, une application contractante étant lipschitzienne donc continue.

2. Comme les applications T; sont contractantes et en nombre fini, il existe k < 1
tel que ces applications soient toutes k-lipschitziennes. Soient A, B € X. On veut
montrer que dg (T (A),T(B)) < kdy(A, B), c’est-a-dire que pour tout r > kdg(A, B),
T(A) C V.(T(B)) et T(B) C V.(T(A)). Pour cela, il suffit de montrer que pour tout
i, T;,(A) C V.(T;(B)) et réciproquement. Soit donc un tel r. Comme r/k > dy(A, B),
A C V,/i(B) et réciproquement. Et comme pour chaque ¢, T; est une contraction de rap-
port k, ceci entraine facilement les inclusions voulues. T est donc bien une transformation
contractante de (X, d).

3. T est une transformation contractante de I’espace métrique complet (X, d) donc d’apres
le théoreme du point fixe de Banach-Picard, elle admet un unique point fixe K, et toute
orbite de T converge vers ce point fixe, ce qui démontre précisément le théoreme.

NN




