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Question de cours : voir cours

Exercice 1 :
1) La famille (1, x2, x3) est libre si et seulement si son rang est 3. Or le

1 2 1
0 1 -1
rang de cette famille est 3 si et seulement si la matrice A = |1 3 1
1 0 1
1 2 1

admet un mineur d’ordre 3 non nul. Or le mineur d’ordre 3 obtenu a partir
de A en supprimant les deux dernieres lignes est non nul. En effet

1 2 1
01 —1—‘
1 3 1

La famille (z1,x2,z3) est libre.

12 1 00
01 =100
2) Le determinant |1 3 1 0 0| est non nul. En effet
10 1 10
1 2 1 01
12 1 00
01 too 2Ly
1310021310:01—17&0.
10 1 10 10 1 1 1 3 1
12 1 01

La famille (z1, 22, 23, (0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) est donc une base de R® qui
complete la famille libre (z1, 22, z3).

3) Vect ((0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) est un supplémentaire de Vect(z1, x2, x3)
dans R?.



Exercice 2 :
1) La matrice de ¢y, dans la base canonique est

Ap =

HOOS
© 3 oW
— o O

1
m
0
0

On calcule son déterminant en développant par rapport a la troisiéme ligne,
puis par rapport a la deuxieme ligne. On obtient :

m 1
1 1

:m2

‘ =m?(m—1).

—_ O

m
m 1

0

0 =m|0 m

1 1 0

_ o O =

1 2
m 2
0 m
0 O

2) L’application ¢, est bijective si et seulement si m est différent de 0
et de 1.

3) Nous devons distinguer trois cas:

Premier cas : m # 0,1. L’application ¢,, est bijective. Comme elle est

injective, son noyau est réduit au vecteur nul. Comme elle est surjective,
son image vaut R%. La base canonique de R* est donc une base de Im,,.

Deuxieme cas m=0.

01 2 1 T 0
0 0 2 0 yl |0
(x,y,z,t)EKeT(goo) <~ 000 0 Py - 0

1 0 0 1 t 0
y+22+t=0

<= 22=10
z+t=0
rT=y=—1

= {2:0

Ainsi, on a
Ker(po) = {(z,2,0,—x) | x € R} = Vect{(1,1,0,—1)}.

Le vecteur (1,1,0,—1) est une base de Ker(yp).
Du théoreme du rang, on déduit que Im(yp) est de dimension 3. Les
trois vecteurs (0,0,0,1),(1,0,0,0) et (2,2,0,0) sont dans I'm(pg) puisqu’ils



sont les images des trois premiers vecteurs de la base canonique de R*. 11
est facile de voir que la famille ((0,0,0,1),(1,0,0,0),(2,2,0,0)) est libre.
Comme c’est une famille libre de Imyg qui est de dimension 3, c’est une
base de I'mgyyg.

Troiseme cas : m=1

1 1 2 1 x 0
o1 20|[y] |o
(x,y,2,t) € Ker(p1) < 00 10 1= 10
1 0 0 1 t 0
(2 +y+22+t=0
— y+22=0
z=0
z+1t=0
y:ZZO
— {x:—t

Ker(p1) ={(x,0,0,—x) | z € R} = Vect{(1,1,0,—1)}.

Le vecteur (1,0,0,—1) est une base de Ker(¢1).

Du théoréme du rang, on déduit que I'm (1) est de dimension 3. Les trois
vecteurs (1,0,0,1),(1,1,0,0) et (2,2,1,0) sont dans I'm(¢1) puisqu’ils sont
les images des trois premiers vecteurs de la base canonique de R*. Montrons
que la famille ((1,0,0,1),(1,1,0,0),(2,2,1,0)) est libre. Etant donnés trois
réels a, 0 et v, il est facile de voir que

a(1,0,0,1) + £(1,1,0,0) +v(2,2,1,0) = (0,0,0,0) = a = =~v=0.

Comme la famille ((1,0,0,1),(1,1,0,0),(2,2,1,0)) est une famille libre
de I'm; qui est de dimension 3, c’est une base de Imp;.

Exercice 3 :
a) La matrice nulle est élément de E donc F est non vide.
. b "y .y .
Soient (Z d> et <CCL, d’> deux éléments de E et A un réel. Les quatre
relations suivantes sont donc satisfaites :

a+b+c—d=0
a+2b+2c+d=0
a+b+cd—-d=0
a +20+2d +d =0



/! / / /
La matrice A <CCL Z) + <Ccl, Z,) = (i\z i Z, ;\\3 i Z,) verifie alors les re-

lations
Aa+d)+N+V)+Ae+d)—(Ad+d)=0
Aa+d)+20+V)+2Ac+)+(Ad+d)=0

On a bien démontré que E est un sous espace vectoriel de Ma(R).
b) Résolvons le systeme

a + b + ¢ — d =0
a + 2b + 2¢ + d =

[an}

par la méthode du pivot de Gauss.

111 -1 111 -1 1
1 2 2 1 011 2 0

_ O
— O
o
w
~_

Donc
“ ) | (o) e BY

B= (%
={c<[1) _01> d<g _12> | (c,d) € R},
L o)

_.I_
. 3 -2 y
Les matrices 0 1 sont donc éléments de E et elles engen-

drent E. De plus

0 -1 3 =2
)\<1 0>+M<O 1>:>)\—u—0.

Ces deux matrices forment donc une famille libre. La famille [(? _01> , (g _12)]

forme donc une base de E et ’espace vectoriel E est de dimension 2.

Exercice 4 :

1) on a
2 0 0
13 1
A= 2 2 T2
r _1 3
2 T2 2

x@=| § f-r -4|=C-0
2



Les valeurs propres de T sont donc 2 et 1.

3) Déterminons le sous espace propre associé a chaque valeur propre et
donnons en une base.

Calculons le sous espace propre associé a la valeur propre 1.

1 0 0
(x,y,2) € Ker(T — Id) <~ % % _%
1 11
2 2 2
rz=0
1 1 1
— 5L+ 5Y — 52 =
S S S
5T 2y—|—2z_
{022
<
y==z

Ker(T — 1d) ={(0,y,y) | y € R} = Vect ((0,1,1)).

La famille ((0,1,1)) est une base de Ker(T — Id).
Calculons le sous espace propre associé a la valeur propre 2.

0 O 0
(x,y,2) € Ker(T —2Id) <~ % _% _%
2 T2 T2

|

8

|

|

<

|
N =
N

I

o

{1 1
= ? ?
3T —3y—32=0
— T=yYy+=z

=

Ker(T—2Id) = {(y+2,y,2) | (y,2) € R*} = {y(1,1,0) + 2(1,0,1) | (y,2) € R*}.

La famille ((1,1,0),(1,0,1)) engendre Ker(T — 2Id). Montrons quelle est
libre. Etant donnés « et B deux réels, il est facile de voir que

a(1,1,0) + B(1,0,1) = (0,0,0) = a = 3 = 0.

Donc la famille ((1,1,0), (1,0,1)) est une base de Ker(T — 21d).

3) Comme dimKer(T — Id) + dimKer(T — 2Id) = 3, ’endomorphisme
T est diagonalisable et on obtient une base de vecteurs propres pour 1" en
mettant bout & bout une base de Ker(T — Id) et une base de Ker(T —2Id).
Ainsi, la famille (f; = (0,1,1), fo = (1,1,0), f3 = (1,0,1)) est une base de
vecteurs propres pour 7.

La matrice de T' dans la base (f1, fa, f3) est

)

100
B=|[0 2 0
00 2



5) On a
0 1 1
P=(1 10
1 01

La matrice P étant une matrice de passage, elle est inversible.
pliquons la méthode du pivot de Gauss pour calculer I'inverse de P .

0 1 11 0 0 11 010 1 1 olo0 1
1 10010]~{011100] ~{0 1 1/1 0
1 0 10 0 1 10 10 0 1 0 -1 1/0 -1
1 100 1 0 1 100 1 0 1 1 0|0
~011100~011100~010%
0021 -11 0013 -3 3 00 1]3
100—%%%
~loroly L
o0l )
111
2 2 2
Ainsi P est inversible et P~1 = % % %) .
1 1 1
2 T2 2

Ap-

= O O

D= =

NO|—=

N[ (@]
Do

2
6) On a B = P7!AP dout A = PBP~!. On en déduit (par une

démonstration par récurrence laissée au lecteur), A" = PB"P~!,

1 0 0
On démontre par récurrence sur n la formule B* = [0 2" 0
0o o0 27

2n+1 0

0

Uncalculmontreque:A”:PB"P_1:% 142" 142" 1-
—1+2" 1-2" 1427

271



