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EQUATION AUX VARIATIONS

Correction partielle

7. 1l s’agit de montrer que pour tous t et h, 6_p(t) = —6,(t). Intuitivement c’est clair, cela
signifie juste que la trajectoire du pendule laché a vitesse nulle a un angle —h de la verticale
doit étre symétrique de celle du pendule laché avec un écartement initial égal a h! Vérifions-le
rigoureusement. Soit h € R. Par définition (cf. 1.), 6_j, est 'unique solution de

" +sinx =0

(+) {x(O) — h, 2(0) = 0

Pour montrer que 0_j, = —0y, il suffit donc de vérifier que —6)}, est solution de (x). La vérification
est immédiate :

o (—0p)" +sin(—0y) = —(0} +sinby) = 0 car 0, est solution de (E);

o (—04)(0) = —6,(0) = —h et (—05)'(0) = —0; (0) = 0 par définition de 6.

Ainsi, a t fixé, h — ®(t, h) est impaire, donc dans tout DL de cette fonction, les coefficients
d’ordre pair sont tous nuls. En particulier, vo(t) est nul. Ceci étant vrai pour tout ¢, vy est
identiquement nulle. L’expression (2) se simplifie donc en :

O, (t) = O(t, h) = hvi(t) + h3vs(t) + hiz(t, h).

8. On procede comme dans a la question 5. On a d’une part, en dérivant ’expression ci-dessus
deux fois par rapport a ¢ (a h fixé) :
0%z

0 (t) = hvl (t) 4+ h3vl (t) + bt e

(t.h) = b (t) + h3v§(t) + o(h®) (3)
et d’autre part, 6, étant solution de (E),
07/(t) = —sin(64(t)) = —sin (hvi () + hPvs(t) + o(h*))
= — (hoy(t) + BPus(t) + o(h%)) + % (hs (£) + BPus(t) + o(h®))” +0 (h?)

%h3vl (t)34o0(h3)

= —v(t)h + <—vg(t) + lvl (t)3> R34 o(h?). (4)

6

Quelque soit ¢, 'unicité du DL & Pordre 3 de 6} (t) en la variable h entraine donc :

{ v](t) +sinvi(t) =0 (on le savait déja)

V() = —vs(t) + Jur ()3, Le. vi(t) +vs(t) = Loy (8)% = ©3D° dapres 6.
La fonction vs est donc solution de I’équation lindaire non homogene d’ordre 2 : " +y = (Cogt)g

(#%). Déterminons les conditions initiales satisfaites par vs :

01,(0) = h  par définition de 6,
= v1(0)h +v3(0)h> + h*2(0,h) d’apres (2) (en t = 0)

donc par unicité du DL a l'ordre 3 de 65(0) en la variable h, v3(0) = 0. D’autre part,

07,(0) =0 par définition de 6y,
0z

= v (0)h + v5(0)h® + At o

(0, h) par dérivation de (2) par rapport a ¢



donc par unicité du DL & Pordre 3 de 0;,(0) en la variable h, v5(0) = 0.

Pour déterminer v, on utilise maintenant la méthode de variation de la constante. L’équation
linéaire homogene associée & (xx), y”’ +y = 0, a pour base de solution (¢ — cost,t + sint). On
cherche alors vs sous la forme ¢ — a(t) cost + b(t) sint. Une telle fonction est solution de (xx),
avec les conditions initiales y(0) = 3/(0) = 0, si et seulement si (cf cours/TD) les fonctions a et
b satisfont :

a’ cos +b'sin = 0

a’'(—sin) + b cos = %

(acos+bsin)(0) =0, iea(0)=0

(acos+bsin)’ (0) =0, i.e (a’cos+b sin —asin+bcos)(0) =0, i.eb(0)=0
0

(5 20 (=) = (6)-0)
ce qui équivaut A :
()= ) ()= (5F) = G6)-0)

t 3 t 4
a(t) :/ _Sinscos6(s) ds et b(t) :/ o8 (s)ds,
0 0

ce qui, apres calcul, donne :

c’est-a-dire :

c’est-a-dire :

a(t) = i (cos*(t) —1) et b(t) = é <g Sinft) X sin(4t)> ’
et donc : . o
v3(t) = ... = T <t + : >

et finalement :

. o
On(t) = hcost + 3 Sllrét <t + Smé t)> +o(h?).



