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TD 4 : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Exercice 1. Interversion série intégrale

On pose f,(x) = (n+ 1) cos™(x) sin(z).
Déterminer la limite simple des fonctions f,,.

Montrer que foﬂ/Z f(t)dt # lim Oﬂ/z fn(t)dt.
n—oo

Montrer que la série des f,, converge simplement.

Converge-t-elle normalement ? (On pourra étudier la suite f,(1/n).)

A o

Montrer que pour tout € > 0, la série des f,, converge normalement sur |e, 7/2].
Que peut-on en déduire ?

6. Montrer que > f, n’est pas continue en 0.
n>0

Exercice 2.
Pour n € N, on définit sur R, v, = In (1 + f—;)
1. Vérifier que Y u,, converge simplement sur R.
2. Montrer que > u!, ne converge pas normalement sur R..

3. Montrer que pour tout A > 0, > w,, converge normalement sur [0, AJ.

4. Que peut-on en déduire?

Exercice 3. Série de fonctions

oo
Soit f(a) = . e *"" sous réserve de convergence (a € R).
n=0

1. Domaine de définition de f 7
2. Régularité de f7?
3. Limite de f(a) quand a — +o0?

Exercice 4. Fonction ( de Riemann

Soit ¢ (z) = i ni

1. Déterminer le domaine de définition de (. Montrer que ( est de classe C* sur
ce domaine.



o0

2. Prouver que lim ((x) =1 (majorer » — par comparaison a une intégrale).
r——+00 n=2 ne

3. Prouver que lini ((x) = 4o0.
z—
Exercice 5. Fonction ( de Riemann et constante d’Fuler

1. Montrer qu’il existe une constante v € R telle que

n

1
o 1n(n)n_>—o>o’y
k=1
2. Montrer que
"1 1
- =In(n) +7+ 5 +of-)
k=1
3. Montrer que
(1 1
=1 —+In{1-—-—
=2 (e (3)
4. Montrer enfin que
= (k) -1
BT
k=2



