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PREMIÈRE COMPOSITION

Durée : 5 heures

Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanurnérique ou à
écran graphique - à fonctionnement autonorne, non imprirnante, autorisée conformément à la
circulaire n" 99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout ouwage de rëférence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
es t ri gour eus ement inter dit.

Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il (elte) le signale très
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence.

De même, si cela vous conduit à formuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les)
m entionn er exp I ic it em en t.

NB z Hormis lten-tête détachqble, la copie que vous rendrez, ne devra, conformément au principe d'unonymut,
comporter aucun sîgne distinctif, tel que nom, signuture, orîgine, etc. Si le travail quï vous est demandé
comporte notumment la réduction dtun projet ou dtane note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de I'identifter' 
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Dans un plan affine euclidien orienté, on considère deux points distincts B et C et un point M
n'appartenant pas à la droite (BC).

Pour chacune des assertions suivantes, déterminer s'il existe un point A qui la vérifie.

On préci,sera pour chaque cas le nombre de solutions et on prend,ra so,in de fournir toutes les erpli,ca-
tions et justificati,ons utiles.

l. M est le centre de gravité du triangle ABC.

2. M est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

3. M est I'orthocentre du triangle ABC.

4. M est le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

DarbourL systémati,sera dans son mémoire d,e 1875 la d,émarche amorcée dans sa correspond,ance où
il erpose ûu coup pz,r coup [. .. ] les propriétés implicites d,e la prattque con'Ln'ru,ne de la notion de
fonction cont'inue.
Il cherche à dégrossir Ie concept de foncti,on continue et à le dépouiller de tout ce qui, n'est pas
strictement indui,t p&r sa, défini,ti,on, et que l'<t usage >, I'actiu,ité mathématique passée lui auait d,onc
conféré. Cauchy2 auait cassé le cadre foncti,on continue/fonction analytique. Darboun cherch,e à, casser
les assimi,lations su'iuantes : foncti,on continue/fonction monotone, foncti,on continue entre a et b/
fonction qu'i passe par toutes les ualeurs tntermédiaires entre f (a) et f (b), foncti,on conti,nue/fonction
dériuable.
En réd,ui,sant à sa juste mesure la classe des fonctions cont'inues, Darbour donne une réalité,, une
épaisseur aur classes d,es fonctions qui, ne le sont pas. Il tibère le concept d,e foncti,on d,u carcan d,e
la cont'inui,té.3

On se propose dans ce qui suit de mettre en lumière quelques points évoqués par le texte précédent.
Partie I : préliminaires

On pourra utiliser les résultats suivants :

o toute partie non vide majorée de lR admet une borne supérieure;

o soient a et b des réels tels que a 1 b; toute application continue f : [a,b] -+ lR est bornée et
atteint ses bornes;

o toute suite croissante et majorée est convergente, toute suite décroissante et minorée est conver-
gente;

o si deux suites réelles (u",)rrex et (urr)rr6ry convergent alors 
,{fu 

(un*un) : 
,4T,o 

unr 
n\!*u^

et si pour tout entier n on à z, ( o, alors lim ur, ( Iim un. .

Gaston Darboux (L842-1917\
Augustin-Louis Cauchy (1 789-1857)
Principes de l'analyse chez Darboux et Houël : textes et contextes (Hélène Gispert in Revue d'histoire des sciences,
1990, Tome 43, n' 2-3. pp 181-220)

I .

2.
3.

2/6



Les résultats suivants sont à démontrer; ils ne doivent pas être considérés ici comme des
propriétés connues.

1. Démontrer que si (turr)rrgry est une suite décroissante de limite / alors, pour tout entier n) orr a
u, )- (, (on raisonnera, par l'absurde).

2. Théorème des suites adjacentes

On considère deux suites (urr),"ex et (urr),"6ry adjacentes, clest à dire telles que :

(u",),"ex est une suite croissante

(orr)rrex est une suite décroissante

la suite (un - un).r,eN converge vers 0

2.1. Montrer que la suite (un - un)nery est décroissante.

2.2. En déduire que) pour tout entier nj orr a i un - un )- 0.

2.3. Montrer que les suites (urr)'rex et (u,r)rr6ry convergent.

2.4. Montrer que 
"liru 

un: nfi*un
3. Suite et application continue

Soit X une partie non vide de IR. et soit (zrr)rr6N une suite d'éléments de X qui converge vers
un réel l. Soit / une application, définie sur X, à valeurs dans IR, définie et continue en l.

Montrer que la suite ((/(zrr))r,ex converge vers /(/).

Partie II : propriété des valeurs intermédiaires

Soit / une fonction à valeurs dans IR. définie sur un intervalle ,[ d'intérieur non vide. On dit que /
possède la propriété des valeurs intermédiaires si pour tout (o, b) e t2 tel que a 1 b et pour tout réel
À compris entre /(a) et /(b), il existe c € la,b] tel que /(c) : f.

Cette propriété sera notêe P dans la suite.

1. Démonstration du théorème des valeurs intermédiaires

On se propose dans ce qui suit de démontrer le théorème suivant (théorème des valeurs inter-
médiaires) :

si / est une application continue de .[ dans R. alors / possède la propriété ?.

Soit (a, b) e 12 tel que a < b. La conclusion étant immédiate si /(a) : f @), on peut toujours
supposer (quitte à remplacer / par -/) q,t" f @) < /(b); dans la suite on supposera cette
hypothèse vérifiée.

On considère les suites (or)rrex et (brr)rr6s définies par a0 : a, b0: b et pour tout entier rz :

.  " /an+b,\  
("  an*bn

sr/ l r - - -93).^ alors {LLn*r:  2
\  4 /  

[bn11:bn

.  "  /  
on+ b-\  (  an+r:  an

sryl-- ; i )>À alors { .  antbn
\ z /  | .0n+1: 2

1.1. Justifier que, pour tout entier n, an e la,bl et bn e la,b]

1.2. Montrer que, pour tout entier n :

bn+l - anl\: ry

1.3. Montrer que les suites (o",),".x et (b,"),"6s sont adjacentes.

1.4. Conclure,

Tournez la page S.VP.
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2. Application 1- : un théorème du point fixe

Soient a ei b deux réels tels que a I b et soit / une fonction continue sur I'intervalle [4, b] à
valeurs dans I'intervalle [a,b]. Montrer qu'il existe cela,b] tel que Tk): ".

3. Application 2 : première formule de la moyenne

Soient aet b deuxréelstels que a<b et soient f et g deuxfonctionscontinues sur I' intervalle

[o,b]. Montrer que si g est positive sur [a,b] alors il existe c€la,b] tel que:

f"o r{*)n{,)dr: r@ I"' s(r)dr

4. Application 3

Soit / une fonction continue sur [0, t] telle que /(0) : /(1).

4.1. Montrer que, pour tout entier n nonnul, il existe c, e lo,1 - tl tel que :
tn l

i,nd,ication: on pourra considérer la fonction /r, définie ,,r, 
[0, 

t - 
*] o"t

et écrire /(1) - /(0) en fonction d" fn.

4.2. Montrer que si on remptu"" I par un rêel a €]0,1[ tel que 1 e * le résultat précédent'  n 
*  

ot '
n'est plus vrai. On pourra considérer la fonction / définie sur [0,1] par :

r@) :"", (T) -, f"", (î) -,1
Partie III : réciproque du thêorème des valeurs intermédiaires

B'i,en aaant Darboun, [.. . ] Bolzanoaauait criti,qué con'ffne incorrect I'acceptation du concept de conti,-
nu'ité d'une foncti,on dans le sens où la propri,été des ualeurs i,nterméd,iai,res est uérifiée par la foncti,on.
Mai,s Lebesguesnote dans ses leçons sur l'intégrat'ion qu'< on aua'it pri,s en fuancel'habitude de dé-
fini,r une foncti,on cont'inue celle qui, ne peut pa,sser d,'une ualeur à I'autre sans passer par toutes
les ualeurs i,ntermédiaires, et l'on considérai,t cette défi,ni,tion con'ùn1e équiualente ù celle de Cauchy.
Darbour, qui construisai,t d,ans son ( Mémoire > des foncti,ons déri,uées non cont'inues au sens de
Cauchy, a pu montrer que les deur défi,ni,ti,ons de la conti,nuité étai,ent forts différentes >>.6

1. Un exemple

On considère la fonction / définie sur lR. par :

Montrer que la fonction / vérifie la proposition P mais n'est pas continue en 0.

4. Bernard Bolzano (1781-1848)
5. Henri Lebesgue (1875-1941)
6. Gispert, op. cit., p2

f  ( " . ) :  ,  (^+;)

rn@): ,  ( ,  **)  -  ,O,

|./(o) : o

f r r"r : ' * ( ; )  s i r to
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2. Une classe de fonctions qui vérifient P : w théorème de Darboux

Soit / une fonction dérivable sur un intervalle 1d'intérieur non vide et soit (a,b) e 12 (a <b),
On se propose de montrer qtrc f ' vêrifre P.

On suppose f'@) < ft(b) ef on considère À e]//(a),T'Q)1. On considère la fonction g définie
sur 1 par g(n) : f(r) - Àr.

2.1. Justifier qu'il existe c Q.la,b] tel que g(c) : 
_Lff,urO@).

2.2. Montrer que c t' a et c * b.
2.3. Conclure.

2.4. En déduire un exemple d'une fonction définie sur lR et qui ne possède pas de primitive
sur lR.

3. Une condition pour qu'une fonction qui vérifie 2 soit continue.

Soit / une fonction défirrie sur un intervalle .I d'intérieur non vide et telle que :
o f vêrifre P
o pour tout r e I, f-r ({/(")}) est fermé dans.I.

Montrer que ,f est continue sur -f.

On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel r :

hn(r) :  rne=* et L^(r) :  
, ï .n|rt" l

Partie I : étude de la famille (.t,')

1. Justifier les écritures précédentes, c'est-àrdire que Ln est bien définie pour tout entier n.

2. Calculer Lo, Lt et Lz explicitement.

3. En précisant le logiciel de calcul formel ou le modèlè de calculatrice utilisé, écrire une procédure
permettant d'afficher Ln potn une valeur de n donnée.

4. Montrer que pour tout entier tu, Ln est une fonction polynomiale et déterminer son degré.

Dans toute la suite, on i,dentifiera la foncti,on polynomi,ale Ln et le polynôme assoc'ié.

5. Soit rr, € N.

5.1. Calcul", hP) et h9+1) en fonction d,e Ln et Lt,.

5.2. Donner une relation simple entre h2a1 et hn.

5.3.Endéduir  '  
X /  Y \

:e que i Ln+t: ifit; * (t - i71 r"

6. En remarquant quu (n;*r;(n+t) : ((n,*r)(n+r))/, montrer la relation :

L 'n+t:  L;  -  L"

7. En utilisant les différents résultats obtenus, montrer que :

Vne N,XLI+(1 -  X)L; tnLn:s

Y n )  L,  (n + I )L"+L+ (X -  2n -  L)L" *  nLn-,  :  g.
et que :

7. Edmond Laguerre (1834-1886)

5/6
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Partie II : application à un calcul de somme de coefficients binomiaux

1. En utilisant la formule de Leibniz, déterminer pour ??, € N, les coefficients du polynôme ,Lrr.

2. 2.L. Soient n un entier naturel et f la fonction définie surJR par:

/
l / (o) :o

U(r) 
: a"+z ti" (r"+r ) 

si r l o

Démontrer que "f admet un développement limité à l'ordre n * 1 en 0 mais que "f' n'admet
pas de développement limité à I'ordre 0 en 0.

2.2. Soient / une fonction admettant un développement limité à I'ordre n en 0 et k un en-
tier naturel tel que k ( n. Donner une condition suffisante pouï que /(n-r) admette un
développement limité à I'ordre k en 0

3. On fixe n € N et on considère l/ e N tel que N ) n.

3.1. Déterminer le développement limité à I'ordre n * l/ en 0 de hr,.

3.2. Fn déduire le développement limité à I'ordre l{ en 0 de h*).

3.3. Montrer alors que I'on a au voisinage de 0 :

N

L*(r): t cptv + o(rN) ori
P:0

3.4. En déduire que pour tout entier p € N :

Partie III : étude des polynômes de Laguerre comme bese orthonormêe

Pour tous P et Q appartenant à R[X], on pose :

1. Montrer que p est bien dêfinie.

2. Montrer que p est un produit scalaire sur JR.[X].

3. Calculer pour rz € N, g(,L6, X").

4.  4.1.  Montrer que :  Vk e [0,  rz l  ,1Qn € R[X] ,Vn en ,  nf)(z)  -  ,n-k"-æQn(*) .

4.2. 'Établir que :

/ -1 ' \p /^+oo
Vne N,VPe R[x]  ,Vpe [0,n\ ,e(Ln,f l :# J,  

hY-ù@)P@çr)dr.

5. En déduire que (.Lr,)rr.N est une famille orthonormée de ()RlX],tp).

vpe [o,Nn,%:ià,- t ) - (  ; - )  ( ; )

/"+oo
,p(P,Q): @lQ): Jo 

P(n)Q@)e-* dn


