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Première partie

1. L’application t !→ e−t est continue sur R+ où elle est donc localement intégrable. De plus, pour
tout nombre réel A > 0, on a :

∫ A

0

e−t dt =
[

−e−t
]A

0
= 1 − e−A.

Comme e−A admet une limite (nulle) lorsque A tend vers +∞, il s’ensuit que l’intégrale
∫ +∞
0 e−t dt

est convergente (et vaut 1).

L’application t !→ e−t2 est continue sur R+ où elle est donc localement intégrable. Compte tenu de
la croissance de la fonction exponentielle, pour tout nombre réel t ≥ 1, on a l’encadrement :

0 ≤ e−t2 ≤ e−t,

de sorte que, d’après le critère de comparaison des intégrales des fonctions positives, la convergence
de l’intégrale

∫ +∞
1 e−t dt entrâıne celle de

∫ +∞
1 e−t2 dt et donc celle de

∫ +∞
0 e−t2 dt.

2. a.

r

Cr

Qr

Q′
r

r
√

2

b. De la double inclusion Qr ⊂ Cr ⊂ Q′
r et de la positivité de l’application f , on déduit la double

inégalité demandée.
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c. Pour tous nombres réels strictement positifs a et r, on note

Q(a, r) = {(x, y) ∈ E; x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a r2}.

Calculons
∫ ∫

Q(a,r) f(x, y) dx dy (ces intégrales existent puisqu’on intègre une application de continue

sur un domaine borné). On passe en coordonnées polaires : x = ρ cos θ, et y = ρ sin θ.

∫ ∫

Q(a,r)

f(x, y) dx dy =

∫ π

2

0

∫ r
√

a

0

f(ρ cos θ, ρ sin θ) ρ dθ dρ =

∫ π

2

0

∫ r
√

a

0

e−ρ2

ρ dθ dρ

=

∫ π

2

0

dθ

∫ r
√

a

0

e−ρ2

ρ dρ =
π

2

[

−
1

2
e−ρ2

]r
√

a

0

=
π

4
(1 − e−ar2

).

Comme Q(1, r) = Qr et Q(2, r) = Q′
r, il s’ensuit que Jr = π

4 (1 − e−r2

) et J ′
r = π

4 (1 − e−2 r2

).

d. Comme Ir =
∫ ∫

Cr
e−x2

e−y2

dx dy =
∫ r

0 e−x2

dx
∫ r

0 e−y2

dy =
(

∫ r

0 e−x2

dx
)2

, la double inégalité

Jr ≤ Ir ≤ J ′
r se traduit par

π

4
(1 − e−r2

) ≤
(
∫ r

0

e−x2

dx

)2

≤
π

4
(1 − e−2 r2

).

e. Comme π
4 (1 − e−r2

) et π
4 (1 − e−2 r2

) tendent vers la même limite π
4 lorsque r tend vers +∞,

on déduit de l’encadrement précédent que
(

∫ +∞
0 e−x2

dx
)2

= π
4 , c’est-à-dire que

∫ +∞
0 e−x2

dx =
√

π
2

puisque cette dernière intégrale est positive (on intègre de 0 à +∞ une fonction positive).

Deuxième partie
Quelques propriétés de la fonction Γ

1. Soit x ≥ 0.
L’application t !→ tx e−t est continue sur [0, +∞[ donc elle y est localement intégrable. Comme
tx+2 e−t tend vers 0 quand t tend vers +∞, il existe un nombre réel strictement positif A tel que :

∀t ≥ A, 0 < tx+2 e−t ≤ 1, donc tel que ∀t ≥ A, 0 < tx e−t ≤
1

t2
.

Comme
∫ +∞

A
dt
t2

converge (intégrale de Riemann avec α = 2 > 1), le critère de comparaison

des intégrales des fonctions positives entrâıne que
∫ +∞

A
tx e−t dt converge aussi. Ainsi, l’intégrale

∫ +∞
0 tx e−t dt est convergente pour tout nombre réel x positif ou nul.

Soit x < 0.
L’application t !→ tx e−t est positive et continue sur ]0, +∞[ donc elle y est localement intégrable.
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c. Pour tous nombres réels strictement positifs a et r, on note

Q(a, r) = {(x, y) ∈ E; x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a r2}.

Calculons
∫ ∫

Q(a,r) f(x, y) dx dy (ces intégrales existent puisqu’on intègre une application de continue

sur un domaine borné). On passe en coordonnées polaires : x = ρ cos θ, et y = ρ sin θ.

∫ ∫

Q(a,r)

f(x, y) dx dy =

∫ π

2

0

∫ r
√

a

0

f(ρ cos θ, ρ sin θ) ρ dθ dρ =

∫ π

2

0

∫ r
√

a

0

e−ρ2

ρ dθ dρ

=

∫ π

2

0

dθ

∫ r
√

a

0

e−ρ2

ρ dρ =
π

2

[

−
1

2
e−ρ2

]r
√

a

0

=
π

4
(1 − e−ar2

).

Comme Q(1, r) = Qr et Q(2, r) = Q′
r, il s’ensuit que Jr = π

4 (1 − e−r2

) et J ′
r = π

4 (1 − e−2 r2

).

d. Comme Ir =
∫ ∫

Cr
e−x2

e−y2

dx dy =
∫ r

0 e−x2

dx
∫ r

0 e−y2

dy =
(

∫ r

0 e−x2

dx
)2

, la double inégalité

Jr ≤ Ir ≤ J ′
r se traduit par

π

4
(1 − e−r2

) ≤
(
∫ r

0

e−x2

dx

)2

≤
π

4
(1 − e−2 r2

).

e. Comme π
4 (1 − e−r2

) et π
4 (1 − e−2 r2

) tendent vers la même limite π
4 lorsque r tend vers +∞,

on déduit de l’encadrement précédent que
(

∫ +∞
0 e−x2

dx
)2

= π
4 , c’est-à-dire que

∫ +∞
0 e−x2

dx =
√

π
2

puisque cette dernière intégrale est positive (on intègre de 0 à +∞ une fonction positive).

Deuxième partie
Quelques propriétés de la fonction Γ

1. Soit x ≥ 0.
L’application t !→ tx e−t est continue sur [0, +∞[ donc elle y est localement intégrable. Comme
tx+2 e−t tend vers 0 quand t tend vers +∞, il existe un nombre réel strictement positif A tel que :

∀t ≥ A, 0 < tx+2 e−t ≤ 1, donc tel que ∀t ≥ A, 0 < tx e−t ≤
1

t2
.

Comme
∫ +∞

A
dt
t2

converge (intégrale de Riemann avec α = 2 > 1), le critère de comparaison

des intégrales des fonctions positives entrâıne que
∫ +∞

A
tx e−t dt converge aussi. Ainsi, l’intégrale

∫ +∞
0 tx e−t dt est convergente pour tout nombre réel x positif ou nul.

Soit x < 0.
L’application t !→ tx e−t est positive et continue sur ]0, +∞[ donc elle y est localement intégrable.
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