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Chapitre 5
Correction de quelques exercices

1 -1 -1
Exercice 4. 1. B = (uj,uz,u3) est une base de R3 < |1 1 0 [#0. Or
1 0 1
r-t -l (L1<Li+Lg) 2 710 2 —1
1 1 0 I 1 0= (—1)313 x 1 x (en développant par rapport a C3)
1 0 1 1 1 L

=3+#0, donc B est bien une base de R>.

Pour déterminer la matrice de ,, dans la base B, il y a deux otions : soit on calcule la
matrice de passage P = Pg,p de la base canonique B. a la base B, et son inverse, puis on
applique la formule du cours :

[omlB = P—I[Som]BcP = P_lAmP’

soit on revient a la définition de la matrice représentative de ¢,, dans la base B (ce que nous
allons faire ici, et qui s’avere souvent plus simple dans le cas d’une petite matrice) :

om(u1)  m(u2) om(us)
b \ \

XUy

[omlB = . . . XU
XUus

()]s, = lomls. fun]s, = Am- (1) = (13) = (m + 2], ie omlu) = (m +2)ur
-1

A
m+
(m(u2)]i, = pmle-uzls, = Am (3 ) = (1) = (m = Dluals,. i om(uz) = (m — Lua
om(us)ls, = [omls.fusls, = Am (0) = (10") = (m = Dlus]s,, e om(us) = (m — Vus,
don: m + 2 0 0
[om]B = 0 m—1 0
0 0 m—1

2. om est un automorphisme de R? < det(om) # 0
& det[om]g # 0
s m+2)(m—-1)2#0
S m#E—2etm# L

3. Cas m = —2. Im(p_2) = Vect{p_a(u1), p—_2(u2), p_2(uz)} = Vect{uz, ug}. Or on a vu que us
—_——— —— ——
0.u1 l.u2 l.usg
et ug sont linéairement indépendants, donc (ug,u3) forme une base de Im(¢_3), qui est donc de
dimension 2.
D’apres le théoréme du rang, dim(R?) = dim(ker ¢_3) + dim(Im¢p_5) donc dim(ker p_5) =
3—2=1.0r uj €kery_g et u; # 0 donc {u;} forme une base de ker p_.



4. Casm = 1. Im(¢1) = Vect{p1(u1), p1(u2), p1(us)} = Vect{3.u1} = Vect{us }. Comme u; # 0,
S—— Y~ Y~

3.U1 O.UQ O.U3
{u1} forme donc une base de Im¢y, qui est donc de dimension 1.

D’aprés le théoréme du rang, dim(R3) = dim(ker ¢1)+dim(Im¢;) donc dim(ker 1) = 3—1 =
2. Or ug et ug € ker p_g et {ug,us} est libre d’apres 1, donc (uz,usz) forme une base de ker ;.

Exercice 8. Soient 2,2’ € C, et A € R.
P(z+ A ) =ux (z+ ) =ux 2+ Iux 2" = ¢(2) + Ap(2)

donc ¢ est R-linéaire.
Notons e; = 1 et es = i les éléments de la base B.

ple1) ¢le2)
{ {

o= )

eyp(er) =¢(l)=ux1=a+1ib=a.e; + b.ez
o p(eg) = (i) =u xi=ai—b= —b.e; + a.ez, donc
ols = a —b
()0 B = b a
1 00
Exercice 11. 1. On avait vu que [p|g. = | 0 1 2|, ou B, désigne la base canonique de Pa(R).
1 11

2. Soient s : ¥+ a+ br +cx? et p: x> a+ Bz + yz? deux éléments de P2 (R).

a = p(0)
o(p) =5 Vo € R, a+ bz + cx® = p(0) + p'(1)z + p(1)z* < { b= p/(1)
p(1

e =p(1)

Or p(0) = «, p(1) = a+ B + v et, comme p'(z) = 2y + 3, p'(1) = 2y + B, donc finalement

a = « a = a
pp)=s& b = 2y +p Seb+ta—c = v
c = a +6 +v c = a+fB+7y
a = a
¢ f = c—a—y=c—a—(bt+a—c)=—-2a—b+2c
v = b—a—c

Ainsi, étant donné s, il existe une unique fonction polyndéme p de degré inférieur a 2 tel que
©(p) = s. Autrement dit, ¢ est bijective. C’est donc un automorphisme de Pa(R).

3. ¢ étant un automorphisme de P(R), sa matrice dans n’importe quelle base de P2(R) est
inversible, donc en particulier M est inversible.

On pourrait calculer son inverse a 1’aide de la méthode du pivot de Gauss, mais c’est inutile
car on a déja fait tous les calculs nécessaires :

pp)=sep=¢ '(s)
donc les calculs ci-dessus signifient que

¢ aeg + bey + cea) = aeg + (—2a — b+ 2¢)er + (b — a — c)ea,



ou (eg, e1, e2) désigne la base canonique B, de Pa(R) (rappel : ey, e1, e2 sont les fonctions définies
par eg(z) = 1, e1(z) = = et ex(w) = 2? Vz € R), donc

1 0 0
M7t =(¢ls) =l .= -2 -1 2
1 1 -1
1 0 0 1 00 1 00
Vérification : | =2 -1 2 01 2]=10 10
1 1 -1 111 0 01
Exercice 13. 1. P, 5, = P, 5, P5,,8;, = Pgl {82 Pg, B, donc la formule demandée est
M=A"'B.
1 2 3
2. B = (e1,e2,e3) est une base de R? < |2 3 7| # 0. Or, en développant par rapport a la
1 3 1

premiere colonne (par exemple) :

1 2 3
2 3 7= x Ix |37+ (-1 x2x 35|+ (-1)*T x1x |33 =14£0.
131 18 14 5
2 3 1
3. B' = (€}, ¢}, €4) est une base de R3 < |—=3 —1 —4/| # 0. Or, en développant par rapport &
1 ) 3
la premiere ligne (pour changer) :
2 3 1
=3 -1 A =D x2x | L AHEDTx3x [ P+ (DT x x| B =3540.
15 3 34 15 ~14

4. D’apres la question 1,
Pgp = (Ps.5) " P,
ot B, désigne la base canonique de R3. Par définition,

123
Pas=(2 3 7| e Pgp=|-3 -1 —4
131

On calcule ensuite (Pg, 5)~! par la méthode du pivot de Gauss (par exemple) :

123100\ LocLo—2L; (12 31100 12 3:100
. Lg+Lg—L . L3<L3z+Lo .
237:010 ~ 0-11:-210 ~ 0-11:-210
131:001 01 —2:-101 00 —1:-311
. Li+Li+2Lq .
LieLi43L; [ 12 0 :-833 Lo —Lo 100:-18 7 5
Lo+Lo+Lg ) Ly«—L3 )
~ 0-10 :-521 ~ 010: 5 —2-1
00 —1:-311 001: 3 —1-1
18 7 5 123\ /—18 7 5
Donc (P, *1:< 5 —2 —1> bien vérifier que (237>< 5 —2 —1) = I3) et
(Ps..5) 3 —-1-1 ( d 131 3 —1-1 3)
—-18 7 5 2 3 1 —-52 —-38 -31
Py =(Pap) ‘Pog=5 -2 —1|[-3 -1 —a|=[15 12 10
3 -1 -1 1 5 3 7 5 4



