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Feuille 4 : Calcul différentiel dans R"

Dérivées partielles, régularité

Exercice 1. Déterminer et représenter dans R? le domaine de définition des fonctions
suivantes, puis calculer leurs dérivées partielles (premieres) lorsqu’elles existent.

flz,y) = 2® 4+ 2% sin(zy), fley) =ater,  flz,y) =In(1 - ||(z,9)]3),

fy) =In(z+Va ), flay)=Vo—y.  flay) =i —y)).

Exercice 2. Calculer la matrice jacobienne en tout point des fonctions f : R? — R2
définies par :

fl,y) = (ax +by,co +dy), o (a,bc,d) €R', ot f(z,y) = (sin(wy), ze "))

Exercice 3. Soit f : R? = R, u: R — R et v : R — R des fonctions C*'. Redémontrer
que la fonction t — f(u(t),v(t)) est C! sur R. On exprimera sa dérivée.

Exercice 4. Soit f la fonction réelle définie sur R? par f(0,0) = 0 et pour tout (z,y) #
1:2
(Oa 0)7 f(ZE, y) = z2+ny'

1. Etudier la continuité de f sur R?.

2. (a) Montrer que f est C! sur U = R?\ {(0,0)}.

(b) Donner la matrice jacobienne de f en tout point (z,y) € U.

(c) La fonction f admet-elle a l'origine des dérivées partielles d’ordre 1 7
)

(d) La fonction f est-elle C*! sur R? ?
Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R? par : pour tout x € R, f(x,0) = 0 et
f(x,y) = y?sin (%) pour tout y # 0.
1. Etudier la continuité de f.
0% f

2. Etudier 'existence et la valeur de dérivées partielles d’ordre 1 et 2. Montrer que 5207
02 f

y0; Cxistent en (0,0) mais n’ont pas la méme valeur. Quelle est la classe de f 7

Points critiques, extrema
Exercice 6. Trouver les points critiques des fonctions suivantes, et discuter leur nature :
flay) =2 +y* +2°, flry)=2"+y* = 3ey, flz,y) =2 +xy+y*+22+3y

flz,y) = ot 4yt — day flz,y) = xze? + ye”.

Exercice 7. Parmi tous les triangles rectangles dont la somme des longueurs des cotés
de I'angle droit est un nombre donné s, déterminer ceux dont l'aire est maximale.

Exercice 8. Soient pi, ps et p3 trois points du plan euclidien E. Déterminer le point
a € F tel que la somme des carrés des distances de ce point aux points p;, po et p3 soit
minimale.



Exercice 9. Parmi tous les parallélépipedes rectangles de volume donné V', quels sont
ceux dont 'aire est minimale ?

Exercice 10. Pour z > 0, on pose g(z) = In(z) + 2z + 1.

1. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a € ]0, 2.
2. Sur R% xR, on pose f(z,y) = z(In(z)+z+y?). Déterminer I'unique point critique de f.

3. Vérifier que f admet un minimum local en ce point et 'exprimer en fonction de a.
Exercice 11. Soit f définie sur R? par f(z,y) = (2% —y)(32% — y).

1. Prouver que pour tout k € R, la fonction gi(x) définie par gi(z) = f(z, kx) admet
un minimum local en 0.

2. La fonction f admet-elle un minimum local en (0,0) 7
Changements de variables

Exercice 12. Coordonnées polaires. Montrer que 'application suivante est un C*-

difféomorphisme.
¢ : Rix]—ma[ — R*\R_ x{0}
(r,0) — (rcosf,rsinf)

Exercice 13. Intégrales multiples.

1. Prouver la convergence de I'intégrale f0+°° e~ tdt et en déduire celle de 0+°° e~ dt.

- -

2. Le plan euclidien est rapporté au repere orthonormé (O, 1, j) ; r est un réel stricte-
ment positif. On pose :
Cr.={(z,y) e B;0<x<ret0<y<r},
Qr={(z,y) € B;2 <0, y>0eta®+5° <1},
Q. ={(r,y) € B;2 <0, y>0eta®+y* < 2%}
(a) Représenter dans un méme repere C,, @, et Q..

On pose, pour x et y réels, f(x,y) = e~ (@) et

I, = //CT fz,y)dzdy, J. = /QT f(z,y)dzdy, J;/Q; f(z,y)dxdy.

(b) Justifier la double inégalité : J. < I, < J/.
(c) Calculer J, et J/.
)

2
(d) En déduire que % <1 — €_T2> < (fOT e‘”"Qd:L'> <z (1 — 6_7’2) )

(e) En déduire la valeur de 0+°o e~ dt.

Exercice 14. Laplacien en coordonnées polaires. Soit f : R> — R de classe C2. On
pose
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On pose, pour tout (p,0) € Ry xR, g(p,8) = f(pcosh, psinb).

Af = (Laplacien de f).

1. Calculer g_Z’ %, % et % en fonction des dérivées partielles de f.

2. Exprimer Af en fonction des dérivées de g.



