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Equations différentielles

I. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

A. Equation homogene.

1. Cours. Soit a € R. Donner 'ensemble des solutions de 1’équation différentielle 4’ = ay (on ne
demande pas de démonstration).
2. Soit I un intervalle de R, a : I — R une fonction continue et A : I — R une primitive de a.

A(t)

(a) Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction ¢t € I +— ce” est solution de 1’équation

différentielle (EH) : y/'(t) + a(t)y(t) = 0.

(b) Soit y : I — R une solution de (EH). On définit ¢ : t € I > y(t)er®. Calculer ¢’ et en
déduire que c est une fonction constante.

(¢) En déduire I'ensemble Sol(EH) des solutions de (EH).

(d) Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de I'espace C'(I,R) des fonctions de classe C'!
sur /. En donner une base, et en déduire sa dimension.

(e) On fixe ty € I. Montrer que pour tout ¢y € R, il existe une unique solution de (FH)
valant ¢y en tg.

(f) Ezemple. Déterminer les solutions de I’équation différentielle ' = (1 + ¢)y.

B. Equation avec second membre. Soit [ un intervalle de R, a et b : I — R des fonctions
continues, et (E) I'équation différentielle y' + a(t)y = b(t). A nouveau, on fixe ty € 1.

1. Supposons qu’on connaisse une solution p : I — R de (F). Montrer que y : I — R est
solution de (FE) si et seulement si y — p est solution de I’équation homogene associée (FH) :
y' +a(t)y = 0. En déduire Sol(E) en fonction de p et de Sol(EH).

2. Si maintenant on ne connait pas de solution de (£, on en trouve une (et en fait toutes) grace a
la méthode dite de la variation de la constante. Soit y : I — R une fonction dérivable. Posons

t t
cit €l yt)en® de sorte que pour tout ¢ € I, y(t) = c(t)e o (on reconnait
I'expression des solutions de (EH), sauf qu’ici ¢ varie, d’ott le nom de la méthode).

(a) Calculer ¢’ en fonction de y et y'.

t
(b) Montrer que y € Sol(E) si et seulement si ¢/(t) = b(t)eo *%  Soit F la primitive de la
fonction de droite s’annulant en ty. L’exprimer sous forme d’une intégrale a parametre.
(¢) Donner I'ensemble des solutions de (E). De quel type d’espace s’agit-il 7

(d) Montrer que pour tout ¢y € R, il existe une unique solution de (F) valant ¢y en to.

(¢) Application. Déterminer I'ensemble des solutions de ¢y’ +y = 1= sur 1 =]0,1].

1I1. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

Soient (a,b,c) € R* x R x R*. On considere d’abord I"équation différentielle homogene (FH) :
ay” +by +cy = 0. Le polynome caractéristique de I'équation est par définition x(X) = aX?+bX +c.

1. Des solutions de I’équation homogene.

(a) Montrer que si r est une racine réelle de x(X), t € R+ €™ est solution de (EH), et que
si ¢’est une racine double, t € R +— te' est également solution.



(b)
()
(d)
(e)
(f)

Montrer que si o + i3, o, € R, est une racine complexe de x(X), les fonctions t € R +—
e® cos(ft) et t € R — e sin(ft) sont solutions de (EH).

Montrer que si r; # ry € R, les fonctions t € R — ¢! et t € R — €™ sont linéairement
indépendantes dans l'espace vectoriel C*(R, R).

Montrer que si @ € R et § € R*, les fonctions t € R — e* cos(ft) et t € R — e sin(5t)
sont linéairement indépendantes dans I'espace vectoriel C?(R, R).

Montrer que pour tout r € R*, les fonctions t € R +— €™ et t € R + te™ sont linéairement
indépendantes dans I'espace vectoriel C?(R, R).

En déduire, selon le discriminant du polynéme caractéristique x(X) de (EH), une famille
libre de deux solutions de (EFH).

2. Toutes les solutions de I’équation homogene. Soient y; et y, deux solutions linéairement
indépendantes de (E'H). On pose w = y1y5 — Y2y

(a)

Montrer que w est solution d'une ED linéaire homogene d’ordre 1 a préciser.

On suppose dorénavant que (yi,y2) est la famille trouvée en 1.(f).

(b)

Montrer que w(0) # 0 puis que w(t) # 0 pour tout ¢t € R.

Soit y : R — R une fonction deux fois dérivable. On pose :

(2)
(h)

A= < Og _1§> , et pour tout ¢ € R, R(t) = (yl(t) yQ(t)) et Y(t) = (5,((?)) .

i) us(t)

Montrer que y est solution de (FH) si et seulement si pour tout ¢ € R, Y'(t) = AY (¢).
Montrer que R'(t) = A.R(t) et que R(t) est inversible pour tout ¢ € R.

On définit C' : t € R — (R(t))7'Y(¢), de sorte que Y (t) = R(t)C(t) pour tout ¢t € R.
Justifier que les coefficients de C' sont des fonctions dérivables, et montrer que y est solution
de (E'H) si et seulement si C' est une fonction constante.

En déduire que 'ensemble des solutions de (EH) est 1’ensemble des fonctions de la forme
c1y1 + coys avec cq,co € R. De quel type d’espace s’agit-il 7 En donner une base en
fonction du signe du discriminant du polynome caractéristique de (EH).

Soit (to, Yo, yy) € R3. Montrer qu'il existe un unique y € Sol(EH) tel que y(ty) = yo et
y'(to) = vo-

Ezemple. Résoudre y” + w?y = 0, pour w € R.

3. Equation avec second membre. On considére maintenant ’équation (E) :ay" +by +cy =

d(t),

(a)
(b)

()

()

(e) Application. Résoudre 3" +y = —— sur | — 3

oud: I — R est une fonction continue.

Si p est une solution de (£), exprimer Sol(E) en fonction de p et de Sol(EH) (on pourra
s’inspirer de la question 1.B.1).

Cas particulier. Montrer que si d est de la forme ¢ + e*P(t), avec P polynomiale, (E)
admet une solution de la méme forme. On commencera par le cas ou A = 0. Application.
Résoudre vy’ — 3y + 2y = e (z + 1).

Cas général. Soit (y1,y2) une base de (EH) et y € C*(R,R). Montrer qu'il existe un
Ciy1+Cy2 = Y

aypt+eayy =y

Montrer que y est solution de (F) si et seulement si

{03y1+6’2y2 —
Ay +cyyy, = d.

unique couple (cy, ¢;) de fonctions C! telles que

o

[.

oy

cos(t)



