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Feuille 1 : Equations différentielles linéaires
Correction des I1.2 et 11.3

2.a. Sur son ensemble de définition,
w' = yey + 1y — Yy — vyt = (=2 — Sy2) — ya(—Lyi — Syr) = —Lw,
donc w est bien solution d’'une EDLH d’ordre 1 (& coefficient constant).

2.b. Si x(X) a deux racines réelles distinctes ry et rq, y; est la fonction ¢ — €', donc

w(0) = (y1ys — y2y1)(0) =1 x rg — 1 x 1y # 0.

Si x(X) a une racine réelle simple r, y; = t + €™ et yp = t + te’, de dérivée t
(1 +rt)e™, donc
w(0) = (y19y — %2y1)(0) =1 x1-0xr#0.

Enfin si x(X) a des racines complexes (non réelles) conjuguées a=+if3, y; =t — e cos(5t)
et yo = t — e*sin(ft), de dérivées respectives t — e*(acos(ft) — Bsin(5t)) et t —
e (asin(ft) + S cos(Bt)), donc

w(0) = (y1yy — v291)(0) =1 x =0 x a #0.

On a bien dans tous les cas w(0) # 0. Or d’apres la question précédente, pour tout
teR w(t) = w(O)e‘gt, et 'exponentielle ne s’annule pas, donc pour tout ¢ € R, w(t) # 0.

ATTENTION ! Le simple fait que y; et y5 soient des éléments linéairement indépendants
de C?*(R, R) ne signifie pas et n’entraine pas que les vecteurs (zi 8) et (328) sont linéairement
indépendants pour tout ¢ ! Il y a des tas de fonctions linéairement indépendantes dont le
DL & l’ordre 1 coincide en un ou plusieurs point(s) ! Donc on ne peut pas montrer comme

cela que w(t) # 0 pour tout ¢. Il faut utiliser le fait que y; et ys sont solution d’'une méme
EDL !!

2.c. Pour tout t € R, Y'(t) = (;’,l,(t)) et

donc

(w eR, Y'(t)= AY(t)) & (W ER, y'(t) = —Sy(t) — gy'(t))
&y est solution de (EH).

2.d. Pour i = 1,2, y; est solution de (E'H) donc d’apres la question précédente, en notant
Y, = (g}), Y! = AY;, et donc R' = AR. En outre, det(R) = w, qui ne s’annule pas sur R,
donc pour tout t € R, R(t) est inversible.

2.e. Pour tout t € R,



donc les coefficients de C' = R~'Y sont dérivables comme sommes de produits de fonctions
dérivables. On a donc, pour tout t € R, Y'(t) = R'(t)C(t) + R(t)C'(t) (on peut justifier
cette formule en écrivant que pour tout to € R et tout ¢ # to,

Y(t) = Y(t) _ R()C(t) — R(t)C(to) + R(1)C(to) — R(to)C(to)

t— t() l— t(]
_ R(t)c(tz - 2i(lfo) n R(ti - Z‘z(to)c(to)
?_)—0> R(to)cl(to) +R (to)C( )

par continuité du produit matriciel ou de fagcon plus élémentaire par convergence coor-
donnée par coordonnée), donc Y'(t) = AR(t)C(t) + R(t)C'(t) = AY (t) + R(t)C'(t). Donc
y est solution de (E H) si et seulement si pour tout ¢t € R, R(t)C'(t) = (8), ce qui équivaut
al'(t) = (8) car R(t) est inversible. Finalement, on a bien que y est solution de (E'H) si

et seulement si C' est une fonction constante.

2.f. Ainsi, y est solution de (FH) si et seulement si il existe C' = (2) € R? tel que
(;’,) = (zi zZ) C ie. tel que y = 11 + cays et ¥ = 1y + coyb (cette deuxieme condition
étant redondante car découlant de la premiere). L’ensemble des solutions de (FH) est

donc bien ’ensemble des fonctions de la forme ciy; + coyo avec cq,co € R. 11 s’agit d'un
sous-espace vectoriel de dimension 2 de C?(R,R), (y1,%2) en formant une famille libre et
génératrice, donc une base. Les différents cas de figure selon le discriminant du polynome
caractéristique ont été donnés dans la question 1.f.

2.g. Soit y une solution, donc de la forme c1y; + coys.
y(to)) _ (v c1y1 (to)+caya(
(y’(t?))) - (yg) A (ciyi(tg +czyz ) ( )

& R(t)() = (%)

Yo

& (5) = (R(t) ' (3)-

Donc il existe bien une unique y € Sol(EH) tel que y(to) = yo et ¥'(to) = yj-

2.h. Le polynome caractéristique de cette EDL d’ordre 2 homogene a coefficients con-
stants est X2 +w?, qui a deux racines imaginaires pures Fiw si w # 0, et une racine réelle
double 0 sinon. L’ensemble des solutions de ’équation est donc dans le premier cas

{f 2 € R ¢y cos(wzx) + casin(wz), c1,c € R}
et dans le second cas
{f:x €R— 1 +eat, c1,c0 ERY,

c’est-a-dire 'ensemble des fonctions affines.

3.a. On montre comme en /.B.1 que Sol(F) = p+ Sol(EH).

3.b. Plus précisément, montrons que si d est une fonction polynomiale P : z — > 7, apx”
de degré n, (E) admet une solution polynomiale de degré n. Soit @ : x — > _, bpa® une
fonction polynomiale de degré n. Pour tout x € R,

n—1

() = kba" =" + 1)bjaa7
k=1

j=0



et de la méme fagon
n

Q"(w) =Y (1 +2)(I + Dbisoa’,

=0

=Y (a(k+2)(k+ Dbprg + b(k + 1)bgy1 + cby) 2% + (bnby, + cby_1)z™ ™" + chpa™.
k=0

Donc par identification, () est solution si et seulement si
Ap - Cbn

bnb,, + cby_1
Vk € [0,n—2),ar = a(k+2)(k+ 1)bgya+ bk + 1)bri1 + cby

S

3

L
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Comme ¢ # 0, la matrice est inversible, donc le systéme a une unique solution, ce qui
conclut.

Supposons maintenant que d est de la forme x — e**P(z) avec P polynomiale de
degré n. Soit Q : x — Y ;" byz" une fonction polynomiale et f : z — e’Q(x). Apres
calcul, on a pour tout x € R,

(af’ +bf +cf)(z) = (cQ" + (2Ac + b)Q' + (aX* + bA + ¢)Q) (z).
Ainsi, f est solution ssi @) est solution de
(*) '+ 2Ac+ b)Y + (aX’ +bA + )y = P,

équation du type étudié précédemment (& condition que aA? + b\ +c # 0, c’est-a-dire que
A ne soit pas racine du polynéme caractéristique), et qui admet une solution polynomiale
de degré n, donc I’équation initiale admet bien une solution de la forme x +— e*Q(x) avec
@ du méme degré que P. Si A est racine simple du polynome caractéristique, on montre
de la méme maniere que () admet une infinité de solutions polynomiales de degré n+1, et
exactement une valant 0 en 0. Enfin si A est racine double du polynome caractéristique, on
montre que (x) admet une infinité de solutions polynomiales de degré n+ 2, et exactement
une ayant 0 pour racine double.

Finalement, I’équation initiale admet exactement une solution de la forme z + x* R(z)
ou k est la multiplicité de A comme racine du polynoéme caractéristique et R est polyno-
miale de degré n.

eAx

Application. On commence par résoudre I’équation homogene. Son polynome caractéristique
est X2 —3X +2 qui a deux racines réelles distinctes 1 et 2, donc ’ensemble de ses solutions

est
{fZ[BGR'—))\GI—F/LG%, )\,pGR}.



D’apres ce qui précede, 1 étant racine simple du polynome caractéristique et x — = + 1
polynomiale de degré 1, I’équation globale a une solution particuliere de la forme f : z —
a(ax? + Br)e®. Apres calculs,

(f" =3f +2f)(x) = (4o + B) = 3(2a + B) + 28)x + (2a + 26) — 3B)e”
(=20 —20B)x +2a — 8

donc comme f est solution,
—2a0—-2=1 e 2a—-p=

ce qui donne
1

__2 _
f=—-3 et a=g.

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation étudiée est
{g:2 € R (2a® — 204+ N)e” + pe™, A\, u € R}.

3.c. Etant données des fonctions ¢, ¢y sur 1,
Y1 +CYys = Y c c -
fomren — e R =) e () =R

Or les composantes de R~* (;’,) sont C! (déja vu ou presque), donc il existe bien un unique

CYyr +CYs = Y
ayy ey = Y-

3.d. La réponse a cette question est quasi-identique a celle de 2.e.

couple (c1, ¢o) de fonctions C? telles que {

3.e. On commence par résoudre I’équation homogene. Son polynome caractéristique est
X2 + 1 qui a deux racines imaginaires pures i, donc I’ensemble de ses solutions est

{f:z€R— Acos(xz) + psin(z), \,p € R}.

On cherche une solution particuliere de I’équation compléete sous la forme f = ¢; cos ¢4 sin

avec ¢ et ¢ de classe C'! sur | — Z, Z[. D’apres ce qui précede, f est solution ssi

o — [ o8 sin ' /0 _ {cos —sin 0) [—tan
~ \—sin cos C—(l)s ~ \sin cos ﬁ - 1 )

C:oz— (711?08)) satisfait cette égalité, donc f : 2 €| — 7, F[— —coszIn(cosz) +wsinw

est une solution particuliere de ’équation, et I’ensemble de toutes les solutions est

{g rx €] — g, g[ — (A —1In(cos z)) cos(z) + (1 + ) sin(z), A\, pu € R}.



