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Exercice 14

1. L’application ¢ — e~ est continue sur R, ol elle est donc localement intégrable. De plus, pour

tout nombre réel A >0, on a :

A A
/ e tdt = [—e_t}o =1—e4
0

Comme e~ admet une limite (nulle) lorsque A tend vers 400, il s’ensuit que I'intégrale f0+°° e tdt
est convergente (et vaut 1).

L’application ¢ — e~ est continue sur R, ou elle est donc localement intégrable. Compte tenu de

la croissance de la fonction exponentielle, pour tout nombre réel t > 1, on a I'encadrement :

0<e ¥ <et

— Y

de sorte que, d’apres le critere de comparaison des intégrales des fonctions positives, la convergence
de l'intégrale f1+°° et dt entraine celle de 1+°O e~ dt et donc celle de 0+°° e dt.

b. De la double inclusion @, C C, C Q.. et de la positivité de I'application f, on déduit la double
inégalité demandée.


Exercice 14


c. Pour tous nombres réels strictement positifs a et r, on note
Qla,r) ={(z,y) € B;x >0,y > 0,2° + ¢’ < ar’}.

Calculons [ [ Qlar) f(z,y) dx dy (ces intégrales existent puisqu’on integre une application de continue
sur un domaine borné). On passe en coordonnées polaires : x = pcosf, et y = psiné.

3 [rva 3 [TVa 2
// f(:)s,y)da:dy:/ / f(pcos@,psin@)pd@dp:/ / e " pdfdp
Q(a,r) o Jo o Jo

3 T\/a 1 r\/E
= /2 do / 6_p2 pdp = E __ e—P2 — E (1 _ 6_‘”2)_
0 0 2 2 0 4

Comme Q(1,7) = Q et Q(2.7) = Q. il sensuit que J, = T (1 — =) et J = T (1 —¢727),

2
d. Comme I, = [ [, e eV dudy = I e~ dx N eV dy = (for e~ dsc) . la double inégalité

Jp < 1. < J] se traduit par
r 2
(1—e")< (/ e dx) <
0

e. Comme 7 (1 — e et 71— e~27") tendent vers la méme limite 7 lorsque r tend vers +oo,

(1—e727).

=1
=1

2
, . 5 ;s +oo 2 o y N . 400 _..2 o \/_
on déduit de I’encadrement précédent que ( 0o €7 dx) = 7, cest-a-dire que fo e~ dr = YF

puisque cette derniére intégrale est positive (on integre de 0 a +00 une fonction positive).



