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Contrôle continu 2

Les exercices peuvent être traités indépendamment. La qualité de la rédaction et la précision des

raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. Aucun matériel

(calculatrice, téléphone portable, etc.) ou document n’est autorisé. Le barème est donné à titre

indicatif et pourra être légèrement modifié. Les questions plus longues ou difficiles sont marquée

d’une (?).

Durée : 45 minutes

Exercice 1. 1. Déterminer la liste des sous-groupes de Z/4Z.

2. Parmi les éléments de Z/4Z, lesquels engendrent Z/4Z ?

3. Soit (G, ?) un groupe et g un élément de G. Justifier que (〈g〉, ?) est un groupe abélien.

4. Existe-t-il σ ∈ S3 tel que S3 = 〈σ〉 ?

5. Donner un exemple de groupe de même cardinal (noté n) que S3 engendré par l’un de ses éléments.
Tous ses éléments différent du neutre sont-ils d’ordre n ?

6. Supposons que S8 admette un élément d’ordre 10. Que peut-on dire de la longueur et du nombre des
cycles de sa décomposition en cycles à supports disjoints? Donner un exemple de tel élément.

Exercice 2. 0. Rappeler la définition d’un morphisme de groupes φ : (G, ?G) → (H, ?H), de son noyau
Ker(φ) et de son image Im(φ).

Dans chacun des cas suivants, montrer que φ est un morphisme de groupes, déterminer son noyau, son
image, et préciser s’il est injectif, surjectif, bijectif.

1. φ : (Z,+) → (R∗
+,×) , où α est un réel strictement positif différent de 1 donné.

k 7→ αk

2. φ : (R∗,×) → (R∗,×) .
x 7→ x2

3. φ : (Z,+) → (SR2 , ◦) , où Rθ désigne la rotation d’angle θ autour de l’origine pour tout θ ∈ R.
k 7→ Rkπ/2

Exercice 3. Dans chacun des cas suivants, déterminer si le sous-ensemble H de G est un sous-groupe de
(G, ?) (on pourra éventuellement se servir de l’exercice précédent).

1. H = R∗
+, (G, ?) = (R∗,×) ;

2. H = Sn \An, (G, ?) = (Sn, ◦) ;

3. H = {2k, k ∈ Z}, (G, ?) = (R∗
+,×) ;

4. H = {2k, k ∈ N}, (G, ?) = (R∗
+,×) ;

5. H = 3Z ∪ 7Z, (G, ?) = (Z,+).

Exercice 4. Soit (G, ·) un groupe et g un élément de G. On note Z(g) le sous-ensemble {h ∈ G, h·g = g ·h}.

1. Montrer que Z(g) est un sous-groupe de G.

2. Dans le cas particulier (G, ·) = (S3, ◦), déterminer Z(τ) pour τ = (12).


