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CC2 — Partie Analyse
I Développements limités et formules de Taylor

1. Cela signifie qu’il existe € : I — R tendant vers 0 en 0 telle que pour tout = € I,
flx)=ao+a1x+ -+ apa” + z"e(x).

2. Soit = # 1. Alors

n n n n n+1
(1—z)y 2F=2) 2~ - $’f+1:§ xk—g gl =1— 2"t
k=0 k=0 k=0 k=0 =1

(tous les autres termes s’annulent deux-a-deux), ce qui, puisque 1 —x # 0, donne 1’égalité demandée.

f ot 1 n k n_=x : T : 1 n k n
Ainsi, 1 = > 2" + 2”75, avec lim,_,o > = 0, ce qui donne le DL : — = > (2" + o(a").

3.a. La fonction nulle a effectivement cette propriété. Soit maintenant P une fonction polynomiale
non identiquement nulle de degré inférieur ou égal a n, ie. de la forme = — > 2" avec
(coy...,cn) € RN\ {(0,...,0)}. Notons j le plus petit k € [0,n] tel que ¢, # 0. Alors

1 « 1 & 1 <
Va # 0, — E cpxt = — E cpat = o E cpat
x x xn
k=0 k=j k=j

ol la somme tend vers ¢; # 0 quand z tend vers 0, et "7 tend vers 0 ou 1 (si j = n), donc le
quotient ne peut tendre vers 0, ce qui conclut.

3.b. Supposons qu'il existe (ag,...,a,), (bo,...,b,) € R"™ et g,, &5 : I — R tendant vers 0 en 0
tels que pour tout x € I :

f(z) =ao+a1x+ -+ az” + 2", (x) = bo+ bz + - -+ + bya” + 2" (7).

Alors

z#0 k=0 z7#0 k=0

lg%x—ln (f(x) —zn:akxk> = Llir&%b (f(x) —zn:bkxk) =0,

donc par soustraction,
1 n

e T
et donc ay — by, = 0 pour tout k € [0,n] d’aprés la question précédente, ce qui conclut.
3.c. Sin =0, il n’y a rien & montrer. Soit donc n € N*. Si f : I — R satisfait : pour tout z € I,
f(x) =ap+ a1z 4 -+ apa™ + 2", (x)

avec (ag, . ..,a,) € R"™ et g, : I — R tendant vers 0 en 0, alors on a aussi pour tout k € [0,n —1],

f(z) =ao+ a1z + - + apz® + 2F (a2 + - + an2™ " + 2" Fe, (2))

N J/

=i (2)



avec €, : I — R tendant vers 0 en 0 comme somme (finie) de fonctions tendant vers 0, ce qui donne
un DL (0) dont la partie polynomiale s’obtient en tronquant au rang k celle du DL, (0).

4. On peut prendre par exemple la fonction f : z + 2%/2. On a f(z) = o(x) = 0+ 0- 2 + o(x), ce
qui donne un DL;(0). Si elle avait un DL4(0), d’aprés la question précédente, il serait de la forme
f(x) = as2® + o(x?), mais quel que soit as € R, 5 (f(z) — apz?) = 400, ce qui conclut.

5. Supposons f dérivable en 0. Alors

1y LI _ 0 sty (15O _ ) g - oy (£ 1O S 100),

x—0 x z—0 €T —0 x

ce qui donne le DL;(0) suivant : f(x) = f(0) + f(0)z + o(z).
Supposons a l'inverse que f admet un DLi(0) : f(z) = ap + a1z + ze(x) avec € : I — R tendant
vers 0 en 0. Alors lim, g ag + a1x + ze(z) = ag = lim,_,o f(x) = f(0) par continuité. On a donc

f(x) — f(0)

” =a; + &(x) mal,

limite finie, donc par définition, f est dérivable en 0 et f'(0) = a;.

6.a.¢” =1+2>+ 2 +o(z') =1+ +o(z?) et In(1 +2) =z — % + o(z?). Ainsi,

2% + o(z?) 7 2
h - "\ 2y _ 2y
(x) . .21:~|—2—|—0(:L*) 5 + o(z?)
6.b. Ceci montre notamment que lim, ,oh(x) = 0 = h(0) donc que h est continue en 0, puis que

h est dérivable d’apres la question précédente, de dérivée 0. Sa tangente en 0 est donc simplement
Paxe des abscisses. Au voisinage de 0, h(z) = 2?(3 + £(x)) avec € tendant vers 0 en 0, donc h
est positive au voisinage de 0, donc son graphe est situé au dessus de sa tangente au voisinage de
I'origine.

7.a. Démontrons par récurrence sur j que la propriété

=0 : 0 J:

est vraie pour tout j € [0, n].
Initialisation. P(0) s’écrit :

1

ol "(t)dt,

Ve el, f(x):f(O)—i—/om

ce qui est vrai (théoréme fondamental de I'analyse), f étant au moins C.

Hérédité. Supposons P(j) vraie pour un certain j € [0,n — 1]. Soit € I. Sur [0, z], les fonctions

—(w(;flj;l et fUH) sont C' (j+1 < net f est C"*!) donc on peut effectuer I'TPP :

/Om @;_!tyf(j+1)(t)dt = /0:D o (tyo(t)dt
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ce qui, combiné & P(j), donne :

JHL (k) T (e — )T
f(ZL‘) :Zf (O)xk_’_/o %f(ﬁ_z)(t)dt,




et ce pour tout = € I, donc P(j + 1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

7.b. Par hypothése, f(®*1) est continue sur I, donc bornée sur tout segment inclus dans I, ce qui
donne le résultat voulu.

7.c. Pour tout = € [a,b], si x > 0,
/ Mf(”“)(t)dt‘ < /
0 n! 0

On procéde de fagon similaire si x < 0, en prenant garde aux signes.

R ()] =

(x;—'t)n‘ |f ()] dt < C [_Mr_ Ozt
| W)

(n+1)! |, (m+1)

<C

_(z—t)" a
- n!

7.d. En appliquant ceci a un voisinage [a;b] de 0, ceci montre que () := RZ—,(f) (pour x € I, x # 0)

tend vers 0 en 0, ce qui donne pour DL,(0) la formule de Taylor-Young. Celle-ci est valable aussi
si, par exemple, f est seulement C™, ou méme C™! et de dérivée (n — 1)-iéme dérivable.

8.a. La fonction g étant nulle en 0 et |sin| étant majorée par 1 sur R, pour tout x € R
l9(x)| < [+, done g(x) = o(z"*).

8.b. Notons h la fonction & étudier (définie sur R*). Posons, pour tout k € N* x; = (21{:7r)*n%1

et yp = (5 + 2k7r)_%+1. Par construction, pour tout k € N*, f(zy) = cos(2km) = 1 et f(yx) =
cos(§ +2km) = 0, or les suites () et (yx)r convergent vers 0. Ceci montre que h n’a pas de limite
en 0.

8.c. Le DL de 7.a. montre que g est continue en 0, et aussi dérivable d’apres 4. Elle est aussi
dérivable sur R* par composition et produit de fonctions C*°; et pour tout x € R*,

g'(z) = (n+2)2" ' sin(h) + 2" (=285 cos(h) = (R + 2)2™ sin(Shr) — (n+ 1) cos() -

- s -

TV VvV
—0 sans limite en 0

x—0
Donc ¢’ n’a pas de limite en 0, et donc pas de DLy(0).

8.d. Ceci montre que la condition donnée en 6.(d) n’est pas nécessaire car pour n = 1 par exemple,
la fonction ¢ ci-avant admet un DL (0) sans étre C*.

I1 Développement en série entiére et série de Taylor

Questions préliminaires.

1. Six €] —1,1], limy 400 1;’”:? = . Autrement dit, la série (), ") converge et = =

Z,j:of) 2, ce qui montre que la fonction z + ﬁ est développable en séries entiéres en 0. Le

développement fourni est valable sur |—1, 1[ (d’aprés ce qui précede) et pas ailleurs, la série (-, .y 2*)
étant divergente pour |z| > 1.

2. Soit x € ]0,+00] et [a,b] C ]0,400[ (on n’effectue pas d'IPP sur les intégrales généralisées, a
moins de justifier au préalable la convergence de tout ce qui va étre mis en jeu, du coup ca revient
au méme que ce que l'on fait ici). Les fonctions u : ¢ + ¢” et v : t = —e ! sont C' sur [a,b], de
dérivés u' i t — xt® et v’ : t — e~!. On peut donc effectuer I'IPP :

b b b
/ tTe tdt = [—txe_t]z + / ot* e 7tdt = a%e ™ — b b + x/ t* L7t dt.
a a a



Comme z > 0, lim, ,oa%e™® = 0 x 1 = 0, et par croissances comparées, lim,_,qb%e~? = 0. De plus,

par définition, pour tout y > 0,
b

lim tv=te~tdt = T'(y)
bi_-)!—go a

donc on obtient bien par double passage a la limite en a et b (dans 'ordre ot on veut) : I'(z 4+ 1) =
zl'(x). Par une récurrence immeédiate, cela donne pour tout n € N* : I'(n) = (n — 1)!I'(1). Or
I(1) = [—e 7!y = e® —lim;, ;o e~* = 1, et donc finalement T'(n) = (n — 1)!.

A. Régularité des fonctions développables en séries entiéres.

1. Pour tout n € N, |a,(r")"| = |an|r”(%)” = 0((’"7/)”) puisque (a,r"), tend vers 0 comme terme
général d’une série convergente. Or comme \Tﬂ <1, (%,)" est le TG d’une série convergente (d’aprés
ce qui précede). Les TG comparés étant positifs, par comparaison, |a,(r’)"| est le TG d’une série
convergente, ce qui montre la convergence absolue demandée.

2. Pour tout n € N*, |na,(r")" | = & |n(% 7 % Jan ()] = o(|an(r)"]) car Lin(% 7)™ tend vers
0 quand n tend vers 400 par croissances comparées, puisque |7;,—/,/| < 1. On conclut alors comme
précédemment.

3. Soit x €] — R, R[. Si x = 0, la CVA demandée est immédiate (tous les termes sauf éventuellement
un sont nuls). Sinon, puisque |z| < R, il existe r et r’ strictement positifs tels que 0 < |z| <
r" < r < R. Par hypothése, la série (D, yanr") converge, donc d’aprés la question 1, la série
(D nen- an(r")™) converge absolument, et ceci entraine d’aprés la question 2 la convergence absolue

de (ZnEN* nay|z|"" 1), i.e. celle de (ZneN* na,x"" 1).

4. On reconnait la série (3°, .y« na,z" ') avec a,, = 1 pour tout n € N*. Or on a vu, en posant

ap = 0, que (D, cyanx™) convergeait pour tout x €] — 1,1 et avait pour somme S(z) = .

Donc d’aprés le résultat admis, pour tout = €] — 1,1[, 3.7 na"~! = §'(x) = ﬁ (et pour tout
z € R\ ] —1,1], la série diverge grossiérement).
5.a. Soit R > 0. Démontrons par récurrence sur p € N la propriété P(p) : si une fonction f admet

un développement en série entiére en 0 de coefficients (a,),en valable sur | — R, R[ (x), alors f est
de classe C? sur | — R, R et

(p) S n! n—p — (k+p)! k
YV E] - R, R[, f (IL') = Z m@nl’ = Z Tak+px .
n=p ’ k=0 ’

Initialisation. D’aprés le résultat admis aprés la question 3, si f satisfait (%), f est dérivable sur
| — R, R, donc en particulier continue, et on a bien

Vel RE, fO)= fr) = Y Mana”

n=0

Hérédité. Supposons P(p) vraie pour un certain p € N. Alors f®) satisfait (*) en remplagant (a,)nen

par (b,)nen = ((”+p)'an+p)neN On peut alors lui appliquer le résultat admis, qui affirme qu’elle est

dérivable sur | — R, R[, de dérivée

— (+p)! L = (kt+1+p)
(f(p))'x Z nb,z" 1 = Z Tan+px 1— Z Takﬂka
n=1 : k=0 '

par glissement d’indice, et cette fonction est elle-méme dérivable par une nouvelle application du
résultat admis, donc continue, ce qui signifie que f est de classe CP*1, et achéve la récurrence.



5.b. On remarque que si f satisfait (x) (et est donc C* sur | — R, R| par la question précédente),
en particulier, en 0, la formule pour les dérivées successives donne, pour tout p € N, f®)(0) = play,

®) (0 .. . . .. .
ou encore a, = fp—,(). Ainsi, les coefficients du DSE sont uniques et coincident avec les coefficients

de Taylor.
5.c. Ceci découle directement de la réponse précédente et de la question 7.d.
B. Une réciproque ?

1. Soit = € R. La fonction t — g¢;(x) est continue sur J = [0, +oo[ comme quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc elle est intégrable sur tout segment de J.
En outre, pour tout t € J, |g:(z)| < e7!, et t — e~ est intégrable sur J, donc par comparaison,
t — g¢(x) lest aussi, ce qui signifie que f est bien définie.

t

2. Sit =0, g; est constante égale & e™", ce qui donne les dérivées voulues. Si t > 0, d’apreés [1.QP.1,

pour tout € R tel que [tz?| < 1, i.e. tel que |z| < ¢t/
+o00o +00
gi(x) =e’ Z(—tx2)" = Zakxk
n=0 k=0

avec, pour tout n € N, ag,, = e *(—t)" et as,41 = 0. On conclut avec A.5.b : il y avait une coquille
dans I'énoncé, il manquait (—1)" dans (g,)?™(0).

3. La formule admise pour les dérivées de f donne alors, pour tout n € N,

FE(0) = /0+Oo(gt)(2”)(0)dt = (=1)"(2n)! /;OO e 't"dt = (—=1)"(2n)!T(n + 1) = (=1)"(2n)!n!

et

+o0o

f(2n+1)<0) _ /0 (gt)(Qn-‘rl)(O)dt =0.

4. La série en question est (3 (—1)"n!(z*)"), dont le TG diverge pour tout z non nul. D’aprés
A.5.b, f n’est pas développable en série entiére en 0. Elle y admet en revanche un DL & tout ordre
puisqu’elle est C* sur R! (cf. 1.7.d).

C. Une condition suffisante.
1. En reprenant 1.7.c, on obtient, pour tout x €] — R, R|,

M|x|n+1
<
- (n—i—l)! n—4o00

Vn € N, ‘f(x) — Xn:ka
k=0 '

ce qui donne le résultat voulu.

2. Pour justifier I'indication, comme dans L.7.b : soit n € N fixé. f est C" sur R, donc f™ est
continue sur [—R, R] compact, donc y est bornée, ce qui conclut. Or on a vu qu’'une fonction C'*
sur R n’était pas forcément DSE en 0.

3. Pour tout n € N, |sin®™ | = |cos| ou |sin|, majorées toutes deux sur R par 1, donc () est
satisfaite (avec M =1 et R = 400), et la question 1 donne donc :

+oo . (n)
Ve € R, sin(z) = Z Maz”.

n!
n=0



Or pour tout k € N, par une récurrence immédiate & partie des relation sin’ = cos et cos’ = — sin,
sin®) = (—1)*sin et sin@®**1) = (=1)* cos, ce qui, avec sin(0) = 0 et cos(0) = 1, donne finalement :

V. R . - — (_1)k 2k+1
r €R, sin(z) —Z—(2k+1)‘x :
k=0 '

4. En divisant par x, on obtient pour tout x € R\ {0} :

h(x) _ Sin(x) _ Z (_1) x2k.

x — (2k + 1)!
En outre,
=% ~ (CDF
h g 1 = — — —_—
(0) S T

k=0
donc finalement :
+oo
(—1)*

Ve e R, h(x)= me

k=0

ce qui veut dire que h admet un développement en série entiére en 0 valable sur R tout entier, donc
en particulier que h est C*° sur R d’apres I1.A.5.



