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Examen du 22 mai 2019

Durée de l’épreuve : 2h

Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits.
La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’évaluation.
Les exercices sont indépendants.

Le sujet est long, le baréeme (indicatif) en tient compte :
Ezercice 1 sur 3,5 points, FExercice 2 sur 5 points,
Ezercice 8 sur 6,5 points, Ezercice 4 sur 9 points

Exercice 1.

ein%
1. On considére la série entiére E 5 2" .
n

n>1

(a) Déterminer son rayon de convergence R.

(b) Quel est le plus grand domaine complexe D C C sur lequel elle converge simplement ?

2. On considére maintenant la série entiére ( E (3n + 1)23”+1> :
n>0
(a) Déterminer son rayon de convergence R'.

(b) Calculer sa somme sur | — R', R'[, en justifiant les étapes.

] — R une fonction de classe C' non identiquement nulle telle que

Exercice 2. Soit ¢ : [0,1
. Pour tout n € N*| on définit f, : [0,1] — R par

p(l) =¢'(1) = ¢'(0) =

£ =2 G e 0.l et fulz) =0size]l 1]

n

1. Dessiner le graphe d’une fonction ¢ satisfaisant les hypothéses ci-dessus (aucune formule n’est
demandée). Pour cette fonction ¢, dessiner le graphe de la fonction f, associée.

Dorénavant, ¢ est une fonction quelconque satisfaisant les hypothéses de 1’énoncé.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,),en+ converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f
a déterminer (on pourra utiliser, en le justifiant, le fait que ¢ est bornée sur [0, 1]).

3. Soit n € N*. Montrer que f, est de classe C' sur [0, 1] et exprimer f!(x) pour tout x € [0, 1].
4. Montrer que (f!),en+ converge simplement vers f’ sur [0, 1].

5. Pour tout n € N*, exprimer ||f/|/oo 01 en termes de ¢'. La convergence de (f})nen- est-elle
uniforme sur [0,1] 7

Exercice 3. Soit (v, )nen+ une suite bornée de nombres réels. Pour tout n > 1, on définit

up,: [0,1] — R
T — aya™(l — ).

On étudie la convergence de la série de fonctions (Zn>1 un) On note S sa somme.



1. Convergence simple. Montrer que la série de fonctions (Zn21 un) converge simplement sur
[0, 1].

2. Un cas trés particulier. On suppose que (o, )qen+ est la suite constante égale a 1.
(a) Calculer S(z) pour tout x € [0, 1].
(b) La fonction S est-elle continue sur [0, 1] ?

(c) La convergence de (2@1 u,) est-elle uniforme sur [0, 1] ?

3. Convergence normale.

(a) Montrer que pour tout n € N*, ||ty]|oo,j01] = aT”‘(nLH)”Jrl

(b) En déduire qu’il y a convergence normale de (2@1 u,,) sur [0, 1] si et seulement si la série

lan |

numeérique (Zn>1 T) converge.

Exercice 4. (Vers le calcul des ((2p)) Pour tout p € N, on note f, la fonction 2r-périodique
telle que pour tout x €] — m, 7], f,(x) = aP (en particulier, pour tout x €] — m, 7], fo(z) = 1). On
rappelle que les coefficients de Fourier réels de f sont

VneN, a,(f) = %/ﬂ f(t) cos(nt)dt et Yn e N*,  bu(f) = %/W f(t) sin(nt)dt.

1. Tracer l'allure des graphes de fy et de f3 sur [—3m, 37].

2. La fonction f3 est-elle continue? de classe C!? continue par morceaux? de classe C' par mor-
ceaux ! Justifier.

3. Justifier que la série de Fourier de f3 converge simplement sur R. Quelle est sa somme? La
convergence est-elle normale ? (Justifier.)

4. Déterminer a,(fo) pour tout n € N et b,(fo) pour tout n € N*.
5. Montrer que, pour tout n € N* et pour tout p € N*,

an(fy) = =F bulFy0),

p—1
n T

bn(fp) = (1)

— (<1 = 1)+ = an( o).

2(=1)n g2 + 12(-1"

6. A I'aide des questions précédentes, vérifier que, pour tout n € N*, b, (f3) = m o

7. Justifier sans calcul que, pour tout n € N, a,(f3) = 0.

+00 +oo
8. Enoncer le théoréme de Parseval. En déduire une expression de g — en fonction de 5 — et
n n
n=1 n=1
+o0o
1
de 3
n



