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emf (# 0). Alors [*2H] = n_ > 1 donc

(n+1) n—4o00

Exercice 1.1.a. Pour tout n € N*, posons a, =

d’aprés la regle de d’Alembert, R = % =1.

1.b. Par définition du rayon de Convergence D est inclus dans le disque unité fermé de C, D(0, 1).

Et pour tout z € D(0,1), |<-2"| < 25, terme général d'une série convergente (série de Riemann).

Donc par comparaison, (Zn>1 %z ) converge absolument, donc converge. Ainsi, D(O, 1) C D, et

finalement D = D(0, 1).

2.a. On peut (par exemple) étudier 'ensemble des z tels que la suite ((3n + 1)z"),en est bornée
pour montrer que R’ = 1, ou répondre aux deux questions d'un coup.

2.b. (32,5080 +1)2%*1) a le méme rayon de convergence que () -q(3n+1)z%"), qui est la

série entiére dérivée de (), .,2*"*!), et a donc le méme rayon, a savoir 1 (pour tout z € C,

z x z3") converge si et seulement si |z3] < 1 (série géométrique), i.e. ssi |z| < 1).
n>0

Si I'on pose, pour tout z €] — 1,1[, f(z) = 372 (3n + 1)+ et g(z) = 32720 2°**! on a donc,
par théoréme de dérivation terme & terme des sommes de séries entiéres, f(x) = zg'(x), avec

+o00 3 3 4
B s T B 1 —a2° 4+ 3x _:c—|—21:
x) = QEZ(ZE )= 1_ 3 donc f(x) ==z (1—23)? - (1 —x3)2'

Exercice 2. 1. Dessin.

2. p est C'! donc en particulier continue sur le segment [0, 1] donc bornée : il existe C' € R tel que
lo(y)] < C pour tout y € [0, 1].

Pour tout z E [0,1], si z € [0,1], nz € [0,1] donc |f,(z)] < €, et si x €]1,1], fu(z) = 0. Ainsi,
| fulloo,o) < € — 0, donc la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément sur [0, 1] vers

la fonction nulle7 que l on note f.

3. La restriction de f, a [0, %] est de classe C! par composition, et sa restriction a [%, 1] lest aussi
puisque c’est la fonction nulle (f,(1) = Lp(ni) = Lp(1) = 0). Cela montre que f,, est continue
sur [0,1] (en %, elle 'est a droite et a gauche), et pour montrer qu’elle est de classe C', il ne
reste qu’a montrer que ses dérivées a droite et & gauche en % coincident. Or celle a gauche vaut

s L
w = ¢'(1) = 0 et celle & droite vaut 0.
Pour tout = € [+, 1], fi(z) =0, et pour tout x € [0, %], f/(x) = ¢'(nx).
4. Etant donné z €]0,1], si ny € N* est tel que % < x, alors f](
[0

z =0, f/(0) = ¢'(0) = 0 pour tout n € N*. Ainsi, pour tout = €
Autrement dit, (f!), converge simplement vers f’ )

x) = 0 pour tout n > ngy. Pour
]

A, (f7(x)), tend vers 0 = f'(z).

5. [ fullsooa] = sup |¢' (nx)] = sup |¢' (y)| = [|¢'|lco,0,1] # 0, sinon ¢’ serait la fonction nulle, donc
z€[0,1] y€[0,1

v serait constante, donc en fait nulle puisqu’elle est nulle en 1, ce qui est contraire aux hypothéses.

Donc (|| f}|lo,j0,1])n e converge pas vers 0, donc (f; )nen+ ne converge pas uniformément sur [0, 1]

vers la fonction nulle qu’est f’.

Exercice 3.1. Par hypotheéses, il existe M € R, tel que pour tout n € N*| |a,| < M. Pour tout
€ [0,1], pour tout n € N* |u,(z)] < Maz", terme général d’'une série convergente si z < 1,



donc par comparaison, (> u,(x)) converge absolument, donc converge dans ce cas. Pour z = 1,
up(x) = 0 pour tout n € N*, donc 14 encore (>, u,(z)) converge. La série de fonctions converge
donc simplement sur [0, 1].

2.a. Siz =1, S(x) = 0 par 'observation précédente. Si x € [0, 1],

X

= 7.
1—=x

Sx)y=Y a"(l—z)=(1-2)) 2"=(1-z)

2.b. S n’est pas continue en 1 (lim, ,;- S(z) =1 # 0 = 5(0)), donc pas continue sur [0, 1].
2.c. S n’est pas continue en 17, or chaque wu,, 1’est (polynomiale), donc par contraposée du théoréme
de continuité, la convergence n’est pas uniforme.
3.a. [[unlco0,1] = SUD,e(o1] [Un(T)] = max(o 1y [u,| (le sup est un max car [u,| : @ = [ay|z"(1 — z)
est polynomiale donc continue sur le segment [0, 1]). Etudions donc les variations de |u,|. Elle est
(infiniment) dérivable sur [0, 1], de dérivée

un|" = | (na" (1 —z) — 2") = |an)z" ' (n — (n + 1)2).

Si a, = 0, |uy| est la fonction nulle et on a fini. Sinon, |u,['(z) > 0 & z € [0, ;25], d’ott le tableau de

variation... En particulier, maxjy 1 [u,| = ‘un (HLHH = |ay| (niﬂ)n X n+r1 = |C;L—”| (nLH)nH, ce qu’on
voulait.
3.b. (#l)n+1 = (1+ %)7(%1) =exp(—(n+1)In(1+1))=exp(—(n+1) (2 +0(L))) =+,

Autrement dit,

n \"" 1 : ||
~ e ' et parsuite |upllew ~ e,

Ces suites étant positives, ceci entraine que les séries (> ||tnlloo,0,1) €t (O e‘l%), ou encore

> %), sont de méme nature. Ainsi on a bien que () u,) converge normalement sur [0, 1] si et

|
n

seulement si la série numeérique () =2) converge.

Exercice 4.1. Dessin.

4.2. La restriction de f3 a ] — 7, 7] se prolonge en fonction de classe C' (z — 23, en fait C*) sur
[—m, 7], donc f3 est C' par morceaux sur [—, 7] et donc sur R par 27-périodicité. Elle est a fortiori
C° par morceaux.

En 7, lim fs(x) = lim (f3(y)) (par 2m-périodicité) = (—7)3 = —73 # f3(7) = 73, donc f3 n’est
T y—(—

(=m)*

pas continue sur R, et a fortiori pas C*.

4.3. f3 est C' par morceaux (et 27-périodique) donc d’aprés le théoréme de Dirichlet, sa série
de Fourier converge simplement sur R vers la fonction = — w, qui coincide avec f3 en
dehors de ses points de discontinuité et vaut 0 en ces points. Cette fonction n’étant pas continue,

la convergence ne peut étre uniforme, et a fortiori pas normale.

4.6. fy est la fonction constante égale & 1. C’est un polynéme trigonométrique. On peut donc dire
directement que ag(fo) =2 x 1 =2 et a,(fo) = bu(fo) = 0 pour tout n € N*.

4.5. Soient n et p € N*. Alors

1 K 1 . t s T . t
an(fp) = — / £ cos(nt)dt = {tp—smy(ln )] - / ptp—l—smin Jar | par PP
I

=0

__Pp (l /7r P~ sin(nt) dt) = —‘gbn(fpfl)

n\m/J_.



bulf) = - / " sin(nt)dt = % (_tp

— cos(nt)

n

|oL

t
- 1cos(n )dt> par IPP
n

1 1 [
= — | —7Pcos(nm) + (—m)* cos(—nm) | + P <—/ '~ cos(nt) dt)
=cos(nm)=(—1)"
w1y b
=T T e 1)+ Payh ).
C (v 1)+ Lan(o)

w + 3a,(f2) avec

4.6. Les deux questions précédentes donnent, pour tout n € N*, b, (f3) =

an(f2) = (_%)bn(fl) =

4.7. Sur | — m, 7|, f3 coincide avec une fonction impaire, donc les a,(f3) sont tous nuls.

(—2) (M + O) ce qui donne le résultat voulu.

4.8. Théoreme de Parseval : Si f : R — C est 2m-périodique et continue par morceaux sur R, alors
(IIf = Su(f)ll2 = 0, out S,,(f) désigne la somme partielle a 'ordre n de la série de Fourier de f, et)

1 [7 a
L[ ipypar = 1D L Z @ (NP + bl PP)
Pour f = f3, ap(f3s) = 0 et on obtient :
t7 7r 7T6 1 +o0 )
—/ | fa(t)|dt = { } W:7:0+§;(0+bn(f3))
Soit
2% R [2(-1)" e 12(-1)m)
7T n n3

44 2_1n—|—12
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(les trois séries sont convergentes)

“+o0o 1 “+oo 1
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(27?

400 1
= 4q* —
2.
n=1
ce qui donne finalement

=1 1
ZE i1 4%2 +487TZ )

n=1



