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Exercice 1
Pour tout n € N, on définit

fo: 05400 — R
r +—> x+ e "sin(nx).

1. Monter que la suite (fn)nen converge simplement sur [0;+oo[ vers une limite a déterminer.
On a f,(0) = 0 pour tout n € N, et si x > 0, |[e ™ sin(nx)| < e = 0. Donc (fn)nen
n—-+0o0o

converge simplement sur [0; +oo[ vers f telle que : Vz € [0; 00|, f(z) = =.
2. Etudier la convergence uniforme sur [a; +oo[ avec a > 0.
Siz >a,onalf,(z)— f(z)] < e, donc supy, oo [fun — f] < e = 0, et la convergence
’ n——+00
est uniforme sur [a; +oo.

3. En étudiant la suite ( f,,(7/2n))nen+, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur [0 ; +00|.
Pour tout n € N*, f,(7/2n) — f(7/2n) = e~™2, qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers
+00, donc la convergence n’est pas uniforme sur [0; +o00].

Exercice 2
Pour tout n € N*, on définit
fo: [05400] — R
o

e

T
1. Montrer que (fn)nen+ converge simplement sur [0;+o0o| vers une fonction f a déterminer.
Pour tous n € N* et > 0, |fu(2)] < 1/v/n - 0, donc (f,)nen+ converge simplement sur
n—-+0oo

[0; +o0] vers la fonction nulle.

2. Etudier la convergence uniforme sur [0; +00l.
On déduit de la majoration ci-dessus que pour tout n € N*, sup, | fn(x)| < 1/4/n, donc la
convergence est uniforme.

3. Pour tousn € N* et a > 0, on définit I,,(a) = / fo(x)dz.
0
Justifier sans calcul que, pour tout a > 0, la suite (I,(a)), oy converge vers [ f(x) da.
Cette convergence est assurée par la convergence uniforme de (f,)nen+ vers f sur [0;al.

4. Soit a > 0. Etudier la convergence de la suite (I,(n%)),,en+ €n fonction de la valeur de o
Pour quelle valeurs de o la suite (I,,(n®)), o converge-t-elle vers f0+oo f(z)dz ?
On calcule directement : pour tout n € N*, I,,(n®) = [ — \/ne=*/"] ga = /n(l—e ).

Pour a > 1, n®' — 400, 1 —e ™ — 1et I,(n*) — 4oc0. Pour a = 1, I,(n®) =
n—-4o00 n—-400 n——4o00
vn(l—1/e) — +oo. Poura €]0;1[,1—e™™" ~ n®let I, (n®) ~ n®Y2:lorsquen
n—+o0o n—-+00 n—+00

tend vers +oo, I,(n®) tend vers 400 si a €]1/2; 1], vers 1 si @ = 1/2, et vers 0 si a €]0;1/2].
Finalement, (1,(n®)),,cy» converge vers f;oo f(z)dx = 0 si et seulement si a €]0;1/2].
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Exercice 3
Pour tout n € N*, on définit
Up: [0;400] — R
r — S

1. Etudier la convergence normale de la série de fonctions . un sur [0;400].
* 2 Lt 2
Pour tous n € N* et & > 0, |u,(x)| < 1/n?, et la série ) . 1/n” converge, donc > . ty,
converge normalement sur [0 ; +00].
Dans la suite, on s’intéresse a la série de fonctions de terme général

Up: |05400] — R , pourn € N.

2. Montrer que la série ) v, converge simplement sur |0 ;4o00[. On note G sa somme.
A x > 0 fixé, on applique le critére des séries alternées : la suite (1/(z+4n)),en est décroissante
et tend vers 0, donc la série )y vn(x) converge.

3. Etudier la convergence normale et la convergence uniforme sur [a; +oo| avec a > 0.
Pour tous n € N et z > a, [v,(2)] < 1/(a +n) = |v,(a)|, done supj, o |vn| = 1/(a + n).
Comme la série ) . 1/(a 4+ n) diverge, il n’y a pas convergence normale de ) vy, sur
[a;4+00[. Par contre, pour tous N € N et x > a, on a la majoration du reste de la série

alternée : | S5 v, (z)| < oy ()| < 1/(a+ N) N7 0, donc il y a convergence uniforme de
—+00

Y nen Un SUT [a;4-00].
4. Montrer que G est de classe C' sur ]0; +oo].

Pour tout n € N, v, est de classe C! sur |0 ; +oc[, et pour tout x > 0, v/,(z) = (—1)"*/(z+n)%
Ainsi, pour tout a > 0, supy, o [v,| = 1/(a +n)?, et 3, y1/(a +n)* converge, si bien que
la série ) v, converge normalement sur [a;-+oo[. Comme la série > _ v, y converge
simplement, on en déduit que sa somme G est de classe C! sur [a;+oo|. Puisque cela est
valide pour tout a > 0, on en déduit que G est de classe C' sur ]0;+o0o[. On aurait aussi pu
utiliser la convergence normale de ) . v;, sur [0;4o00[. ..

5. Montrer que pour tout x €]0;+o0],

1
Gx)+Gz+1) = — (1)
On a juste le décalage d’indices : pour tout = > 0, G(z + 1) = Y72 (=1)"/(z + 1 +n) =
DM @ k) = = S (1 (@ n) = =Gla) + 1

6. Donner un équivalent de G en 0.
On sait que G est continue sur |0 ; +oo[, donc quand x tend vers 0, G(z + 1) tend vers G(1);
d’aprés (1), G(x) tend alors vers 1; ainsi, G(z) équivaut & 1/x lorsque z tend vers 0.

7. Donner un équivalent de G en +oo. Pour cela, on pourra commencer par montrer que GG

est décroissante. D’aprés la question 4, pour tout z > 0, on a G'(z) = > 2\ (z) =

(=1 /(¢ + n)2. Le critére des séries alternées assure que cette somme a le signe

de son premier terme, soit —1/z% négatif. Donc G est décroissante. Alors, d’apres (1), 1/z =

G(z)+ Gz +1) < 2G(x), et aussi : 2G(x + 1) < G(z) + G(z + 1) = 1/x. On en déduit, pour

x>1:1/(22) < G(x) < 1/2(x —1). Donc quand x tend vers +oo, zG(x) tend vers 1/2; et
G(x) équivaut a 1/2z.



