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Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits.
La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l’évaluation.
Durée de l’épreuve : 2 heures. Les exercices sont indépendants.

Barème approximatif : cours sur 4 points ; exercice 1 sur 3 points ;
exercice 2 sur 5 points ; exercice 3 sur 8 points.

Question de cours

1. Enoncer précisément et démontrer le théorème de convergence des intégrales pour les suites
de fonctions.

2. Donner un exemple d’une suite de fonctions fn : [0, 1] −→ R telle que (fn)n converge simple-
ment vers la fonction nulle sur [0, 1] et telle que la suite

∫ 1

0
fn(t) dt ne tende pas vers 0.

Exercice 1
Pour tout n ∈ N, on définit

fn : [0 ; +∞[ −→ R
x 7−→ x+ e−nx sin(nx).

1. Monter que la suite (fn)n∈N converge simplement sur [0 ; +∞[ vers une limite à déterminer.
2. Étudier la convergence uniforme sur [a ; +∞[ avec a > 0.
3. En étudiant la suite (fn(π/2n))n∈N∗ , montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur [0 ; +∞[.

Exercice 2
Pour tout n ∈ N∗, on définit

fn : [0 ; +∞[ −→ R
x 7−→ e−x/n

√
n
.

1. Montrer que (fn)n∈N∗ converge simplement sur [0 ; +∞[ vers une fonction f à déterminer.
2. Étudier la convergence uniforme sur [0 ; +∞[.
3. Pour tous n ∈ N∗ et a > 0, on définit

In(a) =

∫ a

0

fn(x) dx.

Justifier sans calcul que, pour tout a > 0, la suite (In(a))n∈N∗ converge vers
∫ a
0
f(x) dx.

4. Soit α > 0. Étudier la convergence de la suite (In(n
α))n∈N∗ en fonction de la valeur de α.

Pour quelle valeurs de α la suite (In(n
α))n∈N∗ converge-t-elle vers

∫ +∞
0

f(x) dx ?

Tourner SVP



Exercice 3
Pour tout n ∈ N∗, on définit

un : [0 ; +∞[ −→ R
x 7−→ (−1)n

(x+n)2
.

1. Étudier la convergence normale de la série de fonctions
∑

n∈N∗ un sur [0 ; +∞[.
Dans la suite, on s’intéresse à la série de fonctions de terme général

vn : ]0 ; +∞[ −→ R , pour n ∈ N.
x 7−→ (−1)n

x+n

2. Montrer que la série
∑

n∈N vn converge simplement sur ]0 ; +∞[. On note G sa somme.
3. Étudier la convergence normale et la convergence uniforme sur [a ; +∞[ avec a > 0.
4. Montrer que G est de classe C1 sur ]0 ; +∞[.
5. Montrer que pour tout x ∈]0 ; +∞[,

G(x) +G(x+ 1) =
1

x
.

6. Donner un équivalent de G en 0.
7. Donner un équivalent de G en +∞. Pour cela, on pourra commencer par montrer que G est

décroissante.


