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INTRODUCTION

Avant méme de présenter le sujet et le matériel traité dans ce mémoire, je voudrais transmettre les intentions
de celui-ci. L’objectif de ce travail n’était pas d’établir de nouveaux résultats, mais plutét de fournir une
exposition basée sur le livre d’Amnon Yekutieli, Derived Categories (|8]). Dans mes recherches, j’ai suivi de
pres approche de Yekutieli, fournissant des preuves aux exercices qu’il présente et incorporant mes propres
observations et remarques supplémentaires qui m’ont aidé a comprendre le sujet. J’ai cherché a améliorer la
compréhension des catégories dérivées et des concepts connexes, dans I’espoir que ces modifications s’avéreront
utiles pour d’autres personnes cherchant a saisir les subtilités du sujet. Je voudrais également donner quelques
références qui m’ont été utiles; [4],[2],[7] et |5] entre autres.

Les catégories dérivées ont été introduites par A. Grothendieck et J.-L. Verdier vers 1960. L’idée de base était
la suivante. Ils s’étaient rendu compte que les foncteurs dérivés de ’algebre homologique classique sont trop
limités pour permettre plusieurs manipulations assez naturelles. Peut-étre que 1'opération la plus importante
qui manquait était la composition des foncteurs dérivés ; la meilleure approximation en était la suite spectrale.

La solution du probleme était d’inventer une nouvelle catégorie, a partir d'une catégorie abélienne donnée
M, comme moyen d’avoir les informations homotopiques des complexes et de capturer les propriétés cohomolo-
giques essentielles. Les objets de cette nouvelle catégorie sont les complexes d’objets de M. Ce sont les mémes
complexes qui jouent un role auxiliaire dans ’algebre homologique classique, comme résolutions d’objets de M.
Les complexes forment une catégorie C(M), mais cette catégorie n’est pas suffisamment complexe pour porter en
elle I'information des foncteurs dérivés, elle doit donc étre modifiée. La modification nécessaire est de rendre les,
un certaine classe de morphismes, le quasi-isomorphismes, inversibles. Ceci est fait par une procédure formelle
de localisation, et la catégorie résultante est la catégorie dérivée D(M).

L’étape suivante consiste a dire ce qu’est un foncteur dérivé a gauche ou a droite d’un foncteur additif
F: M — N. Le foncteur F peut étre étendu de maniere évidente a un foncteur sur les complexes F': C(M) —
C(N). Un foncteur dérivé a droite de F est un foncteur RF': D(M) — D(N), ainsi qu’un morphisme de foncteurs
n®: QnoF — RFoQy. La paire (RF, n%) doit étre initiale parmi toutes ces paires. L’'unicité d’un tel foncteur, a
isomorphisme unique pres, est relativement facile a prouver. Quant a ’existence de RF, elle repose sur I’existence
de résolutions appropriées.

Voila pour ce que sont les catégories dérivées et les foncteurs dérivés. Quant a 'importance des catégories
dérivées, elle ne peut étre surestimée, elle a eu des impacts significatifs dans la géométrie algébrique (non com-
mutative), la théorie des représentations, la topologie algébrique, la géométrie analytique, ’analyse algébrique
et la théorie des D-modules, la théorie des singularités, la physique mathématique, etc. menant a des résultats
intéressants des domaines tels que ’étude des espaces de modules, la géométrie birationnelle, la symétrie miroir
et le programme de Langlands entre de nombreux autres.

Dans ce texte on s’intéressera a ’étude des constructions fondamentales en algebre homologique dans le cadre
différentiel gradué. L’objectif principal étant d’explorer le langage général des catégories triangulées et le calcul
des fractions a travers les localisations Ore dans le contexte catégoriel, dans le but de construire des catégories
dérivées. Ces catégories dérivées jouent un role crucial dans la compréhension de la catégorie d’homotopie et
de la catégorie dérivée des modules différentiels gradués sur une algebre différentielle graduée d’objets dans
une catégorie abélienne. De plus, on étudiera les foncteurs dérivés définis sur ces catégories et on examinera
I’existence de résolutions K-projectives et K-injectives dans divers cas.



1. RAPPELS SUR LES CATEGORIES

Dans ce chapitre on va revoir le matériel nécessaire et établir la notation qu’on utilisera dans la suite.

1.1. Théorie des Ensembles.

On ne va pas s’intéresser a préciser les problemes découlant de la théorie des ensembles. L’hypothese générale
est qu’on se donne un univers de Grothendieck U, c’est-a-dire un “grand” ensemble infini. Un ensemble petit,
ou un ensemble U-petit, est un ensemble S qui est un élément de U. On veut que tout les produits H S; ainsi

il
que toutes les unions disjointes H S; avec I et S; des ensembles petits, soient également des ensembles petits.
iel
On suppose que 'axiome du choiex est vrai dans U.

Une U-catégorie est un catégorie C dont l'ensemble des objets Ob(C) est un sous-ensemble de U, et pour
tout C, D € Ob(C) I’ensemble des morphismes Homg(C, D) est petit. Si Ob(C) est aussi petit, alors C est une
catégorie petite.

On note Set la catégorie des ensembles petits. Ainsi, Ob(Set) = U, et Set est une U-catégorie. Un groupe (ou
un anneau, etc.) est dit petit si ’ensemble sous-jacent est petit. On note Grp, Ab, Rng et Rng. les catégories des
groupes petits, des groupes abéliens petits, des anneaux petits et des anneaux commutatif petits respectivement.
Pour un anneau A petit, on note Mod A la catégorie des petits A-modules a gauche.

Dans la suite on travaille avec des U-catégories, et a partir de maintenant, U restera implicite. Il y aura
certains moments ou on fera face & des problemes relatifs a la théories des ensembles (concernant les catégories
de foncteurs et la localisation des catégories), mais ces problémes peuvent étre résolus en introduisant un univers
plus grand, V tel que U € V.

1.2. Notations et Conventions.

Soit C une catégorie. On écrira souvent C' € C pour abréger C' € Ob(C). Pour un objet C, son automorphisme
d’identité est noté ide. Le foncteur identité de C est noté Idc.

La catégorie opposée de C est C°P. Elle a les mémes objets que C, mais les ensembles des morphismes sont
Homcer (Cy, C1) := Home(Co, C1), et la composition est renversée. Le foncteur identité de C peut étre vu comme
un foncteur contravariant Op: C — C°P, plus précisément, sur les objets, Op(C) := C et sur les morphismes,
¢: Cy — C7 dans C on pose Op(¢): Op(Cy) — Op(Cp) comme étant le morphisme Op(¢) = ¢ dans C°P. Le
foncteur inverse C°P — C est également noté Op. On a alors Op o Op = Id.

Définition 1.2.1. Soit K un anneau commutatif. Par anneau K-central, on veut dire un anneau A et un
morphisme d’anneau K — A, appelé morphisme structurel, tel que I'image de KK soit dans le centre de A.

La catégorie des anneaux IK-centraux, dont les morphismes sont les morphismes d’anneaux f: A — B
respectant les morphismes structurels, est notée Rng/ KK

Traditionnellement, un anneau IK-central était appelé une “IK-algebre associative unitaire”. Bien sur, les
anneaux et les morphismes d’anneaux sont unitaire. Lorsque KK = Z, un anneau K-central est tout simplement
un anneau, et on utilise alors la notation Rng.

Exemple 1.2.2. Soit K un anneau commutatif non nul, et n un entier positif. Alors Mat,, «, (), Panneau des
matrices n x n a coefficient dans IK est un anneau IK-central.

Définition 1.2.3. Soit A un anneau. On note Mod A ou M(A) la catégorie des A-modules & gauche.

Les anneaux et les modules vont jouer un réle essentielle dans la suite, donc on va mettre en place certaines
conventions.
Convention 1.2.4. Voici un liste des hypotheses implicites pour les structures et les opérations linéaires :
(1) Il y a un anneau commutative non nul de base K (e.g. 'anneau des entier Z ou un corps).
(2) Le symbole du produit tensoriel sans indice ® correspond a ®x.

(3) Tout les anneaux sont K-centraux (c.f. Définition [1.2.1]), tout les morphismes d’anneau sont sur K et
tout les bimodules sont K-centraux.

(4) Généralisant (3)), toute catégorie linéaire est K-linéaire (c.f. Définition 2.1.1)) et tout foncteur linéaire
est IK-linéaire (c.f. Définition [2.5.1)).
(5) Pour un anneau A, tout A-module est un A-module & gauche, sauf si précisé autrement.
Les A-modules a droite sont des modules & gauche sur 'anneau opposé A°P, et c’est de cette facon dont on

va les traiter la plupart du temps. Morphismes dans la catégorie des groupes, anneaux, A-modules, etc. vont
étre appelés morphismes de groupe, d’anneau, de A-module, etc. respectivement.

Convention 1.2.5. On essaiera de suivre la convention suivante pour les lettres et la police :
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f: C — D est un morphisme entre des objets d'une catégorie.
e [': C — D est un foncteur entre des catégories.

e n: ' — G est un morphisme de foncteurs (i.e. une transformation naturelle), entre des foncteurs
F,G: C—D.

o,0,¢;: M — N sont des morphismes entre des objets dans une catégorie abélienne M.

e [': M — N est un foncteur linéaire entre des catégories abéliennes.

La catégorie des complexes dans in catégorie abélienne M est C(C).

e Si M est une catégorie module, et M € Ob(M), alors les éléments de M sont notés m, n, m;, etc.

1.3. Epimorphismes et Monomorphismes.

Soit C une catégorie. On rappelle qu'un morphisme f: C' — D dans C est un isomorphisme s’il y a un
morphisme g: D — C tel que fog=1idp et go f =id¢. Le morphisme g est appelé I'inverse de f, est unique
(il existe) et est noté f~1. Un isomorphisme est souvent noté par le type de fleche suivant : f: C = D.

Un morphisme f: C'— D dans C est un épimorphisme s’il a la propriété d’étre régulier a droite : pour tout
g,9': D — E, go f =g o fimplique g = ¢’. Un épimorphisme est souvent représenté par une fleche du type :
f:C— D.

Un morphisme f: C' — D dans C est un monomorphisme s’il a la propriété d’étre régulier a gauche : pour
tout g,¢': D — E, fog = fog implique g = ¢’. Un épimorphisme est souvent représenté par une fleche du
type : f: C — D.

Exemple 1.3.1. Dans Set les monomorphismes sont exactement les injections et les épimorphismes sont exacte-
ment les surjections. Un morphisme f: C' — D dans Set qui est & la fois un monomorphisme et un épimorphisme
est un isomorphisme. Le résultat est également vrai dans la catégorie Mod A des A-modules & gauche sur A.

Cependant, cet example peut étre trompeur, puisque la propriété d’étre un épimorphisme n’est souvent pas
préservée par le foncteur d’oubli. En effet, si on ce place dans la catégorie des anneaux Rng, alors le foncteur
d’oubli, Rng — Set, conserve clairement les monomorphismes. Mais si on considere l'inclusion Z — @, qui
est un épimorphisme dans Rng, n’est pas une surjection dans Set et donc le foncteur oubli ne préserve pas les
épimorphismes. Remarquons au passage, qu’on a les épimorphismes ne coincident pas au surjections d’anneaux
dans Rng.

Par sous-objet d’un objet C' € C, on veut dire un monomorphisme f: C’ < C dans C. Dans ce cas, on écrit
souvent C’ C C, mais ce n’est qu’un notation et ne veut pas dire qu’il y a un inclusion en tant qu’ensembles.
On dit que deux sous-objets fo: C§ < C et f1: C7 — C de C sont isomorphes, s’il existe un isomorphisme
g: C) — C] tel que f10g = fo.

De fagon analogue, par quotient de C' on veut dire un épimorphisme g: C — C” dans C. De la méme fagon,
on a la notion de quotients isomorphes.

On a les résultats suivants qui sont faciles a voir :

Proposition 1.3.2. Soit C un catégorie et C un objet de C.

(1) Supposons avoir fo: C), — C et f1: C; — C des sous-objets de C. Alors, il y a au plus un morphisme
g: C) — Cf tel que f1 0 g = fo. De plus, si un tel morphisme existe, alors il est un monomorphisme.

(2) Etre isomorphe est un relation d’équivalence sur l’ensemble des sous-objets de C'. De plus, l’ensemble
des classes d’équivalence des sous-objets de C' est partiellement ordonné par “linclusion”.

(8) On a des résultats analogues pour les quotients.

Un objet initial dans une catégorie C est un objet Cy € C, tel que pour tout objet C' € C il existe exactement
un morphisme Cy — C. Ainsi 'ensemble Hom¢(Cp, C) est un singleton. Un objet terminal dans C est un objet
Co € C, tel que pour tout objet C € C il existe exactement un morphisme C' — Cy.

Définition 1.3.3. Un objet nul dans une catégorie C est un objet qui est a la fois initial et terminal.

Les objets initiaux, terminaux et nuls sont uniques & isomorphisme unique preés (mais ils n’existent pas
nécessairement).

Exemple 1.3.4. Dans Set, () est un objet initial et chaque singleton est un objet terminal. Il n’y a pas d’objet
nul.

Exemple 1.3.5. Dans Mod A, chaque module trivial (contenant uniquement 1’élément nul) est un objet nul,
et on le note 0. Ceci est autorisé, puisque tout autre module nul lui est isomorphe de fagon unique.



1.4. Produits et Coproduits.

Soit C une catégorie. Par une collection d’objets de C indexée par un (petit) ensemble I, on entend une
fonction I — Ob(C), i — C;. On dénote habituellement cette collection par : {C;}ier.

Etant donné une collection {C;}icr d’objets de C, son produit est un couple (C, {p;};cr) constitué d’un objet
C € C, et d’une collection {p;};c; de morphismes p;: C — C;, appelées projections. Le couple (C, {p;}icr) doit
avoir la propriété universelle suivante : étant donné un objet D et des morphismes f;: D — C}, il existe un
unique morphisme f: D — C tel que f; = p; o f. Bien siir, si un produit (C,{p;}:cs) existe, alors il est unique
a isomorphisme unique pres; et on écrit habituellement HCi := (), laissant les morphismes de projection

iel

implicites. ©
Exemple 1.4.1. Dans Set et Mod A tout les produits existent, et se sont les produits cartésiens usuels.

Pour une collection {C;};er d’objets de C, son coproduit est un couple (C,{e;};cs) constitué d’un objet
C € C, et d'une collection {e;};c; de morphismes e;: C — C;, appelées immersions. Le couple (C,{e;}icr)
doit avoir la propriété universelle suivante : étant donné un objet D et des morphismes f;: Ci — D, il existe
un unique morphisme f: C — D tel que f; = f oe;. Si un coproduit (C,{e;};cr) existe, alors il est unique &
isomorphisme unique pres; et on écrit habituellement H C; = C, laissant les immersions implicites.

iel
Exemple 1.4.2. Dans Set le coproduit est I'union disjointe. Dans Mod A le coproduit est la somme directe.

Les produits et les coproduits sont des cas particuliers de limites et de colimites, respectivement. On n’aura
pas besoin d’utiliser les limites et les colimites dans leur forme la plus générale. Tout ce dont on aura besoin,
ce sont les limites inverse et les limites direct indexées par N ; et celles-ci seront rappelées plus tard.

11 est nécessaire de discuter les produits fibrés. Supposons que C soit une catégorie donnée. On rappelle quun
diagramme commutatif

E L} D2
(1.4.3) gll 12

Dy —— C
f1
dans C est dit cartésien si pour tout objet E’ € C, avec morphismes g1: E' — D et gb: E' — Dy tels que
fi o9y = f20 4, il existe un unique morphisme h: E' — E tel que g; = g; o h. Voir le diagramme commutatif
suivant.

’ \\
91 91l lfz

Dy —— C
f1

Un diagramme cartésien est aussi appelé diagramme de pullback, et 'objet E est appelé le produit fibré de
Dy et Dy sur C, avec la notation D; xX¢ Dy := E. Cette notation laisse les morphismes implicites. Bien str, si
un produit fibré existe, alors il est unique & isomorphisme unique preés qui commute avec les fleches données.

Il y a une notion duale : coproduit fibré. Il consiste en des morphismes C' — D; et C' — Dy dans C, et le
coproduit fibré D lIc Dy dans C est juste le produit fibré dans la catégorie opposée C°P.

1.5. Equivalence de Catégories.

On rappelle qu'un foncteur F': C — D est une équivalence s’il existe un foncteur G: D — C et des isomor-
phismes de foncteurs G o F = Id¢ et F o G = Idp. Un tel fonceur G est appelé le quasi-inverse de F et il est
unique & isomorphisme pres (s’il existe).

Le foncteur F': C — D est dit plein (resp. fidéle) si pour tout Cy, C1 € C, la fonction

F: Homg(Cy, C1) — Homp (F(Cyh), F(C4))
est surjective (resp. injective).
On sait que F': C — D est une équivalence si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(1) F est essentiellement surjective sur les objets. C’est-a-dire que pour tout objet D € D il y a un isomor-
phisme F(C') = D pour un certain C € C.
(2) F est pleinement fidele.



Un foncteur F': C — D est appelé un isomorphisme de catégories s’il est bijectif sur les ensembles d’objets
et sur les ensembles de morphismes. Il est clair qu'un isomorphisme de catégories est une équivalence. Si F est
un isomorphisme de catégories, alors il a un isomorphisme inverse F~!: D — C, qui est unique.

1.6. Bifoncteurs.
Soient C et D des catégories. Leur produit est la catégorie C x D défini comme suit : I’ensemble des objets
est

Ob(C x D) := Ob(C) x Ob(D).
Les ensembles des morphismes sont

HomCXD((CO; Do), (Cl,D1)> = HOmc(Co,Do) X HOIHD(D(), Dl).

La composition est

(f1,91) © (fo,90) = (f1 © fo, 91 ° g0),
et le morphisme identité d’un objet (C, D) est (id¢,idp).
Un bifoncteur de (C,D) vers E est un foncteur F': C x D — E. L’information en plus qu’on se donne étant
que la catégorie de départ C x D est un produit.

1.7. Foncteurs Représentables.
Soit C une catégorie. Un objet C' € C donne naissance a un foncteur
(1.7.1) Yc(C): CP — Set, Y (C) = Homg(—, C).

Plus précisément, le foncteur Y¢(C) envoi un objet D € C & l'ensemble Y (C)(D) = Home(D,C), et un
morphisme t: Dy — D; dans C a la fonction

Yc(C)(v) == Home (¢, id¢e): Home(Dy, C) — Homg(Dog, C).
Etant donné un morphisme ¢: Cyp — C7 dans C. Il y a un morphisme de foncteurs
(172) Yc((JS) = HOIIlC(—7 (;5) Yc(CO) — Yc(cl).

Considérons la catégorie Fun(C°P, Set), dont les objets sont les foncteurs F': C°P — Set, et dont les morphismes
sont les morphismes des foncteurs n: Fy — Fj. Il y a ici une difficulté ensembliste : les ensembles d’objets
et de morphismes de Fun(C°P,Set) sont trop grands (sauf si C est une petite catégorie), et ce n’est pas une
U-catégorie. Par conséquent, nous devons élargir I'univers, comme mentionné dans la section [1.1

Définition 1.7.3. Le foncteur de Yoneda de la catégorie C est le foncteur
Y¢: C — Fun(C®P, Set)
décrit dans les formules [L7.1] et [L7.21

Théoréme 1.7.4 (Lemme de Yoneda). Le foncteur de Yoneda Y est pleinement fidéle.

Un foncteur F': C°P — Set est dit représentable s’il y a un isomorphisme de foncteurs n: F = Y (O)
pour un certain objet C' € C. Un tel objet C représente le foncteur F'. Le Lemme de Yoneda dit que Y¢ est
un équivalence entre C et la catégorie des foncteurs représentables. Ainsi, le couple (C,n) est unique jusqu’a
isomorphisme unique prés (s'il existe). On remarque que Iisomorphisme d’ensembles n¢: F(C) = Y (C)(C)
donne un élément 77 € F(C) tel que ne () = ide.

De fagon duale, un objet C' € C donne naissance a un foncteur

(1.7.5) YE(C): C — Set, Y4(C) = Homc(C, —).

Un morphisme ¢: Cy — C; dans C induit un morphisme de foncteurs

(1.7.6) Y () = Home(¢, —): YE(C1) = YE(Co).

Définition 1.7.7. Le foncteur dual de Yoneda de la catégorie C est le foncteur
Y C°P — Fun(C, Set)

décrit dans les formules [7.5] et [L7.61

Théoréme 1.7.8 (Lemme Dual de Yoneda). Le foncteur dual de Yoneda Y est pleinement fidéle.

Un foncteur F': C — Set est dit coreprésentable 8il y a un isomorphisme de foncteurs 7: F = Y§(C) pour
un certain objet C' € C. Un tel objet C' coreprésente le foncteur F. Le Lemme Dual de Yoneda dit que Y
est un équivalence entre C°P et la catégorie des foncteurs coreprésentables. Le 'automorphisme d’identité ido
correspond & un élément particulier 77 € F/(C).



1.8. Limites Inverses et Directes.
On ne s’intéresse qu’aux limites directes et inverses indexées par ’ensemble ordonné IN.
Soit C une catégorie. On rappelle qu'un systeme direct indexé par IN dans C est 'information

({Ck}kelNa {Nk}kew)a

ou C} sont des objets de C et pg: Cr — Ciy1 sont des morphismes qu’on appelle transitions. Un limite directe

de ce systéme est un couple (C, {ex }rew) ot C € C et g: Cy, — C sont des morphismes tels que 41 0 g = €

pour tout k. La propriété universelle vérifiée est la suivante : si (C’,{€} }ken) est un autre couple tel que

€}41 © Uk = €}, alors il existe un unique morphisme e: C' — C’ tel que €}, = £ 0 £¢. Si un limite directe C' existe,

alors elle est unique a isomorphisme unique pres. On note alors hﬂ = C' et on l'appelle la limite directe du
n

systeme {Cj }ren, laissant les morphismes implicites. On utilise parfois les morphismes
Mo,k = Mk1—10 "0 Uy : Cko = Ck,y

pour ko < kq et Pk = ide~
Par un systéme inverse indexé par IN dans C on entend

({Ck }ren, {1k b ren),

ol {Cf }ren est une collection d’objets et py: Cri1 — Ck sont des morphismes qu’on appelle également transi-
tions. Un limite inverse de ce systéme est un couple (C, {ex}ren) ot C € Cet e;: C — Cj, sont des morphismes
tels que py 0 €x11 = € pour tout k. La propriété universelle vérifiée est analogue. Si un limite inverse C existe,
alors elle est unique a isomorphisme unique prés. On note alors I&H := C et on I'appelle la limite inverse du

n
systéme {Cj }ren, laissant les morphismes implicites. On défini les morphismes

Wk ky = Mo O " O [y —1° Cr, — Ck:o
pour ko < ki et py  :=1idg, .

Remarque. On peut voir ’ensemble ordonné IN comme une catégorie, avec un seul morphisme k — [ quand
k < [, et aucun morphisme sinon. Alors on peut voir les systéemes directe et inverse indexés par IN dans C comme
des foncteurs F': N — C et G: IN°°? — C respectivement. De plus, avec IN := IN U {oo}, les limites directe et
inverse de F' et G sont des foncteurs F': IN — C et G': IN°P — C prolongeant F et G (avec des bonnes propriétés
universelles).

Exemple 1.8.1. Dans Set et Mod A, pour n’importe quel anneau A, les limites directe et inverse indexés par
IN existent.

Exemple 1.8.2. Soit M la catégorie des groupes abéliens finis. Le systéme inverse { My }ren, ot My == Z/(2F),
et les transitions py: Mpy1 — My sont les surjections canoniques, n’a pas de limite inverse dans M. On peut
aussi faire de { M }ren un systeéme direct, dans lequel la transition vy : My — My est multiplication par 2.
La limite directe n’existe pas dans M.

Si {Ck }ren est systeme direct dans C, et D € C est n’importe quel objet, alors il y a un systéme inverse induit
{Hom¢(Cy, D) }ren dans Set et il admet une limite. Si C' = li_r)an existe, alors les morphismes ¢;: Cp, — C
induisent des morphismes

(1.8.3) Hom¢(C, D) — @Homc(Ck,D)

dans Set.

De fagon similaire, si {Cj}rew est systéme inverse dans C, et D € C est n’importe quel objet, alors il y a
un systeme inverse induit {Home (D, Ck)}ren dans Set et il admet une limite. Si C' == Liilck existe, alors les
morphismes e : C — C} induisent des morphismes

(1.8.4) Hom¢ (D, C) — @Homc(D, Ckr)
dans Set.

Proposition 1.8.5. Soit C une catégorie.

(1) Soit {Ck}ren un systéme inverse dans C, et C est une limite inverse. Alors, C' = Wm Cy. si et seulement
st pour tout objet D € C, la fonction est bijective.

(2) Soit {C}rew un systéme direct dans C, et C' est une limite directe. Alors, C' = @Ck si et seulement
st pour tout objet D € C, la fonction est bijective.

Preuve. On démontre seulement le premier point, le deuxieéme est analogue.



(=) : Soit S € Set tel qu’on ait

Hom(D,Ci41) ———  Hom(D, Cy)

qui commute. Alors pour s € S on a le diagramme commutatif

fk(sd {“}

Cp +—— thk—C

On considere le morphisme unique g: S — Hom(D, C), s+ ug, alors on a

fkl \

Hom(D, Cj41) «—— Hom(D, C)

Donc Hom(D, C) = liénHom(D7 Ci1)-
(<) : On note ¢p: Home(D,C) — @Homc(D, C%), naturel en D. Alors on a Home(D,C) —

D

@Homc (D, Ck) POk, Home(D, Cy) et done, lorsqu’on fait varier D, on obtient un morphisme de foncteurs

Hom¢(—, C) SOLN Homc(—, Ck) qui par le Lemme de Yoneda, provient d'un xj: C' — Cj.
On a le diagramme commutatif

Hom(D, Cj41) (i) Hom(D, Cy)

m PDy,

lim Hom (D, Cy,)

Donc (pr)« © pp,., = Pp, et en composant par ¢p & droite, on obtient xx = fix © Xpy1-

On va montrer que C' = lim C},. Considérons, (X, zx) qui vérifie la propriété de la limite. On note 1 := {x} et
on pose hi: 1 — Hom(X, Cy), {*} — x. Alors on a hy(*) = (ug)« © hr11(*) et donc hy, = (pg)« 0 hg41, done
on a le diagramme commutatif

Hom(X, Crp1) —— ¥ Hom(X, Cy) lim Hom(X, Cy) ——%—— Hom(X, Cy)
donc Fsll
‘m / 3! v\\‘\\ /
1

Ainsi, px, ov = hy ie. px,(v(¥)) = xx. On définit alors u par u = ¢ (v(*)). Montrons alors que u fait
commuter le diagramme suivant et qu’il est unique

I

CTOk

On sait que px, (v(*)) = @, done, px, odx 0P 5 (v(*)) = xy, i.e. xrou = . Si on montre que (Yi)s = Px, ©Px
est injective alors on a fini, puisque ceci donne 1'unicité de u. Supposons le contraire, soient a,b € Hom (X, C)
tels que px, o px(a) = px, o $x(b), pour tout k. Alors, en considérant

¢x(a) siz=0>
m(z) =< ¢x(b) siz=a
¢x(x) sinon
on obtient que px, © ¢x = pp, om mais ¢x # m. Ceci contredit I'unicité de ¢x en tant que morphisme qui

fait commuter
HOIIIC X C

lim Home (X, Cr) T Homc¢ (X, Cy)

Donc w est unique.
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Remarque. Dans de nombreux cas, les limites inverses et directes n’existent pas dans C parce que ”ses objets
sont trop petits”. Cela se produit dans la catégorie Setg, des ensembles finis, et aussi dans la catégorie Abgy
des groupes abéliens finis.

Sans en dire beaucoup, il existe une méthode tres effective pour agrandir C juste assez pour que la catégorie
plus grande ait les limites souhaitées. Cela se fait au moyen des catégories Ind(C) et Pro(C) des ind-objets et
pro-objets de C.



2. CATECGORIES ABELIENNES ET FONCTEURS ADDITIFS

Le concept de catégorie abélienne est une abstraction extrémement utile d’une catégorie de modules. Elle a
été introduite par A. Grothendieck dans son article fondateur Sur quelques points d’algébre homologique, Téhoku
Math. J. 9 de 1957.

2.1. Catégories Linéaires.

Définition 2.1.1. Soit K un anneau commutatif. Une catégorie K-linéaire est une catégorie C, muni d’une
structure de IK-module sur chaque ensemble de morphismes Homy (Mg, M;). La condition étant la suivante :

e Pour tout My, My, Ms € M la fonction de composition
Hompy (M7, Ma) x Homy (Mo, My)  —  Homy (Mo, Ma)
(¢o, P1) = $10 ¢
est IK-bilinéaire.

Si KK = Z, on dit que M est une catégorie linéaire.

On rappelle que, par Convention toute catégorie linéaire est K-linéaire.
On a les résultats suivants qui sont faciles a voir.

Proposition 2.1.2. Soit M une catégorie K-linéaire.

(1) Pour tout objet M € M, I’ensemble Endy (M) := Homy (M, M), avec son opération d’addition donnée,
et avec l'opération de composition, est un anneau K-central.

(2) Pour tout couple d’objets My, My € M, lensemble Homy (Mo, M1), avec son opération d’addition
donnée, et avec les opérations de composition, est un module & gauche sur l'anneau Endy (M), et un
module & droite sur l'anneau anneau Endy(Mg). De plus, ces actions d gauche et a droite commutent
entre elles.

Ce résultat peut étre renversé :

Exemple 2.1.3. Soit A un anneau IK-central. On définit une catégorie M comme suit : il existe un seul objet
M, et son ensemble de morphismes est Homy (M, M) := A. La composition dans M est la multiplication de A.
Alors M est une catégorie K-linéaire.

Pour un anneau K-central A, 'anneau opposé A°P a la méme structure de IK-module que A, mais la multi-
plication est inversée.

Exemple 2.1.4. Soit A un anneau non nul. Soient P, @ € Mod A des A-modules libres distincts de rang 1. 11
est facile de voir que Endpjoq 4 (P) = A°P.
Considérons M comme étant la sous-catégorie pleine de Mod A sur ’ensemble des objets {P,Q}. Alors on
peut voir que
EHdMOd A(P) HomMOd A(P, M)
HomMOd A(]\f7 P) El’ldMOd A(M)

2.2. Catégories Additives.

= MatQXQ(AOP).

Définition 2.2.1. Une catégorie additive est une catégorie linéaire M vérifiant ces deux conditions :
(1) M admet un objet nul.
(2) M admet des coproduits finis.

Observons que Homy (M, N) # () pour tout M, N € M, puisque c’est un groupe abélien. Pour l'objet nul
0 € M on a Homy(M,0) = Homy (0, M) = 0, le groupe abélien nul. On note les uniques fleches 0 — M et
M — 0 par 0. Ainsi, le chiffre 0 a beaucoup de significations; mais elle est toujours claire par le contexte. Le
coproduit dans une catégorie linéaire M est généralement désigné par @ et est appelé la somme directe.

Exemple 2.2.2. Soit A un anneau IK-central. La catégorie Mod A est une catégorie additive K-linéaire. La
sous-catégorie pleine F' C Mod A des modules libres est également additive.

Proposition 2.2.3. Soit M une catégorie linéaire. Soit { M, }icr une collection fini d’objet dans M et on suppose
que le coproduit M = @ M; existe avec immersions e;: M; — M.
icl
(1) Pour chaque i, soit p;: M — M; lunique morphisme tel que p; o e; = idy, et p; oe; = 0 pour j # i.
Alors (M, {p;}icr) est un produit de la collection {M;}ier.
iel
11



12

Preuve. Par récurrence il suffit de considérer le cas des paires d’objets.
Déja, 'existence de tels morphismes p; découle de la propriété universelle du coproduit, en considérant le
diagramme suivant

De plus, le fait que Z e;op; = idps découle du fait que pour j € [1,2] on a (Z €; Opi> oe; = Z ejo(pioe;) =
iel il il
ej. Donc, par unicité on doit avoir 1’égalité
On va maintenant montrer que M est un produit. Pour cela on considere (N, {x;}icr) tel que

X1

On pose f =ej0x1+ex0x2: N — M et alors pour j € [1,2] on a p; o f = x,. Pour l'unicité, soit g: N — M
qui fait commuter le diagramme, alors

g:idMog:Zeiopiog:Zeioxi:f.

i€l i€l

La partie de la Proposition (2.2.3)) implique directement.
Corollaire 2.2.4. Une catégorie additive admet des produits finis.

Définition 2.2.5. Soit M une catégorie additive, et soit N une sous-catégorie pleine de M. On dit que N est
une sous-catégorie additive pleine de M si N contient 'objet nul, et est fermée par des sommes directes finies.
On remarque que dans ce cas, N est elleeméme une catégorie additive.

Exemple 2.2.6. Considérons la catégorie linéaire M de I'exemple [2.1.3] construite & partir d’un anneau A. Elle
n’a pas d’objet nul (sauf si 'anneau A est anneau nul), elle n’est donc pas additive.

Une question plus intéressante a se poser est de savoir si M admet des sommes directes finies? Cela est
équivalent a savoir si A = A @ A en tant que modules A a droite. On peut montrer que lorsque A est non nul
et commutatif, ou non nul et noethérien, alors A 2 A @ A dans Mod A°P. Par contre, si on prend un corps K,
et un K-module N de rang dénombrable, alors A := Endg (V) satisfait A = A& A.

Proposition 2.2.7. Soient M une catégorie linéaire, et N € M. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) L’anneau Endy(N) est trivial.
(2) N est lobjet nul de M.
Preuve. (2) = (1) : Puisque 'ensemble Endy(N) est un singleton, il doit étre de I'anneau trivial.
(1) = (2) : Si Panneau Endy (V) est trivial, alors tous les modules & gauche et a droite sur lui doivent étre

triviaux. On utilise maintenant le (2) de la proposition [2.1.2]
O

2.3. Catégories Abéliennes.
Définition 2.3.1. Soit M une catégorie additive, et soit f: M — N un morphisme dans M. Un noyau de f est
un couple (K, k), constitué d’un objet K € M et d’un morphisme k: K — M, avec ces deux propriétés :

(1) fok=0.

(2) Si k': K — M est un morphisme dans M tel que f o k' = 0, alors il existe un unique morphisme

g: K' > Ktel que k' =kog.
En d’autres termes, ’'objet K représente le foncteur M°P — Ab, K’ — {k’ € Homy(K', M) | fo k' =0}.
Le noyau de f est bien stir unique & un isomorphisme unique pres (s'il existe), et on le note par Ker(f).

Parfois Ker(f) ne fait référence qu’a l'objet K, et d’autres fois il ne fait référence qu’au morphisme k ; comme
d’habitude, cela devrait étre clair dans le contexte.
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Définition 2.3.2. Soit M une catégorie additive, et soit f: M — N un morphisme dans M. Un conoyau de f
est un couple (C, ¢), constitué d’un objet C' € M et d’un morphisme c¢: N — C, avec ces deux propriétés :

(1) co f=0.
(2) Si¢: N — (' est un morphisme dans M tel que ¢/ o f = 0, alors il existe un unique morphisme
g: C = C' telque d =goec.
En d’autres termes, I'objet C' coreprésente le foncteur M — Ab, C’ — {¢’ € Homy(N,C") | ¢/ o f = 0}.

Le conoyau de f est bien str unique & un isomorphisme unique pres (s’il existe), et on le note par Coker(f).
Parfois Coker(f) ne fait référence qu’a lobjet C, et d’autres fois il ne fait référence qu’au morphisme c¢; comme
d’habitude, cela devrait étre clair dans le contexte.

Il est facile de voir, par les définitions, la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Soit M une catégorie additive, et soit f: M — N un morphisme dans M.

(1) Sik: K — M est un noyau de f, alors k est un monomorphisme.

(2) Sic: N — C est un noyau de f, alors ¢ est un épimorphisme.
Définition 2.3.4. Supposons que la catégorie additive M ait des noyaux et des conoyaux. Soit f: M — N un
morphisme dans M.

(1) On définit I'image de f comme étant Im(f) := Ker(Coker(f)).

(2) On définit la coimage de f comme étant Coim(f) := Coker(Ker(f)).

Si on commence avec un morphisme f: M — N dans M, alors on a que le noyau et le conoyau de f rentrent

dans le diagramme : K k5 ML N S ©. Sion met en plus, a := Coker(k) = Coim(f) et 5 := Ker(c) = Im(f)
on obtient le diagramme suivant (fleches solides) :

K—*sym—t  N_c<
(2.3.5) N"l N Tﬁ /
Mo

Puisque co f = 0, il existe un unique morphisme - rendant le diagramme commutatif. Maintenant o~y ok =
fok =0; et 8 est un monomorphisme; donc v o k = 0. Il existe donc un unique morphisme f': M’ — N’
rendant le diagramme commutatif. On conclue que f: M — N induit un morphisme

(2.3.6) 1 Coim(f) — Im(f).

C

Définition 2.3.7. Une catégorie abélienne est une catégorie additive M avec ces deux propriétés supplémen-
taires :

(1) Tous les morphismes dans M admettent des noyaux et des conoyaux.

(2) Pour tout morphisme f: M — N dans M, le morphisme induit f’ dans I’équation est un isomor-
phisme. Autrement dit, puisque M’ = Coker(Ker(f)) et N’ = Ker(Coker(f)), on voit que

(2.3.8) Coker(Ker(f)) = Ker(Coker(f))

Il est facile de voir que la catégorie Mod A, pour n’importe quel anneau A est abélienne. Un cas particulier
étant Ab = Mod Z, d’ou provient le nom.

Définition 2.3.9. Soit M une catégorie abélienne, et soit N une sous-catégorie pleine de M. On dit que N est
une sous-catégorie abélienne pleine de M si I'objet nul appartient & N, et N est fermé dans M sous sommes
directes finies, noyaux et conoyaux.

Dans ce cas, il est clair que N est elle-méme un catégorie abélienne

Exemple 2.3.10. Soit M; la catégorie des groupes abéliens de type fini, et soit M la catégorie des groupes
abéliens finis. Alors M; est une sous-catégorie abélienne pleine de Ab, et My est une sous-catégorie abélienne
pleine de M;.
Proposition 2.3.11. Soit M une catégorie linéaire.

(1) La catégorie opposée M°P a une structure canonique de catégorie linéaire.

(2) SiM est additive, alors M°P est également additive.

(3) Si M est abélienne, alors M°P est aussi abélienne.
Preuve. (1) Puisque Hompper (M, N) = Homy (N, M), c’est un groupe abélien. La bilinéarité de la com-

position dans M°P est claire.

(2) Les objets nuls dans M et M°P sont les mémes. L’existence de coproduits finis dans M°P est due a
Pexistence de produits finis dans M ; voir Proposition (1).
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(8) M°P a des noyaux et des conoyaux, puisque Keryor (Op(¢)) = Cokern () et vice versa. La condition
(#i) de la définition est également vérifide
(I

Proposition 2.3.12. Soit ¢: M — N un morphisme dans une catégorie abélienne M.
(1) ¢ est un monomorphisme si et seulement si Ker(¢) = 0.
(2) ¢ est un épimorphisme si et seulement si Coker(¢) = 0.

(8) ¢ est un isomorphisme si et seulement si c¢’est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme.

Preuve. Le point (2) étant le dual du point (1) on ne donne la preuve que du (1).

(1) : On remarque d’abord que ¢ est un monomorphisme si et seulement si ¢ o ¢ = 0 implique ¥ = 0 pour
n’importe quel .

Supposons que Ker(¢) = 0. On se donne un ¢: K’ — M tel que ¢ o) = 0. Alors par propriété universelle
du noyau, il existe un unique morphisme K’ 250, tel que ¥ =00 g = 0. Donc ¢ est un monomorphisme.

Inversement, si ¢ est un monomorphisme, alors on note (K, k) le noyau. On a que fok = 0, donc k = 0
puisque ¢ est un monomorphisme. Maintenant, si K # 0, alors pour 9: K’ — M tel que ¢ o) = 0, on a pas
un unique choix pour K’ 4 K, tel que ¥ = k o g comme on en a besoin pour la définition de noyau. Donc
(K, k) =(0,0).

(3) : Si ¢ est un isomorphisme, alors il est clair que ¢’est un monomorphisme et un épimorphisme. Supposons
que ¢ est un monomorphisme et un épimorphisme. Alors on considére le diagramme commutatif :

0—°% sy —F N0 4y

| f

Coim(f) — Im(f)
—— N——
~ M ~ N

11 faut montrer que Coim(f) ~ M, lautre isomorphisme étant dual. Cela revient a montrer que M satisfait les
propriétés de Coker(0). On a que idp; 00 = 0 et si g: M — M’ est tel que g o0 = 0 alors, gidy; = g. Donc

id .
M =5 M est bien un conoyau.

O

Considérons le diagramme
(2.3.13) S = ( VAR VARG Y NG VA )

dans une catégorie abélienne M, s’étendant finiment ou infiniment de part et d’autre. Un tel diagramme est
appelé suite dans M. Un objet M; apparaissant dans S est dit intérieur dans S s’il y a un objet M;_, apparaissant
a sa gauche, et un objet M, apparaissant a sa droite.

Définition 2.3.14. Soit S une suite de la catégorie abélienne M, notée comme dans

(1) Supposons que M; soit un objet intérieur dans S. On dit que la suite S est ezacte en M; si Im(p;—1) =
Ker(¢;), comme sous-objets de M;.

(2) La suite S est dite ezacte si elle est exacte en tous ses objets intérieurs.

Exemple 2.3.15. Un morphisme ¢: M — N dans une catégorie abélienne M est un monomorphisme si et
seulement si 0 — M 2y N est une suite exacte. Le morphisme ¢ est un épimorphisme si et seulement si la suite
ME N 0 est exacte.

Définition 2.3.16. Une suite exacte courte dans une catégorie abélienne M est une suite exacte de la forme

5= <0—>MO—>M1 M2—>0>

Lemme 2.3.17. Soit M une catégorie abélienne. La suite 0 — M’ 2 M Y M" est exacte dans M si et
seulement si le morphisme canonique M' — Ker()) est un isomorphisme.

Preuve. Supposons que la suite est exacte et on considere le diagramme commutatif suivant (fleches solides)

l/[

Im(¢) —— Ker(v))

0 M//

ou la fleche en pointillées provient de la propriété universelle du noyau, donc ¢ o u = ¢. On remarque que u est
un monomorphisme et puisque iorop = ¢ = iowu, on en déduit que u = r o p puisque 7 est un monomorphisme.
Ainsi, on en déduit que u est également un épimorphisme, donc c’est I'isomorphisme souhaité.
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Réciproquement, si u est un isomorphisme, alors p est un monomorphisme, donc c’est un isomorphisme
et alors si on note (K, k) le noyau, po k = 0 donc k = 0, ce qui implique également que K = 0. En effet,
0 = k = koidg, donc idg = 0. Cela donne que la composition K — 0 — K (ou les morphismes sont les
morphismes uniques) est I'identité de K, donc le morphisme unique K — 0 est un isomorphisme, c’est-a-dire
K = 0. Finalement, on voit aussi facilement que Im(¢) — Ker()) est un isomorphisme.

O

Proposition 2.3.18. Soit M une catégorie abélienne IK-linéaire.

(1) Soit 0 — M’ 2 M L M" une suite ezacte dans M. Alors, pour tout L € M, la suite

Hom(id,¢) Hom(id, )

0 — Homy (L, M") Homy (L, M) Homy (L, M)
dans Mod K est exacte.
(2) Soit M’ 2 M 2 M = 0 une suite ezacte dans M. Alors, pour tout N € M, la suite

Hom(%,id) Hom(¢,id)

0 — Homy (M", N)
dans Mod KK est exacte.

Homy (M, N) Homy (M', N)

Preuve. 1l suffit de démontrer le point (1), le cas (2) s’obtient en travaillant dans la catégorie opposée.
(1) : L’injectivité de Hom(id, ¢) découle directement du fait que ¢ est un monomorphisme.
On va maintenant montrer que Ker(Hom(id, ¢)) = Im(Hom(id, ¢)), pour cela on procede par double inclusion.
Ker C Im : Soit 8 € Ker avec 8: L — M, alors ¢y o § = 0. On a le diagramme commutatif suivant

M M

oz/i\ /
I B8

L

ou la fleche en pointillées découle du fait que Ker(y) = M’. Donc on a bien 8 = ¢ o a = Hom(id, ¢)(«)
Ker D Im : On a que ¢ o ¢ = 0, donc Hom(id, ¢) o Hom(id, ¢) = Hom(id, ¢ o ¢) = 0.
(|

2.4. Preuves dans les Catégories Abéliennes.

Une difficulté dans la théorie des catégories abéliennes est la suivante : les formules faciles a prouver pour
une catégorie de module M = Mod A, en utilisant des éléments, sont souvent tres difficiles & prouver dans une
catégorie abélienne abstraite M (directement & partir des axiomes).

Une solution astucieuse a cette difficulté a été trouvée par P. Freyd et B. Mitchell, que 'on admet :

Théoréme 2.4.1 (Freyd-Mitchell). Soit M une petite catégorie abélienne. Alors M est équivalente & une sous-
catégorie abélienne pleine de Mod A, pour un anneau A convenable.

Le théoreme de Freyd-Mitchell implique que pour les besoins des calculs finitaires dans la catégorie abélienne
M (par exemple, vérifier si une suite est exacte), on peut supposer que les objets de M ont des éléments. Cela
simplifie souvent le travail.

On peut s’en passer de Freyd-Mitchell en utilisant des éléments généralisés (comme U'explique la section 2.4
de [8]), mais les preuves sont alors légerement plus impliquées.

2.5. Foncteurs Additifs.

Définition 2.5.1. Soient M et N des catégories K-linéaires. Un foncteur F': M — N est appelé un foncteur
K-linéaire si pour tout My, M7 € M la fonction

F': Homy (Mo, M) — Homy (F (M), F(M))

est un morphisme IK-linéaire.
Lorsque 'anneau de base K est implicite, on dit parfois que F est un foncteur additif, au méme sens que
foncteur K-linéaire.

Les foncteurs additifs commutent avec les sommes directes finies. Plus précisément :

Proposition 2.5.2. Soit F': M — N un foncteur additif entre catégories linéaires, soit {M;};cr une collection
finie d’objets de M, et supposons que la somme directe (M,{e;}icr) de la collection {M;}icr existe dans M.
Alors (F(M),{F(e;)}icr) est une somme directe de la collection {F(M;)}icr dans N.

Preuve. 1l suffit de le démontrer pour la somme directe de deux objet, le résultat général s’en déduit par
récurrence finie.
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el €2
Par définition de la somme directe dans M, on a M; 7——= M; & My =——= M, avec p; o e; = idyy,
P1 p2

Fe1) F(ez2)
pioe; =0 et p;oer +pgoey =idy. Alors on a également, F(M;) Fpl) F(M; & M>) % F(Ms) avec
1 2

F(pi)o F(e;) = idp(a,), F(pi)oF(ej) = 0et F(p1)oF(e1)+ F(p2)oF(ez) = idp(ar). Alors par on obtient
que F(M; & My) = F(My) ® F(Ma,).
(]

Notons que la proposition ci-dessus parle également de produits finis, puisque produit et coproduits coincident
dans une catégorie additive.

Proposition 2.5.3. Soit F: M — N un foncteur entre catégories linéaires. Alors F est Z-linéaire si et seule-
ment si il commute avec les coproduits

Preuve. On a déja vu que si le foncteur est linéaire alors il commute avec les coproduits. Supposons maintenant
que F' commute avec les coproduits. Soient f,g: M — N et considérons a = (idas, f) € Homy (M, M @ N) =
Homy (M, M) x Homy (M, N) et 8 = (g,idn) € Homy(M @ N, M) = Homy (M, N) x Homp (N, N). On sait

que M # Mo N e<:>/ N , comme dans [2.2.3] Alors Soa = foidygnoa = Bo(eop+e op)oa=
P
goidy +idyof = f+g. Donc, F(f +g) = F(Boa) = F(8)o F(a) = F(B) ocidpanerx) oF (o) = F(B) o
(F(e) o F(p) + F(e') o F(p')) o Fa) = F(f) + F(9g).
De plus, puisque le morphisme nul de Homy (M, N) est la composition M — 0 — N, on a bien que F(0) = 0.
O

Proposition 2.5.4. Supposons que F,G: K — L soient des foncteurs additifs entre catégories linéaires, et
n: F — G soit un morphisme de foncteurs. Soient M, M', N des objets de K, et supposons que N = M & M’.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) nn: F(N) — G(N) est un isomorphisme.

(2) qp: F(M) = G(M) et ny: F(M') — G(M') sont des isomorphismes.
Preuve. Si ny: F(M) — G(M) et ny: F(M') — G(M') sont des isomorphismes, alors il est clair que
nv: F(M)® F(M') - G(M) ® G(M').

Supposons inversement que ny: F(N) — G(N) est un isomorphisme. Alors on consideére le diagramme

suivant

FOM) 2 p(M & M)

F(p)
lnM lm\r
G(e)
G(M) 4><T G(M@M’)
G(p

et on pose a: G(M) — F(M) définie par F(p) o ny' o G(e). Alors, nar o a = mar o F(p) o ny' o Gle) =

G(p) onn ony' 0 Gle) = idaar) et anu = F(p) ony' o G(e) o = P(p) ony' onn o Fe) = idpar).- Donc N
est un isomorphisme. On vérifie de fagon similaire que 75,/ est un isomorphisme.
O

Exemple 2.5.5. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. Il existe deux foncteurs additifs associés a f :
le foncteur de restriction Resty: Mod B — Mod A et le foncteur d’induction Indy: Mod A — Mod B. Etant
donné un B-module N, le A-module Rest¢(NN) a le méme K-module sous-jacent, et A agit dessus via f. Pour
un A-module M, le B-module induit est Ind;(M) = B®4 M.
Proposition 2.5.6. Soit F': M — N un foncteur additif entre catégories linéaires. Alors :
(1) Pour tout M € M la fonction F': Endy (M) — Endn(F(M)) est un homomorphisme d’anneaux.
(2) Pour tout My, My € M la fonction
F: HOHIM(M(), Ml) — HOIDN(F(M()), F(Ml))
est un homomorphisme de Endy (My)-modules a gauche, et de Endy(Mg)-module a droite.
(8) Si M est un objet nul de M, alors F(M) est un objet nul de N.
Preuve. (1) D’apres la définition la fonction F respecte 1'addition. Par la définition d’un foncteur, il
respecte la multiplication et I'unité.
(2) Immédiat

(3) Suit du fait que Endy (M) est trivial, donc Endx(F(M)) aussi, et alors F/(M) est un objet nul de N.
O
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Définition 2.5.7. Soit F': M — N un foncteur additif entre catégories abéliennes.

(1) F est dit exact ¢ gauche 8'il commute avec les noyaux. Soit pour tout morphisme ¢: My — M; dans M,
avec noyau k: K — My, le morphisme F(k): F(K) — F(My) est un noyau de F(¢): F(My) — F(My).

(2) F estdit exact a droite 8’1l commute avec les conoyaux. Soit pour tout morphisme ¢: My — My dans M,
avec noyau c: My — C,le morphisme F(C): F(M;) — F(C) est un conoyau de F'(¢): F(My) — F(My).

(3) F est dit exact s'il est & la fois exact & gauche et exact & droite.

Tllustrons cela. Supposons que ¢: My — M; est un morphisme dans M, de noyau K et de conoyau C. En
appliquant F' a la suite K LN My 2, M,; 5 C dans M on obtient les fleches pleines de le diagramme

FK) —"9 moy) — 9 poy) — 9 po)
Kern(F(9)  Cokers(F(9)

dans N. Comme N est abélien, on obtient les fleches pointillées verticales : le noyau et le conoyau de F'(¢). Les

fleches pointillées diagonales existent et sont uniques car F(¢) o F(k) = 0 et F(c) o F(¢) = 0. L’exactitude &

gauche de F nécessite que 1 soit un isomorphisme, et ’exactitude a droite nécessite que y soit un isomorphisme.
Rappelons qu’une suite exacte courte dans M est une suite exacte de la forme

(2.5.8) S:<0—>MO¢—°>M1¢—1>M2—>O>.

Proposition 2.5.9. Soit F: M — N un foncteur additif entre catégories abéliennes.
(1) Le foncteur F est exact a gauche si et seulement si pour toute suite exacte courte S dans M, la suite

(¢0) F($1)

0 — F(Mo) 2% p(ry) F(M,)

est exacte dans N.

(2) Le foncteur F est exact a droite si et seulement si pour toute suite exacte courte S dans M, la suite

F(My) 29 p(an) £9% F(agy) — 0
est eracte dans N.

Preuve. Le point (2) est le point (1) pour les catégories opposées, donc on ne démontre que le (1).
Supposons que F' est exact a gauche, c’est-a-dire qu’il commute avec les noyaux. Alors pour une suite exacte

courte S, on a en particulier que 0 — M, ¢—0> M, & Ms est exacte, ce qui est équivalent & My = Ker(¢q).

On en déduit que F(Mp) = F(Ker(¢1)) = Ker(F(¢1)) et done que 0 — F(Mo) —2% r(ar) Z2% p(ay) est
exacte.
Inversement, si on a que pour toute suite exacte courte S dans M, la suite

0 — F(Mo) 2% pory) £ pay)

est exacte dans N. Soit M’ % M wn morphisme. Remarquons déja que si ¢ est un monomorphisme, alors

la suite 0 — M’' & M — Coker(¢) — 0 est exacte et alors 0 — F(M’) ), F(M) — F(Coker(¢)) est

également exacte, et en particulier F(¢) est un monomorphisme. On considére maintenant la suite exacte
0 — Ker(¢) - M’ — Coker(¢), ce qui nous donne le diagramme commutatif suivant

0 —— F(Ker(¢)) —— F(M') —— F(Im(¢))

T

0 —— Ker(F(6)) —— F(M') -1y p(M)

ou les deux lignes sont exactes. Puisque Im(¢) — M est un monomorphisme, alors i ’est également. On a
alors que la composition Ker(F(¢)) — F(M') — F(Im(¢)) est 0, et donc on dispose d’un unique morphisme
v: Ker(F(¢)) — F(Ker(¢)) faisant commuter le diagramme. Finalement, comme Ker(F(¢)) — F(M’) et
F(Ker(¢)) — F(M') sont des monomorphismes, on en déduit que uw o v et v o u sont l'identité, ce qui nous

fournit "isomorphisme souhaité.
|

Exemple 2.5.10. Soit A un anneau commutatif, et soit M un A-module. Définissons les foncteurs F, G: Mod A
— Mod A comme ceci : F(N): =M ®4 N et G(N) := Homa (M, N). Alors F est exact a droite et G est exact
a gauche.

Exemple 2.5.11. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. Le foncteur de restriction Rest; est exact,
et le foncteur d’induction Indy est exact a droite.
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Proposition 2.5.12. Soit F': M — N un foncteur additif entre catégories abéliennes. Si F' est une équivalence
alors elle est exacte.

Preuve. Nous allons prouver que F' respecte les noyaux; la preuve pour les conoyaux est similaire. Soit un
morphisme ¢: My — M; dans M, de noyau K. On a ce schéma (fleches solides) :

N = F(M)
Fw)| ")
e F(k F
F(K) 9 pg) 29 py)

dans N. Soit #: N — F(My) dans N un morphisme tel que F(¢)of = 0. Comme F est essentiellement surjective
sur les objets, il existe un M € M et un isomorphisme «: F(M) =, N. Aprés avoir remplacé N par F(M) et
par 6 o ar, on peut supposer que N = F(M).

Puisque F est pleinement fidele, il existe un unique 6: M — M tel que F(0) = 0, et po 6 = 0. Il existe donc
un unique : M — K tel que 8 = ko 1. Il s’ensuit que F(¢): F(M) — F(K) est 'unique morphisme tel que
0 = F(k)o F(y).

([l

Proposition 2.5.13. Soit F': M — N un foncteur additif entre catégories linéaires. Supposons que F' soit une
équivalence, avec quasi-inverse G. Alors G: N — M est un foncteur additif.

Preuve. On considere le diagramme commutatif suivant dans N

Alors soient g,¢’': Y — Y’ et A € K. On a que F(G(g+\g')) = 0y o(g+Ag")ony =1y ogony +Anytog ony =
F(G(g9)) + A\F(G(d9")) = F(G(g) + A\G(¢’)). En regardant les deux extrémités et en utilisant que F est fidéle, on
en déduit que G(g + Ag") = G(g) + AG(¢'), et il est clair que G(0) = 0.

([

Définition 2.5.14. Considérons des catégories abéliennes M et N. Supposons qu’on se donne une suite

---F_leod)—%Fld)—%Fg---

(fini ou infini de part et d’autre), ott chaque F;: M — N est un foncteur additif, et chaque ¢;: F; — F;11 est
un morphisme de foncteurs. On dit que cette suite est une suite exacte de foncteurs additifs si pour tout objet
M € M la suite

Po, M b1,.m

b_1,m

o Fy (M)

dans N est exacte.

Proposition 2.5.15. Soient M et N des catégories abéliennes, et soit Fy 2o, F LN F5 une suite de foncteurs
additifs M — N.

(1) Si Fy & F ¢—1> Fy — 0 est une suite exacte de foncteurs additifs, et si les foncteurs Fy et Fy sont
exacts a droite, alors le foncteur Fy est exact a droite.

(2) Si 0 — Fy ¢—0> F ﬂ) F5 est une suite exacte de foncteurs additifs, et si les foncteurs Fy et Fy sont
exacts a gauche, alors le foncteur Fy est exact ¢ gauche.

Preuve. Puisque le point (2) est dual au (1), on ne démontre que (1).
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Soit M’ % M 1 M" — 0 une suite exacte dans M. Il faut montrer que Fp(M') — Fp(M) — Fo(M") — 0
est une suite exacte dans N. Examinons le diagramme commutatif

¢0,M' ¢1,M'

Fo(M") Fy (M) (M) ——0

|Fot@) | [P0

b1, M

Fo(M) —22 By (M) -2 By(M) —— 0

(2.5.16) lpo(f) lpl () le(r)

Fo(M") 2221 (7)) 25 (M) —— 0
0 0 0

dans N. On sait que les lignes et les deux premieres colonnes sont exactes. Il faut prouver que la troisieme
colonne est exacte.

Par le théoreme de Freyd-Mitchell, on peut toujours supposer que la catégorie abélienne N est équivalente a
une sous-catégorie abélienne pleine d’une catégorie de modules, ce qui nous permet de faire la preuve comme si
les objets de N avaient des éléments.

Montrons d’abord que Fs(7) est un épimorphisme. Cest facile : on sait que Fi(7) et ¢1,n~ sont des
épimorphismes ; donc ¢y a0 Fi(7) = Fa(T) o ¢1,3 est un épimorphisme; et donc Fy(7) est un épimorphisme.

Maintenant pour la montrer que la troisieme colonne est exacte en Fy(M). Puisque F5(7) o Fa(o) = 0 alors
Im(F5(0)) C Ker(F3(7)). Considérons maintenant = € Ker(Fz(7)), puisque ¢1 s est surjective, on a y € Fy (M)
tel que ¢1.m(y) = x. On pose z = Fi(7)(y) € Fi(7) et alors on voit que ¢1 a7 (2) = P1.m7 0 Fi(T)(y) =
Fo(7) o d1,m(y) = Fo(r)(x) = 0, donc z € Ker(¢1,nm). Par exactitude de la derniére colonne, on dispose de
w € Fy(M") tel que ¢o,p(w) = z. Comme Fy(7) est surjective on a v € Fy(M) tel que Fo(7)(v) = w et
alors on trouve un élément ¢y ps(v) € F1(M). Maintenant, si on considere y — ¢, ar(v) on voit facilement que
Fi(t)(y — ¢o,m(v)) = z— 2z = 0, donc par exactitude de la deuxieme colonne, il existe un v € Fy(M’) tel
que Fy(o)(u) = y — ¢o,m(v). Finalement, on considere ¢ = ¢ pp(u) et on vérifie que Fr(o)(t) = x. En effet,
Fy(0)(t) = Fo(0)(d1,m(w) = d1,m 0 Fi(o)(u) = d1,m(y — ¢o,m(v)) = @ — d1,m(¢o,m(v)) = 2. Ce qui nous

—_———
donne l'inclusion inverse, et démontre le résultat. ’
(Il

Remarque. Si on aurait utiliser les éléments généralisés, dans le preuve précédente, il aurait plutot fallu
montrer que le morphisme canonique Im(F5(0)) — Ker(Fy(7)) qui découle du fait que F»(7) o Fa(c) = 0,
est un épimorphisme. En effet, cela suffit pour montrer que c’est un isomorphisme puisqu’elle est toujours un
monomorphisme, pour ce convaincre il suffit de regarder le diagramme commutatif

Fy (o) Fa(T)

Fy (M) Fy(M)

T T

Im(Fy(0)) «----m-mmmmmmmmm - > Ker(Fy(7))

}7‘2 (MI/)

Nous terminons cette section par une discussion des foncteurs contravariants additifs. Supposons que M et
N soient des catégories linéaires. Un foncteur contravariant F': M — N est dit additif s’il satisfait la condition
de la définition [2.5.1] avec les changements évidents. On a le résultat suivant qui ne nécessite pas de preuve
Proposition 2.5.17. Soient M et N des catégories linéaires. Mettez sur M°P la structure linéaire canonique.
(1) Le foncteur Op: M — M°P est un foncteur contravariant additif.
(2) Si F: M — N est un foncteur contravariant additif, alors F o Op: M°? — N est un foncteur additif; et
vice versa.

On peut donner une définition des foncteurs contravariants exacts a gauche et droite.

Définition 2.5.18. Soit F': M — N un foncteur contravariant additif entre catégories abéliennes.
(1) F est un foncteur contravariant exact ¢ gauche si pour toute suite exacte courte S dans M, la suite

0= F(Mz) 2% poan) 29 poag)

est exacte dans N.

(2) F est un foncteur contravariant exact & droite si pour toute suite exacte courte S dans M, la suite

F(M) 29 p(an) 299 F(ag) — 0

est exacte dans N.
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(3) F est un foncteur contravariant exact s’il envoie toute suite exacte courte S dans M vers une suite
exacte courte dans N.

Proposition 2.5.19. Soient M et N des catégories abéliennes. Rappelons que M°P est aussi une catégorie
abélienne.
(1) Le foncteur Op: M — MP°P est un foncteur contravariant exact.
(2) Si F: M — N est un foncteur contravariant exact, alors F o Op: M°? — N est un foncteur additif; et
vice versa. 1l en va de méme pour l'exactitude a gauche et l'exactitude a droite.
Preuve. Le point (2) est clair, donc on ne démontre que le (1).
On se donne 0 — My 2% My, 2% My — 0 exacte, lorsqu’on applique Op, on obtient

Op(¢1) Op(¢o)

0 M2 Ml M() 0.

Comme ¢ est un monomorphisme, alors Op(¢1) est un épimorphisme et de méme, comme ¢q est un épimor-
phisme, alors Op(¢g) est un monomorphisme. Reste a montrer I'exactitude en M, c’est-a-dire, Ker(Op(¢g)) =
Im(Op(¢y1)) ou encore que Coker(¢g) = Coim(¢y). On va pour cela montrer que Coker(¢g) = Coim(¢py) si et
seulement si Ker(¢;) = Im(¢g). Une fois ce résultat établi, le résultat en découlera.

Pour cela il faut montrer que pour un f: M — N on a Ker Coker Ker(f) = Ker(f) et Coker Ker Coker(f) =
Coker(f), étant duaux on ne montre que le premier.

On considere le diagramme commutatif

Coker

(f)
TN

avec cog = 0. Cela donne uocog = fog =0, donc on a l’existence unique de la fleche pointillée, ce qui montre
le résultat.
O

Exemple 2.5.20. Soit A un anneau commutatif, et soit M un A-module. Définissons le foncteur contravariant
F: Mod A — Mod A comme étant F/(N) := Hom4 (N, M). Alors F est un foncteur contravariant exact a gauche.

Parfois M et M°P sont équivalents en tant que catégories abéliennes. En effet, si on considere la catégorie des
K-modules de type fini M := Mod; K pour un corps KK (c’est les espaces vectoriels de dimension finie sur ). Il
s’agit d’une catégorie abélienne K-linéaire, et Popérateur F' = Hom(—, K) fourni une équivalence entre M°P et
M (c’est les espaces vectoriels duaux habituels).

2.6. Objets Projectifs.

Dans cette section M est une catégorie abélienne.

Un scindement d’un épimorphisme ¢: M — M" dans M est un morphisme 8: M — M tel que o8 = idp;».
Un scindement d’un monomorphisme ¢: M’ — M est un morphisme «: M — M’ tel que a0 ¢ = idp. Un
scindement d’une suite exacte courte

(2.6.1) 0 M &MY M -0

est un scindement de l’épimorphisme 1, ou de maniere équivalente un découpage du monomorphisme ¢. La
suite exacte courte est dite scindée si elle comporte un certain scindement.

A partir d’un scindement de v on en trouve un pour ¢ et l'inverse est vrai (c’est le dual). En effet, supposons
avoir

P
OEM’LMﬁM”%O
avec 1o 8 = idp. Alors o B o) = 1), donc ¥(idpr —B o) =. Ainsi, idpr —f o) se factorise par Ker(¢p) = M/,
donc on dispose de a: M — M’ tel que ¢p o = idyy —fF o) i.e. poa+ o1 = idy. Donc on trouve que
poaop+ forod = ¢ ce qui donne, puisque ¢ est un monomorphisme, que o o ¢ = idy. On a de plus,
—~——

Bo :idM—gbo_a donc o foy) =a—aopoa =0 et comme ¢ est un épimorphisme on a que ao g = 0.
Ainsi, on a tout le nécessaire pour voir que M = M’ & M".

Définition 2.6.2. Un objet P € M est un objet projectif si pour tout morphisme v: P — N et tout
épimorphisme ¢ : M — N, il existe un morphisme 7: P — N tel que Y o5 = 7.
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Ceci est décrit dans le diagramme commutatif suivant dans M :

P

y .
|
L

M—Y% N

Lemme 2.6.3. Soit M une catégorie abélienne. Considérons le diagramme

My x My —24 M2

(D) sz( J{Qﬁz

MlT>N
1

dans M, ou les p; sont les projections. On définit l’objet
L == Ker(¢1 0op1 — ¢p20p2) C My x Mo,
avec l'inclusion e: L — My x Ms. On pose ¥; :=p;oe: L — M;.
(1) Le diagramme

L - Mo

ol e

My T> N
1
est un pullback et L = My X n M.

(2) Si ¢y est un épimorphisme alors vy également.

Notons que le diagramme @ n’est pas supposé commutatif. Dans le cas ou @ est commutatif, alors
M1 XNMQZMl XMQ.

Preuve. (1) : Le fait que L (avec les morphismes ;) soit le produit fibré est immédiat d’apres les définitions
de produit et de noyau.

(2) : Soit p un morphisme tel que po (¢1 0p1 — P2 0p2) = 0. On consideére 'immersion ey : My — My @ My =
My x Ms. Alors 0 = po (¢1 op; — g 0 pa) 0 e; = po ¢y1. Puisque ¢; est un épimorphisme, on a p = 0, et alors

(2.6.4) ¢pr1opr —paopy: My X My — N

est un épimorphisme. Ainsi, ([2.6.4)) est le conoyau de e.
Soit maintenant o: My — P un morphisme tel que o o 1), = 0. Comme 15 = ps 0 e, on obtient g o ps 0 e = 0.
Donc o o p, se factorise par Coker(e), en particulier, on dispose de o’: N — P tel que

(2.6.5) gope=0"o(p1op; —daopa): My x My — P.
Mais, p2 0 e;7 = 0 et alors
O=copyoe; =0"o(p1op; —paop)oe; =0 og.
Comme ¢ est un épimorphisme, il s’ensuit que ¢’ = 0. Finalement en utilisant , on obtient
oc=0copyoey =0 o(propr —¢aopr)oey =—0 0¢y=0.

On conclut que ¥y est un épimorphisme.

Proposition 2.6.6. Les assertions suivantes sont équivalentes pour P € M :
(1) P est projectif.
(2) Le foncteur additif Homp (P, —): M — Ab est exact.
(3) Toute suite exacte courte avec M"" = P est scindée.

Preuve. (i) < (ii) : Soit 0 — M’ 2 M Y% M — 0 exacte. Comme Homy (P, —) est exacte a gauche, on a

m(id m(id
0 —— Hompy (P, M’ )HO*(’;Z))HomM(P, M )H(;(’;bhomM(P, M) qui est exacte. Maintenant, P est projectif

si et seulement si Hom(id, 1) est surjectif, c’est-a-dire si et seulement si 0 — Homy (P, M") — Hompy (P, M) —
Homy (P, M) — 0 est exacte.
(i) = (iii) : 1l suffit de regarder le diagramme
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pour voir qu’on dispose d'un s tel que 1 o s = idp, et donc la suite se scinde.
(#i) = (i) : Supposons qu’on ait M — M" alors si on prend le produit fibré de P et M sur M" on obtient
le diagramme commutatif

0 — Ker(f) x—t5p 0
gl lg
M~ M

avec f un épimorphisme. On dispose alors de r tel que f or = idp car la premiere ligne est scindée. On vérifie
que pog'orof=go fet fétant un épimorphisme, on en déduit ¥ o g’ or = g.
O

Définition 2.6.7. On dit que M a suffisamment de projectifs si tout M € M admet un épimorphisme P — M
d’un objet projectif P.

Lemme 2.6.8. Soit {M;}ic; un famille d’objets dans une catégorie abélienne M et supposons que @, M;

existe. Alors @, M; est projectif si et seulement si chaque M; lest.

Preuve. 11 suffit de voir que Hom(&p,.; M;, —) ~ P, Hom(M;, —) en tant que foncteur. Finalement, comme
dans Ab le produit de suites est exacte si et seulement si chaque suite est exacte, alors on a le résultat.

O

Exemple 2.6.9. Pour un anneau A, on a qu'un A-module P est projectif si et seulement si il existe un autre
module P’ et un module libre Q tel que P & P’ = Q.

En effet, il suffit de voir que Hom(A, —) étant isomorphe au foncteur identité sur Mod A, est exact. Donc A
est projectif, et alors par le lemme [2.6.8] tout A-module libre est projectif et par le méme lemme on a le reste
du résultat.

Cela nous permet de voir que Mod A a assez de projectifs. En effet, pour un A-module P, il suffit de considérer
le module libre engendré par ses éléments, notons le L, et alors on a clairement L — P, avec L projectif.

Exemple 2.6.10. Soit M la catégorie des groupes abéliens finis. Alors il est clair que 0 est projectif, mais
on peut montrer qu’il est le seul. En effet, par le théoréme de structure, il suffit de voir que Z/p"Z n’est pas

projectif. Cela découle de la suite exacte Z/p"*1Z 2, Z/p™Z — 0 qui ne se scinde pas, et donc on a le résultat.



3. ALGEBRE DIFFERENTIELLE GRADUEE

On rappelle que selon la Convention , il existe un anneau de base commutatif non nul K. Par défaut,
tous les anneaux sont K-centraux, toutes les catégories linéaires sont IK-linéaires, toutes les opérations linéaires
(telles que les homomorphismes d’anneaux et les foncteurs linéaires) sont K-linéaires et ® signifie k. Dans la
suite, "DG” signifie “différentiel gradué”.

3.1. Algebre Graduée.
Avant d’attaquer le monde du DG, il est bien de comprendre celui du gradué.

Définition 3.1.1. Un K-module cohomologiquement gradué est un IK-module cohomologiquement gradué-

module M muni d’une décomposition en somme directe M = @M ¢ en K-sous-modules. Le K-module M’
i€z

est appelé la composante homogéne de degré cohomologique i de M. Les éléments non nuls de M* sont appelés

éléments homogenes de degré cohomologique 1.

Convention 3.1.2. Dans toute la suite, par “IK-module gradué”, on entend un K-module gradué cohomologi-
quement, tel que défini ci-dessus.

Supposons avoir M et N des IK-modules gradués. Pour un entier i on pose

(M&N)" =@M @ N9).

JEZ

Alors

(3.1.3) M@ N =@ @ N
€7

est un K-module gradué.
Un homomorphisme K-linéaire ¢: M — N est dit homogéne de degré i si ¢(M7) C NIT¢ pour tout j. On

note Homg (M, N)* le K-module des homomorphismes de degré i de M — N. Autrement dit,
(3.1.4) Homg (M, N)" := [ [ Homg (M7, N7+%).
JEZ

Définition 3.1.5. Soit M et N des IK-modules gradués.

(1) Le module des homomorphismes KK-linéaires gradués de M vers N est le K-module gradué

Homg (M, N) := €D Homg (M, N)".
i€
(2) Un homomorphisme de degré 0, ¢: M — N est appelé un homomorphisme strict de IX-modules gradués.

Si My, My, My sont des K-modules gradués, et ¢r: My — Myy1 sont des homomorphismes K-linéaires de
degrés iy, alors ¢1 0pg: My — My est un homomorphisme K-linéaire de degré ig +¢1. L’automorphisme identité
idas: M — M est de degré 0.

Définition 3.1.6. La catégorie stricte des K-modules gradués est la catégorie G, (IK), dont les objets sont les
K-modules cohomologiquement gradués, et dont les morphismes sont les homomorphismes stricts des IK-modules
cohomologiquement gradués.

11 est facile de voir que G, (IK) est une catégorie abélienne K-linéaire ; les noyaux et les conoyaux sont degré
par degré.

Remarque. Soit Ungr: Gy, (IK) — M(K) le foncteur qui oublie la gradation. C’est fidele, mais souvent pas
plein. A savoir ’homomorphisme évident
Ungr(Homg (M, N)) — Homg (Ungr(M), Ungr(N))
est injectif mais pas bijectif.
L’opération tensorielle (— ® —) de (3.1.3) fait de Gy (K) une catégorie monoidale K-linéaire, d’unité
monoidale IK. Cela signifie que le bifoncteur
(_ ® _): Gstr(]K) X Gstr(K) — Gstr(]K)

satisfait les axiomes monoidaux, et il est K-bilinéaire. De plus, étant donné M, N € Gy, (K), définissons
Iisomorphisme de tressage

(3.1.7) bryn: M@ N = N M,

(3.1.8) bryn(m@n) = (1) - nem
23
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pour des éléments homogenes m € M* et n € N7. Comme bry s obry,ny = idygn, cela fait de Ggg, (K) une
catégorie monoidale symétrique IK-linéaire. L’isomorphisme de tressage (3.1.8]) est souvent appelé regle du signe
de Koszul.

Remarque. Pour un entier [ > 1 soit 7 une permutation de l’ensemble {1,...,1}. Alors pour chaque My, ...,
M; € Gy, (K) il existe un isomorphisme

br,: My ® - ®@ M, = M,y ® -+ ® My
dans Gy (K), naturel dans la suite d’objets {M; }i=1, ;. Pour plus de détails voir |8, Exercise 3.1.10].

Définition 3.1.9. Un anneau K-central cohomologiquement gradué est un anneau K-central A, muni d’une
décomposition en somme directe A = @ A® en K-sous-modules, tel que 14 € A% et A*- AT C A7,

i€Z
Définition 3.1.10. Soient A et B des anneaux IK-centraux cohomologiquement gradués. Un homomorphisme
d’anneauzx K-centrauz cohomologiquement gradués est un homomorphisme d’anneaux K-centraux f: A — B qui
respecte les gradations, & savoir f(A?) C B®. La catégorie des anneaux K-centraux cohomologiquement gradués
est notée GRng /K.

Comme toujours pour les homomorphismes d’anneaux, f doit préserver les unités, c’est-a-dire f(14) = 1p.
Notez que K lui-méme est un anneau gradué, concentré au degré 0; et c’est 'objet initial de GRng /. K.

Convention 3.1.11. Par “anneau gradué”, nous entendons un anneau IK-central gradué de maniere cohomo-
logique, tel que défini ci-dessus.

Rappelons que selon la Convention (1.2.4), tous les homomorphismes d’anneaux, y compris les anneaux
gradués, sont sur K.

Exemple 3.1.12. Soit M un K-module gradué. Alors le module
Endg (M) = Homg (M, M) = EB Homg (M, M)?,
i€Z
avec l'opération de composition, est un IKK-anneau gradué.

Définition 3.1.13. Soit A = @Ai un IK-anneau gradué. On dit que A est un anneau gradué faiblement
i€

commutatif sib-a = (—1)"7-a-b pour tout a € A et b € A7,

Remarque. La définition ci-dessus est I’exemple archétypique de la regle du signe Koszul. On peut donner une

explication catégorique de la définition ci-dessus, en utilisant la structure monoidale symétrique de Gy, (IK),
(c.f. [8 Remark 3.1.16]).

Définition 3.1.14. Soit A = @ A? un anneau gradué.
=/

(1) On dit que les éléments homogenes a € A’ et b € A7 commutent de fagcon graduée entre eux si b-a =
(=1)*7 -a-b.

(2) Un élément homogene a € A? est appelé élément gradué-central s’il commute de facon gradué avec tous
les éléments homogenes de A.

(3) Le gradué-centre de A est le IK-sous-module Cent(A) C A engendré par les éléments gradués-centraux
homogenes.

Des vérifications immédiates donnent la proposition suivante.

Proposition 3.1.15. Soit A un anneau gradué.

(1) Cent(A) est un sous-anneau gradué de A, il est faiblement commutatif, et il contient l'image de l’anneau
de base K.

(2) A est faiblement commutatif ssi Cent(A) = A.

On va donner plusieurs formules de signes qui sont des conséquences de la regle des signes de Koszul. On peut
les faire remonter & la structure monoidale bifermée de G, (IK), c’est-a-dire a interaction entre les bifoncteurs
(- ® —) et Homg(—, —).

Supposons que pour £ = 0,1 on dispose d’homomorphismes de K-modules gradués ¢ : My — Ni de degrés
ig. Alors 'homomorphisme

$o ® ¢1 € Homg (Mo ® My, Ng @ Ny)oth

agit sur un tenseur mo ® m; € My ® M;, avec my, € M,g’“, comme ceci :

(3116) (QZSO & ¢1)(m0 X ml) = (—]_)il'jo . ¢0(m0) ® ¢1(m1) c NO & Nl.
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La “regle” expliquant cette formule est que ¢ et mg ont été transposés.
Supposons que pour k£ = 0,1 on dispose d’homomorphismes de K-modules gradués ¢ : My — Nj de degrés
ig. Alors 'homomorphisme

Hom(¢g, 1) € Homy (Homy (Mo, M), Homg (Ng, Np))o T4
agit sur v € Homg (Mo, Ml)j comme suit : pour un élément ng € N(’f on a

(3.1.17) Hom (o, 61)(7)(no) = (—=1) 1+ (¢ 0y 0 ) (ng) € N1kFHio+inti,
Le signe est parce que ¢ a sauté a travers ¢; et ~.
Définition 3.1.18. Soient A et B des anneaux gradués. Alors A® B est un anneau gradué, avec multiplication
(ao @ bg) - (a1 ®b1) == (=1)"7 . (ag - ay) @ (b - b1)
pour les éléments aj, € A% et by, € BI*.
Nous aurons besoin d’une autre notion de commutativité qui n’est pas de nature catégorique.

Définition 3.1.19. Soit A = @ A’ un anneau gradué.
i€Z
(1) L’anneau gradué A est dit fortement commutatif s’il est faiblement commutatif, et aussi a> = 0sia € A
et ¢ est impair.

(2) L’anneau gradué A est dit non positif si A* =0 pour tout i > 0.

(3) L’anneau gradué A est appelé anneau gradué commutatif s’il est non positif et fortement commutatif.

Exemple 3.1.20. Par ensemble gradué, on entend un ensemble X partitionné comme X = H X* . Les éléments
i€Z

de X sont appelés variables de degré i. L’anneau de polynémes gradués non commutatif sur I’ensemble gradué

X est Panneau gradué K(X), qui est le IK-module gradué libre engendré par les monémes xy - - - x,, des éléments

de X, et la multiplication se fait par concaténation de monémes.

L’anneau polynomial gradué fortement commutatif sur I'ensemble gradué X est Panneau gradué K[X] :=
K(X)/I, ou I est I'idéal bilatere de IK(X) engendré par les éléments y-x — (—1)"J - -y pour toutes les variables
x € X' ety € X7, ainsi que les éléments z - z pour tout z € X* et k impair. C’est un anneau gradué fortement
commutatif.

Exemple 3.1.21. Des calculs directs montrent que si A et B sont des anneaux gradués faiblement (resp.
fortement) commutatifs, alors A ®@ B l'est aussi.

Remarque. La commutativité faible est la condition de commutativité évidente dans le cadre gradué cohomo-
logiquement, lorsque la regle du signe de Koszul est imposée. La commutativité forte a une autre raison d’étre.
Son role est de garantir que ’anneau polynomial gradué fortement commutatif IK[X] de 'exemple ci-dessus soit
un K-module gradué libre. Sans cette condition, le carré d’une variable impaire z serait un élément de 2-torsion
non nul. Bien siir, si 2 est inversible dans K (par exemple si K contient @), alors la commutativité faible et
forte d'un K-anneau central gradué coincident.

Remarque. Soit A = @Ai un anneau gradué faiblement commutatif, et supposons que A a des éléments
=/

impairs non nuls. Alors, apres oubli de la gradation, ’anneau A n’est plus commutatif (sauf cas particuliers,

comme dans en caractéristique 2).

Définition 3.1.22. Soit A un anneau gradué. Un A-module d gauche gradué est un A-module & gauche M,

muni d’une décomposition en K-module M = @Mi, tel que A* - M7 C M*J pour tout i, j. On peut aussi
=y

parler de A-modules a droite gradués, et de bimodules gradués. Mais notre option par défaut est que les modules

sont des modules a gauche.

Une vérification simple nous donne la proposition suivante.

Proposition 3.1.23. Soit M un K-module gradué, A un anneau K-central gradué, et f: A — Endg (M) un
homomorphisme dans GRng /.. Alors :
(1) M devient un A-module gradué, via Uaction a-m = f(a)(m).

(2) Toute structure de A-module graduée sur M qui respecte la structure de IK-module graduée donnée
apparait de cette facon.
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Lemme 3.1.24. Soit A un anneau gradué, soit M un A-module droit gradué, et soit N un A-module a gauche
gradué. Alors le IK-module M @ 4 N a une décomposition en somme directe

M®s N = @(M ®a N,
icZ
ot (M ®4 N)' est le K-sous-espace vectoriel engendré par les tenseurs m ® n, pour tout j € Z, m € M7 et
ne N7,
Preuve. |8, Lemma 3.1.30]
|

Définition 3.1.25. Soit A un anneau gradué, et soient M, N des A-modules gradués. Pour chaque i € Z on
définit Hom 4 (M, N)" comme étant le sous-ensemble de Homg (M, N)* constitué des homomorphismes ¢: M —
N tels que ¢p(a-m) = (=1)"* - a- ¢(m) pour tout a € A*. Ensuite on définit le module gradué
Homu(M,N) = @HomA(M, N
i€
Supposons que C est une catégorie K-linéaire. Puisque la composition des morphismes est IK-bilinéaire, pour
tout triplet d’objets My, My, M, € C, la composition peut étre exprimée comme un homomorphisme K-linéaire
Homc<M1,M2) ®H0mC(M0,M1) — Homc(Mo,Mg)
$1 ® ¢o > $1 0 do.
On parle alors d’homomorphisme de composition. Il sera utilisé dans la définition suivante.
Définition 3.1.26. Une catégorie IK-linéaire graduée est une catégorie KK-linéaire C, munie d’une gradation
sur chacun des IK-modules Hom¢ (Mo, M7). Les conditions étant les suivantes :
(1) Pour tout objet M, 'automorphisme identité idys est de degré 0.
(2) Pour tout triplet d’objets My, M7, My € C ’homomorphisme de composition
HomC(Ml, Mg) & Homc(Mo, Ml) — Homg (]\407 MQ)

est un homomorphisme strict de IK-modules gradués.
Un morphisme ¢ € Homg (Mg, M;)* est appelé un morphisme de degré i.

Définition 3.1.27. Soit C une catégorie K-linéaire graduée. La sous-catégorie stricte de C est la sous-catégorie
Str(C) sur tous les objets de C, dont les morphismes sont les morphismes de degré 0 de C.

Exemple 3.1.28. Soit A un anneau gradué. Définissez GMod A comme étant la catégorie dont les objets
sont les modules A gradués. Pour M, N € GMod A, ’ensemble des morphismes est le K-module gradué
Homgmod (M, N) := Homy (M, N) vu ci-dessus. Alors GMod A est une catégorie K-linéaire graduée. Les mor-
phismes de la sous-catégorie GModg, A = Str(GMod A) sont les homomorphismes stricts des A-modules
gradués. On écrit souvent G(A) = GMod A et Gy, (A4) = GModg, A. On a introduit ces notations pour
distinguer la catégorie abélienne GModg, A de la catégorie graduée GMod A qui la contient.

Définition 3.1.29. Soient C et D des catégories K-linéaires graduées. Un foncteur F': C' — D est appelé
foncteur IK-linéaire gradué s’il vérifie :
— Pour tout couple d’objets My, My € C, la fonction
F: Homg(My, M) — Homp (F (M), F(My))
est un homomorphisme strict de IK-modules gradués.
Convention 3.1.30. Pour simplifier la terminologie, nous utiliserons souvent les expressions “catégorie graduée”

et “foncteur gradué” comme abréviations de “catégorie graduée IK-linéaire” et “foncteur gradué IK-linéaire”, res-
pectivement.

Exemple 3.1.31. Soit A un anneau gradué. On peut voir A comme une catégorie A avec un seul objet, et c’est
une catégorie graduée. Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux gradués, alors en passant aux catégories
a un seul objet on obtient un foncteur gradué F': A — B.

Définition 3.1.32. Soit F,G: C — D des foncteurs gradués entre catégories graduées, et soit i € Z. Un
morphisme de degré i de foncteurs gradués n: F' — G est une collection n = {nm}amec de morphismes ny, €
Homp (F(M),G(M))* , telle que pour tout morphisme ¢ € Hom¢(My, M7)? il y a égalité

G<¢) O Nnmy = (_1)1.']. “TM, © F(¢)
dans Homp (F(My), G(M;y))+L.

Si ¢ est impair dans la définition ci-dessus, alors apres avoir oublié la gradation, n: F' — G n’est généralement
plus un morphisme de foncteurs.
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Définition 3.1.33. Soit M une catégorie abélienne. Un objet gradué dans M est une collection { M*};cz d’objets
M; € M.

Puisque on n’a pas supposé que M a des sommes directes dénombrables, les objets gradués sont ”externes”
a M.

Supposons que M = {M?};cz et N = {N'};cz sont des objets dans M. Pour un entier i on définit le
K-module

(3.1.34) Homy (M, N)" = | [ Homy (M7, N7*7).
JEZ
On obtient un K-module gradué
(3.1.35) Homy (M, N) := P Homy (M, N)".
i€,
Définition 3.1.36. Soit M une catégorie abélienne. La catégorie des objets gradués dans M est la catégorie

linéaire graduée G(M), dont les objets sont les objets gradués dans M, et les ensembles de morphismes sont les
modules gradués

Homg ) (M, N) := Homy (M, N)
de (3.1.35)). L’opération de composition est I’évidente.

Remarque. Supposons M = M(A), la catégorie des modules sur un K-anneau central A. Pour tout M =
{M?};c7z on pose F(M) := @;ezM*. Alors F(M) est une A-module gradué et est donc une objet de la catégorie
G(A). L’application F' sur les morphismes Homg ) (M, V) a bien Homg4)(M, N) comme domaine d’arrivé
puisque A est concentre en degré 0, de plus c’est bien un homomorphisme strict de IK-modules gradués. Il est
alors facile de voir que F' constitue un isomorphisme de catégories graduées, en construisant explicitement sont
inverse par exemple.

Dans la définition suivante, nous combinons les anneaux gradués et les catégories linéaires, pour faire un
nouvel hybride.

Définition 3.1.37. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau gradué. Un A-module gradué dans
M est un objet M € G(M), ainsi qu'un homomorphisme d’anneau gradué f: A — Endy(M). L’ensemble des
A-modules gradués dans M est noté G(A4, M).

Ce que dit la définition, c’est qu'un élément a € A* donne lieu & un endomorphisme de degré i, f(a) de 'objet
gradué M = {M7};cz. Cela signifie & son tour que pour tout j, f(a): M7 — MI+% est un morphisme dans M.
L’opération f satisfait f(14) =idpys et f(a1 - a2) = f(a1) o f(az).

Exemple 3.1.38. Si A =K, alors G(A,M) = G(M); et si M = Mod K, alors G(A,M) = G(A).
La définition suivante est une variante de la définition ([3.1.25)).

Définition 3.1.39. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau gradué. Pour M, N € G(4,M) et
i € Z on définit Homga ) (M, N )i comme étant le sous-ensemble de Homy (M, N)* constitué des morphismes
¢: M — N tels que

¢o fu(a) = (=1)"*- fn(a)o
pour tout a € A*. On pose

Hom 4 (M, N) = @) Homa n(M, N,
i€Z
ce qui constitue un K-module gradué.

Définition 3.1.40. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau gradué. La catégorie des A-modules
gradués dans M est la catégorie graduée G(A,M) dont les objets sont les A-modules gradués dans M, et les
K-modules gradués des morphismes sont

Homga,m)(M, N) == Homg ny (M, N)
définit précédemment. La composition est celle de G(M).

Remarquons que 1'oubli de I’action de A est un foncteur gradué fidele G(A, M) — G(M). Comme dans chaque
catégorie graduée, il y a la sous-catégorie

(3.1.41) G (A, M) = Str(G(A4, M)) € G(A4, M)

des morphismes stricts.
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Remarque. Soit M une catégorie abélienne et soit A un anneau gradué, alors la catégorie Gy (A, M) est
abélienne. En effet, on sait que Ggi (M) est abélienne (les verifications se font degré par degré), donc il suffit
de montrer que les noyaux et conoyaux sont des A-modules. Mais ’action de A sur le noyau d’un morphisme
découle de la propriété universelle du noyau dans le diagramme commutatif suivant

Kerz,zS s M -4 N
fKerd)(a) } fr(a) J a)i
Kevrz,zﬁ —— M —— N
De méme pour le conoyau.

Remarque. Remarquons que lon peut parler de catégorie graduée G(M) pour toute catégorie linéaire M,
qu’elle soit abélienne ou pas. Mais on restreindra notre attention au cas abélien.

3.2. DG K-Modules.

Définition 3.2.1. Un DG K-module est un IK-module gradué M = @ M, accompagné d’un homomorphisme
i€Z,

K-linéaire dps: M — M de degré 1, appelé la différentielle, vérifiant dp; o dps = 0. Lorsque le contexte est clair,

on peut écrire d au lieu de dyy.

Définition 3.2.2. Soient M et N des DG K-module. Un homomorphisme strict de DG IK-module est un
homomorphisme K-linéaire ¢: M — N de degré 0 qui commute avec les différentielles. La catégorie résultante
est notée DGModg, K, ou par la notation abrégée Cg, (IK).

11 est facile de voir que Cg; (IK) est une catégorie abélienne K-linéaire. 11 existe un foncteur d’oubli Cg, (K) —
Gstr(K)7 (M, dM) — M.

Définition 3.2.3. Soient M et N des DG K-module.
(1) On a déja vu la structure de KK-module graduée sur le produit tensoriel M @ N. On y met la différentielle
dim®@n) =dy(m)@n+ (=1)" - m®dy(n)

pour m € M* et n € N7. De cette facon M ® N devient un DG K-module. On note parfois dpysen cette
différentielle.

(2) On a déja vu la structure de IK-module graduée de Homg (M, N). On y met la différentielle
d(¢) =dyop — (=1)" - o du
pour ¢ € Homg (M, N)*. Ainsi Homg (M, N) devient un DG K-module.
Définition 3.2.4. Soit M un DG K-module et ¢ un entier.
(1) Le module des cocycles de degré i de M est
71 (M) = Ker(M* 245 pritly,
(2) Le module des cobords de degré i de M est
BY(M) = Im(M*~ L4, rh).
(3) Le module des décocycles de degré i de M est
Y(M) := Coker(M*~' 225 Art),
(4) Le i-éme module de cohomologie de M est
Hi (M) = Z*(M)/ B (M) = Coker(M'~* 2 7i(M1)).
Le fait que dp; odys =0 implique que BI(M) - Z’(M) C M?, donc la i-eéme homologie est bien définie.
D’autre part, puisque Y*(M) = M*/B*(M), il existe une isomorphe canonique
(3.2.5) H (M) = Ker(Y'(M) 25 Mith),
Les modules définis ci-dessus sont fonctoriels en M pour étre précis, ce sont des foncteurs K-linéaires
(3.2.6) Z'(M),BY (M), Y'(M),H" (M): Cy,(K) — M(K).
Remarquons qu’en utilisant la notion de cocycles, on a pour M et N des DG K-module, 1’égalité
(3.2.7) Homcs,, (1) (M, N) = Z°(Homg (M, N))
des sous-modules de Homg (M, N).
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3.3. DG Anneaux et Modules.

Définition 3.3.1. Un anneau K-central DG est un anneau K-central gradué A = @Ai, accompagné d’un
=y
homomorphisme K-linéaire d4: A — A de degré 1, appelé la différentielle, satisfaisant I’équation d4 ods = 0,
et la regle de Leibniz graduée .
dA(a . b) = dA(a) -b+ (_1)1 -a- dA(b)

pour tout a € A* et b € AJ. On écrira des fois d au lieu de d 4.

Définition 3.3.2. Soient A et B des DG anneaux IK-centraux. Un homomorphisme de DG anneauz IK-centraux
f: A — B est un homomorphisme gradué d’anneaux K-centraux qui commute avec les différentielles de A et
B. La catégorie résultante est notée DGRng /. (K).

Les anneaux K-centraux sont considérés comme des DG anneaux K-centraux concentrés au degré 0 (et avec
des différentielles triviales). Ainsi la catégorie Rng /.(IK) est une sous-catégorie pleine de DGRng /.(K).

Convention 3.3.3. Pour simplifier I’écriture, nous écrivons généralement “DG anneau” au lieu de “DG anneau
K-central”.

Définition 3.3.4. Un DG anneau A est dit faiblement commutatif, fortement commutatif, non positif ou
commutatif s'il en est ainsi, respectivement, en tant qu’anneau gradué (apreés oubli de la différentielle). Les
sous-catégories pleines correspondantes sont notées, DGRng,,.. /(IK), DGRng,, /(K), DGRng<" /.(K) et
DGRng$ (K).

Exemple 3.3.5. Soit A un anneau gradué. Alors A, avec la différentielle nulle, est un DG anneau.

Exemple 3.3.6. Soit M un DG K-module. Considérons le DG K-module Endg(M) = Homg (M, M). La
composition des endomorphismes est une multiplication associative sur Endgk (M) qui respecte la gradation,
et la regle de Leibniz graduée est vérifiée. On voit que Endg (M) est un DG anneau. Il n’est généralement ni
faiblement commutatif ni non positif.

Exemple 3.3.7. Soient A et B des DG anneaux. L’anneau gradué A ® B, avec la différentielle de la Définition
(13.2.3]), est un DG anneau.

Définition 3.3.8. Soit A un DG anneau. Le DG anneau opposé A°P est le méme DG K-module que A, mais
la multiplication -°P de A°P est la multiplication - de A, inversée et changée de signe : @ -°P b = (—1)*7 - b-a
pour a € Al et b € A7,
Remarque. On remarque alors que A°P est lui-méme un DG anneau. En effet, il suffit de vérifier la regle de
Leibniz graduée pour s’en convaincre, en utilisant le fait que d goo = d4. On a

da(@Pb) = (=1)% - (da(b) - a+ (1) -b-da(a))
(~1)9 (“1)H g (8) -t (~1)F ) b dg(a)
= (=1)"-a-°Pda(b) +da(a)-°Pb.

Définition 3.3.9. Soit A un DG anneau. Un DG A-module a gauche est un A-module a gauche gradué

M = @ M, accompagné d’un homomorphisme K-linéaire dy;: M — M de degré 1, appelé la différentielle,
=y
vérifiant dysodyr = 0 et ‘
dy(a-m)=dala) -m+(=1)"-a-dp(m)
pour a € A® et m € M7,

Les DG A-modules & droite sont définis de la méme maniere, mais on ne les traitera pas beaucoup. En effet,
les DG A-modules a droite sont des DG modules a gauches sur le DG anneau opposé A°P. Plus précisément, si
M est un DG A-module & droite, alors la formule a - m = (—=1)*7 - m - a, pour a € A* et m € M7, fait de M un
DG A°P-module a gauche.

D’apres nos conventions, tous les DG modules sont par défaut des DG modules a gauche.

Une vérification simple nous donne la proposition suivante.

Proposition 3.3.10. Soit A un DG K-anneau, et soit M un DG IK-module.

(1) Supposons que f: A — Endg (M) soit un homomorphisme de DG K-anneauz. Alors la formule a-m =
f(a)(m), pour a € A* et m € M7 | fait de M un DG A-module.

(2) Réciproquement, toute structure DG A-module sur M compatible avec la structure DG K-module pro-
vient d’un homomorphisme DG K-anneauz f: A — Endg(M).

Définition 3.3.11. Soient M et N des DG A-modules. Un homomorphisme strict de DG A-modules ¢: M — N
est un homomorphisme strict de DG K-modules qui respecte 'action de A. La catégorie résultante est notée
DGMod)gtr A, ou par Cg, (A).
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La catégorie Cq(A) est abélienne. On verra plus tard un énoncé plus général.

Remarque. Soit A un DG anneau. Alors on voit facilement que le module des cocyles Z(A) = EB Z'(A) est

i€Z
un sous-anneau gradué de A et que le module des cobords B(A) = @Bi(A) est une idéal bilatere de Z(A).
i€z
On a donc que le module de cohomologie H(A) == @ H'(A) est un anneau gradué.

i€Z

Si f: A — B est un homomorphisme de DG anneaux, alors H(f): H(A) — H(B) est un homomorphisme
d’anneaux gradué. En effet, le fait que f soit un homomorphisme de DG anneaux nous dit que fods =dpgof et
donc en particulier que f(Ker(ds)) C Ker(dg) et f(Im(da)) C Im(dp). Cela nous donne, Z(f): Z(A) — Z(B)
et B(f): B(A) — B(B) strictes. On peut alors construire H(f): H(A) — H(B), [x] — [f(z)] et de voir que c’est
bien défini.
Remarque. Soit A un DG anneau, et M un DG A-module. On voit que la cohomologie de M, H(M), est
un H(A)-module, avec Paction [a] - [m] := [a - m]. Si non, vu qu’on a un homomorphisme de DG K-anneaux
f: A = Endg (M), il induit H(f): H(A) — HEndg(M)) < Endg (H(M)).

Maintenant, si ¢: M — N est un homomorphisme dans Cg,(A), alors H(¢): H(M) — H(N), [m] — [¢(m)]
est un homomorphisme de Gg, (H(A)).

Ainsi,
(3.3.12) H: Cyir(A) = Ggtr (H(A)

est un foncteur. De plus on peut vérifier qu’il est linéaire avec le diagramme commutatif
BY(M) —— Z'(M) 2% HY(M)

| |7+ |+
B'(N) —— Z'(N) —- H'(N)
qui nous donne H(f + g) o par = pyv o (f +9) = (H(f) + H(g)) o pas- En utilisant le fait que pps est un
épimorphisme, on en déduit le résultat.

Définition 3.3.13. Soit A un DG K-anneau, soit M un DG A-module a droite, et soit N un DG A-module a
gauche. On sait que M ® 4 N est un IKK-module gradué. Nous en faisons un DG K-module avec la différentielle

de la Définition (3.2.3).

Définition 3.3.14. Soit A un DG K-anneau, soient M et N des DG A-modules & gauche. Le IK-modules gradué
Hom 4 (M, N) est transformé en DG K-module avec la différentielle de la Définition (3.2.3).

Pour M et N des DG A-modules, généralisant (3.2.7)n on a I’égalité
Home,,,(4)(M,N) = Z°(Hom (M, N))
Proposition 3.3.15. Soit A un DG anneau.

(1) La catégorie Cg,(A) admet des produits. Etant donné une collection {M,}rex de DG A-modules, leur
produit M =[] oy M, dans Cy:(A) est M == @, oy M" 0t M* =T, oy ML.

(2) La catégorie Cyr(A) admet des sommes directes. Etant donné une collection {My}rex de DG A-
modules, leur somme directe M = @, x M, dans Cg(A) est M := @, ., M* ou M" =P, x M.

(8) Le foncteur H commute avec les produits et le sommes directes.

Preuve. On va montrer les résultats pour les produits, celui avec les somme directes étant dual.

(1) : Déja, on remarque bien que 'objet définit est bien un DG A-module, dont la différentielle est le produit
de celle de M,,, autrement dit, pour (mg).ex € M*, on a drp, .« m, ((Ma)eex) = (dm, (My))zex. Ceci nous
permet de vérifier alors directement les propriétés que la différentielle doit vérifier (c.f. Définition )

De plus, le fait que c’est leur produit, c’est-a-dire qu’il vérifie la propriété universelle, est une vérification
immédiate degré par degré. ‘

(3) : Le fait que H commute avec les produits est un calcul direct. En effet, on remarque que Ker(di—[wex M) =

[Lex Ker(déwm) et de méme Im(dzﬁzex ) = ex Im(dﬁ\zj). Donc Hi(erX M) =[l,ex H'(M,).

O

3.4. DG Catégories.
Nous avons vu les catégories graduées. Voici la version DG.

Définition 3.4.1. Une catégorie DG K-linéaire est une catégorie K-linéaire C, munie d’une structure DG
K-module sur chacun des IK-modules de morphismes Home (M, M7). Les conditions sont celles-ci :
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(1) Pour tout objet M, 'automorphisme identité idys est un cocycle de degré 0 dans Homc (M, M).
(2) Pour tout triplet d’objets My, M7, My € C, 'homomorphisme de composition
Home (M, M3) ® Home (Mo, M1) — Home (M, M)
est un homomorphisme strict de DG K-modules.
La différentielle dans une catégorie DG K-linéaire C est parfois noté d¢ ; par exemple
de: Home (Mg, My)" — Home (Mg, My)™.
Convention 3.4.2. On écrira souvent “DG catégorie” au lieu de 'expression plus longue “DG catégorie K-
linéaire”.
Si C’ est une sous-catégorie pleine d’une DG catégorie C, alors bien siir C’ est elle-méme une DG catégorie.
Définition 3.4.3. Soit C une DG catégorie.
(1) Un morphisme ¢ € Homc(M, N)? est appelé un morphisme de degré i.
(2) Un morphisme ¢ € Home (M, N) est appelé un cocycle si de(¢) = 0.
(3) Un morphisme ¢ € Hom¢ (M, N) est appelé un morphisme strict s'il est un cocycle de degré 0.

Lemme 3.4.4. Soit C une catégorie DG, et pour i = 0,1,2 soit ¢;: M; — M;11 un morphisme dans C de
degré k;.

(1) Le morphisme ¢1 o ¢ est de degré ko + ki, et
de(¢1 0 ¢o) = da(d1) © do + (1) - ¢1 0 de (o)

(2) Si ¢g et ¢1 sont des cocycles, alors ¢y o ¢g lest aussi.

(8) Si @1 est un cobord, et ¢g et po sont des cocycles, alors ¢ 0 ¢1 0 ¢g est un cobord.
Preuve. (1) Clair.

(2) Découle de (1).

(3) Soit ¢1 = dc(¢91) pour un certain morphisme ¢y : M1 — M2 degré ky — 1. Alors

$2 0 ¢1 0 do = do((—1)" - ¢y 0 ¢y © o).

Le lemme précédent rend possible la définition suivante.

Définition 3.4.5. Soit C une catégorie DG.

(1) La sous-catégorie stricte de C est la catégorie Str(C), avec les mémes objets que C, mais avec seulement
des morphismes stricts. Ainsi

Homgyy(c) (M, N) = 2°(Homg (M, N)).
(2) La catégorie d’homotopie de C est la catégorie Ho(C), avec les mémes objets que C et avec ensemble de

morphismes
Homyo(cy (M, N) = H°(Homc (M, N)).

(3) On note P: Str(C) — Ho(C) le foncteur qui est I'identité sur les objets et envoi les morphismes stricts
a leur classe d’homotopie.

Les catégories Str(C) et Ho(C) sont linéaires, et le foncteur d’inclusion Str(C) — C et le foncteur de projection
P: Str(C) — Ho(C) sont linéaires. Le premier est fidele, et le second est plein.

Exemple 3.4.6. Si A est une catégorie DG, alors pour tout objet x € A, son ensemble d’endomorphismes
A = Enda (x) est un anneau DG. Inversement, chaque DG anneau A peut étre considéré comme une catégorie
DG A avec un seul objet.

Exemple 3.4.7. Soit A un anneau DG. L’ensemble des DG A-modules forme une catégorie DG DGMod A,
dans laquelle les DG K-modules des morphismes sont

Hompgmod a(M, N) := Hom4 (M, N)
On notera souvent C(A) := DGMod A. La sous-catégorie stricte ici est
Str(DGMod A) = DGModgt, A = Cgtr(A).

Proposition 3.4.8. Soit ¢: M — N un isomorphisme de degré i dans une catégorie DG C. Supposons que ¢
est un cocycle. Alors son inverse ¢~ ': N — M est aussi un cocycle.



32

Preuve. D’aprés la régle de Leibniz et le fait que id; est un cocycle, on a

0 = dc(ida)
= dc(¢_ o)
de(¢p ') og+(=1)7"- ¢~ odc(e)
= de(¢7)o¢.

Comme ¢ est un isomorphisme, on en déduit que dg(¢~t) =
a

3.5. DG Foncteurs.

Ici C et D sont des catégories DG IK-linéaires. Quand on oublie les différentielles, C et D deviennent des
catégories K-linéaires graduées. On peut donc parler de foncteurs KK-linéaires gradués C — D. Rappelons qu’un
homomorphisme strict de DG K-modules est de degré 0 et commute avec les différentielles.

Définition 3.5.1. Soient C et D des catégories DG K-linéaires. Un foncteur F': C — D est appelé un foncteur
DG K-linéaire s’il vérifie cette condition :

— Pour toute paire d’objets My, My € C, la fonction

F: HomC(MO, Ml) — HOInD(F(Mo),F(Ml))
est un homomorphisme strict de DG K-modules.
Autrement dit, F' est un foncteur DG si ¢’est un foncteur gradué, et dp oF' = F odc comme homomorphismes

de degré 1 Home (Mo, M1) — Homp (F (M), F(My)).
Convention 3.5.2. Nous écrirons généralement “foncteur DG” au lieu de l'expression plus longue “foncteur
DG K-linéaire”.
Exemple 3.5.3. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux DG, et soit A et B les catégories DG & objet
unique correspondantes. Alors f donne lieu & un foncteur DG F: A — B.
Définition 3.5.4. Soient F,G: C — D des foncteurs DG.

(1) Un morphisme de degré i de foncteurs DG n: F — G est un morphisme de degré i de foncteurs gradués.

(2) Soit n: FF — G un morphisme de degré i de foncteurs DG. Pour tout objet M € C il existe un
morphisme de degré i + 1 dp(na): F(M) — G(M) dans D. On définit la collection de morphismes
dp(n) == {dp(nm)}mec-

(3) Un morphisme strict de foncteurs DG est un morphisme de degré 0 de foncteurs gradués n: F — G tel
que dp (1) = 0.

Proposition 3.5.5. La collection de morphismes dp(n) est un morphisme de degré i + 1 de foncteurs DG
F—G.

Preuve. C’est une simple vérification. Soit ¢ € Homg (M, N)7, alors on a

(=17 - G(9)ed(nm) = d(G(cb)onM) d(G(¢)) o nar
= (=" -d(nn o F(¢)) —d(G ())onM
= (=1 - (d(nn) o F(¢) + (- )mvd( ())) d(G(9)) o nm
= (=17 - d(na) 0 F(¢) + (=1) VD" -y d(F(9)) = d(G(9)) o

=0

Donc, G(¢) o d(nar) = (—1)+17 . d(n,) o F(e).
O

Proposition 3.5.6. Soit F': C — D un DG foncteur. Alors F' induit des foncteurs linéaires Str(F'): Str(C) —
Str(D) et Ho(F'): Ho(C) — Ho(D).

Preuve. Comme F est un foncteur DG, il envoie les 0-cocycles dans Homg (M, N) vers des 0-cocycles dans
Homp (F(M), F(N)) .Idem pour 0-cobords.
O

Par abus de notation, et lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on écrira parfois F' au lieu de Str(F') ou
Ho(F).

Remarque. Soient A et C des catégories DG et supposons que A est petite. On définit DGFun(A, C) comme
étant I'ensemble des foncteurs DG F': A — C. Alors DGFun(A, C) est une catégorie DG. En effet,

K-linéarité : On voit facilement, que Hompgpun(a,c)(F, G) est muni d'une structure de IK-module puisque
C est K-linéaire. II suffit de poser pour a, 8 € Hompgrun(a,c)(F,G) et A € K, a+ X - 3= {aa + X Ba}aea.
De méme, la composition (verticale) Hompgrun(a,c)(G, H) X Hompgpun(a,c) (F, G) — Hompgrun(a,co) (F, H),
a, B — ax 8 est K-bilinéaire, puisque puisque C est KK-linéaire.
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DG : 1l est clair que Hompgrun(a,c)(F, G) se décompose en @),y Hompgrun(a,co) (F) G)? ol chaque
Hompgpun(a,c) (F, G)" est un K-module. On a également,

d: HomDGFun(A,C) (Fa G)l - HomDGFun(A,C) (F7 G)H_l

, d(n) = {dc(na)} aea. Cette formules nous permet de vérifier qu’on a bien un DG K-module. On a bien stir
que idp Hompgrun(a,c) (F; ) est un 0 cocycle. Finalement, Hompgrun(a,c) (G, H) ® Homparun(a,c) (F; G) —
Hompgrun(a,c) (Fy H), a ® B+ {aa @ Ba}aea est un homomorphisme strict de DG K-modules puisque C est
une DG catégorie.

3.6. Complexes dans les Catégories Abéliennes.
Dans cette section M est une catégorie abélienne IK-linéaire.
Un complexe d’objets de M, ou un complexe dans M, est un diagramme

—1
(3.6.1) T Ve i VLR TR VS TR VE BRI
d’objets et de morphismes dans M, tels que dif'odi = 0. La collection d’objets M = {M'};cz n’est
rien d’autre qu’un objet gradué de M. La collection de morphismes dy; = {dfv[}iez est appelée différentielle
ou opérateur de cobord. Ainsi un complexe est un couple (M,dy) composé d’un objet gradué M et d’une
différentielle dy; sur celui-ci. On écrit parfois d au lieu de dy; ou deI. A d’autres moments, nous laissons la
différentielle implicite et nous référons simplement au complexe comme M.

Soit N un autre complexe dans M. Un morphisme strict de complexes ¢: M — N est une collection ¢ =
{¢*}iez de morphismes ¢': M — N? dans M, telle que

(3.6.2) di op’ = ¢t o d; .

Notons qu’un morphisme strict ¢: M — N peut étre vu comme un diagramme commutatif

.dd .
C— MM

¢7‘l pitt
4

i

dans M. [’automorphisme identité idy; du complexe M est un morphisme strict.

Notons Cg, (M) la catégorie des complexes dans M, avec morphismes stricts. C’est une catégorie abélienne IK-
linéaire. En effet, la somme directe des complexes est la somme directe degré par degré, c’est-a-dire (M @& N)* =
M@ N*. Idem pour les noyaux et les conoyaux. Si N est une sous-catégorie abélienne pleine de M, alors Cgt, (N)
est une sous-catégorie abélienne pleine de Cgi,(M).

Un objet unique MY € M peut étre vu comme un complexe

M=(-=0-M —0—--)

ot MY est en degré 0; la différentielle de ce complexe est bien siir nulle. L’application M° — M est un foncteur
KK-linéaire pleinement fidele M — Cg, (M).

Soient M et N des complexes dans M. Il existe un K-module gradué Homp (M, N). C’est un DG K-module
avec la différentielle d donnée par

(3.6.3) d(¢) == dnop— (=1)" - pody
pour ¢ € Homy (M, N)®. _
Ainsi, un élément ¢ € Homy (M, N)* est une collection ¢ = {¢’};cz de morphismes ¢/ : M7 — NJT. Pour
i = 2, cela ressemble au diagramme :
e ——— MJ L} Mj+1 L> Mj+2 L) Mj+3 JRN
d’J ¢L+1
d Nj+>> Nj+2>§ Ni+3

Attention : puisque ¢ n’a pas besoin de commuter avec les différentielles, ce n’est en général pas un diagramme
commutatif'!
Pour un triplet de complexes My, M7, My et de degrés ig, i1 il existe des homomorphismes K-linéaires

HOmM(Ml,Mg)il ®HOH1M(M0,M1)iO — HOIHM(]\40,]\42)1-04_1.1
1 @ Po > ¢1 0 ¢o.

Lemme 3.6.4. L’homomorphisme de composition

Homy (M7, M) ® Homy (Mo, M1) — Homy (Mo, Mo)

NI

4> e

est un homomorphisme strict de DG K-modules.
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Preuve. 1l est clairement IK-linéaire et strict. Il faut donc démontrer qu’il commute avec les différentielles, i.e.
que le diagramme suivant commute

(HOI’HM(MhMQ) ®HomM(M0,M1))i e (HomM(MO,Mg))i

N ]

(HOIHM(MhMg) ®HOH1M(M0,M1))i+1 E— (HOIHM(Mo,Mg))i+1

Un calcul direct le montre. Soit f € Homy (M, Ma)* et g € Homy (Mg, My) =%, Alors

do(f@g) = d(f)©g+ (-1)Ff®d(g)
= d(f)og+ (—D*fod(g)
— d(fog).

Le lemme justifie la définition suivante.

Définition 3.6.5. Soit C(M) la catégorie DG K-linéaire dont les objets sont les complexes dans M, et dont les
DG K-modules des morphismes sont Homy (M, N).

Il est clair, que les morphismes stricts de complexes définis en dans cette section sont les mémes que ceux
définis précédemment. En d’autres termes, Str(C(M)) = Cg, (M).

Lorsque M = Mod A pour un anneau A, il n’y a pas de distinction entre les complexes et les modules DG.
La proposition suivante et la version DG d’une précédente.

Proposition 3.6.6. Soit A un anneau. Etant donné un compleze M € C(Mod A), on défini le DG A-module
F(M) = @,cp M, avec différentielle d := Y, , dy,. Alors le foncteur F: C(Mod A) — DGMod A est un
isomorphisme de catégories DG.

Preuve. On a déja vu se résultat dans le cas gradué. On vérifie facilement que la différentielle définie satisfait
les propriétés nécessaire, en se rappelant notamment que A est concentré en degré 0. De méme, I'application
F sur les morphismes Homg(c(Mod A))(M, N) a bien Hompgmoed 4(M, N) comme domaine d’arrivé, & nouveau
puisque A est concentré en degré 0, et c’est un homomorphisme strict de DG K-modules. Finalement, il est alors
facile de voir que F' constitue un isomorphisme de DG catégories, en construisant explicitement sont inverse par
exemple.

O

3.7. La Suite de Cohomologie Exacte Longue.

Comme dans la section précédente, IM est une catégorie abélienne K-linéaire. Nous donnons ici une preuve
de l'existence et de la fonctorialité de la suite de cohomologie exacte longue. Pour 'existence on utilisera le
théoreme de Freyd-Mitchell et pour la fonctorialité, pour rester dans ’esprit du livre on le fera avec les éléments
généralisés. Pour un traitement de cette partie avec uniquement des éléments généralisés voir 8| Section 3.7].

Considérons une suite exacte courte

(3.7.1) E=0—=L%M%N-0)
dans la catégorie abélienne Cg,(M). Cela signifie que ¢ et ¢ sont des morphismes dans Cg, (M), et & chaque
degré i on a une suite exacte courte _ _
0L &5 M N 0
dans M.

Théoréme 3.7.2 (Suite de Cohomologie Exacte Longue). Soit M une catégorie abélienne. Etant donné une
suite exacte courte

E=0—-L%M%N-0)
dans Cgtr (M), la suite
oo (L) 2D gy Y mi vy 2B git(L) S
dans M est exacte. Le morphisme 5}5: HZ(N) — Hi‘H(L) est appelé le i-eme morphisme de connexion de la
suite exacte courte E.

Preuve. C’est une application directe du Lemme du Serpent. En effet, considérons le diagramme commutatif
suivant

viL) 2% viory X9 yiy)y —— 0

[ Jas Jan

. it+1 . it1 .
0 Zerl(L) Z(9) ZlJrl(M) Z () Zerl(N)
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avec le lignes qui sont exactes. Alors en appliquant le lemme du serpent, on trouve notre suite exacte
. i . i . 5i . i1 . i1 .
Hz (L) H' () Hz (M) H* () Hl (N) E Hz+1 (L) H () H1+1 (M) H (%) Hz—i—l(N) .

Ainsi, on le fait pour chaque ¢ et on a le résultat.

Proposition 3.7.3. Soit x: E — E’' un morphisme de suites exactes courtes dans Cg(M). A savoir X =
(xL, XM, XxnN) dans le diagramme commutatif suivant avec lignes exactes

0 L—2 M"Y N 0
lxz, lxM lXN
0 AN Y /NG N/ 0

dans Cgir(M). Alors, pour tout i, le diagramme
HY(N) — 2 HitL(L)
lH%xm lHi“(xm
Hi(N/) T) Hi+1(L/)
E/

est commutatif.

Preuve. Pour faciliter les notations, on note Yx = H'(xn).

Soit 2 € T(U,H (N)) pour un U € M. Alors on a un triplet de connexion sur V. — U, n € T'(V,Z*(N)),
m € T(V,M")) et | € T(V,Z"t (L)) tels que nx(n) = n, ¥(m) = n, ¢(1) = d(m), (1) = dv(n) = 5% (n) et
XL(0%(n)) = XL(ro (1)) = 7o (x2.(1)-

On considere le triplet (xn(n), xar(m), x5 (1)) alors mn(xn(n)) = X5 (72), ¥’ (xar(m)) = XN(w(m)) =xn(n)
et dixm(m)) = xm(p(l)) = ¢(xr(l)). Ainsi, c’est un triplet de connexion de Xy (7). Donc 0% (XN (7)) =
7 (xL(1) ie. 6% (X (7)) = Xz (0% (7)) comme on voulait montrer.

(]

3.8. La DG Catégorie C(A,M).

Nous combinons maintenant le matériel des sections précédentes. Rappelons que étant donné une catégorie
abélienne M, la catégorie des complexes C(M) est une catégorie DG. Pour un complexe M € C(M) on a ’anneau
DG Endy(M). La multiplication dans cet anneau est la composition.

Définition 3.8.1. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau DG. Un DG A-module dans M est un
objet M € C(M), ainsi qu'un homomorphisme d’anneaux DG f: A — Endy (M).

Si M est un A-module DG dans M, alors, apres oubli des différentielles, M devient un A-module gradué dans
M.

Définition 3.8.2. Soit M une catégorie abélienne, soit A un anneau DG et soient M, N des A-modules DG
dans M. On a déja introduit le I{-module gradué Homy y(M, N). Celui-ci est transformé en un K-module DG
avec différentielle

d(¢) ==dyogp — (—1) - pody
pour ¢ € Hom 4 (M, N)*.
Comme nous 'avons vu précédemment, étant donné des morphismes
o1, € Homa i (My, Miyq)™

pour k € {0,1}, on a o
$1 0 ¢po € Homg v (Mo, My)ot™,
et
d(¢1 0 ¢o) = d(¢1) © do + (—1)" - ¢ o d(gho).

Aussi I'automorphisme identité idy, appartient & Hom 4 n (Mo, M), et d(idps) = 0.

Définition 3.8.3. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau DG. La catégorie DG des A-modules
DG dans M est notée C(A,M). Les DG K-modules des morphismes sont

HomC(A’M)(M, N) :=Homy m(M, N).
La composition est celle dans C(M).
Remarquons que 'oubli de I'action de A est un DG foncteur fidele C(A, M) — C(M).
Exemple 3.8.4. Si A =K, alors C(4,M) = C(M); et si M = Mod K, alors C(4,M) = C(A) = DGMod A.
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Définition 3.8.5. Soit M une catégorie abélienne, et soit A un anneau DG.
(1) La catégorie stricte de C(A, M) est notée Cg, (A4, M).
(2) La catégorie d’homotopique de C(A, M) est notée K(A, M).

Autrement dit : un morphisme ¢: M — N dans C(A, M) est strict si et seulement s’il est de degré 0 et
¢ odp = dy o¢. Les morphismes dans K(A, M) sont les classes d’homotopie des morphismes stricts.

Un foncteur additif F': M — N entre catégories abéliennes est dit fidélement ezxact si pour toute suite £ dans
Cstr (A, M), la suite F est exacte si et seulement si la suite F'(F) dans N est exacte.

Proposition 3.8.6. La catégorie Cgy, (A, M) est une catégorie abélienne IK-linéaire, et les foncteurs d’oubli

Corr(A, M) 55 Cote M) 2% G (M)

sont fidélement exacts.

Preuve. Remarquons déja que ces foncteurs sont clairement fideles. Si des morphismes sont différents apres
avoir oublier les structures respectives, alors ils étaient clairement différents dans la catégorie de départ. De
méme, ils sont clairement exacts.

11 suffit de montrer que M — N — L exacte si et seulement si F'(M) — F(N) — F(L) exacte. On va le faire
pour F', en remarquant que la seule propriété qu’on utilisera sera sa fidélité, et donc la méme preuve s’applique
a Und.

Supposons que F(M) £, F(N)

Imf —— Kerg .
Considérons le diagramme suivant

LCIN F(L). Alors F(g) o F(f) = 0 donc pas fidélité g o f = 0, donc

M ! N g L
‘% X ,
Coker f Keryg
il induit le diagramme commutatif
F(M) ~ F(N) = F(L)
F(p) F(3)
A/ x
F(Coker f) L A Coker F(f) Ker F(g) ¢----5----- F(Kerg)

ot les fleches en pointillés découlent des propriétés universelles. Puisque Ker F(g) = Im F(f) = Ker Coker F(f)
onagqoj=0.Ainsi, F(p)o F(i) = fogojoa =0 et par fidélité p oi = 0. Finalement, on a le diagramme
commutatif

Kerg : N —2% Coker f
<

ou a nouveau, les fleches en pointillés découlent des propriétés universelles. On en déduit que Kerg = Im f
comme souhaité.
O

Comme précédemment, étant donné un module DG M € C(A, M) et un entier 7, on peut considérer les objets
de degré i, cocycles Z' (M), décocycles Y'(M), cobords B*(M) et la cohomologie H*(M). Ce sont tous des objets
de M. Lorsque M varie on obtient des foncteurs linéaires

(3.8.7) Z,Y,B,H: Gy (A, M) = Geir(M).

Ces objets sont liés par les suites exactes suivantes dans M :

(3.8.8) 0 = ZH(M) — M By i+t

o }
(3.8.9) M D Yiim) s o,
(3.8.10) 0 — BY(M) — Z'(M) — H (M) — 0,
(3.8.11) 0— H (M) = Y (M) — B(M) = 0.

Proposition 3.8.12. Le foncteur Z est exact a gauche, et le foncteur Y dans est exact a droite.
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Preuve. 11 suffit de considérer chaque degré séparément, on peut également ignorer le DG anneau A, car
oublier son action est fidélement exact. Soit F*: Ggtr (M) — M le foncteur qui envoie un module gradué M a sa
composante de degré i, M?. C’est un foncteur exact.
Maintenant, d’aprés les formules précédentes, on a que Z° est le noyau du morphisme de foncteurs d*: Fi —
Fi+!. Donc par la Proposition (2-5.15)), on obtient que Z' est exact & gauche.
Analogue pour Y*.
a

Proposition 3.8.13. Soit { M, }.cx une collection d’objets de C(A, M), indexée par un ensemble X . Supposons
que pour tout i € Z la somme directe M* = Doex M} existe dans M. Alors lobjet gradué M = {M®};cz €
G (M) a une structure canonique de DG A-module dans M, et M est une somme directe de la collection { My }pex
dans Cgi, (A, M).

. A . . . ; DPocx du
Preuve. On voit que M peut étre muni d'un structure canonique de complexe sur M via @,y M, =

@JL‘EX Mal;+1'

Maintenant pour ce qui de l'action de A. On dispose d’homomorphisme de DG anneaux p,: A — End(M,)
pour tout « € X. On va définir notre homomorphisme de DG anneaux p: A — End(M) degré par degré. Soit
i € 7, on observe qu’on a une morphisme canonique

[ Hom(A, M) — Hom(EP MJ, @5 M;™).
zeX reX yeX

induit par les inclusions M7 — D,ex M7, Cela donne un morphisme de DG anneaux canonique

D I] [ Hom(M, M) — @ [] Hom(M7, M) =: End(M).

I€Z 2€X jEZL i€Z jEZ.
Donc finalement, on pose pour i € Z, a € A
p'(a) = (p4(a))zex € End(M)’

comme souhaité.
La vérification du fait que c’est bien une somme directe est simple.
O

Remarque. Puisque M(KK) a des sommes directes infinies, la proposition ci-dessus montre que Cg,(A) a des
sommes directes infinies.

Proposition 3.8.14. Etant donné un anneau DG A, soit A® Uanneau gradué obtenu en oubliant la différentielle.
Considérons le foncteur d’oubli Und: C(A, M) — C(A% M) qui oublie les différentielles des DG modules, c’est-
a-dire Und(M,dps) == M.

(1) Und est un foncteur gradué pleinement fidéle.
(2) Sur les catégories strictes, Str(Und): Cgir(A, M) = Gy (A, M) est un foncteur additif fidélement exact.

Preuve. Vérifications claires. On indique seulement que Und est plein du fait que les morphismes ne commutent
pas nécessairement avec les différentielles.
a

Un objet gradué M = {M'};cz dans M est dit majoré si 'ensemble {i | M* # 0} est borné au-dessus. De
méme, nous définissons les objets minorés et les objets bornés.

Définition 3.8.15. Nous définissons C~(A, M), C* (4, M) et CP(A4, M) comme étant les sous-catégories pleines
de C(A, M) consistant en les DG modules bornés au-dessus, bornés en dessous et bornés respectivement.

Les symboles “=7, “4+” et “b” et ”(vide)” (le symbole vide) sont appelés indicateurs de délimitation. Nous
utiliserons généralement le symbole “x” pour désigner un indicateur de délimitation non spécifié.

Remarque. Au lieu d’un anneau DG A on peut prendre une petite catégorie DG IK-linéaire A. On définit alors
la catégorie DG K-linéaire C(A, M) := DGFun(A, C(M)). C’est une généralisation C(A, M) : quand A admet
un seul objet z, et qu’on écrit A := Enda (z), alors le foncteur F' +— F(x) est un isomorphisme de DG catégories
C(A, M) = C(A,M).

3.9. DG Foncteurs Contravariants.
Dans cette section, nous abordons, de maniere systématique, la question des fleches inversées dans les
catégories DG. Comme toujours, on travaille sur un anneau de base commutatif K.
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Définition 3.9.1. Soit C et D des DG catégories. Un foncteur DG contravariant F': C — D consiste en une
fonction F': Ob(C) — Ob(D), et pour chaque paire d’objets My, M7 € Ob(C) un homomorphisme
F: Home¢ (Mo, M1) — Home (F (M), F(My))
dans Cg;(K). Les conditions sont :
(1) Unités : F(idy = idF(M)).

(2) Composition inversée graduée : supposons que pour k € {0,1} on dispose des morphismes ¢ €

Home (M, My11))™. Alors il y a égalité
F(1 0 do) = (1) - F(g) 0 F(¢1)
dans Homcg (F(My), F(Mg))ioti,
Attention : un foncteur DG contravariant n’est pas un foncteur contravariant apres I'oubli de la gradation.

Définition 3.9.2. Soit C une catégorie DG. La DG catégorie de opposée C°P a le méme ensemble d’objets. Les
DG IK-modules des morphismes sont

Homcor (Mg, M7) := Home (M, My).
La composition o°P de C°P est celle de C inversée et multipliée par des signes :
$o 0% d1 = (=1)"" - 1 0 g
pour des morphismes ¢ € Homc(My, Myi1))*.
Des vérifications immédiates nous donnent la proposition suivante

Proposition 3.9.3. Soit C, D et E des DG catégories.
(1) Les opérations Op: C — C°P et Op: C°? — C sont des DG foncteurs contravariants.
(2) Si F: C — D est un DG foncteur contravariant, alors la composition F o Op: C°P — D est un DG
foncteur, et vice versa.

(8) Si F: C— D et G: D — E sont des DG foncteurs contravariants, alors la composition Go F: C — E
est un DG foncteur.

Les définitions précédentes ont du sens pour les catégories graduées, en oubliant les différentielles. Ainsi pour
des catégories graduées C et D on peut parler de foncteurs gradués contravariants C — D, et de la catégorie
graduée C°P.

Soient M et N des catégories abéliennes, et soit F': M — N un foncteur linéaire contravariant. Pour un objet
gradué M = {M?},cz € G(M) définissons I'objet gradué

(3.9.4) G(F)(M) = {N'};cz € G(N), N':= F(M~%) € N.
Considérons ensuite une paire d’objets My, M; € G(M) et un morphisme de degré i, ¢: My — M; dans
G(M). Ainsi
¢ = {¢’}jez € Homg ) (Mo, M),
ot ¢/ € Homy (M7, M]™). Soient Ny, := G(F)(Mj,) pour k € {0,1}. Pour j € Z, on définit

(3.9.5) W= (=1)"7 . F(¢™77%) € Homy (NJ, N7 1.
En les rassemblant on obtient un morphisme
(3.9.6) G(F)(¢) = {¢"}jez € Homg ) (No, N1)".

Lemme 3.9.7. Les formules (3.9.4) et (3.9.6) produisent un foncteur gradué G(F): G(M) — G(N).

Preuve. [8, Lemma 3.9.8].
(]

Considérons maintenant un complexe (M,dy) € C(M). Celui-ci est composé d'un objet gradué M =
{M?}icz € G(M) et d'une différentielle dp; = {d}; }iex. On peut voir dp; comme un élément de Endg (M)*.
Nous spécifions une différentielle dg(p)(ar) sur 'objet gradué G(F)(M) € G(N) comme suit :

(3.9.8) de(ryan) = —G(F)(du) € Endgn(G(F)(M))*.
Plus précocement, la composante
deryn = GF)(M)' = F(M™") = F(M™""1) = G(F)(M)"™
de de(ry(ary est donnée par
(399) dZC(F)(M) — (_l)i-‘rl . F(d;/[l—l) F(M—z) N F(M_i_l).

On a déja introduit la sous-catégorie C*(N) C C(N) pour une condition de délimitation donnée. Chaque

condition de délimitation a une condition de délimitation inversée —x évidente.
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Théoréme 3.9.10. Soient M et N des catégories abéliennes, et soit F': M — N un foncteur linéaire contrava-
riant. Les formules (3.9.4)), (3.9.6) et (3.9.9) donnent un DG foncteur contravariant

C(F): C(M) — C(N).
Pour chaque condition de délimitation x on a C(F)(C*(M) C C~*(M), ou — est la condition de délimitation
inversée.

Remarque. Soit M = N := Mod K, et on considére le foncteur additif contravariant F' := Homg(—,K) de
M vers lui-méme. Soit M € C(M); on peut voir M comme un complexe de K-modules ou comme un DG
K-module. Alors, par une simple vérification on voit C(F)(M) = Homg (M, K) dans Cg, (K).

Définition 3.9.11. Soit A un anneau DG et soit M une catégorie abélienne. La catégorie inversée de C(A, M)
est la DG catégorie C(A, M)fiP: C(A°P, M°P).
Théoréme 3.9.12. Soit A un anneau DG et soit M une catégorie abélienne. Alors :

(1) Il existe un isomorphisme canonique des DG catégories

Flip: C(A,M)°P = C(A°P, M°P) = C(4, M)
(2) Pour tout condition de délimitation x on a
Flip(C*(A,M)°P) = C™*(A°P,M°P).
(8) L’isomorphisme induit sur les catégories strictes
Str(Flip): Cer(A, M)°P =5 Cyyr (AP, MP)
est un foncteur exact, pour les structures de catégories abéliennes respectives.

(4) Pour tout entier i, le foncteur Str(Flip) fait le diagramme

op SL:hI;) Cstr(AOp7 MOP)

MeP

commutatif, a un isomorphisme de foncteurs linéaires pres.

Cstr(A7 M)

Preuve. [8, Theorem 3.9.16].
O

Remarque. Le théoréme permet de remplacer un foncteur DG contravariant F': C(A, M) — D par un foncteur
DG usuel, covariant F o Flip~*: C(A°P M°P) — D. Ce remplacement va étre tres utile lors de la discussion de
propriétés formelles, telles que I'existence de foncteurs dérivés.



4. TRANSLATIONS ET TRIANGLES STANDARDS

Comme précédemment, nous fixons une catégorie abélienne IKK-linéaire M et un DG anneau A. Dans ce chapitre
nous étudions le foncteur de translation et le cone standard d’un morphisme strict, le tout dans le contexte de
la DG catégorie C(A,M). Nous étudions ensuite les propriétés des DG foncteurs F': C(A,M) — C(B,N) entre
ces catégories DG.

4.1. Le Foncteur de Translation.
Ici et plus tard, le mot opérateur est utilisé comme synonyme de “morphisme dans une catégorie linéaire”.

Définition 4.1.1. Soit M = {M*};cz un objet gradué dans M. La translation de M est 1'objet
T(M) = {T(M)*}icz € G(M), ot T(M)" = M+,
Définition 4.1.2 (L’opérateur petit t). Soit M = {M*};c7z un objet gradué dans M. On définit
ty: M — T(M)

comme le morphisme de degré —1 des objets gradués de M, qui pour tout degré i est le morphisme d’identité
tar [ae = 1idppi s M% s T(M)*! de Pobjet M* dans M.

On note que le morphisme tpr: M — T(M) est un isomorphisme de degré —1 dans la catégorie graduée
G(M).

Définition 4.1.3. Pour M € G(M) on définit le morphisme t3;: T(M) — M dans G(M) comme étant U'inverse
de tps. Bien sir, le morphisme tIT/Il est de degré +1.

Définition 4.1.4. Soit M = {M'},cz un DG A-module dans M. La translation de M est 'objet
T(M) € C(A,M)
défini comme suit.
(1) En tant qu’object gradué de M, il est tel que spécifié dans la Définition .
(2) La différentielle d(as) est défini par la formule
drary = —tamody oty .
(3) Soit far: A — Endy (M) 'homomorphisme de DG anneau qui détermine 'action de A sur M. Alors
Jrony: A — Endy(T(M))
est défini par
Fran(a) = (=1)7 - tar ofar(a) o ty}
pour a € AJ.

Ainsi, la différentielle dp(p) = {diT( M) Jiez rend le diagramme suivant commutatif pour tout ¢ :

. d’iI‘(IW)
—

T(M)i T(M)H-l
tar tm
.
Merl M Mz+2

Et la structure de A-module & gauche rend le diagramme suivant commutatif pour tout i et tout a € A7 :

. fT(M)(a) T(M)H_j

t MW Tﬁ M

Mt (=1)-fam(a) i1+

Proposition 4.1.5. Les morphismes ty; et t];} sont des cocycles
Preuve. 1l suffit de le voir pour t;;. Comme il est de degré —1, on a

d(tm) = dranyotm +tayody
= (—tyodaroty)otar +taroda
= 0.
40
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Définition 4.1.6. Etant donné un morphisme ¢ € Hom4 (M, N)® on définit le morphisme
T(¢) € Homa n(T(M), T(N))’

par ‘

T(¢) = (=1)' -ty op oty .

Plus précisément, ¢ = {¢7} ez, alors T(¢)? = (—1)" -ty o¢/t1 ot} On a le diagramme commutatif suivant

T(M)i _Tey T(N)/+
(417) tMT ItM
(-1t

JVERR y NIFLH
Théoréme 4.1.8. Soit M une catégorie abélienne et soit A un DG anneau.
(1) Les formules M — T(M) et ¢ — T(¢) définissent un DG foncteur T: C(A,M) — C(A4,M).

(2) La collection t = {tM}Mec(A,M) est un isomorphisme de degré —1 t: Id — T de DG foncteurs de
C(A,M) vers elle-méme.

Preuve. (1) : Soient ¢1: Mo — My et ¢o: My — My de degrés respectifs i1 et ip. Alors

T(¢20¢1) = (=1)"F2 -ty 0(dg0 1) 0ty
(—1)"7%2 - tag, 0y 0 (63 0tar, ) © 1 0ty
T(¢2) o T(¢1).
On a clairement, T(idys) = idy et T(A- ¢+ ) = X - T(¢) + T(¥), pour A € K et ¢, psi € Homy (Mo, M)*.
Donc T est un foncteur K-linéaire gradué.

On sait que dot = —tod et dot™! = —t~!od. Ceci implique que pour tout morphisme ¢ dans C(A, M),
on a T(d(¢)) = d(T(¢)). Donc T est un foncteur DG.

(2) : Soit ¢ € Homa (Mo, M1)t. On doit montrer que tys, o = (—1)% - T(¢) o tas, en tant qu’éléments de
Hom 4 (Mo, T(My))**1. Or, on a par définition

T(¢) 0 tary = ((—1)" - tar, 0p oty ) o tag, = (—1)" - tar, 06

O
Définition 4.1.9. On appelle T le foncteur de translation de la DG catégorie C(A, M).
Une conséquence directe du théoreme précédant est
Corollaire 4.1.10.
(1) Le foncteur T est un automorphisme de la DG catégorie C(A, M).
(2) Pour tout k,1 € Z on a Uégalité de foncteurs TF o T! = TF,
Proposition 4.1.11. Soit M € C(A,M).
(1) On a légalité trpry = —T(dar) de morphismes de degré —1, T(M) — T?(M) dans C(A, M).
(2) On a légalité tp—(pnpy = —T Y (dy) de morphismes de degré —1, T-'(M) — T(T"Y(M)) = M =
T HT(M)) dans C(A,M).
Preuve. On voit que (2) découle de (1), et (1) est un simple calcul,
T(ta) = —tran ota oty = —tran -
Proposition 4.1.12. Soit M € C(A,M) et i € Z. On a l’égalité dri(ppy = T (dy) dans
Hom 4 i (T* (M), T"(M))*.
Preuve. On fait des récurrences. 8, Proposition 4.1.12]
O

4.2. Le Triangle Standard d’un Morphisme Strict.

Définition 4.2.1. Soit ¢: M — N un morphisme strict dans C(A4,M). Le cdne standard de ¢ est l'objet
Cone(¢) € C(A,M) défini comme suit. En tant que A-module gradué dans M, on pose

Cone(¢) .= N & T(M).

La différentielle dgope @ si on exprime le module gradué sous forme de colonne
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alors dgone est la multiplication a gauche par la matrice

dN (]5 o t1:|
d one ‘— M
¢ [ 0 drowy

de morphismes de A-modules de degré 1 dans M. ‘ A ‘
En d’autre termes, dg,,.: Cone(¢)? — Cone(¢)* ! est dg,, = dly + dipan +¢i oty
On note

(4.2.2) es: N> NOT(M) et py: N T(M) — T(M),

I'inclusion et la projection respectivement. En terme de matrices en on

ey = [I%N} et pp = [0 idrean] -
Le cone standard de ¢ se trouve dans la séquence exacte
0 — N =% Cone(¢) 2% T(M) — 0
dans la catégorie abélienne Cg, (A, M).
Définition 4.2.3. Soit ¢: M — N un morphisme dans Cg, (A, M). La suite
M5 N Cone(¢) 22 T(M)
dans Cg (A, M) est appelé le triangle standard associé a ¢.
Un simple vérification nous donne que la construction du cone est fonctorielle, au sens suivant.

Proposition 4.2.4. Soit

MQ&N@

b
M1 L) N1
un diagramme commutatif dans Cg (A, M). Alors

(4.2.5) (x, T(¥)): Cone(pg) — Cone(¢r)

est in morphisme dans Cg, (A, M), et le diagramme suivant dans Cg (A, M) commute

) €o0

M, No Cone(go) —22— T(M)

[w [X J(X,T(w)) JTWJ)

My —2 5 Ny —5 5 Cone(¢r) —2— T(M,)

4.3. La Jauge d’un Foncteur Gradué.

Définition 4.3.1. Soit F': C(A,M) — C(B,N) un foncteur gradué. Pour tout objet M € C(A, M) on pose
e = dp(ry —F(dar) € Homp (F(M), F(M))".

La collection de morphismes vr = {yr,um }mec(a,m) est appelé la jauge de F.

Théoreme 4.3.2. Soit F': C(A,M) — C(B,N) un foncteur gradué. Les deuz assertions suivantes sont équi-
valentes.
(1) F est un DG foncteur.

(2) La jauge yr est un morphisme de degré 1 de foncteurs yg: F — F.

Preuve. Rappelons que F' est un DG foncteur si et seulement si

(Fodam)(¢) = (dp,NoF)(9)

pour tout ¢ € Hom 4 v (Mo, M;)%, et que yr est morphisme de degré 1 de foncteurs si et seulement si

Vry © F(9) = (—1)i “F (@) o vF,m,
pour tout ¢ € Hom 4 ni(Mo, Mi)*.
On calcule que 4
F(dam(9)) = F(dar,) o F(¢) — (=1)" - F(¢) o F(da,)
et
dpN(F(9)) = dpn) oF (¢) = (=1)" - F(¢) o dp(as,) -
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Ainsi, on obtient

(Fodam—dpnoF)(¢) = (F(da,)—dpan)) o F(¢) = (=1)" - F(¢) o (F(dar,) — dr(ay))
= —yr 0 F(¢) + (=1)" - F(®) o VF,u,-

On en déduit le résultat.
O

4.4. L’Isomorphisme de Translation d’un DG Foncteur.

On considere ici des catégories abéliennes M et N, et des DG anneaux A et B. Le foncteur de translation
de la DG catégorie C(A,M) sera noté T4 . Pour un objet M € C(A,M), on a le petit opérateur t, tp; €
Hom g v(M, Tanm(M))~t. Clest un isomorphisme dans la catégorie C(A, M), et de méme pour la catégorie
C(B,N).

Définition 4.4.1. Soit F': C(A,M) — C(B,N) un DG foncteur. Pour un objet M € C(A, M), soit
mem: F(Tam(M)) — T (F(M))

I'isomorphisme de degré 0
TEM = tpr oF (tar) ™

dans C(B,N), appelé isomorphisme de translation du foncteur F en M.

L’isomorphisme 77 5 se trouve dans le diagramme commutatif d’isomorphismes dans la catégorie C(B,N)

suivant
TF,M

F(TAM *>TBN F(M))

F(tIVI)T %
F(M

Proposition 4.4.2. 7p s est un isomorphisme dans Cg (B, N).

Preuve. Il est clair que 7g 3 est un isomorphisme dans C(B,N). Donc il reste a voir qu’il est un morphisme
strict. Or on sait que tps est un cocycle, donc F(tar) aussi. De méme, tp(pr) est un cocycle, d’ott 7ryr =
tr(ary oF (tar) ™" est un cocycle.

O

Proposition 4.4.3. Soit F': C(A,M) — C(B,N) un DG foncteur. Alors la collection

TF = {TF,M } Mec(AM)
est un isomorphisme
T FoTayn — TpnoF
de foncteurs Cgy (A, M) — Cg (B, N).
La phrase résumant ce théoreme est “Un DG foncteur commute avec les translations”.
Preuve. D’apres ce qui précede, le seul point qu’il reste & montrer est que 7 est une transformation naturelle.
Soit ¢: My — My un morphisme dans Cg, (A, M). On doit démontrer que le diagramme

TF, Mg

(FoTam) (M) (Tp,NoF) (M)

(FOTA,M)(¢)J( J{(TB.N oF)(¢)

(FOTA7M)(M1) B —— (TB,N OF)(M(])

TF, M,
dans Cg, (B, N). Ceci sera vrai si le diagramme suivant

F(tmg) tr(Mg)

(FoTanm)(Mo) My (TpNoF)(Mo)
(FOTA,M)(@J J(TB,N oF)(¢)
(FOTA7M)(M1) F(tMl) M1 tF(Ml) (TB,N OF)(M())

dans C(B,N) est commutatif. Mais cette commutativité découle du fait que les opérateurs petit t sont des
isomorphismes de DG foncteurs.
O

Un calcul direct nous donne le résultat suivant

Proposition 4.4.4. Pour tout entier k, l'isomorphisme de translation du DG foncteur T est e = (—=1)F -
idpr+1, ot idper est Uautomorphisme identité du foncteur Tk+L,
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4.5. Triangles Standards et DG Foncteurs.

Soit F': C(A,M) — C(B,N) un DG foncteur. Etant donné ¢: My — M; un morphisme dans Cg, (4, M), on a
un morphisme F(¢): F(My) — F(M;) dans Cg, (B, N), ainsi que des objets F(Cone4 v(¢)) et Coneg n(F(¢))
dans C(B,N). Apres oubli de la différentielle, on a
(4.5.1) COIIeAJ\/[((ﬁ) =M, & TA,M(M())
dans Gg (A, M). Puisque F' est un foncteur linéaire, il commute avec les somme directes finies, donc
(4.5.2) F(Conegnm(¢)) = F(Mp) ® F(Tam(M))
dans Ggt, (A, M). Par définition, on a un isomorphisme canonique,

(4.5.3) Conep N (F(¢)) = F(M:) @ Tpn(F(Mo))

dans Gy, (A4, M). Attention, ces isomorphismes peuvent ne pas commuter avec les différentielles. Les diffé-
rentielles sur a droite sont des matrices diagonales, mais & cotés gauches, ce sont des matrices triangulaires
supérieures.

Lemme 4.5.4. Soient F,G: G(A,M) — G(B,N) des foncteurs gradués, et soit n: F' — G un morphisme de
foncteurs de degré j. On suppose que M = My @® My dans Ggi (A, M), avec les inclusion e;: M; — M et les
projections p;: M — M;. Alors

v = (G(eo), G(e1)) o (Nary, My ) © (F(po), F(p1)),
en tant que morphismes de degré j de F(M) — G(M) dans G(B,N)

En d’autres termes, le lemme dit que le diagramme suivant est commutatif dans G(B,N)

F(M)(F(pO)’F(pl))}?(MO) P F(M]_)

’r]MJ J(UMOJHVH) :

M)<G<eo>,c<e1>>G(MO) ©G(M)

Preuve. On regarde les diagrammes commutatifs suivant pour ¢ € {0,1}

F(pi) F(ei)

(M) F(M;) F(M)

| kR

G(M) G(p:) G(M:) G(eq) G(M)

Alors,

Z G(ei) onm, o F(pi) = Z ny © Fei) o F(pi) = o Z Fl(ei) o F(pi) | =nm
1€{0,1} 1€{0,1} i€{0,1}

=idp ()

O

Théoréme 4.5.5. Soit F: C(A,M) — C(B,N) un DG foncteur, et ¢: My — My un morphisme dans
Cstr (A, M). On défini lisomorphisme
cone(F, ¢): F(Conean(¢)) = Conepn(F(¢))
dans Gy (A, M) comme étant
COHG(F, ¢) (idF(Ml),TF,Mo)~
Alors

(1) L’isomorphisme cone(F,¢) commute avec les différentielles, donc ¢’est un isomorphisme de Cgr (A, M).
(2) Le diagramme

F(My) —29 s povy) —290, F(Conean()) —2s F(T 4.01(Mo))

idJ idJ conc(F,qb)J TF, MOJ

F(Mo) o F(My) —55— Conep n(F () —5r5~ Te.n(F(Mo))

dans Cg, (B, N) est commutatif.
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La phrase résumant ce théoréme est “Un foncteur DG envoie des triangles standard vers des triangles stan-
dards”.

Preuve. [8, Theorem 4.5.5]

Une conséquence immédiate de ce théoreme est la suivante.

Corollaire 4.5.6. Sous les conditions du théoréme précédant, le diagramme,

F(¢) F(eq)

F(My) ——— F(M) F(Cone(9)) TN (F(Mo))

idJ{ idJ{ cone(F,qﬁ)J{ idJ{

F(Mp) T F(M,) —77— ConepN(F(9) —5r~ T (F(Mo))

est un isomorphisme de triangles dans Cg (B, N)

TF, Moo F(pg),
e

4.6. Exemples de DG Foncteurs.

Exemple 4.6.1. Ici A = B = K, donc C(4A,M) = C(M) et C(B,N) = C(N). Soit F': M — N un foncteur
K-linéaire. 1l se prolonge en un foncteur C(F): C(M) — C(N) comme suit : sur les objets, un complexe
M = ({M"}iez, {dy }iez) € C(M)
va au complexe _ ‘
C(F)(M) = ({F(M")}iez, {F(d)y)}iez) € C(N).
Un morphisme ¢ = ({¢*}icz va au morphisme C(F)(M) = ({F(¢")}icz dans C(N). On peut montrer que
C(F) est un foncteur gradué.
Etant donné un complexe M € C(M), soit N := C(F)(M) € C(N). Alors la translation de N est Tn(N) =
C(F)(Tm(M)); et le petit opérateur t de N est ty = C(F)(tar). Donc Iisomorphe de translation
To(ry: C(F) o Ty = Ty oC(F)
de foncteurs Cg, (M) — Cgir(N) est Pautomorphisme identité de ce foncteur.
Soit ¢: My — M; un morphisme dans Cg, (M), dont I'image par C(F') est le morphisme 1: Ny — N; dans
Cst:(N). Alors
Cone(t)) = N1 & Tn(No) = C(F)(Cone(¢))
en tant qu’objets gradués de N, avec différentielle
dy, ¥ ot‘l} [dM ¢ ot‘l}
deone(w) = | No| = C(F)(| "M Mo | ) = C(F)(dcone(s))-
Cone(7)) |: 0 dT(No) ( )( 0 dT(MO) ) ( )( Co e(d)))
On voit que 'isomorphisme de cone cone(F, ¢) est automorphisme identité du DG module Cone(t)). La jauge

Ye(r) du foncteur gradué C(F) est nulle, donc c’est un DG foncteur.

Exemple 4.6.2. Soient A et B des DG anneaux, et fixons N € DGMod B ® A°° = C(B ® A°P). En d’autres
termes, N est un DG B-A-bimodule. Pour tout M € C(A) on a un DG K-module F(M) := N ®4 M. La
différentielle de F'(M) est
(4.6.3) dF(Jw) =dy®idy +idy ®dyy .
Mais F(M) admet une structure de DG B-module : pour tout b € B, n € N et m € M, 'action est b- (n®@m) =
(b-n) ® m. Clairement
F: C(A) =DGMod A — C(B) = DGMod B
est un foncteur linéaire. On va montrer que ¢’est en fait un foncteur DG.
Soient My, My € C(A), on consideére ’homomorphisme K-linéaire
F: Homa (Mo, My) — Homp(N ®4 My, N ®4 M).
Soit ¢ € Hom (Mo, M;)!. Alors, F(¢) € Homp (N®a Mo, N®4 M), est le morphisme que au tenseur homogene
n®M € (N ®a My)*+7, avec n € N¥ et m € Mj, a comme valeur

F(¢)(n@m) = (-1)""-n® ¢(m) € (N @4 My)*7*".

En d’autres termes, F'(¢) = idy ®¢. On voit que ’homomorphisme F(¢) est de degré i. Donc F' est un foncteur
gradué.

Calculons la jauge de F'. On a d’apres ce qui précede, yp ar = dy ®idas , qui est souvent un endomorphisme
non nul de F(M). Prenons un morphisme de degré i, ¢: My — M; dans C(A). Alors

Y, 0 F(¢) = (dy ®idpy, ) o (idy @¢) = dy ®¢ = (—1)" - (idy ®¢) o (dy ®idag,) = (=1)" - F(¢) © Y-

Donc la jauge de F' est un morphisme de degré 1, et donc F' est un DG foncteur.
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Enfin, déterminons quel est I'isomorphisme de translation 7p. Soit M € C(A). Alors tpar: F(Ta(M)) —
Tp(F(M)) est un isomorphisme dans Csu(B). On a Tear = tpa oF (tar) ™! . Soit n € N¥ et m € MIT!, de
sorte que n ® ty(m) € (N ®4 Ta(M)))k+ = F(TA(M))*+7, un élément de degré k + j de F(T(M)). Mais

n®tu(m) = (1) - (idy ®tar)(n@m) = (1) - F(tar)(n @ m).
Donc 4
Trm(n®@tar(m)) = (—=1)F - tpan(n@m) € Tp(F(M)) .
Remarquons que lorsque N est concentré en degré 0, on se retrouve dans la situation de ’exemple précédant,
ou il n’y a pas de signe, et 7p s est automorphisme identité.

Exemple 4.6.4. Soient A et B des DG anneaux, et fixons N € DGMod A ® B°® = C(A ® B°P). Pour tout
M € C(A) on définit F(M) := Homa (N, M). C’est un DG B-module : pour tout b € B? et ¢ € Homa(N, M)7,
I’homomorphisme b - ¢ € Hom (N, M)t vaut (b- ¢)(n) == (=1)"U+E) . ¢(n - b) € M*HI+F en n € N*. Comme
dans ’exemple précédent,

F: C(A) =DGMod A — C(B) = DGMod B
est un foncteur linéaire.

La valeur de la jauge en M € C(A) est vp = Hom(dy,idas). A savoir pour ¢ € F(M)? on a ypp(¢) =
(—=1)7 -4 ody . On peut vérifier que vr est un morphisme de degré 1 de foncteurs gradués. Ainsi, F' est un
foncteur DG.

La formules pour 'isomorphisme de translation 77 est comme suit. Soit M € C(A). Alors

rears F(TA(M)) = Homa(N, Ta(M)) = Tg(F(M)) = T (Homa(N, M))
est par définition, 7,0 = tp(ar) oF (tar) 7L Or, F(ta) ™ = Hom(idy, t;;' ). Donc pour un ¢ € F(T 4(M))*, on
a 7pn (Y =t (ty o) € Tp(F(M))E.

Voici un denier exemple, cette fois-ci c’est un foncteur contravariant.

Exemple 4.6.5. Soit A un anneau commutatif. Fixons un complexe N € C(A). Pour tout M € C(A)
soit F(M) = Homa(M,N) € C(A). Pour tout morphisme de degré i, ¢colonMy — M; dans C(A) soit
F(¢): F(My) — F(Mp) le morphisme de degré i, F(¢) :== Hom (¢, idy).
Un calcul direct, montre que
F: HOHIC(A)(Mli) — HOHIC(A)(F(Ml),F<M0))

est un homomorphisme strict de DG K-modules. 11 satisfait les conditions pour étre un DG foncteur contrava-
riant, F': C(A) — C(A). Pour les DG foncteurs contravariants on ne parle pas d’isomorphismes de translation
ou de jauges.



5. CATEGORIES ET FONCTEURS TRIANGULES

Dans ce chapitre, on introduit les catégories triangulées et les foncteurs triangulés. Nous prouvons que pour
un DG anneau A et une catégorie abélienne M, la catégorie d’homotopie K(A, M) est triangulée. Nous prouvons
aussi qu'un DG foncteur F': C(A,M) — C(B,N) induit un foncteur triangulé F': K(A,M) — K(B,N).

5.1. Catégories Triangulés.

Définition 5.1.1. Soit K une catégorie additive. Un foncteur de translation sur K est un automorphisme additif
T de K. La paire (K, T) est appelée une catégorie T-additive.

Définition 5.1.2. Supposons que (K, Tk) et (L, Tr,) sont des catégories T-additives. Un foncteur T-additif
entre elles est un couple (F, 7), constitué d’un foncteur additif F': K — L, et un isomorphisme

7: FoTk = Ty oF
de foncteurs K — L, appelé isomorphisme de translation.
Définition 5.1.3. Soient (K;, T;) des catégories T-additives, pour i = 0,1, 2, et soient
(Fy, 1) (Ki—q,Ti—1) = (K;, Ty)
des foncteurs T-additifs. La composition
(F,7) = (Fs,72) 0 (F1,71)

est le foncteur T-additif (Ko, To) — (Ka, T2), défini comme suit : le foncteur est F': Fy o Fy, et 'isomorphisme
de translation 7: F o Tg — TooF est 7:= 150 Fy (11).

Définition 5.1.4. Supposons que (K, Tk) et (L, Ty,) sont des catégories T-additives, et
(F,7),(G,v): (K,Tk) — (L, Ty)
sont des foncteurs T-additifs. Un morphisme de foncteurs T-additifs
n: (F,7) = (G,v)

est un morphisme de foncteurs n: F' — G, tel que pour tout objet M € K, le diagramme suivant dans L, soit
commutatif

F(Tg(M)) == Ty(F(M))

77TK(M>\L lTL(UM)

G(Tk(M)) —5 TL(G(M))
Définition 5.1.5. Soit (K, Tk) une catégorie T-additive. Un triangle dans (K, Tk), est un diagramme
LS ME NS 10

dans K.
Parfois, lorsque les noms des morphismes dans le triangle ci-dessus ne sont pas importants, nous pouvons
utiliser la notation plus compacte

(5.1.6) L—+M—=N2s.
Définition 5.1.7. Soit (K, Tk) une catégorie T-additive. On suppose que
L% Mm% N2 10

et

’

JA VNG N NG G 7))

sont des triangles dans (K, Tx). Un morphisme de triangles entre eux, est un diagramme commutatif dans K

LML N2 T(L)

bl e

v 2N O T

Un morphisme de triangles (¢, 1, x) est appelé un isomorphisme si ¢, 1 et x sont tous des isomorphismes.
a7
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Remarque. Des fois on écrit le triangle

comme le diagramme

Définition 5.1.8. Une catégorie triangulée est une catégorie T-additive (K, Tk), munie d’un ensemble de
triangles appelés triangles distingués. Les axiomes suivants doivent étre satisfaits :

(TR1) (a) Tout triangle isomorphe & un triangle distingué est aussi un triangle distingué.

(b) Pour tout morphisme a: L — M dans K, on a un triangle distingué
L% M— N —T(L).

(¢) Pour tout objet M, le triangle

id pr

M— M —0— T(M)
est distingué.
(TR2) Un triangle
L% Mm% N2 10
est distingué si et seulement si le triangle

M2 N 2y 25 )

est distingué.
(TR3) Supposons que

N Y

bl

J/ N Y /Ny S SN )

est un diagramme commutatif dans K dans lequel les lignes sont des triangles distingués. Alors il existe
un morphisme y: N — N’ tel que le diagramme

L—2s M- N2 T(L)

bl ke

J/C N Y /SN N NG )

soit un morphisme de triangles.

(TR4) (Axiome de l'octaedre) : Supposons qu’on nous donne ces trois triangles distingués :

LS ML P—T(L),

ME NS R T(M),
Boa é
L— N—=>Q—T(L).

Alors il existe un triangle distingué
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qui fait commuter le diagramme

L—* sM-—T P T(L)
id B ¢ id
L N3 g T(L)
a id " T(a)
M—f s N_—< 4R T(M)
¥ 5 id T(v)
P—2 5Q—" 3 R—" 5 T(P)

Remarque. L’objet N du point (b) de I'axiome est appelé cone du morphisme «. L’axiome [(TR3)
garantit une sorte de fonctorialité faible du céne. L’axiome dit que si on “tourne” un triangle distingué
on reste un triangle distingué.
Remarque. L’axiome |(TR4)|est censé remplacer I'isomorphisme

(N/L)/(M/L) = N/M
pour les objets L C M C N dans une catégorie abélienne M. Voir [1, Section IV.2.9]

5.2. Foncteurs Triangulés et Cohomologiques.
Supposons que (K, Tk) et (L, T) sont des catégories T-additives.

Définition 5.2.1. (1) Un foncteur triangulé de K vers L est un foncteur T-additif (F,7): K — L qui
satisfait cette condition : pour tout triangle distingué
LM N TR
dans K, le triangle

L@ pary 29 povy 259, 1 (R(L))

F(L)
est un triangle distingué dans L.
(2) Soit (G,v): K — L un autre foncteur triangulé. Un morphisme de foncteurs triangulés n: (F,7) = (G,v)
est un morphisme de foncteurs T-additifs.

Parfois, on laisse 'isomorphisme de translation 7 implicite et on parle de F' comme un foncteur triangulé.
Définition 5.2.2. Soit K une catégorie triangulé. Une sous-catégorie triangulée pleine de K est une sous-
catégorie L C K satisfaisant les conditions :

(1) L est une sous-catégorie additive pleine.
(2) L est fermé par translations, i.e. L € L si et seulement si T(L) € L.

(3) L est fermé sous triangles distingués, c’est-a-dire si L' — L — L” 2, est un triangle distingué dans K
tel que L', L € L, alors L € L aussi.

Observons que L est elle-méme triangulée, et que 'inclusion L. — K est un foncteur triangulé.
Proposition 5.2.3. Soient (K;, T;) des catégories triangulées, pouri = 0,1, 2, et soient (F;,7;): (K;—1, Ti—1) —
(K;, T;) des foncteurs triangulés. On défini le foncteur le foncteur T-additif (F,T) = (Fy,72) o (F1,11). Alors,
(F,7): (Ko, To) — (Ka, Ta) est un foncteur triangulé.

Preuve. 11 suffit de montrer qu’il envoi des triangles distingués vers des triangles distingués. Ceci découle
directement des définitions.

O
Définition 5.2.4. Soit K une catégorie triangulé, et M une catégorie abélienne.

(1) Un foncteur cohomologique F: K — M est un foncteur additif, tel que pour tout triangle distingué
LM% N 10

dans K, la suite

F(B)

L@ gy 29 povy

F(L)

est exacte dans M.
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(2) Un foncteur contravariant cohomologique F': K — M est un foncteur contravariant additif, tel que pour
tout triangle distingué

dans K, la suite
F(N) —=
est exacte dans M.

Proposition 5.2.5. Soit F': K — M un foncteur cohomologique, et soit
LS M2 NS 10
un triangle distingué dans K. Alors la suite

F(T' (o) F(T(8)) F(T'(v)) F(T"(a))

o= F(T'(L)) F(T'(M)) F(T'(N)) F(T™Y(L)) F(T™H(M)) = -

dans M est exacte,

Preuve. Par I'axiome ((TR2))), on a les triangles distingués :

(=1)"T(a)

T?,(L) Tz(M) (_1)LT1(6) Tz(N) (_1)Z'T1(’7) Tz+1(L>

)

(-D)FLTH ()
Sy

Tz(M) (_I)I'Tl(ﬁ) Tz(N) (_1)1'T1('Y) Tz-}-l(L) Ti+1(M),

i+ it (g) (—1)i+L.Tit1(B)
_—

T’L(N) (—=1)*T*(7) Terl(L) (-1) Tz+1(M) Ti+1(N).

On conclut avec la définition d’un foncteur cohomologique, en notant que la multiplication des morphismes dans
une suite exacte par —1 préserve l'exactitude.
|

Proposition 5.2.6. Soit K une catégorie triangulé. Pour tout P € K, le foncteur
Homk (P, —): K = Mod K

est un foncteur cohomologique, et le foncteur
Homg(—, P): K — Mod K

est un foncteur cohomologique contravariant.

Preuve. On va démontrer I’énoncé covariant. L’énoncé contravariant est similaire.
Soit L % M 2 N 2 T(L) un triangle distingué dans K. On doit montrer que la suite

Hom(idp,a) Hom(idp,B)
_— _—

Homg (P, L) Homg (P, M) Homg (P, N)

dans Mod KK est exacte. D’apres la Proposition (5.3.1)), il suffit de montrer que pour tout ¢¥: P — M t.q.
Bow =0,il y aun certain ¢: P — L t.q. » = a o ¢. Il faut montrer que le diagramme ci-dessous (fleches
pleines)

p—4,p 0 T(P)
6 P) l %T(¢)
L2y ML N 2811

peut étre complété (fleches pointillées). Ceci découle du fait qu’avec ((TR2)) et ((TR3))) on obtient un diagramme
commutatif

P—— 00— T(P T(P)
T

)
oo o,

M2 N 2 1) 2T T

—id
—_
)

Donc, T(¢) = T(ao ¢) i.e. » = a0 ¢, comme on le souhaitait.
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5.3. Quelques Propriétés des Catégories Triangulées.
Dans cette partie, on va voir quelques résultats généraux sur les catégories triangulées.

Proposition 5.3.1. Soit K une catégorie triangulé. Si L < M SN2 T(L) un triangle distingué dans K,
alors foa =0

Preuve. Par|(TR1)|et [(TR3)} on a le diagramme commutatif
L.

o

L—2yp L

Z+—o
2
=
E
%

Donc, o « se factorise par 0.

Proposition 5.3.2. Soit K une catégorie triangulé, et soit

L—2 ML N 2011

O

’

= s N (L)

un morphisme de triangles distingués. Si ¢ et b sont des isomorphismes, alors x est aussi un isomorphisme.

Preuve. Soit P € K, et soit F':= Homg (P, —). Alors on a le diagramme commutatif

F(a) F(B) F(v)

F(L) F(M) F(N) F(T(L)) 22 peroar)
JF(@ JF@) JF(X) F(T(4)) JF(T(w))
Py 2 pary SO povy 290 perryy EEO perary)

dans Mod K. On sait que les lignes sont exactes, et alors par le lemme des cing, on a que
F(x): Homg (P, N) — Homg (P, N’)

est un isomorphisme de groupes abéliens. En oubliant la structure, on voit que F'(x) est un isomorphisme
d’ensembles.

On considere le foncteur de Yoneda, Yk: K — Fun(K°P, Set). Il existe un morphisme Yk(x): Yk(N) —
Yk (N') dans Fun(K°P, Set). Pour tout objet P € K, soit F' := Homg (P, —) comme ci-dessus, on a Yg(N)(P) =
F(N) et Yk(N')(P) = F(N'). Le calcul ci-dessus montre que

F(x) = Yk()(P): Y(N)(P) = Y(N')(P)

est un isomorphisme dans Set. Donc Yk () est un isomorphisme de Fun(K°P, Set). D’apres le lemme de Yoneda,
le morphisme y: N — N’ dans K est un isomorphisme.

a
Corollaire 5.3.3. Supposons que F,G: K — L soient des foncteurs triangulés entre catégories triangulées, et
n: F — G soit un morphisme de foncteurs triangulés. Soit L = M SN2 T(L) un triangle distingué dans

K. Sing et ny sont des isomorphismes, alors ny est un isomorphisme

Preuve. 11 suffit de regarder le diagramme commutatif suivant

F(r) 9 poury O pvy Yy (p (L))
JWL JWM nN JTL (nL) +
a(r) —9 aony —SC Gp) =N 1y (G(ny)

O

Corollaire 5.3.4. Soit K une catégorie triangulé, et soit L < M SN2 T(L) un triangle distingué. Les
deux conditions ci-dessous sont équivalentes.

(1) a: L — M est un isomorphisme.
(2) N =0.



52

Preuve. 1l suffit de regarder le diagramme commutatif suivant

L id L 0 A
SR
L—— M N —

|
Définition 5.3.5. Soit K une catégorie triangulée, et soit «: L — M un morphisme dans K. D’aprés I’axiome
b) il existe un triangle distingué
L% Mm% N2 10
dans K. L’objet N est appelé un cone de a, et le triangle distingué est appelé un triangle distingué construit

sSur .

Corollaire 5.3.6. Dans la situation de la définition précédente, l'objet N et le triangle distingué sont uniques
a isomorphisme preés.

Preuwve. SiL % M 25 N 2 T(L) est un autre triangle distingué construit sur «, alors la Proposition (5.3.2)
donne directement qu’ils sont isomorphes.
O

Remarque. En général I'isomorphisme dans le corollaire de ci-dessus N — N’ n’est pas unique, et donc le
cone de a n’est pas fonctoriel dans le morphisme .

Proposition 5.3.7. Soit K une catégorie triangulé, et soit L <> M LNG \gR T(L) un triangle distingué. Les
assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Le morphisme vy est nul.

(2) 1l existe un morphisme 7: M — L tel que T o a = idy,.

Preuwve. (i) = (i) : On sait que le foncteur contravariant Homg(—, L) est cohomologique. Alors avec la

Proposition (5.2.5) on trouve
Homg (M, L) Homg (L, L) Homy (T~H(N, L).

Puisque Hom (T~ (7),idy) est nul, alors il existe un morphisme 7 € Homg (M, L) tel que id;, = Hom(e,id)(7) =
T O (.
(i) = (i) : Considérons le diagramme commutatif

Hom(a,idy,) Hom (T~ 1(5),idr)
_— R —

Homg (N, N)

Hom(id,"/)J{

Homg (N, T(L))

Hom/(id,id
Hom(id,T(a))J{ \ )

HOmK N T )"Im HOmK(N T( ))

dans Mod K. Comme I’homomorphisme Hom(id, id) est bijectif, il s’ensuit que Hom(id, T(«)) est injectif. Mais
la colonne est une suite exacte, et donc Hom(idx,y) = 0. On en déduit que v = Hom(idy, v)(idx) = 0.
O

Lemme 5.3.8. Soient M, M’ des objets dans une catégorie triangulé K. Considérons les morphismes canoniques
MSMoM % Met M S MaM 2 M.
Alors )
M S Meae M 225 T(M)
est un triangle distingué dans K.

Preuve. |8, Lemma 5.3.11]
(]

Définition 5.3.9. Soit K une catégorie linéaire, et soient M, N € K.

(1) L’objet M est appelé un rétracté de N s’il existe des morphismes M 5 N 2 M tels que poe =idyy.
Le morphisme e: M — N est appelé un plongement.
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(2) L’objet M est appelé facteur direct de N §’il existe un objet M’ € K et un isomorphisme M ¢ M’ = N.
Le morphisme correspondant e: M — N est appelé un plongement.

Notons que dans les deux situations ci-dessus le plongement e: M — N est un monomorphisme dans K.

Théoréme 5.3.10. Soit K une catégorie triangulée, et soit e: M — N un morphisme dans K. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un morphisme ¢': M’ — N dans K tel que
(e,e): Mo M — N
soit un isomorphisme. En d’autre termes, M est un facteur direct de N, avec plongement e: M — N.

(2) 1l existe un morphisme p: N — M dans K tel que poe = idy;. En d’autres termes, M est appelé un
rétracté de N avec plongement e: M — N.

Preuve. (i) = (ii) : On a déja vu que c’est vrai dans des catégories seulement linéaires.
(ii) = (i) : Soit M & N LNy VRN T(M) le triangle distingué construit sur e. Alors on sait que v = 0 d’apres

s

la Proposition (5.3.7). De plus, par le lemme précédent, M = M & M’ LN T(M) est également un triangle
distingué. Alors avec|(TR2)|et [(TR3)| on obtient un morphisme 6 tel que le diagramme suivant soit commutatif

T M) 25 M — MeM —= M

bl

') 25 M —= 5 N M’

Alors, 6 est un isomorphisme. Finalement, on pose ¢/ := o€ ou e : M’ — M @& M’ est le plongement.
([l

Définition 5.3.11. Soit K une catégorie triangulée. Une sous-catégorie pleine triangulée saturée de K est une
sous-catégorie pleine triangulée K’ C K qui est fermée dans K sous isomorphismes et sous prendre un facteur
direct d’une somme.

Définition 5.3.12. Soit K une catégorie triangulée et soit Z C Ob(K) un ensemble d’objets. La sous-catégorie
pleine triangulée saturée de K engendrée par Z est la plus petite sous-catégorie pleine triangulée saturée K’ C K
telle que Z C Ob(K").

Proposition 5.3.13. Soit K une catégorie triangulée, soit soit Z C Ob(K) un ensemble d’objets, et soit
K’ C K la sous-catégorie pleine triangulée saturée de K engendrée par Z. Un objet M € K appartient ¢ K’ si
et seulement s’il existe une suite My, ..., M, d’objets de K, tels que M, = M, et pour tout i < r au moins une
des conditions suivantes est vérifiée :

(2) Il existe un isomorphisme M; = TP (M;) dans K pour un certain j < i et p € Z.

(3) Il existe un triangle distingué M; — My — M, 2, dans K pour des j, k < i.
(4) Mi est un facteur direct de M; dans K pour un j < i.

19520

Preuve. La partie “si” est claire. L’inverse est une simple vérification du fait que les conditions définissent une
sous-catégorie pleine triangulée saturée contenant Z, et c’est donc K’ par minimalité.
O

Proposition 5.3.14. Soient K et L des catégories triangulées, soient F,G: K — L des foncteurs triangulés,
et soit (: F — G un morphisme de foncteurs triangulés. Soit K' la sous-catégorie pleine de K sur les objets M
telle que Cpr: F(M) — G(M) est un isomorphisme dans L. Alors K' est une sous-catégorie triangulée pleine
saturée de K.

Preuve. C’est une simple vérification des conditions nécessaires. On rappelle seulement la Proposition (2.5.4)).
O

Corollaire 5.3.15. Soient K et L des catégories triangulées, soit F': K — L un foncteur triangulé, et soit K’
le noyau de F, i.e. K' C K est la sous-catégorie pleine sur les objets M € K telle que F(M) = 0. Alors K’ est
une sous-catégorie triangulée pleine saturée de K.

Preuve. On applique la proposition précédente avec G = 0.
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5.4. La Catégorie d’Homotopie est Triangulée.
La catégorie stricte Cqy, (A, M) et la catégorie d’homotopie K(A, M) ont déja été introduites. Elles ont les
mémes objets que C(A, M). Les K-modules des morphismes sont
Homg,,, (a,m) (Mo, M) = Z°(Homea ) (Mo, My))
et
Homg (a,m) (Mo, My) = H®(Homc (4w (Mo, My)).
On a une foncteur additif plein P: Cgy, (A, M) — K(A4, M) qui est 'identité sur les objets, et sur les morphismes
il envoie un homomorphisme & sa classe d’homotopie. Les morphismes dans K(A4, M) seront souvent notés,
comme ¢.
Considérons le foncteur de translation T. Comme T est un DG foncteur de C(A, M) vers elle-méme, il se
restreint & un foncteur linéaire de Cg, (A, M) vers elle-méme, et il induit un foncteur linéaire T de K(A, M) vers

elle-méme, tel que PoT =T o P.

Proposition 5.4.1. (1) La catégorie Cgr(A, M), munie du foncteur de translation T, est une catégorie
T-additive.

(2) La catégorie K(A, M), munie du foncteur de translation T, est une catégorie T-additive.
(3) Soit 7: PoT = T o P 'automorphisme identité. Alors la paire
(P,7): Cetr (A, M) — K(A, M)
est un foncteur T-additif.

Preuve. |8, Proposition 5.4.1].

On note désormais T, au lieu de T, le foncteur translation de K (A, M).

Définition 5.4.2. Un triangle
L% m2 N
dans K(A, M) est dit triangle distingué s'il existe un triangle standard

’

R VNG NN T 7
dans Cg; (A, M), et un isomorphisme de triangles dans K(A, M)

P(a’) P(8") P(Y)

L M’ N’ T(L)
&l u?l Xl T(as)l .
L—— M —— N —— T(L)
« ﬂ Y

Théoréme 5.4.3. La catégorie T-additive K(A, M), avec l’ensemble des triangles distingués définis ci-dessus,
est une catégorie triangulée.

Pour la preuve est on aura besoin de certains lemmes.

Lemme 5.4.4. Soit M € C(A,M), et considérons le cone standard N = Cone(idps). Alors le DG module N
est nul-homotope, c’est-a-dire que 0 — N est un isomorphisme dans K(A, M).

Preuve. On va donner une homotopie 6 de On vers idys. On rappelle que N = Cone(idy) = M & T(M) =
dy  ty

ou, par
0 %m} P

{Té\]{@] en tant que modules gradués, avec différentielle sous forme matricielle dy = [

définition, dT(M) = —tyody otX;. On pose §: N — N comme étant le morphisme de degré —1 6 := LO 8} .
M

Alors on calcule que
idps 0

dyof+0ody = [ 0 idparn

| =ia.
]

Remarque. Voici une généralisation de ce lemme. Considérons un morphisme ¢: My — M; dans Cg, (A, M).
Alors les assertions suivante sont équivalentes :

(1) ¢ est une équivalence d’homotopie.

(2) ¢ est un isomorphisme dans K (A, M).

(3) Le DG module Cone(¢) est nul-homotope.
Une fois on aura vu que K(A4, M) est une catégorie triangulée, ceci découlera directement du Corollaire .
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Lemme 5.4.5. Considérons un morphisme a: L — M dans Cg, (A, M), le triangle standard L % M g N5
T(L) construit sur «, et le triangle standard M NS PY T(M) construit sur 8, dans Cgi (A, M). Donc
N = Cone(«) et P = Cone(pB). Il existe un morphisme p: T(L) — P dans Cg(A, M) t.q. p est un isomorphisme
dans K(A, M), et le diagramme

ML N T ) 29 T
id id P idl
]\£ 2 z% ¢ 1£ Y (M)

commute dans K(A, M).

Preuve. On note que N =M @ T(L)et P=N®T(M)=M & T(L)® T(M) en tant que modules gradués.
Ainsi P et dp ont les écritures matricielles suivantes :

M dy aotyt ty)
P=|TWL)|,dp=1]0 dr(r) 0
T(M) 0 0 dran
Définissons les morphismes p: T(L) — P et x: P — T(L) dans Cg, (A, M) par
0
p=|idryy |, x=1[0 idpg) O0].
—T(a)

Des calculs directs montrent que x o p = idyp(z), poy =poxo¢et op=—T(a).
Il reste a prouver que p o x est homotope a idp. On défini un morphisme de degré —1, §: P — P par la
matrice
0 0 0
0 0 0
tay 0 O
On calcule que dpof +6odp =idp —po x.
O

Lemme 5.4.6. Considérons un triangle standard L < M 5N 2 T(L) dans Cg (A, M). Pour tout entier k,
le triangle
k k _\k.k
Tk(L) T%(a) Tk:(M) T(8) Tk:(N) (—=1)"-T"(v) TkJrl(L)
est isomorphe, dans Cg (A, M), a un triangle standard.

Preuve. C’est un simple application du Corollaire (4.5.6) avec F' = T.
(I

Preuve du Théoréme (5.4.3)). |8, Theorem 5.4.3]. On ajoute seulement que dans la démonstration de I’axiome
(TR4), on a p: R — T(P) au lieu de p: R — T(Q). De méme, dans la méme partie, il faut plutot vérifier que
xXoep =1 et Opow=paulieudewor) =eq4 et pox =py.

(]

Une vérification directe donne le résultat suivant.

Lemme 5.4.7. Soit C C C(A, M) une sous-catégorie pleine vérifiant ces trois conditions :
(1) Cgtr est une sous-catégorie additive pleine de Cgiy(A, M).
(2) C est invariant par translation, i.e. M € C si et seulement T(M) € C.

(3) C est fermé sous prendre des cones standards, c’est-a-dire que pour tout morphisme ¢ dans Cst, 'objet
Cone(¢) appartient a C.

Alors K == Ho(C) est une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M).
Voici une réciproque partielle du corollaire.

Proposition 5.4.8. Supposons que K C K(A, M) est une sous-catégorie triangulée pleine. Soit C C C(A, M)
la sous-catégorie pleine sur l’ensemble des objets Ob(K). Alors la DG catégorie C satisfait auzx conditions du
corollaire précédent, et K = Ho(C).

Preuve. Du fait que K C K(A, M) est une sous-catégorie triangulée pleine, le vérifications des conditions du co-
rollaire sont immédiates. On a alors, Ob(Ho(C)) = Ob(C) = Ob(K), et pour les morphismes, Hom,(cy (M, N) =
H®(Homg (M, N)) = H®(Homga ) (M, N)) = Homg 4 (M, N) = Homg (M, N).

O
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5.5. Des DG Foncteurs aux Foncteurs Triangulés.

Nous ajoutons maintenant un second anneau DG B, et une seconde catégorie abélienne N. Considérons un
foncteur DG F: C(A,M) — C(B,N). On sait que I'isomorphisme de translation 77 est un isomorphisme de
DG foncteurs 7p: F' o Tam = TpnoF. Donc, quand on passe aux catégories d’homotopie, et qu’on écrit
F :=Ho(F) et 7 := Ho(7F), on obtient un foncteur T-additif (F,7r): K(A,M) — K(B,N).

Si G: C(A,M) — C(B,N) est un autre foncteur DG, alors on a un autre foncteur T-additif
(G,76): K(A,M) — K(B,N). Et si : F — G est un morphisme strict de foncteurs DG, alors il existe un
morphisme de foncteurs additifs 7 := Ho(n): F — G. Cette notation sera utilisée dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.5.1. Soient A et B des anneaur DG, soit M et N des catégories abéliennes, et soit F': C(A, M) —
C(B,N) un DG foncteur.
(1) Le foncteur T-additif
(F,77): K(A,M) — K(B,N)
est une foncteur triangulé.

(2) Soient G: C(A,M) — C(B,N) est un autre foncteur DG, et n: F — G est un morphisme strict de
foncteurs DG. Alors

n: (G, 7e) = (G, 7¢)

est un morphisme de foncteurs triangulés.

Preuve. (1) : Soit un triangle distingué L < M 5N T(L) dans K(A, M). Comme on ne s’intéresse qu’aux
triangles a isomorphisme pres, on peut supposer que c’est I'image sous le foncteur P d’un triangle standard
LGN T(L) dans Cg,(A,M). On sait qu'existe un triangle standard L' %+ M’ SN2 T(L')
dans Cg; (B, N), et un diagramme commutatif dans Cg, (B, N)

FL) 29 py 29 p(r T(F(L))

R

L’ — M — N’ ; T(L')
@ B ¥

) TF,LoF (7)

dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes. En appliquant le foncteur P a ce diagramme on obtient
le résultat.

(2) : W suffit de voir que 7 est un morphisme de foncteurs T-additifs. On pose, K := K(A,M) et L := K(B,N).
On doit vérifier que pour tout objet M € K le diagramme

F(Ti(M)) 222 Ty (F(M))

,F]TK(I\/I)J/ JTL(T?M)

G(Tx(M)) w7 Tu(G(M))
est commutatif dans L. Le chemin qui commence par aller vers la droite est représenté dans Cg, (B, N) par
To(mv) oTrm = taou onum o tE%M) otran oF(ty)
= ten onum o F(ty))

et 'autre chemin par tg(ar) oG(tJ_Ml) o Ny () Puisque tgeazy est un isomorphisme dans C(B,N), il suffit de
montrer que 7y o F(t;}) = G(tifl) o Ny vy dans C(B,N), i.e. que le diagramme suivant est commutatif

F(Tx (M) 29 )

TITK(J\I)J/ lnM .

G(Ti(M)) == G(M)

Ceci est vrai car n: F' — G est un morphisme strict de foncteurs DG.
O

Corollaire 5.5.2. Pour tout entier k, le couple T*, (=1)F -idprt1 est un foncteur triangulé de K(A, M) vers
elle-méme.

Preuve. On utilise ce qui précede avec la Proposition (4.4.4).
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5.6. La Catégorie d’Homotopie Opposée est Triangulée.

On introduit ici une structure triangulée canonique sur la catégorie d’homotopie opposée K (A4, M)°P. Cela
nous donne un moyen de parler de foncteurs triangulés contravariants dont la source est une sous-catégorie plein
de K(A,M).

Définition 5.6.1. La catégorie inversée de K(A, M) est la catégorie triangulée
K(A,M)1P .= K(A°P, M°P) = Ho(C(A°P, M°P)).
Sont foncteur de translation est noté TP,

Puisque Ho(C(A,M)°?) = K(A,M)°P, alors l'isomorphisme Flip: C(A4,M)°? = C(A°, M°P) induit un
isomorphisme K-linéaire de catégories

Flip := Ho(Flip): K(A, M)°? = K(A, M)%P

Définition 5.6.2. La catégorie K(A, M)°P admet une structure de catégorie triangulée induite par la catégorie
inversée K (A, M) sous Iisomorphisme Flip. Le foncteur de translation de K (A, M)°P est noté T°P.

On a plus précisément,
ToP — ﬁip71 o THip oFTip.
Les triangles distingués de K (A, M)°P sont les images par Flip  des triangles distingués de K(A4, M), Et de
facon tautologique,
(Flip,id): K(A,M)°? — K (A, M)tP
est un isomorphisme de catégories triangulées.

Définition 5.6.3. Soit K C K(A, M) une sous-catégorie additive pleine, et supposons que K%P est une sous-
catégorie triangulée de K (A, M)1P. On donne alors & K°P la structure triangulée induite & partir de K (A, M)°P.

Autrement dit, la condition sur K dans la définition est que K%iP := Flip(K°P) C K (A, M)%P est une sous-
catégorie triangulée. La structure triangulée qu’on met sur K°P est telle que (Flip,id): (K°P, T°P) — (Kfir, TfiP)
est un isomorphisme de catégories triangulées.

Définition 5.6.4. Soit L une catégorie triangulée, et soit K C K(A, M) une sous-catégorie pleine telle que
K°P C K(A,M)°? soit triangulée. Un foncteur triangulé contravariant de K vers L est, par définition, un
foncteur triangulé (F,7): K°P — L.

Théoréme 5.6.5. Soient A et B des anneauz DG, et soient M et N des catégories abéliennes. Soit C C C(A, M)
une sous-catégorie pleine, et soit F: C°°? — C(B,N) un foncteur DG. Considérons la catégorie d’homotopie
K = Ho(C) C K(A,M) et le foncteur additif induit F' = Ho(F): K°? — K(B,N) . Supposons que K°P C
K(A,M)°? soit triangulé. Alors il existe un isomorphisme de translation canonique T tel que

(F,7): K - K(B,N)

est un foncteur triangulé.

Preuve. [8, Theorem 5.6.10].
]

Proposition 5.6.6. Soit C C C(A,M) une sous-catégorie pleine t.q. K = Ho(C) est une sous-catégorie
triangulée de K(A,M), et soit G: C — C(B,N)°? un foncteur DG. Soit G := Ho(G). Alors, il existe un
isomorphisme de translation v t.q. (G,7): K — K(B,N)op est un foncteur triangulé.

Preuve. On considére le DG foncteur MG := FlipoG: C — C(B,N)P. Alors il induit M"PG = Flip o
G:K - K — K(B,N)#P_ Ainsi, par Théoreme (5.5.1]), on a un isomorphisme de translation %P7 tel que
(fir@ fir 7). K — K (B, N)*P soit un foncteur triangulé. Finalement, on revient & K(B,N)°P

_ - - _ flip— . R - . - _ _
GoT=Flip ' oFlipoGoT —5 Flip ' o Tty oG =TFlip ' o TPy « oFlipo G = Tg ;) oG.

On définit 7 comme étant I’isomorphisme composé. Par construction (G,7) est un foncteur triangulé.



6. LOCALISATION DES CATEGORIES

Ce chapitre est consacré a la théorie générale de la localisation d’Ore des catégories. On nous donne une
catégorie A et un ensemble multiplicatif de morphismes S C A. La catégorie localisée Ag, obtenue en inversant
formellement les morphismes dans S, existe toujours. Le but est d’avoir une présentation des morphismes de Ag
sous forme de fractions gauches ou droites.

6.1. Le Formalisme de la Localisation.

Nous partirons d’'une catégorie A, sans méme supposer qu’elle soit linéaire. On utilise la notation A, car il
pertinent de penser a une catégorie linéaire A avec un seul objet, qui est juste un anneau A. La raison en est
que notre procédure de localisation est la méme que celle de la théorie des anneaux non commutatifs - méme
lorsque la catégorie n’est pas linéaire et elle a plusieurs objets. Lorsque nous traiterons les catégories linéaires,
nous récupérerons la localisation théorique des anneaux comme un cas particulier.

L’accent sera mis sur les morphismes plutot que sur les objets. Ainsi il conviendra d’écrire A(M,N) =
Homp (M, N) pour M, N € Ob(A). On utilise parfois la notation ¢ € A pour un morphisme a € A(M,N),
laissant les objets implicites. Quand on écrit bo a pour a,b € A, on veut implicitement dire que ces morphismes
sont composables.

Définition 6.1.1. Soit A une catégorie. Un ensemble multiplicativement fermé de morphismes dans A est une
sous-catégorie S C A telle que Ob(S) = Ob(A).

Autrement dit, pour tout couple d’objets M, N € A il existe un sous-ensemble S(M, N) C A(M, N), tel que
idys € S(M, M), et tel que pour tout s € S(L, M) et t € S(M, N), la composition t o s € S(L, N).

En utilisant notre notation, on peut écrire cela : idy; € S, et s,t € S implique tos € S.

Si A = A est une catégorie linéaire a un objet, a savoir un anneau, alors S = S est un ensemble multiplicatif
au sens de la théorie des anneaux.

Il existe différentes notions de localisation dans la littérature. Nous limitons I’attention a deux d’entre eux.
Voici le premier :

Définition 6.1.2. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Une localisation de
A en S est un couple (Ag, @), constitué d’une catégorie Ag et d’'un foncteur Q: A — Ag, appelé foncteur de
localisation, ayant les propriétés suivantes :

(Locl) 11y a égalité Ob(Ag) = Ob(A), et @ est I'identité sur les objets.
(Loc2) Pour tout s € S, le morphisme Q(s) € Ag est inversible.
(Loc3) Supposons que B soit une catégorie, et que F': A — B soit un foncteur tel que F'(s) soit inversible pour
tout s € S. Alors il existe un unique foncteur Fg: Ag — B tel que Fs o @ = F comme foncteurs A — B
On a le diagramme commutatif

S inc A F B
o| 4
Ag

Exemple 6.1.3. Supposons que A ait un seul objet, disons . Dans ce cas, on a un anneau A := A(x,x) et
un ensemble multiplicatif S: S(z,2) C A. La localisation de A par rapport & S est un anneau Ag = Ag(z, x),
avec un homomorphisme d’anneaux Q: A — Ag, tel que Q(S) C (Ag)*. La condition dit que tout
homomorphisme d’anneaux F': A — B tel que F'(S) C B* se factorise uniquement par Ag.

Théoréme 6.1.4. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Une localisation
(As, Q) de A par rapport o S, existe et elle est unique a un isomorphisme pres.

Preuve. [8, Theorem 6.1.4].
[l

Proposition 6.1.5. Soit S un ensemble multiplicatif dans une catégorie A, soit B une catégorie, et soit Q: A —
B un foncteur. Considérons l’ensemble multiplicatif S°® C A°P et le foncteur Q°P: A°® — B°P. Les deux
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(1) La paire (B, Q) est une localisation de A en S.
(2) La paire (B°P,Q°P) est une localisation de A°P en S°P.
Preuve. On vérifie qu’il y a une équivalence pour chaque condition de la définition.
(Locl) : On a Ob(A°P) = Ob(A) = Ob(B) = Ob(B°P), et Q°? = OpoQ o Op, donc c’est l'identité sur les
objets dans les deux cas.
58



59

(Loc2) : Découle tout simplement du fait que qu’un morphisme ¢ est inversible si et seulement si Op(q) est
inversible.
(Loc3) : A chaque fois on se raméne au cas qui nous intéresse avec l'involution Op.
|

Souvent, la localisation Ag n’est pas tres intéressante, car il n’y a aucun moyen pratique de décrire les
morphismes qu’elle contient. Ce probleme sera abordé dans la section suivante.

6.2. Localisation d’Ore.

Définition 6.2.1. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Une localisation d’Ore
a droite de A par rapport & S est un couple (Ag, @), constitué d’une catégorie Ag et d’un foncteur Q: A — Ag,
ayant les propriétés suivantes :

(RO1) Il y a égalité Ob(Ag) = Ob(A), et Q est I'identité sur les objets.

(RO2) Pour tout s € S, le morphisme Q(s) € Ag est inversible.

(RO3) Tout morphisme q € Ag peut s’écrire ¢ = Q(a) o Q(s)™! pour des a € A et s € S.

(RO4) Supposons que a,b € A satisfasse Q(a) = Q(b). Alors a o s = bo s pour un certain s € S.

Les lettres “RO” veulent dire “right Ore”. On appelle I'expression ¢ = Q(a) o Q(s)~!

fraction a droite de q. Voici la version gauche de cette définition :

une représentation en

Définition 6.2.2. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Une localisation d’Ore
& gauche de A par rapport a S est un couple (Ag, @), constitué d’une catégorie Ag et d’un foncteur Q: A — Ag,
ayant les propriétés suivantes :

(LO1) Il y a égalité Ob(Ag) = Ob(A), et Q est 'identité sur les objets.

(LO2) Pour tout s € S, le morphisme Q(s) € Ag est inversible.

(LO3) Tout morphisme g € Ag peut s’écrire ¢ = Q(s) ™! o Q(a) pour des a € A et s € S.

(LO4) Supposons que a,b € A satisfasse Q(a) = Q(b). Alors s oa = s o b pour un certain s € S.

Les lettres “LO” veulent dire “left Ore”. On appelle 'expression ¢ = Q(s)™! o Q(a) une représentation en
fraction a gauche de q.

Proposition 6.2.3. Soit S un ensemble multiplicatif dans une catégorie A, soit B une catégorie, et soit Q: A —
B un foncteur. Considérons [’ensemble multiplicatif S°? C A°P et le foncteur Q°P: A°? — B°P. Les deux
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(1) La paire (B, Q) est une localisation d’Ore o gauche de A en S.
(2) La paire (B°P,Q°P) est une localisation d’Ore a droite de A°P en S°P.
Preuve. On a déja vérifié ’équivalence des deux premieres conditions. Les autres se vérifient simplement, en

utilisant notamment le fait que le foncteur Op est contravariant involutif, et la définition du foncteur Q°P.
O

Ainsi, les résultats suivant seront indiqués pour les localisations d’Ore a droite, ils ont tous des versions “a
) )
auche”, avec des preuves identiques (il suffit d’inverser certaines fleches ou compositions), et seront donc omis.
) )

Lemme 6.2.4. Soit (Ag, Q) une localisation d’Ore a droite, soient a1,a2 € A et s1,s2 € S. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) Q(a1)oQ(s1)™' = Q(az) o Q(s2)™* dans As.
(2) 1l existe by,by € A t.q. aj 0by = aso0by, et s0b; =s90by €8.
Preuve. (i) = (i) : Puisque Q(s;) et Q(s; o b;)sont inversibles, alors Q(b;) aussi. Ainsi,
Q(a1) 0 Q(s1) ™ = Q(a1) 0 Q(b1) 0 Q(b1) ' 0 Q(s1) ™" = Q(az) 0 Q(b2) 0 Q(b2) ' 0 Qs2) ™" = Q(az) 0 Q(s2) .
(i) = (ii) : Par propriété il existe c€ A et u €S t.q.
Q(s2) 710 Q(s1) = Q(c) 0 Qu) " ie. Q(s10u) = Q(s200).
On sait que Q(ar) = Q(a2) 0 Q(s2)~ 0 Q(s1). Done Q(ar) = Q(az) o Q(c) o Q(u)~". Dok Q(ax 0u) = Q(as o).

Par la propriété [(RO4)|il existe v € S t.q. agouov = asocov. De méme, il y a v’ € S t.q. souov’ = sy0cov’.
Avec la propriété ([RO3), on ad € A et w e S t.q. Q(v) Lo Q(v') = Q(d) o Q(w)~! . En réarrangeant, nous
obtenons Q(v' o w) = Q(v o d). Par la propriété (RO4)| il existe w’ € S t.q. v cwow’ = vodow'. On pose
by =uovodow et by :=covodow'. Alors
sioby =sjouovodow =sjouov ocwow =sy0cov owow = sy0by,

dans S et
a10by =aiouovodow =aysocovodow = ayob,.
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Proposition 6.2.5. Une localisation d’Ore a droite (As, Q) est une localisation au sens du premier type.

Preuve. [8, Proposition 6.2.9].
g

Corollaire 6.2.6. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Supposons que les
deuz assertions suivantes soient vraies :
— La paire (B, Q) est une localisation d’Ore a droite ou & gauche de A en S.
— La paire (B', Q") est une localisation d’Ore d droite ou a gauche de A en S.
Alors il existe un unique isomorphisme de localisations (B, Q) = (B',Q’).
Preuve. Découle simplement du fait que d’apres la proposition précédente, (B, Q) et (B’,Q’) sont des locali-

sation du premier type, et sont donc isomorphes.
|

Définition 6.2.7. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. On dit que S est un

ensemble de dénominateurs a droite s’il satisfait ces deux conditions :

(RD1) (Condition d’Ore & droite) Etant donné a € A et s € S, il existe b€ A et t € S tels que aot = s0b.

(RD2) (Condition d’annulation & droite) Etant donné a,b € A et s € S tels que soa = sob, il existe t € S tel
que aot =bot.

Voici des diagrammes illustrant la définition :
'3 N
(6.2.8) M N a f )b

Définition 6.2.9. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. On dit que S est un
ensemble de dénominateurs a gauche s’il satisfait ces deux conditions :

(LD1) (Condition d’Ore & gauche) Etant donné a € A et s € S, il existe be A et t € S tels que toa =boss.
(LD2) (Condition d’annulation & gauche) Etant donné a,b € A et s € S tels que aos = bo s, il existe ¢ € S tel
quetoa=tob.
Proposition 6.2.10. Soit S un ensemble multiplicatif de morphismes dans une catégorie A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.
(1) S est un ensemble de dénominateurs & gauche dans A.
(2) S°P est un ensemble de dénominateurs a droite dans A°P.

Preuve. Vérifications simples.
O

Voici le théoréme principal concernant la localisation d’Ore.

Théoréme 6.2.11. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une catégorie A et un ensemble multiplicatif
de morphismes S C A.

(1) La localisation d’Ore o droite (Ag, Q) eziste.

(2) S est un ensemble de dénominateurs o droite.

Pour la preuve du théoréme on aura besoin d’un lemme. Le plus dur est de prouver que (2) = (1). L’idée
générale est la méme que la localisation d’anneaux commutatifs : on considere I’ensemble des paires de mor-
phismes A x S, et on définit une relation ~, en espérant que ce soit une relation d’équivalence sue I’ensemble et
que 'ensemble quotient Ag soit un catégorie, et il aura les propriétés souhaitées.

Supposons que S est un ensemble de dénominateurs & droite. Pour tout M, N € Ob(A) considérons ’ensemble

(AxS)(M,N):= [] A(L,N)xS(L,M).
LeOb(A)

Un élément (a,s) € (A x S)(M, N) peut étre vu comme le diagramme

L
(6.2.12) s a
M / \ N

dans A. Ce diagramme représentera éventuellement la fraction a droite Q(a) o Q(s)~': M — N.
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Définition 6.2.13. On définit une relation ~ sur ’ensemble A x S comme suit : (a1, $1) ~ (az, s2) sl existe
b1,b0 € At.q.agoby =asoby et s;0b; =s30by €8S.

Notons que cette relation impose la condition (2) du Lemme (6.2.4]). Voici le diagramme commutatif associé,
dans lequel nous avons explicité les objets :

K

(6.2.14) L Lo

Les chemins se terminant en M sont dans S.
Lemme 6.2.15. Si S est un ensemble de dénominateurs a droite, alors la relation ~ est une équivalence.

Preuve. [8, Lemma 6.2.24].
g

Preuve du Théoreme (6.2.11)).

(1) = (2) : Prenons a € A et s € S avec le méme domaine d’arrivé. Considérons ¢ :== Q(s)™! o Q(a). Par

(RO3)onabe AetteStqgqg=Q(®) oQ) ' Donc Q(sob) = Q(act). Par[RO4)il y a u € S t.q.

(sob)ou=(aot)ou. Donc, comme so (bou)=ao (tou), et que tou €S, alors refRD1 est vérifiée.
Pour a,b € Aet s € St.q. soa=sob,ona@(sca) =QQ(sob). Comme Q(s) est inversible, on a Q(a) = Q(b),

donc par [(RO4)| il existe t € S t.q. aot = bot, et alors [(RD2)|est vérifiée.
(2) = (1) : [8, Theorem 6.2.19] On détaille seulement quelques points.

Ag est une catégorie : Avec les notations de la preuve, il faut déja vérifier que pour g = (a,s) € A x S(M, N)

on a goidy = g et idy og = ¢, ot le morphisme identité idy, dans Ag est (idas,idas). 11 suffit de voir les
diagrammes commutatifs suivants

/\ V\

et

““/Y/\ /\/\

Tls nous permettent de dire g o idy; = (a o idy,idys 0s) = ¢ et de méme idy og = q.

Reste a voir associativité. Considérerons le diagramme commutatif pour ¢; = (a;,s;) € A x S(M;—_1, M;),
i€{1,2,3},

L L Ls

My
ou les fleches verticales sont dans S. Alors, on a que (g3 0 g2) 0 ¢1 et g3 o (g2 © ¢1) peuvent se représenter par la
meéme fraction, donc la composition est associative, comme désiré.
Q est un foncteur : Clairement Q(id) = id, et on a pour a,b € A,
Q(b) o Q(a) = (b,idn) o (a,idp) = (bo a,idy) = Q(bo a),

du fait que le diagramme suivant commute

M
M N
/ X‘ / X‘
id s idn
M N L
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O

Proposition 6.2.16 (Dénominateur commun). Soit A une catégorie, soit S un dénominateur & droite dans
A, et soit (As, Q) la localisation d’Ore & droite. Pour tous les paires de morphismes q1,q2: M — N dans Ag
il y a un dénominateur commun a droite. A savoir on peut écrire q¢; = Q(a;) o Q(s)™! pour a; € A et s € S
convenables.

Preuve. Soient ¢; = Q(al) o Q(s})™! des représentants. Par appliqué & L; — M < Lo, il existe b € A

K3
et t € S tels que la partie du diagramme suivant qui se trouve au-dessus de M soit commutative :

L
YN
Ly Ly -
i| >
M 55 al N
On pose s := sy ot =sLob, a; :=a) ot et ag := ajob. Alors par le Lemmeon obtient ¢; = Q(a;) o Q(s)~ 1.

O

Proposition 6.2.17. Soit A une catégorie, soit S C A un ensemble de dénominateurs d droite, et soit A’ C A
une sous-catégorie pleine. On pose S’ = A’ N'S. Supposons que ces deux conditions suivantes soient satisfaites :

(1) S’ est un ensemble de dénominateurs a droite dans A’.

(2) Soit M € Ob(A). Sl existe un morphisme s: M — L' dans S avec L' € Ob(A’), alors il existe un
morphisme t: K' — M dans S avec K’ € Ob(A).

Alors le foncteur canonique Ay, — Ag est pleinement fidéle.

Preuve. On note le foncteur d’inclusion par F': A’ — A. On veut prouver que sa localisation Fg : Ay, — Ag
est pleinement fidele.

Soient L}, Ly € Ob(A’), et soit q: L} — L% un morphisme dans Ag. Soit ¢ = Q(a)oQ(s) ! une représentation,
avec s: M — L} un morphisme dans S et a: M — L} un morphisme dans A. Ceci est possible car S est un
ensemble dénominateur & droite dans A. On peut trouver un morphisme ¢: K’ — M dans S avec K’ € Ob(A’).
On a le diagramme suivant suivant,

Donc ¢ = Q(aot)oQ(sot)™1. Orsot €S et aot € A’, donc ¢ est dans 'image du foncteur Fs,. On voit que
Fg/ est plein.

Soient p',¢": Lj — L4 des morphismes dans Ag, tels que Fg/ (p’) = Fg/(¢'). Notons le foncteur de localisation
de A’ par Q': A’ — A%,. Comme S’ est un dénominateur & droite dans A’ , on peut trouver les représentations
p=Q()oQ (s tetq =Q)oQ'(s)! avec les morphismes s’: N’ — L) dans S’ et a’,b': N’ — L}
dans A’. Puisque Fs/ (p') = Fs(q'), il existe des morphismes u,v: M — N’ dans A t.q. ' ou = ¥ o v, et
s'ou =8 owv €8S. La condition (2), appliquée au morphisme s’ o u: M — L}, dit qu’il existe un morphisme
t: K’ — M dans S de source K’ € Ob(A’). On a le diagramme suivant suivant,

K —t s M2 N

/ Y‘b/ )
L L

P = Qd ouot)oQ(s ouot) = QW ovot)oQ(s ovet) ! =g
Donc Fg est fidele.

Ainsi, on a

6.3. Localisation des Catégories Linéaires.
Théoréme 6.3.1. Soit A une catégorie K-linéaire, soit S un dénominateur a droite dans A, et soit (Ag, Q) la
localisation d’Ore a droite.

(1) La catégorie Ag a une structure canonique K-linéaire telle que Q: A — Ag soit un foncteur K-linéaire.

(2) Supposons que B soit une autre catégorie K-linéaire, et que F': A — B soit un foncteur K-linéaire tel
que F(s) soit inversible pour tout s € S. Soit Fs: Ag — B la localisation de F. Alors Fs est un foncteur
K-linéaire.
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(8) Si A est une catégorie additive, alors Ag l'est également.

Preuve. (Adapté de [6, [Tag 05QD])

Soient q1,q2: M — N des morphismes dans Ag. On choisit des représentations avec dénominateur commun
¢ = Q(a;) o Q(s)~t. On définit g1 + q2: Q(ay +az) o Q(s)™1, et pour A € K on pose A - ¢q; == Q(\-a;) o Q(s)~ L.
Dans la suite on va montrer que c’est bien défini et que la composition est bilinéaire. Une fois cela fait, il est
clair que @ est un foncteur additif.

Supposons avoir des représentation différentes pour nos ¢; = Q(a;) o Q(s)~! = Q(a’) o Q(s')~1. Alors, par
équivalences des écritures des ¢;, on a le diagramme commutatif suivant

l >< yz

En appliquant ([RD1)[a A - Y7 — M < Y7 < B € S, on obtient c4 € S et cg € A tels que le diagramme

suivant commute
all >< lﬂ’z

Y
s >< Ja’l,a;
M< ¢ awePy

Maintenant, par [(RD2)|appliqué deux fois, une fois & soajocg = soBj0cp et une fois & s'0By0c, = s’ cagocy,
on obtient ¢,¢' € S tels que aj ocyg ot =Focpotet faoc, ot =agocyot’. Finalement, on applique |[(RD1)|
a H— C <+ H' on dispose de u € S et k € A, tel que le diagramme suivant soit commutatif.

On a donc que tous les chemins K — Y7 et K — Y5 sont égaux et les chemins K — M sont dans S. On peut
alors tout condensé au diagramme commutatif suivant

K
7N
Y1 Y,
| T
M s’ ay,az N

qui nous donne la méme d’équivalence pour nos g;. Ainsi, si on pose v := sox = s’ oy, on obtient

Qa1 +a2) 0 Q(s) ™' = Q((a1 +az) o) 0 Q(v) ™" = Q((a) +ay) o) 0 Q(v) ™" = Qaj +ah) 0 Q(s) .
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Le fait que la multiplication par un scalaire soit indépendante du choix du représentant découle du fait que
si
K

7N e

1/ commute, alors

L \ r
| < b | < e
M s a N M s A-a N

commute également, et c’est une équivalence des représentations.
Reste a voir que la composition est bilinéaire. Soient q1,q2: M — N, ¢; = Q(a;) o Q(s)~! et g3: L — M,
g3 = Q(a3) o Q(s3). Alors on a le diagramme commutatif suivant

/ \
/ o / \

Onag;ogs=Q(a;0b)oQ(s30 u)_l. Ainsi,
(1 +q2)0q3 =Q((a1 +az)ob) o Q(szou) " =Q(ar0b+azob)oQ(sgou)”" =g 0qs+q20gs.

Soient maintenant q1,q2: M — N, ¢; = Q(a;) o Q(s)™ et g3: N — P, g3 = Q(a3) o Q(s3). On a le diagramme
commutatif

Y
TN
K K’
SBu1l >< lbz
Yl SDus b1 Y’Z
N
obtenu en appliquant m (on précise que la derniére application de[(RD1)|est & K — Y; + K’). On considere
by :=by o by, b :=byobly et s’ :=uy ob} = uy obl. Alors

s3ob] =ajouyob] =ajos,
s30by =asougoby=asos.
Donc,
/! /!
s30 (b +b3) = (a1 +az)os
D’ou le diagramme commutatif

/ \ b/1/7b/2/,b” b//
/(117!127111>/‘ / \

Ainsi, gso0q; = Qag o b)) o Q(so s’)*l, donc
3oqr+qzoqa=Q(azobf +azoby)oQ(so 5/)71 =Q(az o (b +03)) 0 Q(s0 5’)71 =qzo(q1 +qa).
Avec cette structure, il est clair que Q(a1) + Q(az2) = Q(a1 + a2).

Le points restants sont clairs. (voir [8) Theorem 6.3.1] et la preuve [8, Proposition 6.2.9]).
]

Proposition 6.3.2. Soit (K, T) une catégorie T-additive, soit S un ensemble dénominateur & droite dans K
tel que T(S) =S, et soit Q: K — Kg le foncteur de localisation.

(1) 1l existe un unique automorphisme additif Ts de la catégorie Kg, tel que Ts oQ = QoT comme foncteurs
K — Ks.

(2) Soit T lautomorphisme identité du foncteur Q o T. Alors (Q,7): (K,T) — (Ks,Ts) est un foncteur
T-additif.
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Preuve. (1) : Par I'hypothese le foncteur @ o T: K — Kg envoie les morphismes de S vers des isomorphismes.
Par la propriété le foncteur Tg: Kg — Kg vérifiant TgoQ = Q o T existe et est unique. De méme,
il existe un unique foncteur Tg 1. Ky — Kg satisfaisant Tg 1oQ = Q o T7!. Un caleul facile montre que
Tgl oTg=1Id =Tgo Tgl. Donc Tg est un automorphisme de Kg. D’apres le théoreme , le foncteur Tg
est additif.
(2) : Clair.
|

Proposition 6.3.3. Dans la situation de la proposition précédente, supposons que (K',T') est une autre
catégorie T-additive, et (F,v): (K, T) — (K',T') est un foncteur T-additif, tel que F(s) soit inversible pour
tout s € S. Soit Fs: Kg — K’ sa localisation. Alors il existe un unique isomorphisme vs: Fgo Tg = T oFy de
foncteurs Kg — K/, tel que (F,v) = (Fs,vs) o (Q,T) comme foncteurs T-additifs (K, T) — (K',T’).

Preuve. Puisque 7 est le morphisme identité, alors vg := v fait I'affaire.



7. LA CATEGORIE DERIVEE D(4, M)

Ici A est un DG anneau et M est une catégorie abélienne IK-linéaire. L’anneau de base peut étre n’importe
quel anneau commutatif non nul, et il restera implicite la plupart du temps.

7.1. Localisation des Catégories Triangulées.
Soit K une catégorie triangulée, avec foncteur de translation T. On écrira souvent a € K pour un morphisme
a € K(M, N) laissant les objets implicites.

Proposition 7.1.1. Supposons que H: K — M soit un foncteur cohomologique, ot M est une catégorie
abélienne. Soit
S:={s e K| H(T'(s)) est inversible pour tout i € Z}.

Alors S est un ensemble dénominateur a gauche et o droite dans K.

Preuve. 1l est clair que S est fermé par composition et contient les morphismes identités. Donc ¢’est un ensemble
multiplicatif.
Montrons d’abord Supposons avoir des morphismes L - N < M avec s € S. Il faut trouver des

morphismes L LK Y M avec t €8 et tels que aot=s0b.
Considérons le diagramme commutatif suivant des fleches solides

Kt p T(K)

i b la lid i T(b)
~ <
M—“S43+ N3P T(M)

ou la ligne du bas est un triangle distingué construit sur s, et la ligne du haut est un triangle distingué construit
sur coa, puis tourné avec Par l’axiomeil existe un morphisme b rendant le diagramme commutatif.
Ainsi a ot = s ob. Puisque H(T"(s)) sont inversibles pour tout i € Z, il s’ensuit que H(T"(P)) = 0.

En effet, de M % N 5% P — T(M) on en tire une suite exacte longue

H(T(

HT(), HOD, (i) - H(T(M)) = -

S H(TTYP)) — H(TH(M)) H(T'(N))

Il est clair que si H(Tl(P)) = 0 pour tout i € Z on a que H(T%(s)) est un isomorphisme pour tout i € Z.
Inversement, si H(T'(s)) est un isomorphisme pour tout ¢ € Z on va montrer que H(T*(P)) = 0 pour tout

i € Z. Remarquons déja que si X LN Y, alors il est facile de vérifier que Ker 0 = (M, idys), Coker 0 = (N, idy)
et Im0 = 0. Alors, on considére le diagramme commutatif suivant,

H(T'(s))

H(T'™'(P)) /H(Ti(M)) ~—— H(T'(N)) /H(Ti(P))
Ker H(T*(s)) Coker H(T?(s))

Ainsi, on obtient les suites exactes H(T*(N)) N H(T(P)) N H(T**(M)) pour tout i € Z. Donc
H(T*(P)) = 0 pour tout i € Z.

Mais alors H(T"(t)) sont inversibles pour tout i € Z, donc ¢ € S.

Prouvons la condition Comme on est dans une catégorie additive, cette condition est simplifiée : étant
donné a € K et s € S satisfaisant s o a = 0, on doit trouver ¢t € S satisfaisant a ot = 0.

Supposons avoir L = M = N. On prend le triangle distingué construit sur s et on le tourne pour trouver

PYMENS T(P). On obtient la suite exacte

Homg (L, P) =% Homy (L, M) *>= Homg (L, N).

Comme soa =0, il existe ¢c: L — P tel que a = bov. On prend maintenant le triangle distingué construit sur
c et on le tourne pour trouver K Lrspo T(K). On sait que cot =0, donc aot =bocot=0.0rs €S
implique que H(T*(P)) = 0 pour tout i € Z qui implique & son tours ¢ € S.
Les versions a gauche et se prouvent de la méme fagon.
O

Définition 7.1.2. Un ensemble de dénominateurs d’origine cohomologique dans K est un ensemble de déno-
minateurs S C K issu d’un foncteur cohomologique H, comme dans la proposition précédente. Les morphismes
dans S sont appelés quasi-isomorphismes relatifs a H.
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Théoréme 7.1.3. Soit (K, T) une catégorie triangulée, soit S un ensemble de dénominateurs d’origine coho-
mologique dans K, et soit (Q,7): (K, T) = (Ks,Ts) le foncteur T-additif de la proposition (6.3.2). Alors la
catégorie T-additive (Kg, Ts) a une structure triangulée unique telle que les deux propriétés suivantes tiennent :

(1) La paire (Q,T) est un foncteur triangulé.

(2) Supposons que (K',T') est une autre catégorie triangulée, et (F,v): (K,T) — (K',T') est un foncteur
triangulé, tel que F(s) est inversible pour tout s € S. Soit (Fs,vs): (Ks,Ts) — (K',T") le foncteur
T-additif de la proposition (6.3.3). Alors (Fs,vs) est un foncteur triangulé.

Preuve. [8, Theorem 7.1.3].

Proposition 7.1.4. On se place sous les conditions du théoréme et de la proposition précédentes.

(1) Le foncteur cohomologique H: K — M se factorise en H = Hg o Q, ot Hg: Kg — M est un foncteur
cohomologique.

(2) Soit M un objet de K. L’objet Q(M) est nul dans Kg si et seulement si les objets H(T*((M)) sont nuls
dans M pour tout i.

Preuve. (1) : L'existence et I'unicité du foncteur HS sont par la propriété universelle Soit K — M —

N — T(K) un triangle distingué dans Kg, alors on peut supposer qu'’il est K Q@) M 20 N ) T(K) avec
a,b,c € K. Alors lorsqu’on applique Hg on obtient Hg(K) RLICIKON Hg(M) HsQ0), Hg(N) ie. H(K) H@),
H(M) HE) H(N) H(e) , qui est exacte puisque H est cohomologique.

(2) : Puisque Hg est un foncteur additif, si Q(M) = 0, alors H(M) = Hs(Q(M)) aussi. Et bien stir Q(M) =0
si et seulement si Q(T*(M)) = 0 pour tout i.

Pour la réciproque, soit ¢: 0 — M le morphisme nul dans K. Si H(T*(M)) = 0 pour tout 4, alors
H(T(¢$)): 0 — H(T*(M)) sont des isomorphismes pour tout i. Alors ¢ € S, et donc Q(¢): 0 — Q(M) est un
isomorphisme dans Kg.

(]

Proposition 7.1.5. Soit K une catégorie triangulée, soit S un ensemble de dénominateurs d’origine coho-
mologique dans K, et soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K. Alors S’ := K' N'S est un ensemble
de dénominateurs d’origine cohomologique dans K', la localisation d’Ore Kg, existe et K§, est une catégorie
triangulée.

Preuve. Soit H: K — M un foncteur cohomologique qui détermine S. Le foncteur H|g : K’ — M est aussi
cohomologique, et I’ensemble des morphismes S’ vérifie

S" ={s € K'| H|x:(T%(s)) est inversible pour tout i € Z}.

Donc on applique (7.1.1)) et (7.1.3).

Dans la proposition, le foncteur de localisation est noté @': K’ — K&, .

Proposition 7.1.6. Dans la situation de la proposition précédente, soit F': K' — E un foncteur triangulé vers
une catégorie triangulée E. Supposons que pour tout s € S’ le morphisme F(s) est un isomorphisme dans E.
Alors il existe un unique foncteur triangulé Fg : K§ — E qui prolonge F; Fg 0o Q' = F comme foncteurs
K' — E.

Proposition 7.1.7. C’est vu dans la preuve de ([7.1.3).
|
En particulier on peut regarder le foncteur F': K’ Ine, g 9 Kg, et son extension Fg: K — Kg. On
s’intéresse aux conditions suffisantes pour que le foncteur Fg/ soit pleinement fidele.

Proposition 7.1.8. Soit K une catégorie triangulée, soit S un ensemble de dénominateurs d’origine cohomo-
logique dans K, et soit K' C K une sous-catégorie triangulée pleine. Définissons S’ := K' N'S. Supposons que
l'une de conditions suivantes soit satisfaite :

(1) Soit M € Ob(K). S%l existe un morphisme s: M — L dans S avec L € Ob(K'), alors il existe un
morphisme t: K — M dans S avec K € Ob(K').

(2) Soit M € Ob(K). Sl existe un morphisme s: L — M dans S avec L € Ob(K'), alors il existe un
morphisme t: M — K dans S avec K € Ob(K').

Alors le foncteur Fs : K§ — Kg est pleinement fidéle.
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Preuve. On sait que S’ un ensemble dénominateur d’origine cohomologique, donc il est un ensemble dénomi-
nateur & gauche et & droite dans K’. Ainsi, on applique la proposition dans le cas (1) pour voir que
Fg : K& — Kg est pleinement fidele.
En passant aux catégories opposées, on conclut avec la condition (2).
|

7.2. Définition de la Catégorie Dérivée.
On spécialise maintenant & la catégorie triangulée K = K(A, M). On rappelle qu’on a le foncteur de coho-
mologie H: Cg, (A, M) — G (M). Alors par les définitions, il est facile de voir le lemme suivant.

Lemme 7.2.1. Supposons que ¢,v: M — N soient des morphismes dans Cg(A, M) tels que ¥ — ¢ soit un
cobord dans Hom g v (M, N). Alors H(¢) = H(y)), comme morphismes de H(M) — H(N) dans G (M).

Ainsi, il existe un foncteur induit
(7.2.2) H: K(A,M) — Gy, (M).
On s’intéressera & sa composante de degré 0, H’. Bien entendu, toutes les autres composantes peuvent étre

récupérées A partir de H” grace au foncteur de translation : H* = HY o T".

Proposition 7.2.3. Soit M une catégorie abélienne et soit A un anneau DG. Alors le foncteur H®: K(A, M) —
M est cohomologique.

Preuve. 1l est clair que H? est additif. Considérons un triangle distingué
N VNG N )
dans K(A, M). On doit montrer que

0
H"(8)

HO(L) 2, 1o () HO(N)

est exacte dans M.

On peut supposer que le triangle distingué est image d’un triangle standard dans C(A,M), donc que

N = Cone(a) et les morphismes sont 8 = e, et ¥ = p,. En notation matricielle on a N = {Tﬁ)} ,
dys Ozotl] |:1de|
dy = L et
N [ 0 dp = _
On note § := H(3) et o := H(a). Alors comme on a un triangle distingué on a o a =0, donc foa = 0.
Donc il reste a voir 'inclusion inverse. Pour cela on travaille dans le cas de la catégorie des modules grace au
théoreme de Freyd-Mitchell.

Soit m € Ker(B), alors m € HY(M) et f(m) = 0. Soit m € Z°(M) tel que 7wy (m) = 7, alors en notation
matricielle 0
m M
otm) = 1] ez e v = |71
Comme ((m) = mp(8(m)) = 0 dans H°(M) nous donne un n € N~' tel que dy(n) = B(m). En notation
!

. m
matricielle, n = avecm’ € M~' et e LY Donc

N R )

Ainsi, | € Z°(L). Lorsqu’on prend sa classe, [ := 71,(1) € H’(L), on obtient
a(l) = mu(a(l)) = mar(m — dar(m')) = mar(m) = m

dans H°(M) comme souhaité.
O

Définition 7.2.4. Un morphisme ¢ dans K(A, M) est appelé un quasi-isomorphisme si les morphismes H'(¢)
dans M sont des isomorphismes pour tout ¢. L’ensemble des quasi-isomorphismes dans K(A, M) est noté S(A, M).

Le foncteur H® étant cohomologique, S(A,M) est un ensemble de dénominateurs d’origine cohomologique
(Proposition ([7.1.1))) ; donc le théoreme (7.1.3) s’y applique, et la définition suivante a du sens.

Définition 7.2.5. Soient M une catégorie abélienne IK-linéaire et A un anneau DG. La catégorie dérivée des
DG A-modules dans M est la catégorie triangulée IK-linéaire

D(Av M) = K(Aa M)S(A,M)~
Le foncteur de localisation triangulé correspondant est
Q: K(A,M)—D(A,M).
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On a aussi le foncteur additif P: Cg, (A, M) — K(A, M) qui envoie un morphisme strict de DG modules &
sa classe d’homotopie.

Définition 7.2.6. Soient M une catégorie abélienne et A un anneau DG. On défini le foncteur
Q:=Qo P: Cyr(A,M) = D(A,M).

On obtient ainsi un digramme commutatif de foncteurs additifs

Q

/_\

(7.2.7) Cstr (A, M) —5 K(A,M) -5 D(A,M)
qui sont toute I'identité sur les objets.

Il est parfois commode de décrire les morphismes dans D(A, M) en fonction du foncteur Q. Un morphisme
s € Cgr (A, M) est appelé un quasi-isomorphisme si P(s) est un quasi-isomorphisme dans K(A, M) ; c’est-a-dire
si H(s) est un isomorphisme de Gg,(M).
Proposition 7.2.8. (1) Tout morphisme ¢ dans D(A,M) peut s’écrire comme une fraction & droite ¢ =
Qa)oQ(s)™! ot a,s € Cg (A, M) et s est un quasi-isomorphisme.
(2) Soita € Cyr(A,M). Alors Q(a) = 0 dans D(A, M) ssi il existe un quasi-isomorphisme s dans Cgir (A, M)
tel que a o s est un cobord dans C(A, M).
Preuve. (1) : Découle du fait que P est plein et de [(RO3)|
(2) : Berivons a = P(a) € K(A,M). Puisque Q(a) = 0, d’aprés [(RO4)| il existe un quasi-isomorphisme
5e€ K(A,M) tel que ao5 =0 dans K(A,M). On choisi un quasi-isomorphisme s € Cq, (4, M) tel que 5 = P(s).
Alors P(a o s) = 0, et cela signifie que a o s est un cobord.
(]

Bien siir, il existe une version gauche de cette proposition.

Définition 7.2.9. Un foncteur F': C — D entre catégories est dit conservateur si pour tout morphisme ¢ dans
C, ¢ est un isomorphisme si et seulement si F'(¢) est un isomorphisme

D’apres la proposition ([7.1.4)) le foncteur de cohomologie s’étend uniquement & un foncteur
(7.2.10) H: D(AM) = Gy, (M).
Corollaire 7.2.11. Le foncteur H: D(A,M) — Gy, (M) est conservateur.

Preuve. Une implication est triviale. Pour ’autre implication, supposons que ¢ est un morphisme dans D(A, M)
tel que H(¢) est un isomorphisme. On peut écrire ¢ sous la forme d’une fraction & droite : ¢ = Q(a)oQ(s)™!, ot
a € K(A,M) et s € S(A,M). Alors H(¢) = H(Q(a)) o H(Q(s)) ™!, et on voit que H(Q(a)) est un isomorphisme.
Mais H(a) = H(Q(a)), donc en fait a € S(A, M) aussi. Donc Q(a) est un isomorphisme dans D(A4, M). Il s’ensuit
que ¢ est un isomorphisme dans D(A, M).

O

Remarque. Ici M = M(KK), donc K(A4, M) = K(A). Alors le foncteur H’: K(A) — M(IK) est coréprésentable
par I'objet A € K(A). Autrement dit, H° ~ Homg (4)(A, —). En effet, Homg 4y (A, M) = H°(Hom (A, M)) =
H° (M), puisqu’on s’intéresse aux morphismes strictes tels que ¢o f4(a) = far(a)o @, donc ¢ — ¢(1) nous donne
la bijection. Reste a montrer qu’elle est naturelle. On le voit grace au diagramme suivant pour ¢: M — N,

Hom(id,qs)J( lHO(dJ) )

Homg (4)(A, N) —— H°(NV)
qui commute car un chemin nous donne ¢ o f(1) et l'autre ¢(f(1)).
7.3. Conditions de Délimitation dans K(A4, M).

Définition 7.3.1. Nous définissons K~ (A4, M), KT (A4, M) et KP(A, M) comme étant les sous-catégories pleines
de K(A4, M) consistant respectivement en les DG modules bornés au-dessus, bornés en dessous et bornés.

Bien siir, KP(4,M) = K~ (A,M) N K*(A,M). Les sous-catégories K*(A4, M), pour x € {—, +,b}, sont des
sous-catégories triangulées pleine de K(A, M) ; en effet, les opérations de translation et de cone préservent les
différentes conditions de délimitation. On note que K*(A, M) = Ho(C*(A, M)).

Soit S*(A,M) = K*(A4,M) N S(A,M), la catégorie des quasi-isomorphismes dans K*(A,M). Le théoreme
s’applique ici, on peut donc localiser
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Définition 7.3.2. Pour x € {—,+,b} on pose
D*(A,M) := K*(A, M)s«(a,m)>
la localisation d’Ore de K*(A, M) par rapport a S*(A, M)
Voici un autre type de condition de délimitation.

Définition 7.3.3. Pour x € {—,+,b} on pose D(A, M)* comme étant la sous-catégorie pleine de D(A, M) des
complexes M dont la cohomologie H(M) est bornée de type *.

Bien siir, D(A, M)* est une sous-catégorie triangulée pleine de D(A, M).

Proposition 7.3.4. Soit 0 — L LNV £> N — 0 une suite exacte courte dans Cg (A, M). Alors il existe un

morphisme 6: N — T(L) dans D(A,M) tel que L RSNy VR ISONG VA T(L) soit un triangle distinguée dans
D(A,M).

Preuve. [8, Proposition 7.3.5].
(]

Définition 7.3.5. Soit M € C(M) et i € Z. La troncature intelligente de M en dessous de i est le complexe
smtS (M) = (- — M2 S M S 7 (M) 50— ).
La troncature intelligente de M au dessus de ¢ est le complexe
smtZ (M) = (- — 0 = Y/(M) S Mt S prit? 5 ),
Notons que smt<?(M) est un sous-complexe de M, alors que smt>?(M) est un complexe quotient de M. En
notant l’inclusion et la projection par e et p, respectivement, on obtient une suite
smtSY(M) S M L smtZ (M)

dans Cg;(M). Cette suite est fonctorielle en M, mais n’est pas une suite exacte en général.
Rappelons qu’'un DG anneau A est dit non positif si A* = 0 pour tout ¢ > 0.

Proposition 7.3.6. Soit A un DG anneau non positif
(1) La différentielle de tout M € Cgy (A, M) est A%-linéaire.
(2) Les troncatures intelligentes sont des foncteurs de Cgr(A, M) vers elle-méme.
Preuve. Le point (2) est clair. Soit f: A — Endy (M) et a € A%, alors
d(f(a)) = daof(a) = f(a) o du,
ce qui nous donne, du fait que f est un homomorphisme de DG anneaux,
f(da(a)) =dnrof(a) — f(a) odn .

Ainsi, d4(a) € A =0, donc on dys of (a) = f(a) odyy i.e. la A%-linéarité.
(]

Proposition 7.3.7. Supposons que A est non positif. Pour tout M € C(A, M) il existe un triangle distingué
smtST (M) S M 2 smt> (M) S T(smtS (M)

dans D(A,M). Aussi, H'(e): H(smt<*(M)) — HI(M) est un isomorphisme dans M pour tout j < i, et

H (p): H (M) — H (smt>+1(M)) est un isomorphisme dans M pour tout j > + 1.

Preuve. Les résultats concernant H (e) et H?(p) sont triviales & vérifier. Il existe une suite exacte courte

0= smt<i(M) S M 25 N 0
dans Cg; (A, M), ou
N = (- — M/Z(M) S Mt & a2y
D’apres la proposition (|7.3.4]), on obtient un triangle distingué
smt<H M) & M s N 2y T(smt<H (M)

dans D(A, M). Ensuite, il existe un quasi-isomorphisme évident ¢: N — smt>*+1(M) dans Cg, (A4, M) tel que
p = ¢op'. On définit le morphisme dans D(A, M)

0:=6o Q((;S)_l: smt2i+1(M) — T(Smtgi(M).
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Proposition 7.3.8. Supposons que A est non positif. Pour x € {—,+,b} le foncteur canonique D*(A,M) —
D(A, M)* est une équivalence de catégories triangulées.

Preuve. Ici, nous prouvons que le foncteur F~: D™ (A, M) — D(A, M) est pleinement fidele. Soit s: M — L
un quasi-isomorphisme dans K(A,M) avec L € K~ (A, M). Disons que L est concentré en degrés inférieurs
ou égaux & i. Alors H/(M) = H’(L) = 0 pour tout j > i. La troncature intelligente smt<*(M) appartient &
K~ (A, M), et l'inclusion ¢: smtS*(M) — M est un quasi-isomorphisme. D’aprés la proposition , avec
K=K(A,M) et K" = K (A,M), et avec la condition (1), on voit que F~ est pleinement fideéle.

Ici, nous prouvons que le foncteur F+: DT(M) — D(M) est pleinement fidele. Soit s: L — M un quasi-
isomorphisme dans K(A4, M) avec L € K+ (A,M). Disons que L est concentré en degrés > i. Alors H (M) =
H’(L) = 0 pour tout j < i. La troncature intelligente smt>*(M) appartient & K*(A, M), et la projection
t: M — smt>*(M) est un quasi-isomorphisme. D’apres la proposition , avec la condition (2), on voit que
FT est pleinement fidele.

Les arguments du premier paragraphe montrent que DP(A4,M) — D% (A, M) est pleinement fidele. Et le
deuxieme paragraphe, D" (A, M) — D(A, M) est pleinement fidele. Donc DP(A4, M) — D(A, M) est pleinement
fidele.

La troncature intelligente montre que le foncteur D*(A, M) — D(A, M)* est essentiellement surjectif sur les
objets.

O

7.4. Sous-Catégories Epaisses de M.

Définition 7.4.1. Soit M une catégorie abélienne. Une sous-catégorie abélienne épaisse de M est une sous-
catégorie abélienne pleine N fermée par extensions. A savoir si

0—-M —-M-—=M" -0
est une suite exacte courte dans M avec M’, M"” € N, alors MinN aussi.

Proposition 7.4.2. Soit M une catégorie abélienne, et soit M’ C M une sous-catégorie abélienne épaisse.
Supposons que My — My — N — M3z — M, soit une suite exacte dans M, et que les objets M; appartiennent
a M. Alors NinM' aussi.

Preuve. Pour s’en convaincre il suffit de regarder le diagramme exact

. f e g / N \ : / Ms ; Ma
Coker f Coker k
0 / \ 0 / \ 0

On a bien Coker f et Coker k qui appartiennent & M’, donc N aussi.

Remarque. On peut voir qu’on a le diagramme commutatif suivant de deux fagons,

L ! M g N
~.
Coker f .
0 / \ 0

Dans la catégorie des modules, avec Freyd-Mitchell, on a Coker f = M/Im f et donc Ker g = Kerg/Im f = 0.
Si non, on peut le voir de facon catégorique, puisque la suite est exacte, on a que Coker f = Coimg = Im g,
donc on a le diagramme commutatif suivant

I f

= N

gt

Coker f ’T> Coimg —— Img

et alors la fleche en pointillés est un monomorphisme.
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Définition 7.4.3. Soient M une catégorie abélienne et N C M une sous-catégorie abélienne épaisse. On note
Dn (M) la sous-catégorie pleine de D(M) constituée des complexes M tels que H'(M) € N pour tout i.

Etant donné une condition de délimitation x, on écrit DX (M) := Dx(M) N D*(M) et Dny(M)* := Dnx(M) N
D(M)*.

Proposition 7.4.4. Si N est une sous-catégorie abélienne épaisse de M alors Dx(M) est une sous-catégorie
triangulée pleine de D(M).

Preuve. 1l est clair que Dy(M) est fermé par translations. Supposons maintenant que M’ — M — M"” EN
soit un triangle distingué dans D(M) tel que M’, M € Dx(M); il faut montrer que M" est aussi dans Dn(M).
Considérons la suite exacte H (M’) — H' (M) — H'(M") — H"™Y(M') — H""*(M). Les quatre objets extérieurs
appartiennent & N. Puisque N est une sous-catégorie abélienne épaisse de M, il s’ensuit que H'(M") € N.

O

7.5. Le Plongement de M dans D(M).

Pour M, N € M il n’y a pas de différence entre les K-modules Homy (M, N), Homg(ar) (M, N) et
Homg (ar)(M, N). Ainsi les foncteurs canoniques M — C(M) et M — D(M) sont pleinement fideles. Il en est
de méme pour D(M), mais cela nécessite une preuve.

Soit D(M)° la sous-catégorie pleine de D(M) constituée des complexes dont la cohomologie est concentrée
au degré 0. C’est une sous-catégorie additive de D(M).

Proposition 7.5.1. Le foncteur canonique M — D(M)® est une équivalence.

Preuve. Notons le foncteur canonique M — D(M)? par F. Sous le plongement pleinement fideéle M C Cg, (M),
F est seulement la restriction du foncteur Q.

Le foncteur HY: D(M) — M vérifie H” oF = Idy;. Ceci implique que F est fidele.

Prouvons que F est pleine. Soient des objets M, N € M et un morphisme ¢: M — N dans D(M). On sait
que ¢ = Q(a) ) Q(s)_l pour avec a: L — N et s: L = M dans Cg, (M), avec s un quasi-isomorphisme. Soit
L' = smt<°(L), la troncature intelligente de L. Puisque L € D(M)°, l'inclusion u: L' — L est un quasi-
isomorphisme dans Cg, (M). En écrivant o' == aou et 8 :== s owu, on voit que s’ est un quasi-isomorphisme, et
4= Q@) o Os) .

Soit ensuite L” = smt>°(L’), autre troncature intelligente. La projection v: L’ — L” est un quasi-
isomorphisme surjectif dans Cg,(M). Comme L” est un complexe concentré en degré 0, on peut le voir comme
un objet de M. Les morphismes a’ et s’ se factorisent en a’ = a”’ovet s’ = s”ov,oua”: L - Nets": L' - M
sont des morphismes dans M, ce sont smt=%(a’) et smt>°(s’) respectivement. Or s’ " est un quasl isomorphisme
dans Cg, (M), et donc c’est un isomorphisme dans M. On a donc un morphisme a” o (s”)~*: M — N dans M,
et

Qa" o (")) = Qla") 0 Q(s") ! = Q) 0 Q) = g.
Il reste & prouver que tout L € D(M)? est isomorphe, dans D(M), & un complexe L” concentré en degré 0.

Mais on 'a déja montré dans les paragraphes précédents.
O

Proposition 7.5.2. Soit M une catégorie abélienne et soit 0 — L 2 M % N = 0 une suite dans M. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le suite est exacte.

Q(9) Q)

(2) 1l existe un triangle distingué L —— M —= N 4 T(L) dans D(M).

Preuve. On a déja vu un sens. Réciproquement, supposons avoir un triangle distingué L L> M M

T(L) dans D(M). Alors on peut supposer qu’il est isomorphe au triangle L M M — Cone(¢p) — T(L), et le
diagramme commutatif

Q)

L 99 N T(L)

id id ﬁl idl

L 29 0 Cone(¢) —— T(L)

_ -1

Ainsi, Cone(¢p) = M ®T(L) = --- = 0 LN RN VNN R o avee dTH = [8 (bOOtL } = ¢. Donc,

H™!(Cone(¢)) = Ker¢ et H(Cone(¢)) = Coker(L — Z°(M)) = Coker ¢. En particulier cela nous donne,
——

=M

puisque H'(Cone(¢)) = H'(N) que Ker ¢ = 0 et Coker ¢ = N. Remarquons également, que vu que Q(v) o ¢) =0
et L, M, N € D(M)°, que ¢ o ¢ = 0. Donc on a bien que notre suite est exacte.

O
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7.6. La Catégorie Dérivée Opposée est Triangulée.
Pour les preuves de cette partie voir [8, Section 7.6] On a déja mit une structure triangulée canonique sur la
catégorie d’homotopie opposée K (A, M)°P. Cette structure est telle que le foncteur d’inversion

Flip: K(A, M)°P — K(A°, M) = K(A, M)%P

est un isomorphisme de catégories triangulées. Dans cette section, on étend cette structure triangulée vers la
catégorie dérivée opposée D(A, M)°P.

Pour toute condition de délimitation *, on sait que K*(A, M) est une sous-catégorie triangulée pleine de
K(A,M). Maintenant, K*(A4, M)°P est la sous-catégorie pleine de K(A, M)°P sur les DG modules satisfaisant la
condition de délimitation .

Proposition 7.6.1. Pour toute condition de délimitation *, la sous-catégorie K*(A, M)°P est triangulée dans
K(A,M)°r.

Proposition 7.6.2. Soit N C M une sous-catégorie abélienne épaisse. Alors Kn(M)°P est une sous-catégorie
pleine triangulée de K(M)°P.

Rappelons que S(A, M) est I’ensemble des quasi-isomorphismes dans K(A, M). Soit S(A, M)°P I'ensemble des
quasi-isomorphismes dans K(A, M)°P. Notons qu’étre un quasi-isomorphisme n’a rien a voir avec la structure
triangulée. Puisqu’un morphisme ¢ dans K(A, M) est un quasi-isomorphisme si et seulement si Op(¢) est un
quasi-isomorphisme dans K (A, M)°P, on a une bijection Op: S(A, M) = S(A, M)°P. On sait que S(A, M) est un
dénominateur a gauche et a droite dans K(A,M). Done, d’apres la proposition , S(A, M)°P est ensemble
dénominateur a gauche et a droite dans K(A, M)°P.

Proposition 7.6.3. Soit K°P une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M)°P, et définissons S°P = K°P N
S(A,M)°P, ’ensemble des quasi-isomorphismes dans K°P. Alors :

(1) S°P est un ensemble de dénominateurs d’origine cohomologique dans K°P.

(2) La catégorie localisée D°P := (K°P)gop a une structure triangulée unique t.q. le foncteur de localisation
Q°P: K°P — D°P est un foncteur triangulé.

Remarquons que D°P = (Kg)°P. On peut résumer la situation par le diagramme commutatif suivant

op op
cop 22, Kop 97 pop

FlipJ/: Flipl: Flipl:

Cgtlf W Kﬂlp W Dﬂlp
Ici C est la sous-catégorie pleine de C(A,M) sur les objets de K, et C%P := Flip(C) C C(A,M)#P =
C(A°P M°P). Tous ces foncteurs sont bijectifs sur les objets. Les verticales sont aussi bijectives sur les mor-
phismes. Les foncteurs marqués sont surjectifs sur les morphismes (c’est-a-dire qu’ils sont pleins). La premiere
fleche verticale est un isomorphisme de catégories abéliennes, et les deux autres fleches verticales sont des
isomorphismes de catégories triangulées.

Définition 7.6.4. Soit K C K(A, M) une sous-catégorie additive pleine t.q. K°P est une sous-catégorie trian-
gulée de C(A,M)°P, et soit S := KN S(A4,M). La catégorie D°P := (K°P)gor admet la structure triangulée de la
proposition précédente.

Pour K = K(A, M) on obtient une structure triangulée sur D°? = D (A, M)°P.

Définition 7.6.5. Soit K C K(A, M) une sous-catégorie additive pleine t.q. K°P est une sous-catégorie trian-
gulée de K(A, M)°P. Définissons D := Kg et D°P := (Kop)sop, ot S := KN S(A4,M). Soit E une catégorie trian-
gulée. Un foncteur triangulé contravariant de D vers E est, par définition, un foncteur triangulé F': D°P — E.



8. FONCTEURS DERIVES

Supposons que F: K(A4,M) — E soit un foncteur triangulé. Ici A est un DG anneau, M est une catégorie
abélienne et E est une catégorie triangulée. Dans ce chapitre nous définissons les foncteurs dérivés a droite et
a gauche RF,LF: D(A,M) — E de F. Ce sont aussi des foncteurs triangulés, satisfaisant certaines propriétés
universelles. Nous prouverons l'unicité des foncteurs dérivés et leur existence sous des hypothéses appropriées.

Les propriétés universelles des foncteurs dérivés sont mieux exprimées en langage 2-catégorique. On définira
les foncteurs dérivés dans le cadre abstrait (par opposition au cadre triangulé) et prouverons les principaux
résultats pour eux. Ces résultats seront ensuite spécialisés dans différents contextes : foncteurs triangulés,
foncteurs triangulés contravariants et bifoncteurs triangulés.

8.1. Notation 2-Catégorique.

Dans ce chapitre, nous allons beaucoup travailler sur les morphismes de foncteurs. Le langage et la notation
de la théorie ordinaire des catégories que nous avons utilisés jusqu’a présent ne sont pas adaptés. Par conséquent,
nous allons maintenant introduire brieévement les notations de la théorie des 2-catégories.

Considérons ’ensemble Cat de toutes les catégories. Les aspects théoriques des ensembles sont négligés.
L’ensemble Cat est ’ensemble des objets d’une 2-catégorie. Cela signifie que dans Cat, il existe deux types de
morphismes : les I-morphismes entre objets et les 2-morphismes entre 1-morphismes. Il existe plusieurs sortes
de compositions, et celles-ci ont plusieurs propriétés qu’on verra dans la suite.

Supposons Cy, Cy,... sont des catégories, a savoir des objets de Cat. Les 1-morphismes entre eux sont les
foncteurs. La notation est usuelle; F': Cy — C; désigne un foncteur.

Supposons que F,G: Cy — C; soient des foncteurs. Les 2-morphismes de F' vers GG sont les morphismes de
foncteurs, et la notation est n: F' = G. La double fleche est la notation distinctive des 2-morphismes. En se
spécialisant sur un objet M € Cy on revient & la notation simple fleche, a savoir nyr: F(M) — G(M) est le
morphisme correspondant dans C;. Le schéma qui le représente est

n Cl.

Nous appellerons un tel diagramme un 2-diagramme.

Chaque objet (catégorie) C a son l-morphisme identité Idc: C — C. Chaque l-morphisme F' a son 2-
morphisme identité idg: F' = F.

Considérons maintenant les compositions. Pour les foncteurs il n’y a rien de nouveau : étant donnés les fonc-
teurs F1: Cy — Cy et Fy: C; — Cy, leur composition, que nous appelons maintenant composition horizontale,
est le foncteur F5 o Fy: Cy — Cs. Le diagramme est

F F:
CO Q/Q' 02 .
FyoFy

Cela peut étre considéré comme un 1-diagramme commutatif, ou comme un raccourci pour le 2-diagramme

Fy Fy

Cy
ial)

FooFy

Cy

Co

Supposons que ’on dispose des 1-morphismes F;,G;: C;_1 — C; et des 2-morphismes 7;: F; = G, tels que :

Fy Fy
/\ /\
CQ Mjh Cl HVIQ C2
~_ " ~_ "
Gl G2

La composition horizontale est le morphisme de foncteurs 73 o n1: Fy o F; = G5 o G1. Le diagramme est

FsoFy
Co ﬂnzom Co .

G20G1

Plus précisément, soit M € Cp, on veut un morphisme dans Ca, de (Fy o F1)(M) — (G3 0 G1)(M). On a un
choix naturel que l'on prend comme la définition, c’est un des chemin du diagramme commutatif suivant (7,
74
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est une transformation naturelle)

(Fy o Fy)(M) 2" (Fy 0 Gy (M)

772,F1(1M)J( lW,Gl(M) .

(G20 F1)(M) s (G20 G1)(M)
2 771,M)
Donc (n2 o n1)ar = Ga(n1,0) © 2,7y (M) = M2, (M) © F2(11,01). Cette loi est associative, et admet idjq, comme
neutres.
Supposons avoir des 1-morphismes E, F,G: Cy — Cq, et des 2-morphismes (: £ = F et n: FF = G. Le
diagramme illustrant ceci est

T

Co ——— C
0 7LU, F 1

G

La composition verticale de ¢ et 1) est le 2-morphisme n % (: E — G. Dont la formule explicite est () ==
nar o Car: E(M) — G(M). On a le diagramme suivant
E
CQ ﬂﬂ*C Cl .

G

Quelque chose de complexe se produit dans la situation illustrée dans le diagramme suivant.

E Es
/m\ /7]2\
Co L Cy L Cy .

~_ el

G2

\QW
G1
Il se trouve que
(2% G2) o (m *C1) = (m2om) * (G20 1)
en tant que morphismes E5 o E1 = G5 o G1. C’est ce qu’on appelle la propriété d’échange.
En effet, pour s’en convaincre il suffit d’expliciter les morphisme et de considérer le diagramme commutatif

suivant,

G2,y (M)

(Eo 0 F1)(M) (£ 0 F1)(M)

E2(711,M)J( J{FQ(WLZM) .

(B20G1)(M) —— (FyoG1)(M)

€2, (M)

Alors,

((m2* C2) o (1 *C1))nr = (M2 % C2)y () © E2((m1 * C1) ) = M2, (1) © G, () © E2(n1,00) © Ea(n1,ar)
et
((m2om) * (C20C1)) s = N2, (ar) © Fo(ni,ar) © Comy (ar) © B2 (m1,01)-
Donc, grace au diagramme commutatif précédent, on a bien égalité. Cette loi est associative, et admet idp
comme neutres.

Tout comme les catégories abstraites, on peut parler de catégories triangulées. Il existe la 2-catégorie TrCat
de toutes les catégories triangulées (K-linéaires). Les objets ici sont les catégories triangulées (K, T); les 1-
morphismes sont les foncteurs triangulés (F, 7) ; et les 2-morphismes sont les morphismes de foncteurs triangulés
7.

8.2. Catégories de Foncteurs.
Dans cette partie, tous les problémes de théorie des ensembles (tailles des ensembles) sont négligés (on les
régle introduisant un univers plus grand).

Définition 8.2.1. Etant donné les catégories C et D, soit Fun(C,D) la catégorie dont les objets sont les
foncteurs F': C — D. Etant donné les objets F, G € Fun(C, D), les morphismes n: F' = G dans Fun(C, D) sont
les morphismes de foncteurs.
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En termes de le 2-catégorie Cat de la section précédente, C et D sont des objets de Cat; les objets de
Fun(C, D) sont des 1-morphismes dans Cat; et les morphismes de Fun(C, D) sont les 2-morphismes dans Cat.
Ainsi nous avons fait une “réduction d’ordre”, de 2 & 1, en passant de Cat & Fun(C, D).

Supposons que G: C' — C et H: D — D’ soient des foncteurs. Il existe un foncteur induit

(8.2.2) Fun(G, H): Fun(C,D) — Fun(C’,D’)

défini par Fun(G,H)(F) == H o F o G, Fun(G,H)(n: F = F') = idgon o idg. C'est bien un foncteur,
Fun(G, H)(ldF) = idH OidFOidG = idHoFoG et F‘un(G,H)(C * ’17) = idH O(C o ’17) (o} id(; = idH OC o idG *idH on o
idg = Fun(G, H)(¢) * Fun(G, H)(n).

Proposition 8.2.3. Si G et H sont des équivalences, alors le foncteur Fun(G, H) est une équivalence

Preuve. 11 suffit de voir que si G’ et H' sont des quasi-inverses de G et H respectivement, alors Fun(G’, H')
est un quasi-inverse de Fun(G, H).
O

Rappelons que pour une catégorie C et un ensemble multiplicatif de morphismes S C C on note Cg la
localisation. Il vient avec le foncteur de localisation Q): C — Cg, qui est 'identité sur les objets.

Pour une catégorie E soit EX C E la catégorie des isomorphismes ; il a tous les objets, mais ses morphismes
ne sont que les isomorphismes dans E.

Définition 8.2.4. Etant donné les catégories C et E, un ensemble multiplicatif de morphismes S C C, et un
foncteur F': C — E, on dit que F est localisable dans S si F(S) C E*. On note Fung(C, E) la sous-catégorie
pleine de Fun(C, E) sur les foncteurs localisables en S.

Rappelons qu’un foncteur est un isomorphisme de catégories si et seulement si c’est une équivalence que est
bijective sur les ensembles d’objets.

Proposition 8.2.5. Soient C et E des catégories, et soit S C C un ensemble multiplicatif de morphismes. Alors
le foncteur

Fun(Q,Idg): Fun(Cs,E) — Fung(C,E)

est un isomorphisme de catégories.

Preuve. 1l est clairement bijectif sur les objets. En effet, pour F': C — E tel que F(S) C E*, alors il existe un
unique foncteur Fs: Cs — E tel que F' = Fgo @ i.e. F = Fun(Q,Idg)(Fs).

Pour la bijection sur les morphismes. Soient F,F': C — E et n: F = F’. Alors on cherche une col-
lection (pr: Fs(M) — Fg(M), or on a que M = Q(M), donc cette collection est la méme que (o =
Curs Fs(Q(M)) — FS(Q(M)). Ainsi, Fun(Q,Idg)(n) = ng(m) © Fs(idgar)) = nar, ce qui nous donne la bijec-

=F(M) =F/(M)
tion.
Donc c’est bien un isomorphisme de catégories.

Par définition, un bifoncteur F': C x D — E est un foncteur de la catégorie produit C x D. On écrira
BiFun(C x D, E) := Fun(C x D,E)

ou dans la premiere expression rappelle que C x D est un produit. La proposition suivante décrit les bifoncteurs
de maniere non symétrique.

Proposition 8.2.6. Soient C, D et E des catégories. Il existe un isomorphisme des catégories
=Z: Fun(C x D, E) — Fun(C, Fun(D, E))
avec la formule suivante : pour un foncteur F': C x D — E, le foncteur
E(F): C = Fun(D,E)
est Z(F)(C) = F(C,—).

Preuve. 1l est clairement bijectif sur les objet, et on a un quasi-inverse évident
O

Proposition 8.2.7. Soient C et D des catégories, et soient S C C et T C D des ensembles multiplicatif de
morphismes. Alors S x T est un ensemble multiplicatif de morphismes dans C x D, et le foncteur canonique

O: (Cx D)sxt = Cs x Dr
est un isomorphisme de catégories.

Preuve. [8, Proposition 8.2.11 |
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On a des simples versification qui nous donnent le résultat suivant, alors les assertions suivantes sont
équivalentes.
Proposition 8.2.8. Sous les condition de la proposition précédentes

(1) Les ensembles multiplicatif S C C et T C D sont des ensembles de dénominateurs a gauche (resp. a
droite).
(2) L’ensemble multiplicatif S x T C C x D est un ensemble de dénominateurs & gauche (resp. & droite).

8.3. Foncteurs Dérivés Abstraits.
Ici, nous traitons des foncteurs dérivés a droite et a gauche dans une catégorie abstraite

Définition 8.3.1 (Foncteur dérivé a droite). Considérons une catégorie K et un ensemble multiplicatif de
morphismes S C K, et le foncteur de localisation @Q: K — Kg. Soit F': K — E un foncteur. Un foncteur dérivé
a droite de F par rapport @ S est une paire (RF,n%), ot RF: Kg — E est un foncteur et n®: F = R F o Q est
un morphisme de foncteurs, tel que la propriété universelle suivante soit vraie :

(R) Etant donné un couple (G, 0), constitué d’un foncteur G: Kg — E et d’'un morphisme de foncteurs
0: F = G oQ, il existe un unique morphisme de foncteurs u: RF = G tel que § = (poidg) * n't.

On a le 2-diagramme suivant

K—LY L E
nRﬂ
Q RF
Ks

Pour un couple (G, 0) il existe un unique morphisme p qui donne le 2-diagramme suivant

Ks

tel que le diagramme des 2-morphismes (avec composition *) suivant soit commutatif

nRﬂ \

RFo(QQ ——— Go(Q
poidg

Proposition 8.3.2. Si un foncteur dérivé a droite (RF,nR) existe, alors il est unique, a un isomorphisme
pres. A savoir, si (G,0) est un autre foncteur dérivé & droite de F, alors il existe un unique isomorphisme de
foncteurs p: RF = G tel que 0 = (poidg) * ntt.

Preuve. Cela suit de la propriété universelle vérifiée.
|

Théoréme 8.3.3 (Existence du Foncteur Dérivé a Droite). Dans la situation de la définition précédente,
suppose avoir une sous-catégorie pleine J C K tel que les trois conditions suivantes soient vérifiées
(1) L’ensemble multiplicatif S est un ensemble de dénominateurs a gauche dans K.
(2) Pour tout objet M € K il existe un morphisme p: M — I dans S, avec I € J.
(8) Si est un morphisme dans SN J, alors F(v) est un isomorphisme dans E.
Alors le foncteur dérivé
(RE,7n%): Ks - E
existe. De plus, pour tout objet I € J, le morphisme
nt: F(I) — RE(I)
dans E est un isomorphisme.
La condition (2) dit que K a suffisamment de J-résolutions a droite. La condition (8) dit que J est une
catégorie F-acyclique.
Il nous faut une définition et quelques lemmes avant de donner la preuve du théoreme.
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Définition 8.3.4. Dans la situation du théoreme (8.3.3), par systéme de J-résolutions & droite on entend un
couple (I, p), ot I: Ob(K) — Ob(J) est une fonction, et p = {pn}meconk) est une collection de morphismes
pym: M — I(M) dans S. De plus, si M € Ob(J), alors I(M) = M et ppr = idays.

Puisqu’ici K a suffisamment de J-résolutions a droite, il s’ensuit que des systemes de J-résolutions a droite
(I, p) existent.
Introduisons des nouvelles notations qui rendront les preuves plus lisibles :

(8.3.5) K':=1J, 8 :=JnS, D:=Kget D :=K§.
Le foncteur d’inclusion est U: K’ — K, et sa localisation est V: D’ — D. On a le diagramme commutatif

K —Y K

(8.3.6) Q/J JQ

D’ —— D
Lemme 8.3.7. L’ensemble multiplicatif S’ est un ensemble de dénominateurs a gauche dans K'.

Preuve. 1l faut vérifier les conditions et [(LD2)

(LD1) : Etant donné les morphismes a’: L' — N’ dans K’ et s': L' — M’ dans S', on doit trouver des
morphismes ¥': M’ — K’ dans K’ et t': N’ — K’ dans S/, tels que t' oa’ = b’ os’. Comme S C K satisfait cette
condition, on peut trouver des morphismes b: M’ — K dans K et t: N’ — K dans S tels que toa’ =bos'. Il
existe un morphisme p: K — K’ dans S avec K’ € K’. Alors les morphismes t' := pot et b’ := p o b satisfont
t'oad =bos,ett €8

(LD2) : Etant donné les morphismes a’,b’: M’ — N’ dans K’ et s': L' — M’ dans S/, qui vérifient o’ o s’ =
b o8, on doit trouver un morphisme t': N — K’ dans S’ tel que t' oa’ =t' o ¥'. Comme S C K satisfait cette
condition, on peut trouver un morphisme ¢: N’ — K dans S tel que t o a’ = t o ¥. Il existe un morphisme

p: K — K’ dans S avec K’ € K’. Alors le morphisme ¢’ := p ot a la propriété nécessaire.
([l

Lemme 8.3.8. Le foncteur V: D' — D est une équivalence.

Preuve. La condition (2) du théoréme implique que V est essentiellement surjectif sur les objets. Reste a
prouver que V est pleinement fidele. On va utiliser la version gauche de la proposition . D’apres le
lemme précédent, la version de gauche de la condition (1) de la proposition est vérifiée. La condition (2) du
théoréme implique la version gauche de la condition (2) de la proposition. Alors la version de gauche de la
proposition dit que V est entierement fidele.

O

Lemme 8.3.9. Supposons avoir un systéme de K'-résolutions a droite (I,p). Alors la fonction I: Ob(K) —
Ob(K’) se prolonge uniquement en un foncteur I: D — D', tel que oV =1Idp, et Q(p): Idp = V oI est un
isomorphisme de foncteurs. Donc le foncteur I est un quasi-inverse de V.

En un 2-diagramme :

K’ Q' D’ Id D’
U I v I-
Q(p)ﬂ
K o D T D

Rappelons que dans un 2-diagramme, un polygone vide signifie qu’il est commutatif, c’est-a-dire qu’il peut étre

. id
rempli avec =>.

Preuve. Considérons un morphisme ¢: M — N dans D. Puisque V: D’ — D est une équivalence, et puisque
V(I(M))=I(M)et V(I(N))=I(N), il existe un unique morphisme I(¢): I(M) — I(N) dans D’ satisfaisant

(8.3.10) V({I(1)) == Qpn) oo Q(par) ",
dans D.

Vérifions que I: D — D’ est bien un foncteur. Déja, il respecte clairement les identités. Supposons que
¢: L — M et ¢: M — N soient des morphismes dans D. Alors

VI()ol(9) = V(I(¥))oV(I(e))
= (Q(pn) o oQ(par)™") o (Qpar) 0 po Qpr) ™)
= Qpn)o(Wod)oQpr)!
= V(o).
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Comme V' est une équivalence, il s’ensuit que I(y)) o I(¢) = I(¢ o ¢).
Comme ppyr: M' — I(M') est I'identité pour tout objet M’ € K', on voit qu’il y a égalité I o V = Idp,. Par
la formule de définition de I(¢)) on a un diagramme commutatif

V(I(¥))
V(I(M)) —— V(I(N))
Q(PM)T Q(pN)
_—
M m N

dans D. Ainsi, Q(p): Idp = V oI est un isomorphisme de foncteurs.

Le diagramme (8.3.6)) induit un diagramme commutatif de catégories

Fun(U,Id)

Fun(K',E) Fun(K, E)
p.f. p.f.
(8.3.11) Fung (K, E) « % Fung (K, F)
Fun(Q’,Id) | isom isom | Fun(Q,Id)
Fun(D', E) F“:q(uvi’vld) Fun(D, E)

Les fleches verticales marquées “p.f.” sont des plongements pleinement fidele par définition. Les fleches verticales
notées “isom” sont des isomorphismes de catégories. La fleche Fun(V, Id) dans la ligne du bas est une équivalence.
Par conséquent, la fleche Fun(U,1d) dans la ligne du milieu est aussi une équivalence.

Introduisons la notation F’ :== F o U: K’ — E. Ce foncteur est un objet de la catégorie du milieu & gauche
du diagramme précédent, puisque, par la condition (3) du théoréme , il inverse S’.

Lemme 8.3.12. Soit G: D — E un foncteur. Etant donné un morphisme 0': F' = G o Q oU de foncteurs
K’ — E, il existe un unique morphisme 0: F = G o Q de foncteurs K — E t.q. ' =0 oidy.

Notons que G est un objet de la catégorie en bas a droite du diagramme (8.3.11]). Les morphismes 6’ et 6
sont respectivement dans la catégorie au milieu a gauche et en haut a droite de ce diagramme.

Preuve. Pour tout objet M € K il existe un morphisme p: M — I dans S avec I € K’. Un morphisme de
foncteurs 6 vérifiant 6’ = 0 o idyy dera commuter le diagramme :

F(M) 25 (GoQ)(M)
(8.3.13) ro)| =] @@
F(I) — (G Q)(I)
On utilise les faits que I = U(I) et que Q(p) est un isomorphisme. Ceci prouve 'unicité de 6.

Pour Vexistence, choisissons un systéme de K’'-résolutions a droite (I, p), et définissons § = {0y} & l'aide du
diagramme précédent, a savoir

(8314) Oy = (GO Q)(pM)71 o HII(M) o F(pM)

Il faut prouver qu’il s’agit bien d’un morphisme de foncteurs K — E. A savoir, pour un morphisme donné
¢: M — N dans K, il faut prouver que le diagramme

F(M) -2 (G0 Q)(M)
(8.3.15) F)| 2
F(N) -2 (GoQ)(N)

dans R est commutatif.
On sait qu’on peut écrire I(Q(¢)) € D’ comme la fraction a gauche

(8.3.16) 1(Q(¢)) = Q' (¥1) ™" 0 Q' (o)
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des morphismes g € K’ et 101 € S’. On obtient les diagrammes suivants

M ¢ N M Q(#) N
lpM lﬂN Q(PZ\/[)J/ lQ(PN)
(8.3.17) I(M) I(N) I(M) EACICICINEN I(N)

Q(¢o) QY1)
J J

Le premier diagramme est dans la catégorie K, et il pourrait ne pas étre commutatif. Le deuxiéme diagramme
est dans la catégorie D, et il est commutatif : le triangle du bas commute par la formule (8:3.16) et 1'égalité
Vo@' = Q; et le carré supérieur commute par la définition de V(I(Q(¢))). Par condition @LOé ) de la localisation
d’Ore a gauche @): K — D, il existe un morphisme ¢ : J — L dans S tel que ¥ o ¢g o ppr = Y o1y 0 py 0 ¢ dans
K. 1l existe le morphisme pr: L — I(L) dans S, ot I(L) appartient & K’. Ainsi, aprés avoir remplacé I'objet
J par I(L), le morphisme 10 par py, 01 o 1), et le morphisme ¥ par py, o9 o 11, et en notant que ce dernier
est un morphisme dans S’, on peut maintenant supposer que le premier diagramme de (8.3.17) est commutatif
aussi.

Maintenant on plonge (8.3.15)) dans le diagramme (8.3.18)) de E.

9?(1\/1)

F(I(M)) (GoQ)(I(M))

F (o) o) = (G o) (GoQ) (ko)
F(M) —"— (G0 Q)(M)

(8.3.18) F (&) (GoQ)(o)

F(J) F(N) —— (GoQ)(N) (GoQ)()
N F(pn) >~ |(GoQ)(pN)
) F(I(N)) —— (G o Q)I(IV)) —(GoQ)(w1)
I(N)

Puisque py € S et 11 € S, les morphismes (G o Q)(pn), (G o Q)(11) et F (1) sont des isomorphismes. Les
carrés du haut et du bas dans sont commutatifs par définition de 0, et . Les chemins arrondies gauche
et droite (celles olt J joue un réle) sont commutatives car le premier diagramme de (8.3.17) est commutatif.

Puisque 0': F' = G o Q o U est un morphisme de foncteurs, on a un diagramme commutatif

GII(IVI)

(GoQ)(I(M))

F(d)o)J{ J,(GOQ)(%)

F(J) ———— (G2 Q)(J)
F(¢1) T(GOQ)WH)
)

FI(N)) ——— (G Q)(I(N))

‘93(1\7)

Lorsqu’on oubli la fleche #’; de ce diagramme, on obtient la frontiere extérieure du diagramme (8.3.18)). Donc

le diagramme (8.3.18) est commutatif. En particulier, le carré du milieu est commutatif, et c’est précisément le
diagramme (|8.3.15)).

a

Preuve du Théoréme (8.3.3)). |8, Theorem 8.3.3].
O

Définition 8.3.19. La construction du foncteur dérivé a droite (RF,n®) dans la preuve du théoréme (8.3.3)), et
plus précisément les formules RF := RF'oI: D — E et n, := F(pyr), est appelée une présentation de (RF,n®)
par le systéme des J-résolutions a droite (I, p).

Passons maintenant aux foncteurs dérivés a gauche.

Définition 8.3.20 (Foncteur dérivé & droite). Considérons une catégorie K et un ensemble multiplicatif de
morphismes S C K, et le foncteur de localisation @: K — Kg. Soit F': K — E un foncteur. Un foncteur dérivé
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a gauche de F par rapport ¢ S est une paire (LF,n"), o LF: Kg — E est un foncteur et n*: LF o Q = F est
un morphisme de foncteurs, tel que la propriété universelle suivante soit vraie :

(L) Etant donné un couple (G,0), constitué d’un foncteur G: Kg — E et d’un morphisme de foncteurs
0: GoQ = F, il existe un unique morphisme de foncteurs p: G = LF tel que § = n" x (u o idg).

On a le 2-diagramme suivant

K—f . F

Q

Ks

Pour un couple (G, 0) il existe un unique morphisme p qui donne le 2-diagramme suivant

Ks

tel que le diagramme des 2-morphismes (avec composition *) suivant soit commutatif

LH\

n

RFoQ <:GQQ
poidg

On voit qu’un foncteur dérivé a gauche avec domaine d’arrivé E revient a un foncteur dérivé a droite avec
domaine d’arrivé E°P. Cela signifie qu’on a pas besoin de donner des nouvelle preuves.

Proposition 8.3.21. Si un foncteur dérivé a gauche (LF,n") existe, alors il est unique, a un isomorphisme
pres. A savoir, si (G,0) est un autre foncteur dérivé a gauche de F, alors il existe un unique isomorphisme de

foncteurs p: G = LF tel que 0 = n * (poidg).
Théoréme 8.3.22. [Ezistence du Foncteur Dérivé a Gauche] Dans la situation de la définition précédente,
suppose avoir une sous-catégorie pleine P C K tel que les trois conditions suivantes soient vérifiées
(1) L’ensemble multiplicatif S est un ensemble de dénominateurs a gauche dans K.
(2) Pour tout objet M € K il existe un morphisme p: P — M dans S, avec P € P.
(8) Si ) est un morphisme dans SNP, alors F (1) est un isomorphisme dans E.
Alors le foncteur dérivé
(LF,n%): Ks = E
existe. De plus, pour tout objet P € P, le morphisme
ns: LF(P) — F(P)
dans E est un isomorphisme.

La condition (2) dit que K a suffisamment de P-résolutions & gauche. La condition (&) dit que P est une
catégorie F-acyclique.

Définition 8.3.23. Dans la situation du théoreme précédent, par systeme de P-résolutions a gauche on entend
un couple (P, p), ot P: Ob(K) — Ob(P) est une fonction, et p = {pas} areonx) est une collection de morphismes
prm: P(M) — M dans S. De plus, si M € Ob(P), alors P(M) = M et pp; = idpy.

Lorsque K a suffisamment de P-résolutions a gauche, il existe un systeme de P-résolutions a gauche (P, p).

Définition 8.3.24. La construction du foncteur dérivé & gauche (LF,n") donne une présentation de (LF,n")
par le systéme des P-résolutions d gauche (P, p).
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8.4. Foncteurs Dérivés Triangulés.
Dans cette partie on spécialise les définitions et les résultats de la partie précédente au cas des foncteurs
triangulés entre catégories triangulées.

Définition 8.4.1. Soient K et L des catégories triangulées. On définit TrFun(K,L) comme étant la catégorie
dont les objets sont les foncteurs triangulés (F,7): K — L. Etant donnés les objets (F, 1) et (G, v), les mor-
phismes a: (F,7) = (G, v) dans TrFun(K, L) sont les morphismes de foncteurs triangulés.

Lemme 8.4.2. Soit (F,7): (K, Tk) — (L, T1,) un foncteur triangulé entre catégories triangulées. Supposons que
F soit une équivalence (de catégories abstraites), de quasi-inverse G: L — K, et d’isomorphismes d’adjonction

a: GoF = Idk et B: FoG = Idy,. Alors il eziste un isomorphisme de foncteurs v: GoTy, = Tk oG tel que

(G,v): (L, TL) = (K, Tk) est un foncteur triangulé, et a et 8 sont des isomorphismes de foncteurs triangulés.

Preuve. On a déja vu que G est un foncteur K-linéaire (c.f. [8, Lemma 8.4.2] pour une autre preuve).
On définit 'isomorphisme de foncteurs v par la formule

vi= (aoidry oq) * (idg ot 0idg) ™" * (idgory, 0f) "
en termes de notation 2-catégorique. Cela donne lieu & un diagramme commutatif d’isomorphisme

GOTLOFOG&GOFOTKOG

id OBH Haoid

GoTy —_— Tk oG

de foncteurs additifs L — K. Donc le couple (G, v) est un foncteur T-additif.

Vérifions que (G, v) préserve les triangles distingués. Soit L — M — N — T, (L) un triangle distingué dans
L, il faut montrer que G(L) - G(M) — G(N) — Tk (G(L)) est un triangle distingué. Pour cela, considérons le
triangle distingué construit sur G(L) = G(M), G(L) — G(M) — C — Tk (G(L)). Alors on a les isomorphismes
de triangles distingués

F(G(L) — F(G(M)) — F(C) — Tp(F(G(L)))

R
R
1
R

M F

S
—
=
>

1

12

1

1
%

,%
%

Donc F(C) 2 N i.e. C 2 G(N) d’ot le résultat.
On a aussi « et 8 qui sont des morphismes de foncteurs triangulés. Rappelons déja que les isomorphismes

M N Tw(L)

d’adjonction (unité et counité) vérifient les identités triangulaires. A savoir, a: GoF = Idk et B: FoG = Id;,

se trouvent dans les 2-diagrammes commutatifs

—loj i o™t
Ga:dG>GOFOG FdF:>FOGOF
G F

On va montrer le résultat pour «, le cas pour S étant analogue.
On veut montrer qu’on a les diagrammes commutatifs

voG(t v oG (T
GOFOTKATKOGOF GOFOTK(K)L(KQTKOGOF(K)
aoidTy idy o ie. QAT (K) Tk(ax) *
Tk T Tk Tk (K) = Tk (K)

Par définition

(@ oidry oa) r(x) © (idg o7 0 id6) o) © (idgor, o8) (k)
= argoqor(k) © (idG oT) Go pey © G(TL(Br(x))) "
Ty 0Gor(K) © G(Taor (i) ' 0 G(TL(Br(k))) -

VP(K)
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Donc

= Tk(ak)o arygocor (i) © G(Taor(r)) 0 G(TL(Br(x))) " o G(Tk)
M) = ark) o G(F(Tk(ak))) o G(Taorx)) ! 0 G(TL(Br(x))) ' 0 G(7k)
@) = ark@) o G(rx) ™ o G(TL(F(ak))) o G(TL(Br))) ™" o G(7k)

Tk (ak) o vpk) o G(Tk)

) = AT K(K)
ou chaque égalité est justifiée par
TK(OLK)
Tk oG o F(K) Tk (K)
(1) AT 0oGoF(K) ATk (K) commute.
GoFoTkoGo F(K) GoFoTnan) Go FoTk(K)
GoFoTkoGo F(K) GoFroTwlax) GoFoTg
(2) G(TGor(k)) G(rx) commute.
GoTroFoGoF(K) GoTpoF(K)

GoTy, oF (k)

(3) Découle du fait que F(ak) o ﬁ;(lK) = ((idp oa) * (87! 0idp))k = idp()x par I'identité triangulaire.
Donc on a bien ce qu’on voulait, o est bien un morphisme de foncteurs triangulés

A partir de maintenant dans cette section, les isomorphismes de translation resterons implicites.
Supposons que I'on dispose des foncteurs triangulés U: K’ — K et V: L — L. 1l existe un foncteur induit

TrFun(U,V): TrFun(K,L) — TrFun(K’, L)
la formule est la méme que pour Fun(U, V).
Lemme 8.4.3. Si U et V sont des équivalences, alors le foncteur TrFun(U, V') est une équivalence.

Preuve. On l'a vu pour le foncteur Fun(U, V), et grace au lemme précédent on conclut.
O

Définition 8.4.4. Soient K et L des catégories triangulées, et soit S C K un ensemble de dénominateurs d’origine
cohomologique. On définit TrFung (K, L) comme la sous-catégorie pleine de TrFun(K, L) dont les objets sont les
foncteurs localisables en S.

On sait que le foncteur de localisation @Q: K — Kg est une localisation d’Ore a gauche et a droite.

Lemme 8.4.5. Soient K et E des catégories triangulées, et soit S C K un ensemble de dénominateurs d’origine
cohomologique. Alors le foncteur

TrFun(Q,Idg): TrFun(Ks, E) — TrFung (K, E)
est un isomorphisme de catégories.

Preuve. On la fait pour le foncteur Fun(Q,Idg) et on conclut avec le fait que @ est triangulé (c.f. Théoréme
7 1.3)).
O

Définition 8.4.6. Soit F': K — E un foncteur triangulé entre catégories triangulées, et soit S C K un ensemble
de dénominateurs d’origine cohomologique. Un foncteur triangulé dérivé a droite de F par rapport a S est un
foncteur triangulé RF: Kg — E, ainsi qu'un morphisme n®: F' = RF o Q de foncteurs triangulés K — E. Le
couple (RF,n%) doit avoir la propriété universelle :

(R) Etant donné un couple (G, #), constitué d'un foncteur triangulé G: Kg — E et d’un morphisme de
foncteurs triangulés 0: F' = G o @, il existe un unique morphisme de foncteurs triangulés p: RF = G
tel que 6 = (poidg) * n™.
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Proposition 8.4.7. Si un foncteur triangulé dérivé a droite (RF,n%) existe, alors il est unique, a un isomor-
phisme preés. A savoir, si (G,0) est un autre foncteur triangulé dérivé a droite de F', alors il existe un unique

isomorphisme de foncteurs triangulés p: RF = G tel que 0 = (poidg) xnt.
Les preuves des deux propositions précédentes sont les mémes que leurs versions dans les catégories abstraites.

Théoréme 8.4.8. Dans la situation de la définition précédente, supposons qu’il existe une sous-catégorie
triangulée pleine J C K tel que :

(1) Tout objet M € K admet un morphisme p: M — I dans S tel que I € J.

(2) Siy est un morphisme dans JN'S, alors F(v¢) est un isomorphisme dans E.
Alors le foncteur triangulé dérivé a droite (RF,n®): Kg — E de F par rapport a S existe. De plus, pour tout
objet I € J le morphisme ni*: F(I) — RF(I) dans E est un isomorphisme.

Preuve. [8, Theorem 8.4.9].
O

Corollaire 8.4.9. Dans la situation du théoréme précédent, le foncteur triangulé dérivé a droite (RF,n®) est
aussi un foncteur dérivé a droite abstrait de F' par rapport a S.

On le voit dans la preuve du théoréme précédent. On parlera des fois du foncteur triangulé dérivé a droite
RF comme “le foncteur dérivé a droite de F”.

Dans la situation du théoréeme précédent, soit K* une sous-catégorie triangulée pleine de K. On pose S* :=
K*NSet J*:=K*NJ. Notons W: K* = K le foncteur d’inclusion, et Wg. : K§. — Kg sa localisation.

Proposition 8.4.10. Supposons que tout objet M € K* admet un morphisme p: M — I dans S* tel que I € J*.
Alors le couple (R*F,n*) .= (RF o Ws«,n® oidw) est un foncteur dérivé a droite de F* .= F o W: K* — E.

Preuve. Considérons le diagramme suivant

w*

Maintenant on considere le diagramme,
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Onaque RE* o Q* =F oQ oW car RF*' o Q*' = Fi.. et F' o Q" = Fj, donc la frontiere extérieure
commute, et il est clair que le carré commute. Ainsi, RF*’' = REF' o W* i.e. RF*oV* = RF oV o W*. Donc on
a le diagramme commutatif

Ky, —Y 5 Ky

K* /S*/ B — K/S/

RF
RN A’
R

Donc RF* = RF o W* est un foncteur dérivé de F*, comme on voulait montrer.

RF*

O

Exemple 8.4.11. Supposons avoir un foncteur additif 7°0: M — N entre catégories abéliennes. On sait I’étendre
a un DG foncteur

CT(F%: CTt(M) - CT(N),
qui induit un foncteur triangulé

K™ (F%: KT (M) - KT(N).
En composant avec le foncteur de localisation Q% : K*(N) — DT (N) on obtient un foncteur triangulé
(8.4.12) Fi=Qf ocK"(F"): KT (M) — D*(N).
Définissons K :== KT (M), S := ST (M) et ED*(N), donc dans cette notation on a un foncteur triangulé F': K —
E. Notons que la restriction de F & la sous-catégorie pleine M C K+ (M) coincide avec le foncteur de départ F°.

Supposons que la catégorie abélienne M ait suffisamment d’injectifs; a savoir que tout objet M € M admet

un monomorphisme vers un objet injectif. Soit J la sous-catégorie pleine de K sur les complexes d’objets injectifs

minorés. Nous prouverons plus tard qu’on peut appliquer le théoréeme (8.4.8)) pour ce J, quel que soit F. Par
conséquent, le foncteur triangulé dérivé a droite

(R*F,y*): D* (M) — D*(N)
existe, et pour tout complexe I € J le morphisme
nf: F(I) —» RYF(I)

en DT(N) est un isomorphisme.

Supposons maintenant que le foncteur de départ F° est exact & gauche. Pour tout ¢ > 0 et M € M on pose
RIFO(M) := HY(RTF(M)) dans N.

On a le foncteur dérivé a droite classique RIF?: M — N, et ROF? = FO, Alors pour tout M € Met ¢ > Oon a
RIFO(M) = HYR*F(M)). Lorsque 'objet M € M se déplace, cela devient un isomorphisme RIF° =~ HYoR*F
de foncteurs additifs M — N. Ceci justifie 'utilisation de la méme notation.

Les foncteurs triangulés dérivées a gauche posseédent des analogues évidents des résultats précédents (c.f.
[8, Section 8.4]).

Exemple 8.4.13. Supposons avoir un foncteur additif £0: M — N entre catégories abéliennes. On sait I’étendre
a un DG foncteur

C™(F%: C™ (M) — C(N),
qui induit un foncteur triangulé
K (F%: K~ (M) - K~ (N).
En composant avec le foncteur de localisation @ : K7 (N) — D~ (N) on obtient un foncteur triangulé
(8.4.14) F=QyoK (F"): K (M) — D (N).
Définissons K := K~ (M), S :== S~ (M) et ED~(N), donc dans cette notation on a un foncteur triangulé F': K —
E.

Supposons que la catégorie abélienne M ait suffisamment de projectifs. Soit P la sous-catégorie pleine de K
sur les complexes d’objets projectifs majorés. Nous prouverons plus tard qu’on peut appliquer la version gauche
du théoréme (8.4.8)). Par conséquent, le foncteur triangulé dérivé a droite

(L™F,n™): D~(M) - D~ (N)
existe, et pour tout complexe P € P le morphisme
ny : LTF(P) — F(P)
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en D~ (N) est un isomorphisme.

Supposons maintenant que le foncteur de départ FO est exact a droite. Pour tout ¢ > 0 et M € M on pose
L, FO(M) := H 9(R~F(M)) dans N.

On a le foncteur dérivé & gauche classique LyF%: M — N, et LoF? = FO. Alors pour tout M € M et
q > 0onalL,FO(M) =~ H %L"F(M)). Lorsque l'objet M € M se déplace, cela devient un isomorphisme
L,F° 2 H 9oL~ F de foncteurs additifs M — N. Ceci justifie I'utilisation de la méme notation.

8.5. Foncteurs Triangulés Dérivés Contravariants.

Les définitions des foncteurs triangulés dérivés contravariants sont évidentes. Pour plus de détails c.f. [8|
Section 8.5].

On corrige par contre le dernier résultat de cette partie.

Proposition 8.5.1. Supposons que A soit un DG anneau non positif. Pour tout objet M € C(A,M) il existe
un triangle distingué

smt” (M) — M — smtS™ T (M) — TP (smt>~* (M)
dans D(A, M)°P.

Preuve. La preuve est la méme que [8, Proposition 8.5.10]. Le seul changement étant Flip(smt®!(M)) =
smtS~¢(Flip(M)).
O



9. Sous-CATEGORIES RESOLVANTES DE K (A4, M)

Dans ce chapitre, on va définir les DG modules K-projectifs et K-injectifs dans K(A, M). Ces DG modules
forment des sous-catégories triangulées pleines de K(A, M) et sont des versions concrétes des catégories abstraites
P et J qui ont joué un role important dans le chapitre précédent. Pour K(A), on définira également les DG
modules K-plat.

9.1. DG Modules K-injectifs.

Pour tout entier p on a le p-éme foncteur de cohomologie H?: Cg, (4, M) — M. On a I’égalité H? = HY 0 TP,
ou T est le foncteur de translation de C(A,M). Les foncteurs HP passent a la catégorie d’homotopie, et
H°: K(A, M) — M est un foncteur cohomologique.

Définition 9.1.1. Un DG module N € C(A, M) est dit acyclique si HP(N) = 0 pour tout p.

Définition 9.1.2. Un DG module I € C(A,M) est dit K-injectif si pour tout DG module acyclique N €
C(4,M), le DG K-module Hom 4 n(N, I) est acyclique.

La définition ci-dessus caractérise les K-injectifs comme des objets de C(A,M). La proposition suivante
montre qu’étre K-injectif est intrinséque & la catégorie triangulée K(A, M), avec le foncteur cohomologique H°
(qui nous dit quels sont les objets acycliques).

Proposition 9.1.3. Un DG module I € K(A,M) est K-injectif si et seulement si Homg (N, I) = 0 pour
tout DG module acyclique N € K(A,M).

Preuve. Pour tout entier p on a
HP(Homa m(N, I)) = HO(HomA,M(T_p(N)7 I)) = Homg 4wy (T7P(N), 1),

et N est acyclique si et seulement si T~ ?(V) est acyclique.
O

Définition 9.1.4. Soit M € C(A,M). Une résolution K-injective de M est un quasi-isomorphisme p: M — I
dans Cg;: (A, M), ot T est un DG module K-injectif.

Remarque. Soit p: M — I une résolution K-injective dans Cg; (A, M). Par un léger abus de notation, on
désignera souvent le quasi-isomorphisme induit P(p): M — I dans K(A, M) comme une résolution K-injective
de M.

Exemple 9.1.5. Soit I € K(M) un complexe d’objets injectifs de M, avec différentielle nulle. Alors I est
K-injectif.

En effet, soit f: N — I un morphisme strict avec un DG module acyclique N € K(A, M), alors on veut
construire une homotopie de f ver 0. On voit que cela revient a un morphisme de degré —1, g: N — I tel qu’'on
ai le diagramme suivant

i1 0 T 0 it .
~
) ) \\ it+1 ]
fi-t fi . pitt
Ni—1 — N? - Nt
diy dy

avec f = gody. Pour cela, on va utiliser le fait que chaque I’ est injectif. Plus précisément, on va utiliser le
fait qu'un objet I est injectif si et seulement si on a pour tout ¢: K — I et ¢: K — L tel que Kery C Ker ¢
alors il existe un morphisme L — I. Cela nous permet de conclure, vu que N est acyclique, cela veut dire que
la suite --- — Ni=1 — N — Nl ... est exacte, et de plus f étant stricte, on a f% o df{l = 0, donc
Ker f¢ C Im diil = Ker dj\, Donc on a bien notre g recherché.

Montrons maintenant 1’équivalence. Il y a un implication qui est claire. Supposons maintenant que sache
que I est injectif et qu’on dispose de ¢: K — [ et ¢v: K — L tel que Kery C Ker¢. On veut construire un
morphisme L — I tel que le diagramme suivant commute

I
R\
q

KT>L

87



88

On considere le diagramme commutatif suivant

Im¢

ou la fleche en pointillés découle de la propriété universelle du coker. Lorsqu’on compose Im — Im ¢ — I, on
obtient un morphisme qui rend le diagramme

L8
.
N
.
N
.
.

Imy — L

commutatif. On compose maintenant ce nouveau morphisme avec K — Im 1, et on obtient
L / 1
) Imvy
K

Im ¢

et donc on a bien notre morphisme recherché.

Définition 9.1.6. Soit K une sous-catégorie pleine de K(A, M). La sous-catégorie pleine de K sur les modules
DG K-injectifs qu’elle contient est notée Kiyj. Autrement dit, Kin;j = K(A, M)y, N K.

Remarque. Attention : la propriété d’'un DG module I € K d’étre K-injectif n’est en général pas intrinseque
a la sous-catégorie K C K(A,M). En effet, la condition de la proposition précédente (et de la définition) doit
étre testée pour tous les modules DG acycliques N € K(A, M).

Proposition 9.1.7. Si K est une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M), alors Kinj est une sous-catégorie
triangulée pleine de K.
Preuve. 11 suffit de montrer que K(A, M)inj est une sous-catégorie triangulée de K(A, M). I est facile de voir

que K(A, M)inj est fermé par translation. Supposons que I — J — K 2, soit un triangle distingué dans
K(A,M) tel que I, J soient des modules DG K-injectifs. Il faut montrer que K est aussi K-injectif. Prenons
n’importe quel module DG acyclique N € K(A4, M). Il existe une suite exacte

Homg (a vy (IV, J) — Homg (4 n) (N, K) — Homg () (N, T(1))
dans Mod K. Comme I et J sont K-injectifs, on a
Homg (4 (N, J) = 0 = Homg (4,m) (N, T(1)).

Donc Homg (a,m) (N, K). Mais N est un module DG acyclique arbitraire, donc K est K-injective.
O

Exemple 9.1.8. Soit * une condition de délimitation (& savoir b, + ou —). On sait que K*(A4, M) est une
sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M). Donc K*(A, M)inj est aussi une sous-catégorie triangulée.

Définition 9.1.9. Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M). On dit que K posséde suffisamment
de K-injectives si tout module DG M € K admet une résolution K-injective dans K. Autrement dit, il existe
un quasi-isomorphisme p: M — I ot I € Kjy;.
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Lemme 9.1.10. Soit s: I — M un quasi-isomorphisme dans K(A, M), et supposons que I est K -injectif. Alors
s admet un inverse a gauche, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme t: M — I dans K(A,M) tel que tos =id;.
De plus, ce morphisme t est unique.

Preuve. Soit I = M — N 2 un triangle distingué construit sur s. La suite exacte longue de cohomologie
nous dit que N est un DG module acyclique. Donc Homg 4,z (T N, I) = 0 pour tout p. La suite exacte

HOHIK(A’M) (N, I) — HOHIK(A7M) (M, I) — HOHlK(A’M) (I, I) — HOHIK(A’M) (T_l ]\77 I)
montre que le morphisme
(=) o s: Homgamy(M, I) = Homg(a (I, 1)

est un bijection. Ainsi, on prend t: M — I comme étant 'unique morphisme dans K (A, M) tel que t o s = id;.
O

Théoréme 9.1.11. Soit A un DG anneau, soit M une catégorie abélienne, et soit K une sous-catégorie trian-
gulée pleine de K(A,M). On pose S := KN S(A,M), et D := Kg la localisation, avec foncteur de localisation
Q: K — D. Alors pour tout M € K et I € Kinj ’homomorphisme

Q]\/[J: HOIIIK(M, I) — HOIHD(M, I)
est bijectif.

Preuve. On sait que @: K — D est une localisation d’Ore a gauche par rapport a S. Supposons que ¢: M — I
est un morphisme dans D. On écrit ¢ comme une fraction & gauche : ¢ = Q(s)~! o Q(a), ot a: M — N et
s: I — N sont des morphismes dans K, et s est un quasi-isomorphisme. D’aprées le lemme précédent, s admet
un inverse a gauche t: N — I dans K. On obtient un morphisme toa: M — I dans K, et on voit que Q(toa) = ¢
dans D. Ceci prouve la surjectivité de la fonction Qs 1.
Prouvons maintenant l'injectivité. Si a: M — I est un morphisme dans K tel que Qar,r(a) = 0, alors d’apres
il existe un quasi-isomorphisme s: I — L dans K tel que soa = 0 dans K. Soit ¢ 'inverse a gauche de s.
Alors a =tosoa =0 dans K.
O

Corollaire 9.1.12. Dans la situation du théoréme précédent, le foncteur de localisation @Q: Kin; — D est
pleinement fidéle.

Preuve. Comme Kj,; est une sous-catégorie pleine de K, pour tout J, I € Kj,; on a les bijections

Homy,,, (J, 1) = Homy (J, I) 225 Homp (J, ),

avec @)y bijective d’apres le théoreme.
O

Cela signifie que parmi les objets K-injectifs, on n’a pas besoin de fractions pour représenter les morphismes.

Corollaire 9.1.13. Dans la situation du théoréme précédent, si K posséde suffisamment de K -injectifs, alors
le foncteur de localisation @Q: Kinj — D est une équivalence.

Preuve. On sait que le foncteur est fidelement plein d’apres le corollaire précédent. Le fait d’avoir suffisamment
de K-injectifs nous donne la surjectivité essentielle.
O

Corollaire 9.1.14. Soit x n’importe quelle condition de délimitation. Si K*(A,M) a suffisamment de K-
injectifs, alors le foncteur triangulé
QZ K*(A,M)inj — D*(A7M)

est une équivalence.

Preuve. C’est un cas particulier du corollaire précédent.
O

Corollaire 9.1.15. Soient K C K’ des sous-catégories triangulées pleines de K(A,M). Définissons S := KN
S(A,M), 8" =K'NS(A,M), D :=Kg et D' :=Kg,. Si K et K’ ont suffisamment de K-injectifs, alors le foncteur
canonique D — D’ est pleinement fidéle.

Corollaire 9.1.16. Soit ¢: I — J un morphisme dans Cg, (A, M) entre objets K-injectifs. Alors ¢ est une
équivalence d’homotopie si et seulement si c’est un quasi-isomorphisme.

Preuve. Un sens est évident. Réciproquement, si ¢ est un quasi-isomorphisme alors c¢’est un isomorphisme
dans D(A, M), et par le corollaire (9.1.12) pour K = K(A, M) on voit que ¢ est un isomorphisme dans K(A, M).
O
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Théoréme 9.1.17. Dans la situation du théoréme , supposons que K a suffisamment de K -injectifs.
Soit E une catégorie triangulée, et soit F: K — E un foncteur triangulé. Alors F admet un foncteur dérivé
a droite (RE,n®): D — E. De plus, pour tout I € Kiyj le morphisme nt: F(I) — RF(I) dans E est un
isomorphisme.

Preuve. On va utiliser le théoréme (8.4.8)). Dans la notation de ce théoréme, soit J := Kj,j. La condition (1) de
ce théoreme est vérifiée (il s’agit de 'hypothese “assez de K-injectifs”). Ensuite, le corollaire précédent implique
que tout quasi-isomorphisme ¢: I — J dans Kiy,; est en fait un isomorphisme. Donc F'(¢) est un isomorphisme
dans E, et c’est la condition (2) du théoréme (8.4.8).

|

Définition 9.1.18. Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M), et supposons que K a suffisamment
de K-injectifs. Un systéme de résolutions K -injectives dans K est un couple (I, p), ott I: Ob(K) — Ob(Kiyj)
est une fonction, et p = {par}areon(k) est une collection de quasi-isomorphismes pyr: M — I(M) dans K. De
plus, si M € Ob(Kinj), alors I(M) = M et ppr = idays.

Exemple 9.1.19. Soit A un DG anneau quelconque. On montrera plus tard que K(A) a suffisamment de
K-injectifs. Donc, étant donné un foncteur triangulé F': K(A) — E vers une catégorie triangulée E, le foncteur
dérivé a droite (RF,n®): D(A) — E existe. Supposons que I'on choisisse un systéme de résolutions K-injectives
(I, p) dans K(A). On obtient alors une présentation de (RF,n®) comme suit : RF(M) := F(I(M)) et 0%, =
F(pm).

Proposition 9.1.20. Dans la situation du théoréme (9.1.11)), supposons que K posséde suffisamment de K-
injectifs, et soit (I, p) un systéme de résolutions K -injectives dans K. Alors la fonction I se prolonge uniquement
en un foncteur triangulé I: D — Kiyj, tel que ldk,,; = I o Qk,,;, et p: Idp = Q o I est un isomorphisme de
foncteurs triangulés.

Preuve. C’est la méme preuve que le lemme (8.3.9), sauf qu'on utilise le fait que @Q: Ki,j — D est une

équivalence.
|

Cela nous donne :

Corollaire 9.1.21 (Résolutions K-injectives fonctorielles). Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de
K(A, M), et supposons que K a suffisamment de K -injectifs.

(1) 1l existe un foncteur triangulé I: K — K et un morphisme de foncteurs triangulés p: Idx = I, tels
que pour tout objet M € K l'objet I(M) est K -injectif, et le morphisme ppr: M — I(M) est un quasi-
isomorphisme.

(2) Si (I',p') est une autre paire de ce type, alors il existe un unique isomorphisme de foncteurs triangulés
C:I' = I tel que p' = (o p.

Théoréme 9.1.22. Soit A un anneau DG, soit M une catégorie abélienne, et soit {M,},ex une collection
d’objets de C(A,M). Supposons que C(A, M) a suffisamment de K -injectifs, et que la somme directe M =
[I.cx M. existe dans Cyi(A,M). Alors M est la somme directe de {My}rex dans D(A,M).

Preuve. On note Cgt, = Cytr (A, M), K := K(A,M) et D := D(A, M). Pour tout indice x il existe un morphisme
ex: M, — M dans Cg, qui passe & un morphisme Q(e;): M, — M dans D. 1l faut vérifier que la collection de
morphismes {Q(e;)}zex a la propriété universelle d'un coproduit.

Prenons un objet N € D, et choisissons une résolution K-injective N — J dans Cg,. Il existe un isomorphisme
de DG K-modules

Hom 4 (M, J) = Homa (€D Mo, J) = [ Homa (M., J).
zeX zeX

On obtient alors

I

Homp(M,N) ©L1) Homg (M, J)
HO(HomAM(M,J))
HO(HzeXHOInAJ\/[(Mx,J))
[Toex H (Homa (M., J))
[1,cx Homy (M., J

= [l,ex Homg (M., J

L’isomorphisme (1) découle du fait que HY commute avec les produits.
Puisque l'isomorphisme composé est induit par ’ensemble des morphismes {Q(e;)}zex, on voit que la pro-
priété universelle d’un coproduit est vérifiée.

1R I

(€]

)
).

O
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9.2. DG Modules K-projectifs.
Cette section est duale a la précédente donc on ne détaille pas tout.

Définition 9.2.1. Un DG module P € C(A,M) est dit K-projectif si pour tout DG module acyclique N €
C(4,M), le DG K-module Hom4 v (P, N) est acyclique.

Définition 9.2.2. Soit M € C(A,M). Une résolution K -projective de M est un quasi-isomorphisme p: P — M
dans Cg, (A, M), ott P est un DG module K-projectif.

Proposition 9.2.3. Un DG module P € K(A,M) est K-projectif si et seulement si Homg (P, N) = 0
pour tout DG module acyclique N € K(A,M).

Définition 9.2.4. Soit K une sous-catégorie pleine de K(A, M). La sous-catégorie pleine de K sur les modules
DG K-projectifs qu’elle contient est notée K. Autrement dit, Ky = K(A,M)p N K.

Proposition 9.2.5. Si K est une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M), alors K. est une sous-catégorie
triangulée pleine de K.

Définition 9.2.6. Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M). On dit que K posséde suffisamment
de K -projectifs si tout module DG M € K admet une résolution K-projective dans K. Autrement dit, il existe
un quasi-isomorphisme p: P — M ou P € K.

Lemme 9.2.7. Soit s: M — P un quasi-isomorphisme dans K(A,M), et supposons que P est K-projectif.
Alors s admet un inverse & droite, c¢’est-a-dire qu’il existe un morphisme t: P — M dans K(A, M) tel que
sot =1idp. De plus, ce morphisme t est unique.

Théoréme 9.2.8. Soit A un DG anneau, soit M une catégorie abélienne, et soit K une sous-catégorie triangulée
pleine de K(A,M). On pose S .= KNS(A, M), et D := Kg la localisation, avec foncteur de localisation Q: K — D.
Alors pour tout M € K et P € Ky ’homomorphisme

QP,M : HOI’HK(P, M) — HOHID(]D7 M)
est bijectif.

La preuve est comme celle du théoreme dual, sauf que maintenant on utilise le fait que le foncteur @) est une
localisation d’Ore a droite.

Corollaire 9.2.9. Dans la situation du théoréme précédent, le foncteur de localisation Q: Ky — D est plei-
nement fidéle.

Corollaire 9.2.10. Dans la situation du théoréme précédent, si K posséde suffisamment de K -projectifs, alors
le foncteur de localisation @Q: Ky — D est une équivalence.

Corollaire 9.2.11. Soit * nimporte quelle condition de délimitation. Si K*(A,M) a suffisamment de K-
projectifs, alors le foncteur triangulé

Q: K*(A, M) — D*(4,M)
est une équivalence.

Corollaire 9.2.12. Soient K C K’ des sous-catégories triangulées pleines de K(A,M). Définissons S := KN
S(A,M), 8" = K'NnS(A,M), D :==Kg et D' = K{,. Si K et K' ont suffisamment de K-projectifs, alors le
foncteur canonique D — D' est pleinement fidéle.

Corollaire 9.2.13. Soit ¢: P — Q un morphisme dans Cg,(A, M) entre objets K-projectifs. Alors ¢ est une
équivalence d’homotopie si et seulement si c’est un quasi-isomorphisme.

Théoreme 9.2.14. Dans la situation du théoréme , supposons que K a suffisamment de K-projectifs.
Soit E une catégorie triangulée, et soit F: K — E un foncteur triangulé. Alors F admet un foncteur dérivé
a gauche (LF,n“): D — E. De plus, pour tout P € Ky le morphisme n%: LE(P) — F(P) dans E est un
isomorphisme.

Définition 9.2.15. Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K(A, M), et supposons que K a suffisamment
de K-projectifs. Un systéme de résolutions K -projectives dans K est un couple (P, p), ou P: Ob(K) — Ob(Kp,j)
est une fonction, et p = {par}areon(k) est une collection de quasi-isomorphismes pys: P(M) — M dans K. De
plus, si M € Ob(Kpyj), alors O(M) = M et pp = id .

Exemple 9.2.16. Soit A un DG anneau quelconque. On montrera plus tard que K(A) a suffisamment de K-
projectifs. Donc, étant donné un foncteur triangulé F: K(A) — E vers une catégorie triangulée E, le foncteur
dérivé a droite (LF,n"): D(A) — E existe. Supposons que 'on choisisse un systéme de résolutions K-projectives
(P, p) dans K(A). On obtient alors une présentation de (LF,n") comme suit : LE(M) = F(P(M)) et 1%, =
F(pn).
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Proposition 9.2.17. Dans la situation du théoréme , supposons que K posséde suffisamment de K-
projectifs, et soit (P,p) un systéme de résolutions K-projectives dans K. Alors la fonction P se prolonge
uniquement en un foncteur triangulé P: D — Ky, tel que ldk,,, = P o Qk,,, et p: Qo P = Idp est un
isomorphisme de foncteurs triangulés.

Corollaire 9.2.18 (Résolutions K-projectives fonctorielles). Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de
K(A,M), et supposons que K a suffisamment de K-projectifs.

(1) 1l existe un foncteur triangulé I: K — K et un morphisme de foncteurs triangulés p: Idx = I, tels
que pour tout objet M € K lobjet P(M) est K-projectif, et le morphisme ppr: M — I(M) est un
quasi-isomorphisme.

(2) Si(I',p') est une autre paire de ce type, alors il existe un unique isomorphisme de foncteurs triangulés
C:I'= 1T tel que p' = Cop.

9.3. DG Modules K-plats.
Rappelons que pour un DG anneau A, son DG anneau opposé est A°P. Les objets de C(A°P) sont les DG
A-modules a droite.

Définition 9.3.1. Un DG module P € C(A) est dit K-plat si pour tout DG module acyclique N € C(A°P), le
DG K-module N ® 4 P est acyclique.

Définition 9.3.2. Soit M € C(A). Une résolution K-plate de M est un quasi-isomorphisme p: P — M dans
Cstr(A), ou P est un DG module K-plat.

Définition 9.3.3. Soit K une sous-catégorie pleine de K(A). La sous-catégorie pleine de K sur les modules DG
K-plats qu’elle contient est notée Kgai. Autrement dit, Kgae = K(A)gas N K.

Proposition 9.3.4. Si P € C(A) est K-projectif alors il est K-plat.

Preuve. Soit IK* un cogénérateur injectif de M(IK) = Mod K. Cela signifie que K* est un K-module injectif, tel
que tout IK-module non nul W admet un homomorphisme non nul W — K*. Il n’est pas difficile de voir qu'un
DG K-module W est acyclique si et seulement si Hom(W, K*) est acyclique (on le montrer dans le remarque
suivante).

Soit un complexe acyclique N € C(A°P). Alors par adjonction de Hom et du produit tensoriel, il y a un
isomorphisme de DG K-modules

Homg (N ®4 P,K*) = Hom 4 (P, Homg (N, K*)).

La partie droite est acyclique pas hypothése, donc la gauche également. Ainsi, N ® 4 P est acyclique.
O

Remarque. Le foncteur F' := Homg(—,K*) avec IK* un cogénérateur injectif est exact et fidele. L’exacti-
tude découle du fait que K* est injectif. Considérons maintenant f: X — Y non nul, on va montrer que
F(f): Homk(Y,K*) — Homg(X,K*) est non nul. Cela suffit pour conclure puisque le foncteur est additif.
Considérons le diagramme commutatif

X / Y v K*

Im f

ou, puisque f # 0 on a Im f # 0 et donc IK* étant un cogénérateur on a # u: Im f — IK*, et IK* étant injectif
on a v: Y — K* qui fait commuter le deuxiéme triangle. Maintenant, F'(f)(v) = fov = uwop # 0 puisque
u # 0 et p est un épimorphisme. On a donc bien la fidélité.

Ainsi, on vient de voir que IK* est un cogénérateur injectif implique que Homg (—,IK*) est fidele et exact. La
réciproque est vraie.

En effet, on a déja vu que KK* est injectif. Prenons maintenant X # 0, puisque F' := Homy (—, K*) est fidele
alors F'(idx) # 0 et donc il existe g: X — IK* tel que g = idx og # 0.

Finalement, il est facile & voire que H' commute avec les foncteurs exacte, et on a donc le résultat.

Remarque. Le Lemme [8, Lemma 2.7.11] nous donne que Q/Z. Les étapes 1 et 2 de la preuve du Théoréme
[8, Theorem 2.7.13] montrent que Q/Z est un cogénérateur et que pour n’importe quel anneau A, Homy 4 q/z)
est cogénérateur injectif de Mod A.

Proposition 9.3.5. Un DG module P € K(A) est K-plat si et seulement si
Homg (4 (P, Homk (N, J)) =0
pour tout acyclique N € C(A°P) et tout injectif J € Mod K.
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Preuve. Supposons que P est K-plat, alors N ® 4 P est acyclique, et pour J injectif on a alors
Homg () (P, Homg (N, J)) = H’(Homgk (N ®4 P, J)) =0
Réciproquement, on prend un cogénérateur injectif IK*, alors pour N acyclique, on a N ® 4 P acyclique si et
seulement si Hom(N ® 4 P,IK*) est acyclique. Comme Homg (N ® 4 P,IKK*) = Hom 4 (P, Homg (N, K*)), alors on

a que N ®4 P est acyclique par hypothese.
O

Proposition 9.3.6. Soit K une sous-catégorie triangulée pleine de K(A). Alors Kaay est une sous-catégorie
triangulée pleine de K.

Preuve. 1l suffit de voir que K(A)q,¢ est une sous-catégorie triangulée pleine de K(A).
Il est clair qu’elle est fermée sous translations.

Soit P —- @Q — R 2 un triangle distingué dans K(A) avec P,Q € K(A)aa;. On va utiliser la proposition
précédente, soit N € C(A°P) acyclique et J € Mod K injectif. On obtient une suite exacte
HomK(A) (Til(P), HOHl]K(]V7 J)) — HOIIIK(A)(}%7 Hole(N, J)) — HomK(A) (Q, HOHl]K(N, J)) .
=0 =0
Donc Homg 4y (R, Homg (N, J)) = 0 pour tout acyclique N € C(A°P) et tout injectif J € ModIK, donc R est
K-plat.

O



10. EXISTENCE DE RESOLUTIONS

10.1. Limites Directes et Inverses des Complexes.
Les limites dans les catégories abéliennes abstraites et DG (sans parler des catégories triangulées) sont tres
délicates.

Proposition 10.1.1. (1) Soit { My} ke un systéme direct dans Cg, (A, M). Supposons que pour tout i la
limite directe ligk Mi existe dcms M. Alors la limite directe M = @k My, existe dans Cg, (A, M), et
en degré i elle est M* = h_rr;lc M.
(2) Soit {My}ren un systéeme inverse dans Ceyr (A, M). Supposons que pour tout i la limite inverse Hm, My
existe dans M. Alors la limite inverse M = @k My, existe dans Cgir (A, M), et en degré i elle est
M= @k M.
Preuve. On vérifie le premier cas, le second étant similaire. Pour chaque entier 7 on définit M = hi>nk M} € M.
Par la propriété universelle de la limite directe, les différentielles d: M} — M ,Z'H induisent des différentielles
d: M* — M*! | et on va ainsi obtenir un complexe M := {M'};cz € C(M). De méme, tout élément a € A7
induit des morphismes a: M* — M**J dans M, et donc M devient un objet de C(A, M). Il existe des morphismes

M, — M dans Cg, (A, M), et il est facile de voir qu’ils font de M une limite directe du systéme { My }ren.
O

Puisque les limites existent dans M = Mod KK, la proposition ci-dessus dit qu’elles existent dans Cg,(A4). De
méme, elles existent dans la catégorie Gy, (IK) des K-modules gradués.

On dit qu’un systeéme direct { My }renw dans M est éventuellement stationnaire si py: My — M1 sont des
isomorphismes pour un k£ grand. De méme, nous pouvons parler d’un systéme inverse éventuellement station-
naire. La limite d’un systéme éventuellement stationnaire (direct ou inverse) existe toujours; elle est M), pour
k assez grand.

Proposition 10.1.2. (1) Soit {My}rew un systéme direct dans Cgr (A, M). Supposons que pour chaque i le
systéme direct {M} }ren dans M soit éventuellement stationnaire. Alors la limite directe M = hgﬂk M,
existe dans Cg, (A, M), la limite directe @k H(Mjy) existe dans Gg (M), et le morphisme canonique
limg, H(My) — H(M) dans Gg; (M) est un isomorphisme.

(2) Soit {My}ren un systéme inverse dans Cg (A, M). Supposons que pour chaque i le systéme inverse
{M;} }rew dans M soit éventuellement stationnaire. Alors la limite inverse M = lim _M;, existe dans
Cstr (A, M), la limite inverse @k H(My) existe dans Gty (M), et le morphisme canonique H(M) —
Jim, H(My) dans Gg:(M) est un isomorphisme.

Preuve. Encore une fois, nous ne prouvons que le point (7). Comme mentionné plus haut, pour chaque ¢ la
limite M* = @k — M existe dans M. D’apres la proposition précédente la limite M = @k M, existe dans
Cstr(A,M)' . .

Pour le résultat sur la cohomologie on fixe un entier . Soit £ suffisamment grand pour que M; — M}, soient
des isomorphismes pour tout k < k' et i — 1 < ¢ <i+ 1. Alors M ,zl, — M sont des isomorphismes dans cet
intervalle, et donc H( M) — HZ(M ) sont des isomorphismes pour tout k£ < k’. On voit que le systéme direct

{H (M)} rew est éventuellement stationnaire, et sa limite directe est H'(M).
O

Quand on laisse tomber la catégorie abélienne abstraite M, c’est-a-dire quand on travaille avec M = Mod K,
il n’y a pas de probleme d’existence de limites. La proposition suivante dit que de plus “les limites directes sont
exactes” dans Cgre(A).

Proposition 10.1.3. (|6, Tag 00DB])) Soit { My }kez un systéme direct dans Cgre(A), de limite M = ling, M.
Alors ’homomorphisme canonique lim H(My) — H(M) dans G, (IK) est bijectif.
Preuve. Du fait que H commute avec les foncteurs exacts, si on montre que le foncteur
lim, Fun(IN, Mod K) — Mod K est exact, alors on pourra conclure.

Soit (K, hi ;) 2 (Niy 9i5) BN (M, fi ;) une suite exacte, alors on va montrer que HAiKZ- 2, liglNi LN hﬂMz
est exacte. Pour les morphismes, on a le diagramme commutatif pour ¢ < j
hiyj

K; K;


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00DB
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avec h; ; = id, et de méme pour les autres.
Soit x € Ker, alors on dispose d'un z; € N; tel que g;(z;) = z par la formule explicite de la limite,
lignNi = ][ Ni/ ~. Alors, pour voir les calcules qui vont suivre, considérons le diagramme commutatif suivant

K, Pi N; Pi M,

bbb

@m—iﬂgm;%@y@

On a0 =(g;(x;)) = fi(vi(z;)), donc il existe j > i tel que f; j(¢i(x;)) = 0 dans M;. Oron a f; jov; =1j0g; j,
donc g; j(x;) € Kert; = Im¢;. Ainsi, pour un certain y; € K; on a g; j(x;) = ¢;(y;). Finalement,
x = gi(x:) = 9;(9i.5(x:)) = 95(0;(y;)) = ¢(h;(y;)) € Im ¢
comme on le souhaitait.
Soit maintenant x € Im ¢, alors on écrit © = ¢(y) pour un certain y € lim K; donc y = h;(y;) pour y; € K;.
Alors & = 0(1i(3) = g:(6s() et done (2) = b0a(01(31))) = Ji(: © 6,(5)) = 0 comume on le souhaita.

g
Donc le foncteur de colimite ling]N: Fun(IN, Mod K) — Mod K est exact, et on conclut.

O

Remarque. Remarquons qu'un foncteur F' est exact si et seulement si il conserve les suite exacte du type
AL B C

En effet, il y a un sens qui est direct. Supposons maintenant que F' soit exacte, et soit A LB % ¢ une
suite exacte. Il faut montrer que F(A) £ F(B) )
des suites exacte courtes de la fagon suivante

0 0

N

Ker f

\A

F(C) est exacte. Pour cela on élargit notre suite en

/
\

\/

N

Coker g

\Im
0/ 0 \0

dont les diagonales sont des suites exacte courtes. On justifie peut étre celle du milieu, Ker(B — Img) =
Ker(B — Img — C) puisque Img — C est un monomorphisme, donc Ker(B — Img) = Kerg = Im f par
hypothese. Maintenant, on applique le foncteur F' qu’on suppose exact

/N

0 0
F(Ker f) F(Img)
\ . /’ \
F(A) F(B) F(C)
F(Im f) F(Coker g)
/ \ 0 \ 0

dont les diagonales sont des suites exacte courtes. Alors, Im F(f) = Im(F(Im f) — F(B)) puisque F(A) —
F(Im f) est un épimorphisme. Ainsi, par exactitude Im(F(Im f) — F(B)) = Ker(F(B) — F(Img)) et donc on
trouve, puisque F(Im g) — F(C) est un monomorphisme,

Im F(f) = Ker F(g)

comime on le voulait.

L’exactitude des limites inverses a tendance a étre beaucoup plus compliquée que celle des limites directes,
méme pour les K-modules. Nous devons toujours imposer une condition au systéme inverse pour avoir une
exactitude de la limite.
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Soit ({ My} ke, {#k }kew) un systéme inverse dans M(K). Pour tout & < [ soit My; C Mj l'image de
I'homomorphisme puy, ;: M; — My,. Notons qu’il existe des inclusions My, ;41 € My, donc pour k fixé on a un
systeéme inverse {My, ;};>1 de sous-modules de M.

Définition 10.1.4. On dit qu’un systéme inverse { M} }rew dans M(IK) a la propriété de Mittag—Leffler si pour
tout indice k, le systéme inverse { My, ;}i>y est éventuellement stationnaire.

Exemple 10.1.5. Si le systeme inverse ({ My }rew, {¢k frew) dans M(IK) satisfait au moins une des conditions
suivantes, alors il a la propriété de Mittag—Leffler :

(1) Le systéme a des transitions surjectives.
(2) Le systéme est éventuellement stationnaire.

(3) Pour tout kinIN il existe un [ > k tel que My,; = 0. C’est ce qu’'on appelle la propriété triviale de
Mittag—Leffier, et on dit que le systeme est pro-zéro.

Théoréme 10.1.6 (Argument de Mittag—Leffler). Soit {Mj}rew un systéme inverse dans Cg,(A), de limite
mverse M = @k M. Supposons que le systeme satisfasse les deux conditions :

(1) Pour tout i € Z le systéme inverse {M}}rew dans M(K) a la propriété de Mittag-Leffler.
(2) Pour tout i € Z le systéme inverse Hi(Mk)kG]N dans M(K) a la propriété de Mittag—Leffler.

Alors les homomorphismes canoniques H' (M) — Llnk H'(My,) sont bijectifs pour tout i.

Preuve. [8, Theorem 11.1].

L’exemple le plus utile de I’argument de ML est celui-ci
Corollaire 10.1.7. Soit { My }rew un systéme inverse dans Cg,r(A), de limite inverse M = l&nk M, . Supposons
que le systéeme satisfasse les deux conditions :
(1) Pour tout i € Z le systéme inverse {M}}ren a des transitions surjectives.
(2) Pour tout k le DG module My, est acyclique.
Alors M est acyclique.

Définition 10.1.8. Etant donné ig € Z U {—oc} et iy € Z U {oo}, avec i < 41, Vintervalle d’entiers avec ces
extrémités est ’ensemble

[Zo,’Ll]:ZGZ"Loglglng

11 existe aussi I'intervalle entier vide ). Lorsque les éléments d’un intervalle entier représentent des degrés, nous
I’appelons parfois un intervalle de degrés.

Définition 10.1.9. Soit {M*};cz un objet gradué dans M, et soit S = {i € Z | M* # 0} C Z.
(1) Le supremum de M est sup(M) = sup(S) € Z U {+co}.
(2) Linfimum de M est inf(M) := inf(S) € Z U {£o0}.
(3) L’amplitude de M est amp(M) := sup(M) —inf(M) € Z U {£o0}.

10.2. Totalisations.
Considérons un complexe
0

(M,0) = (- = M Lm0 Lypt o)

avec entrées dans la catégorie abélienne Cg, (A, M). Cela signifie que pour tout ¢ € Z il existe un DG module
(M, dy) € C(A,M), et un morphisme 9" M* — Mt dans Cg, (A4, M), tel que 97! 0 9 = 0. Rappelons que
la “strict” de 0" dit qu’il est de degré 0, et que

8i o sz = dMi+1 O@i.

En termes de nos notations, (M, d) est un objet de la DG catégorie C(Cgr (A, M)).
Chaque DG module (M? d,;:) admet sa propre structure interne

(M, dpp) = ({Mi’j}jeZ7 {diw Yiez)-

Ici M%7 € M, dgw : M%) — M%7+ est un morphisme dans M, et la relation dﬂ} o dg\/l = 0 est vérifiée. Il y a

une action du DG anneau A sur M?, donnée par un DG homomorphisme d’anneaux fyi: A — Endy(M?).
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Parfois, nous considérons M comme un double complexe, et nous nous référons a ses lignes et colonnes : M?*
est la i-eme colonne de M, et {M"7},c7z est sa j-eme ligne.

LT

—11 0,1
R Vs 15 SN V(U5 SRCAING V)2 S S

0 0 0
Tdel TdMO TdMl

1,0 0,0
-1,0 0 s 70,0 o s M0 N

[ [ [

Rappelons que si la catégorie abélienne M a des sommes directes dénombrables, alors Cg (A, M) aussi. Aussi,
A" est Panneau gradué sous-jacent de anneau DG A.

- — M

Définition 10.2.1. Supposons que M posséde des sommes directes dénombrables. Etant donné un complexe
(M, 0) avec des entrées dans Cg, (A, M), sa totalisation en somme directe est 'objet
Tot® (M, 0) = (Tot® (M), dret) € C(A, M)

défini comme suit, en quatre étapes :

(1) On a un objet gradué

Tot® (M) == @ T~/ (M*) € G(A*, M).
i€Z

(2) Sur chaque élément de la somme T~*(M?) de Tot® (M) il existe une différentielle dp—i(ariy, €t on définit

dp—i(agiy sur Tot®(M).

l'opérateur de degré 1 dys == P,y

(3) Pour chaque i, on pose
tot(9)" = t;}uﬂ)(;\/pﬂ) o
On définit 'opérateur de degré 1 tot(9) = @D, tot(d)’ sur I'objet gradué Tot®(M).
(4) La différentielle dr.; sur 'objet gradué Tot® (M) est dro; = dps + tot(d).
Plus précisément, on a (Tot® (M) = @,y M et dros™ = 307" + (=1) - d7").
Pour que la définition soit valide, nous devons vérifier :

Lemme 10.2.2. L’opérateur de degré 1 dro, fait du couple (Tot® (M), dro) un objet de C(A, M).

TH(0"): T(M") — T~ (M),

Preuve. 11 faut vérifier que drot 0o drot = 0 et que tot(9) est A-linéaire. Le dernier point est facile a voir avec
le forme explicite de tot(9) degré par degré.
Pour un i € Z donné, considérons le morphisme composé & partir de la somme T~*(M?) du DG module DG :

TH(M) L2 (M) @ T (Aritty 22on ity @ T 6HD (M) @ T (42 (Arit2),

Qui en termes matriciels nous donne

?T_ @ 0 dp—i(ari
—_ — 7 2
T drimgeny o], Y100
0 t~loT (011
La colonne d’opérateurs résultante a dp-i(pziy o dp-i(priy = 0 en premiere position. Dans la deuxieme position,
on a
t_l o T_Z(az> o dT—i(Mz) +dT—(i+1)(Mi+1) Ot_l ] T_Z(al).

Alors, )

dT—(i,+1)(J\/[i+1) ot7t=—t"! OdT—ri(Mi+1) =—t7lo Til(dMHl).
Donc le terme en deuxieme position est

—tt OTii(ai odppi —dpgitr Oai) =0
puisque &% est strict. Le dernier termes est
t71 ° T*(iJrl)(aiJrl) ° tfl o T*Z(az)

Donc, vu que . , ,

T—(z+1)(6i+1) ° t_l _ t_l OT(T—(1+1)(8i+1)) _ t_l OT—z(ai—H)7

et alors le dernier termes devient t='ot~! o T™%(9"t! 0 %) = 0.
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Exemple 10.2.3. Si M’ = 0 pour i # —1,0 alors
Tot®(M,d) = Cone(0~': M~ 1 — MY).

Définition 10.2.4. Soit N une catégorie abélienne. Pour un complexe N € C(N) ses troncatures stupides en
un entier g sont

sttSIYN)==(--- > N1 5 NI 50 —-50—---)
et
sttZI(N) = (- =0 —= 0 — N7 — N1 ...,
Ces troncatures donne la suite exacte courte suivante dans Cgt, (N),
0 — sttZI(N) = N — sttSTHN) =0
On remarque que les troncatures stupides ne s’appliquent pas aux DG modules N € C(B,N), sauf si le DG
anneau B est un anneau.

Proposition 10.2.5. Soit
(M, 0) = (- > M 25 M Lt 0500

un compleze avec des entrées dans la catégorie abélienne Cg, (A, M), soit

(M',0) = (- = M~ 25M° 50— ...),
la troncature stupide de M en dessous de 0, et soit p: Tot®(M’,0) — M le morphisme dans Cgr (A, M) induit
par 0°: MY — M?'. Alors il existe une isomorphe
T(Tot® (M, d)) = Cone(—p: Tot®(M’,0) — M*)
dans Cgi, (A, M).

Preuve. [8, Proposition 11.2.13].
(I

Corollaire 10.2.6. Dans la situation du théoréme précédent, si le DG module Tot@(M, 0) est acyclique, alors
p: Tot®(M',0) — M est un quasi-isomorphisme.

Preuve. Si Tot®(M,d) est acyclique alors T(Tot® (M, d)) est acyclique également. La proposition précédente

nous dit que —p est un quasi-isomorphisme, donc p également.
O

Définition 10.2.7. Soit M € C(4,M).
(1) Une filtration sur M est un systeme direct {F;(M)};>—1 dans Cg.(A, M) constitué de sous-objets
F;(M) C M, indexés par 'intervalle [—1, 0co] C Z compatibles.
(2) On dit que M = li_n% F;(M) si la limite directe existe, et le morphisme canonique liﬂj Fi(M) - M
dans Cgi; (A, M) est un isomorphisme.
(3) La filtration F induit, pour chaque j > 0, le sous-quotient
Gr} (M) = Fj(M)/F;_1(M) € C(A,M).
appelé le gradué associé.
Nos filtrations seront toujours ascendantes. Mais parfois elles seront indexées par un sous-intervalle [jo, j1]
de [—1,00]; et dans ce cas GrJF(M) ne sera défini que pour j € [jo + 1, j1].
Dans la proposition suivante on prend M = M(IK) ; mais en réalité, tout ce dont nous avons besoin est que

M ait des limites directes dénombrables exactes.
Rappelons que pour un DG A-module M on note Z(M) l'objet des cocycles de M. C’est un objet de G(K).

Proposition 10.2.8. Soit (M,9) un complexe a entrées dans la catégorie abélienne Cg(A). Supposons que
les deux conditions ci-dessous sont vérifiées :

(1) Pour tout j € Z le complexe
. -1 . 0 .
( _>M_11] a_>M07-7 3_>M17] _))
a entrées dans M(IK) est acyclique.
(2) Il existe un certain j1 € Z tel que pour tout j > j1 le complexe
. 1 871 . 0 30 . 1
(=M — (M) =M= )
a entrées dans M(IK) est acyclique.

Alors le DG A-module Tot® (M, 0) est acyclique.
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Preuve. La preuve se fait en deux étapes.
Ftape 1 : Remplagons la condition (2) par la condition plus forte :

(2") 1l existe un j1 € Z tel que M*J = 0 pour tout j > j;.
Pour tout ¢ on introduit une filtration {F,(M?%)},>_1 sur le DG K-module M* comme suit :
. . . . d,,i -
Fy(M?) = st =0 (M) = (- — 0 = hpidh=o Doty ppisizatt )
la troncature stupide au-dessus de j; —¢q. Ces filtrations induisent une filtration sur le DG K-module Tot® (M, 9)
-1 0
Fy(Tot®(M)) := Tot®(--- — F, (M) L F,(M°) L5 F,(M') = --).
On remarque que F_;(Tot®(M)) =0, et

(10.2.9) | Fu(Tot®(M)) = Tot®(M).

q=z—1
Pour tout ¢ > 0 le DG K-module Gqu (Tot®(M)) est isomorphe dans Cg, (), & signes des différentielles pres,
au complexe de la condition (1) d’indice j = j1 — g, il est donc acyclique. Pour ¢ = —1 on a trivialement un

DG K-module acyclique F_;(Tot®(M)). Pour tout ¢ > 0 il existe une suite exacte
0 — Fy_1(Tot®(M)) — Fy(Tot®(M)) — Gry (Tot®(M)) — 0

dans Cg, (K). Par récurrence sur g on conclut que F,(Tot®(M)) est acyclique. Par (10.2.9), et le fait que la
cohomologie commute avec les limites directes dans Cg, (IK), on voit que le DG module Tot® (M, 9).

Etape 2 : Nous supposons maintenant les conditions de la proposition. Pour chaque ¢ on introduit une
filtration {G4(M*)}4>0 sur le DG K-module M* comme suit

Go(M?) = smt S UMY = (-0 — MBI Mo it a(Ariy 50— ),

la troncature intelligente en dessous j; + ¢.
Pour tout ¢, le complexe

N 0y 9° 1
Go(M) = (- = Go(M™) == Gg(M7) — Go(M") = ---)
satisfait les conditions (1) et (2’), avec j; = j1 + ¢. En effet, pour j < ji + ¢ la j-eéme ligne de G,(M) est
15 9t 0.i 8° 14
(oM — MY — M=),
et elle est exacte par la condition (1). Pour j = j; 4 ¢ sa j-éme ligne est

(s MY 2 70 Lzt -,
et elle est exacte par la condition (2). Et pour j > ji + ¢ la j-éme ligne de G4(M) est nulle. Donc, par I'étape
1, le DG module G, (Tot®(M)) = Tot®(G,(M)) est acyclique.
Finalement, comme M = h_n}q G¢(M), on a

Tot® (M) = lim G, (Tot® (M)).

Donc Tot® (M) est acyclique.
(]

La seconde moitié de cette section traite des produits au lieu des sommes directes. Comme expliqué avant,
si la catégorie abélienne M admet des produits dénombrables, alors Cg, (A, M).

Définition 10.2.10. Supposons que M possede des sommes produits dénombrables. Etant donné un complexe
(M, 9) avec des entrées dans Cg, (A, M), sa totalisation en produit directe est I'objet
Tot" (M, d) = (Tot" (M), dre;) € C(A, M)

défini comme suit, en quatre étapes :

(1) On a un objet gradué

Tot"™ (M) == [ T~/ (M") € G(A*%, M).
i€,

(2) Sur chaque élément de la somme T~ (M?) de Tot™ (M) il existe une différentielle dp—i(ariy, et on définit

dp—i(agiy sur Tot™ (M).

Iopérateur de degré 1 dp =[], .4,

(3) Pour chaque %, on pose

tot(9)" ==t}

T—G+D) (pgi+1) o T_i(ai): T_i(Mi) - T_(i-‘rl)(MH_l)'

On définit Popérateur de degré 1 tot(9) := [];c,, tot(9)* sur I'objet gradué Tot" (M).
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(4) La différentielle drot sur I'objet gradué Tot™ (M) est dpot == dps + tot(9).
Notons que (si M a aussi des sommes directes dénombrables) il existe un plongement canonique
Tot® (M) C Tot' (M)
dans Cg; (A, M). Dans le cas ou M* = 0 pour |i| > 0, alors on a égalité.
Pour que la définition soit valide, nous devons vérifier :

Lemme 10.2.11. L’opérateur de degré 1 dro; fait du couple (Tot™ (M), dret) un objet de C(A, M).
Proposition 10.2.12. Soit

(M, 0) = (- 0= M 25 p0 Lyt o)

un compleze avec des entrées dans la catégorie abélienne Cg, (A, M), soit

0
(M',0) = (- — 0 — M°* L) M* — ..,
la troncature stupide de M au dessus de 0, et soit p: M~ — Tot' (M, d) le morphisme dans Cgr(A, M) induit
par 071 M~1 — MPO. Alors il existe une isomorphe
Tot™ (M, d) = Cone(p: M~* — Tot™ (M’ 9))
dans Cg, (A, M).
Corollaire 10.2.13. Dans la situation du théoréme précédent, si le DG module TotH(M, 0) est acyclique, alors
p: M~ — TotH(M',(?) est un quasi-isomorphisme.
Définition 10.2.14. Soit M € C(A,M).

(1) Une cofiltration sur M est un systeme inverse {F;(M)};>—1 dans Cg, (A4, M) constitué de quotients
M — F;(M), indexés par I'intervalle [—1, 0o] C Z compatibles.

(2) On dit que M = T&lj F;(M) si la limite inverse existe, et le morphisme canonique M — @j F;(M)
dans Cg; (A, M) est un isomorphisme.
(3) La cofiltration F' induit, pour chaque j > 0, le sous-quotient
Gr} (M) = Ker(F;(M) — Fj_1(M)) € C(4,M).
appelé le gradué associé.
Rappelons que pour un DG A-module M on note Y(M) := M/B(M); c’est 'objet des décocycles de M, et
il appartient & G(IK).
Proposition 10.2.15. Soit (M, 0) un complexe d entrées dans la catégorie abélienne Cg(A). Supposons que
les deux conditions ci-dessous sont vérifiées :

(1) Pour tout j € Z le complexe
. —1 . 0 .
(..._>M_1u78_>M07‘78_>M17‘7%...)
a entrées dans M(IK) est acyclique.

(2) 1l existe un certain jo € Z tel que pour tout j < jo le complexe

Y7 (8°

N . .
MY](MO) —)>YJ(M1) — )

(= YI(MY
a entrées dans M(IK) est acyclique.
Alors le DG A-module Tot™ (M, d) est acyclique.
Pre/uve. La preuve se fait en deux étapes.
Ftape 1 : Remplagons la condition (2) par la condition plus forte :
(2') 1l existe un jj € Z tel que M*J = 0 pour tout j < jj.
Pour tout ¢ on introduit une cofiltration {F,(M?*)},>_1 sur le DG K-module M® comme suit : F,(M") =

stt<j6+q(M %), la troncature stupide en dessous jj + q. Ces cofiltrations induisent une cofiltration sur le DG
K-module Tot™ (M) :

F(Tot™(M)) = Tot"'(- .- — F,(M~) 2 £, (M%) 2L B (M) = - 0).

On remarque que F_;(Tot"(M)) = 0, et

(10.2.16) lim Fy (Tot™ (M) = Tot™ (M).
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Pour tout ¢ > 0 le DG K-module Grf; (Tot™(M)) est isomorphe dans Cq, (K) au complexe dans la condition
(1) d’indice j = j + ¢ (& un changement de signe des différentielles prés), il est donc acyclique. Pour ¢ = —1
on a trivialement un DG K-module acyclique F_;(Tot™(M)). Pour tout ¢ > 0 il existe une suite exacte

0 — Gr. (Tot" (M)) — Fy(Tot" (M)) — F,_1(Tot" (M)) — 0

dans Cy, (IK). Par récurrence sur g on conclut que F,(Tot™ (M)) est acyclique. Enfin, comme le systéme inverse
de complexes de IK-modules a des transitions surjectives, 'argument de Mittag—LefHler dit que le DG
module Tot™ (M, d) est acyclique.

Etape 2 : Nous supposons maintenant les conditions de la proposition. Pour chaque i on introduit une

cofiltration {G4(M")},>0 sur le DG K-module M comme suit
Gy(M?) == smtZP0 U ( M) = (- — 0 — YO I (M) 2o prido—atl ..y
la troncature intelligente au dessus jo — g.
Pour tout ¢, le complexe
_1y, 07! 2°
Go(M) = (- = Go(M™h) == Go(M°) = Go(M") = --+)
satisfait les conditions (1) et (2’), avec jj = jo — ¢. En effet, pour j > jo — ¢ la j-éme ligne de G,(M) est

_ '671 '60 .
(- MW T MO T MY ),

et elle est exacte par la condition (1). Pour j = jo — ¢ sa j-éme ligne est

. (91 . j (50 .
(= YI(MY M)Ya(MO) MYJ(Ml) o),
et elle est exacte par la condition (2). Et pour j < jo — ¢ la j-éme ligne de G4(M) est nulle. Donc, par I’étape

1, le DG module G (Tot" (M)) := Tot" (G, (M)) est acyclique.
Finalement, comme M = I'&Hq Gy(M), on a

Tot"! (M) = lim G,(Tot™ (M)).

C’est un systeme inverse de complexes de K-modules avec des transitions surjectives. Selon I'argument de
Mittag-Leffler, la limite Tot' (M) est acyclique.
O

10.3. Résolutions K-projectives dans C~(M).

Définition 10.3.1. Soit P un objet dans C(M).

1) Une filtration semi-projective sur P est une filtration F' = {F;(P)},;>_1 sur P comme objet de Cg, (M),
J iz
telle que :

— F_1(P)=0.
— Chaque GrjF (P) est un complexe d’objets projectifs de M avec différentielle nulle.
— P = hgj F;(P) dans Cg,(M).

(2) Le complexe P est dit complexe semi-projectif s'il admet une filtration semi-projective.

Théoréme 10.3.2. Soit M une catégorie abélienne, et soit P un complexe semi-projectif dans C(M). Alors P
est K -projectif.

Preuve. On proceéde en quarte temps.
Etape 1 : On commence par montrer que si P = Tk(Q), la translation d’un objet projectif @ € M, alors P
est K-projectif. Etant donné un complexe acyclique N € C(M), on a

Homyg (P, N) = Homy (T*(Q), N) = T~F(Homp (Q, N))

dans Cg, (K). Comme Homp(Q, —) est un foncteur exact M — M(IK), donc Homy (@, N) est acyclique et on
conclut.

Etape 2 : Soit maintenant P un complexe d’objets projectifs de M avec différentielle nulle. Cela signifie que
P=®,cs T"(Qs) dans Cg. (), ot chaque Qg est un objet projectif dans M. Mais alors

Homy (P, N) 2 ] Homu(T*(Qx), V)
keK

dans Cg, (IK). Par l'étape 1 et le fait qu'un produit de complexes acycliques dans Cg,(IK) est acyclique, on
conclut que Homy (P, N) est acyclique.
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Etape 3 : Fixons une filtration semi-projective F = {F;(P)};j>-1 sur P. On montre que pour tout j le

complexe F;(P) est K-projectif. Cela se fait par récurrence sur j > —1. Pour j = —1 c’est trivial. Pour j > 0 il
existe une suite exacte
(10.3.3) 0 — Fj_1(P) = F;(P) — Gr} (P) = 0

dans Cg;(M). Pour chaque degré i € Z la suite exacte
0— F;_1(P)" = F;(P)" = Gt (P)" = 0

dans M se scinde puisque Grf (P)® est un objet projectif. Ainsi la suite exacte est scindée exacte dans
la catégorie abélienne Ggi, (M) des objets gradués dans M.

Soit N € C(M) un complexe acyclique. En appliquant le foncteur Homyi(—, N) & la suite de complexes
(10.3.3) on obtient une suite

(10.3.4) 0— HomM(Grf(P),N) — Homy (F;(P), N) = Homm (F;—1(P),N) = 0

Cstr (K). Comme (|10.3.3)) est découpé exactement dans G (M), la suite (10.3.4)) est scindée exacte dans Gy, (K).
Donc ([10.3.4) est exact dans Cg, (K).

Par hypothese d’'induction le complexe Homy(F;—1(P), N) est acyclique. Par 1'étape 2 le complexe
HomM(Grf (P),N) est acyclique. La suite de cohomologie exacte longue associée a montre que le
complexe Homy (F;(P), N) est acyclique.

Etape 4 : On garde la filtration semi-projective F = {F;(P)};>—1 de l'étape 3. Soit un complexe acyclique
N € C(M). On sait que

Hompy (P, N) 2 @HomM(Fj(P),N)

dans Cg,(IK). Selon I'étape 3, les complexes Homy(F;(P), N) sont tous acycliques. L’exactitude des suites
(10.3.4)) implique que le systeéme inverse {Hom (F;(P), N)}j>—1 dans Cg,(K) possede des transitions surjec-
tives. Par argument de Mittag—Leffler, le complexe limite inverse Homy (P, N) est acyclique.

O

Proposition 10.3.5. Soit M une catégorie abélienne. Si P € C(M) est un complexe majoré d’objets projectifs,
alors P est un complexe semi-projectif.

Preuve. Supposons que P est non nul et sup(P) = i; € Z. Pour j > —1 on pose F;(P) = stt>1~9(P), la
troncature stupide au-dessus de i1 — j. Alors {F;(P)},;>_1 est une filtration semi-projective sur P.
O

Théoréme 10.3.6. Soit M une catégorie abélienne, et soit P C M wune sous-catégorie pleine telle que tout
objet M € M admette un épimorphisme P — M d’un objet P € P. Alors tout compleze M € C~ (M) admet un
quasi-isomorphisme p: P — M dans C,(M), tel que sup(P) = sup(M), et chaque P® est un objet de P.

str
Preuve. On procede en cing parties.

Etape 1 : On peut supposer que M # 0. Apres avoir translaté M, on peut supposer que sup(M) = 0.

Etape 2 : Notons la différentielle du complexe M par d’M: M? — M™!. Choisissons un épimorphisme
p: PO — MO dans M d'un objet P° € P. On obtient un morphisme §°: M~1@® P% — M? dont les composantes
sont dy, et —p°. Ainsi Ker(6°) = M~ x 3,0 P°, le produit fibré. On choisit ensuite un épimorphisme 1~1: P~1 —
Ker(6%) d’un objet P~ € P. 1l existe donc une suite exacte

-1 0
(10.3.7) P M e P S MO 0.

Les composantes de )~! sont notées p~': P! — M~ et d;lz P! — PY% On a ce diagramme commutatif

(10.3.8) l«p_l ipo

M2 Sy B g
dans M.
Etape 3 : C’est 'étape de récurrence. Ici i < —1, et nous avons déja des objets P’, ... , P? dans P, et les
morphismes p?,...,p" et dp, ... ,d;l, qui rentrent dans le diagramme commutatif
pi 9, pit1 4 po 0
10.3.9 i i+ 0
(10.3.9) Lo b

. d . d’ . d
M=t D, e Sy gl S 0

dans M. Aussi dM" od?, = 0 pour tout j dans Pintervalle [, —1].
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Définissons le morphisme §*: M*~1 @ P* — M* @ P! comme étant

i diz\f —p'
(10.3.10) ) —{ 0 —db

Ainsi, Ker(8%) = M*~! X prigpit1 PP
Choisissons un épimorphisme *~1: P=1 — Ker(§) d'un objet Pi~! € P. On obtient une suite exacte
. i1 . s , ,
(10.3.11) Pt Y At P S A g P
Les composantes du morphisme 1! sont notées p~': P! — M~ et di;lz P~ 5 P Dans la représenta-
tion matricielle est

(10.3.12) it {pé_l} .

On obtient ainsi le diagramme un peu plus grand :

dp ! dp

(10.3.13) \Lp'i—ldi 1 lpz | lpwl - lpo

Comme 4% 0 '~ = 0, il s’ensuit que d}; o dé;l = 0 et aussi
(10.3.14) plodit =ditop ™t
donc le diagramme précédent est commutatif.
Etape 4 : On effectue la construction de I’étape 3 de maniere inductive pour tout i < —1, obtenant ainsi un
diagramme comme le précédent qui va infiniment vers la gauche. ‘
Soit P* := 0 pour ¢ positif, la collection P := {P'};cz devient un complexe, de différentielle dp = {dp }icz.
Par I’équation (10.3.14)), la collection p := {p*};cz est un morphisme strict de complexes p: P — M.
Etape 5 : 1l reste a prouver que p est un quasi-isomorphisme.
Prenons ¢ < 0. Examinons ce diagramme :
pi-1 -yt Mi~tgpi 3 N pitt
(10.3.15) (O,id)l idl idl
Mi~2q pi-1 37 priml g pi 9 prigy pitl

En comparant la formule pour ! dans (10.3.10) & la formule pour —1*~! dans (10.3.12)), on voit que ce
diagramme est commutatif. Avec (10.3.14]) on voit que §* 0 6°~! = 0. La ligne du haut est exacte, car (a des

signes pres) pour ¢ = 0 elle fait partie de la suite exacte , et pour 7 < —1 c’est la suite exacte ((10.3.11]).
Il s’ensuit que la ligne du bas est également exacte.

Soit N = {N'};cz le complexe N* := M*~' @ P? pour tout i. La différentielle dy = {d’ }icz est diy =
—§%: N* — Nt On a N' = 0 pour i > 2. L’exactitude de la suite (10.3.7))) dit que H'(N) = 0, et I'exactitude
de la deuxiéme ligne de dit que Hi(N ) = 0 pour i < 0. Donc le complexe N est acyclique. Par contre,
par la définition des morphismes 6* dans , on voit que N est juste le cone standard sur le morphisme
strict des complexes T™!(p): T~ (P) — T~ '(M). Donc T~ *(p) est un quasi-isomorphisme, et p aussi.

O

Définition 10.3.16. Soit M une catégorie abélienne, et soit M’ € M une sous-catégorie abélienne pleine. On
dit que M’ a suffisamment de projectifs par rapport a M si tout objet M € M’ admet un épimorphisme P — M,
ol P est un objet de M’ qui est projectif dans la catégorie plus grande M.

Bien siir, si M’ a suffisamment de projectifs par rapport & M alors M’ elle-méme a suffisamment de projectifs.

Théoréme 10.3.17. Soit M une catégorie abélienne, et soit M’ C M une sous-catégorie abélienne pleine qui
a suffisamment de projectifs par rapport a M. Soit M € C(M) un complexe & cohomologie majorée, tel que
H' (M) € M’ pour tout i. Alors il existe un quasi-isomorphisme p: P — M dans Cg,; (M), ou P € C~ (M),
chaque P est projectif dans M, et sup(P) = sup(H(M)).
Preuve. [8, Theorem 11.3.18].

O

Corollaire 10.3.18. Si M est une catégorie abélienne avec suffisamment de projectifs, alors C~ (M) a suffi-
samment de K -projectifs.

Preuve. D’apres le théoréme précédent, tout M € C~ (M) admet un quasi-isomorphisme P — M d’un complexe
majoré de projectifs P. Maintenant, on sait que P est semi-projectif, et donc il est K-projectif.
O
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Corollaire 10.3.19. Soit M une catégorie abélienne avec suffisamment de projectifs, et soit M € C(M) un
compleze avec cohomologie majorée. Alors M a une résolution K-projective P — M, telle que sup(P) =
sup(H(M)), et tout P est un objet projectif de M.

Preuve. On peut supposer que H(M) n’est pas nul. Soit i := sup(H(M)) € Z, et prenons N := smt<¢(M).
Alors N — M est un quasi-isomorphisme et sup(N) = i. D’aprés le théoreme précédent, il existe un quasi-
isomorphisme P — N, ou P est un complexe de projectifs et sup(P) = ¢. On sait alors que P est semi-projectif

et alors le complexe P est K-projectif. Le quasi-isomorphisme composé P — M est celui que nous recherchons.
|

Corollaire 10.3.20. Sous les hypothéses du théoréme précédent, le foncteur canonique D~ (M') — Dy, (M)
est une équivalence.

Preuve. Considérons le diagramme commutatif

K™ (MM prj

lo
D~ (M) Tm D(M)

p.f.

ot K™ (M/)n—pj est la catégorie d’homotopie des complexes bornés au-dessus des objets de M’ projectifs dans
M. Comme ce sont des complexes K-projectifs dans K(M), les foncteurs F et @ sont pleinement fideles, par
Corollaire . Le foncteur marqué “p.f.” est I'inclusion pleinement fidele de cette sous-catégorie pleine. On
en déduit que le foncteur G est aussi pleinement fidele. Le théoreme nous dit que 'image essentielle de G est
D, (M).

O

Proposition 10.3.21. Soient A un anneau et P un complexe majoré de A-modules plats. Alors P est un
complezxe K -plat.

Preuve. La preuves est tres similaire & celle qu'un complexe semi-projectif est K-projectif. (c.f théoréeme|10.3.2)).
O

10.4. Résolutions K-projectives dans C(A).

Dans cette section A est un DG anneau.

Soit A% I'anneau gradué apres avoir oublié la différentielle de A. On a déja vu le foncteur Und: C(A) — G(Af)
qui oublie les différentielles des DG modules. On va utiliser la forme abrégée M® := Und(M).

Rappelons que la translation T~*(A) est un DG A-module dans lequel Pélément t=*(14) est de degré i. Cet
élément est un cocycle, et si Pon oublie les différentielles, le module gradué T—! (A)f est libre sur 'anneau gradué
AR de base t71(14). Par conséquent, pour chaque DG A-module M il existe un isomorphisme canonique

Hom4 (T 4(A), M) = TY(M)
dans Cg;(K), et les isomorphismes canoniques
Home,,, (4)(T™*(A), M) = Z°(Hom4 (T ~*(A), M)) = Z'(M)
dans M(K).
Définition 10.4.1. Soit P un objet de C(A).

(1) On dit que P est un DG A-module libre s'il existe un isomorphisme P =
pour un ensemble d’indexation S et une collection d’entiers {is}ses-

(2) Une filtration semi-libre sur P est une filtration F = {F;(P)};>_1 de P dans Cy,(A), telle que :
— F.4(P)=0.
— Chaque Grf(P) est un DG A-module libre.
— P =lim F;(P).

(3) Le DG module P est dit semi-libre s’il admet une filtration semi-libre.

seS T % (A) dans Cg,(A),

Notons que la limite directe au point (2) n’est rien d’autre que 'union des DG sous-modules.

Définition 10.4.2. Un ensemble gradué est un ensemble S qui est partitionné en sous-ensembles : S =[], S°.
Les éléments de S® ont sont de degré i, de sorte que S* = {s € S | deg(s) = i}.

Un DG A-module libre P peut étre décrit comme suit. I’ensemble d’indexation S peut étre transformé en
un ensemble gradué en définissant S* := {s € S | iy = k}. En d’autres termes, deg(s) = is est. On note A - s
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le DG A-module libre de base s, tel que d(s) = 0, et il existe un isomorphisme A -s = T~%(A) dans Cq,(A)
envoyant s — t7%(14). En écrivant
A-S=A-s

seS
on obtient A-S = P en tant que DG A-modules. Notons que A% - S = P en tant que A%-modules.

Définition 10.4.3. Soit S un ensemble gradué. Une filtration sur S est un systeme direct F' = {F;(S)};>_1 de
sous-ensembles de S, tel que F_1(S) = 0 et U;F;(S) = S. Le couple (S, F) est appelé un ensemble gradué filtré.

Notons que chaque F}(S) est lui-méme un ensemble gradué, avec une composante de degré i, F j(S)i =
F;(S)n St

Définition 10.4.4. Soit P un DG A-module. Une semi-base de P est un ensemble gradué filtré (S, F'), ainsi
qu'un isomorphisme Pf =2 Af . S de A"-modules gradués, tel que sous cet isomorphisme on ait dp(F;(S)) C
AR Fj_1(S) pour tout j < 0.

Proposition 10.4.5. Soit P un DG A-module.

(1) Si P a une semi-base (S, F), alors P a une filtration semi-libre induite {F;(P)};>_1 telle que F;(P)* =
A% F;(S) comme A®-modules gradués pour tout j > —1.

(2) Toute filtration semi-libre de P est induite par une semi-base.

Preuve. [3, 8.2.3. Proposition].
(I

Proposition 10.4.6. Soient A et B des DG anneauz, et soient P € C(A) et Q € C(B) des DG modules
semi-libres. Alors P ® Q € C(A® B) est un DG module semi-libre.

Preuve. Il suffit de vérifier qu’étant donné des filtrations semi-libres {F;(P)};>—1 et {Gr(Q)}rx>—1 de P et Q

respectivement, alors
J

Ej(P®Q) = (F(P)®G;1(Q) C PeQ,

k=0
est une filtration semi-libre de P ® Q.
O
Théoréme 10.4.7. Soit P un objet de C(A). Si P est semi-libre, alors il est K-projectif.
Preuve. La preuve est trés similaire a celle du théoreme ((10.3.2)). Pour plus de détails [8, Theorem 11.4.14].
O

Théoreme 10.4.8. Soit A un DG anneau. Tout M € C(A) admet un quasi-isomorphisme p: P — M dans
Cetr(A) depuis un DG A-module semi-libre P.

Définissons le DG A-module
(10.4.9) C = Cone(id: T™*(A) = T~ (A)),

le cone standard de 'automorphisme identité de T~'(A) dans Cg,(A). Comme C = T™H(A) @ T(T"H(A)) =
T (A) @ A en tant qu'objets gradués, on a les éléments eg =14 € A C C% et ey :=t"1(14) € T (A)' C C.
Ils satisfont de(eg) = e1. Notons que le DG module C' est semi-libre, avec filtration semi-libre

0 sij=—1
(10.4.10) Fj(0)={ T'A) sij=0
C sij > 1.

En tant que A%module, C? est libre, avec comme base (eg,e1).

Lemme 10.4.11. Soit M € C(A).
(1) 1l existe un homomorphisme : Q — M dans Cg(A), tel que Z(1): Z(Q) — Z(M) est surjectif, et
Q =P, T " (A) pour une collection d’entiers {is}scs.
(2) Il existe un homomorphisme surjectif ' : Q" — M dans Cg,(A), tel que Q" := @ c o T (C) pour une
collection d’entiers {is}scs:, ot C est le DG A-module de (10.4.9).
Les collections {is}ses et {is}scs sont distincts.
Preuve. (1): Pour tout cocycle m € Z*(M) il existe un homomorphisme 1, : T~*(A) — M qui envoie 'élément

t=i(14) € Z'(T*(A)) vers m. Ainsi, si {m}scs est une collection de cocycles homogenes qui engendre Z(M)
comme un K-module, on obtient un homomorphisme ) comme on le voulait.
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(2) : Pour tout élément m € M? il existe un homomorphisme ¢/, : T~%(C) — M dans Cg,(A) qui envoie
t7"(eg) = m et t7*(e1) — (—1)" - dasr(m). Ainsi, en prenant une collection {ms}scs/ d’éléments homogenes qui
engendre M comme un K-module, on obtient un homomorphisme 1’ comme on le voulait.

(]

Le DG A-module @ du point (1) du lemme est libre. Le DG A-module @’ du point (2) est semi-libre, avec
une filtration semi-libre induite par celle de C', a savoir

(10.4.12) Fi(Q) = P T " (F(0)
seS’
pour j < —1, ot F;(C) est celui de ((10.4.10)).

Preuve du Théoréme (10.4.8)). |8, Theorem 11.4.17].

Corollaire 10.4.13. Soit A un DG anneau. La catégorie C(A) a suffisamment de K-projectifs.

Preuve. Découle du théoreme précédent, avec le fait qu’un complexe semi-libre est K-projectif.
O

Corollaire 10.4.14. Si le DG anneau A est non positif, alors tout M € C(A) admet un quasi-isomorphisme
p: P — M dans Cg,(A) depuis un DG A-module semi-libre P, tel que sup(P) = sup(H(M)).

Preuve. [8, Corollary 11.4.27].

10.5. Résolutions K-injectives dans C*(M).
Dans cette section M est une catégorie abélienne, et C(M) est la catégorie des complexes dans M.
Définition 10.5.1. Soit I un complexe dans C(M)
(1) Une cofiltration semi-injective de I est un cofiltration {G4(I)},>—1 dans Cg, (M) telle que :
— G_1=0.
— Chaque Gqu(I ) est un complexe d’objets injectifs de M avec différentielle nulle.
— I = I'&nq Gq(I).
(2) Le complexe I est appelé compleze semi-injectif s’il admet une cofiltration semi-injective.
Théoréme 10.5.2. Soit M une catégorie abélienne, et soit I un compleze semi-injectif dans C(M). Alors I est
K-injectif.

Preuve.
Etape 1 : On commence par prouver que si I = TP(.J), la translation d’un objet injectif J € M, alors I est
K-injectif. Etant donné un complexe acyclique N € C(M), on a

Homy (N, I) = Homy (N, T?(J)) = TP Homy (N, J)

dans Cgr (K). Or Hompy(—, J) est un foncteur exact M — M(IK), donc Homy (N, J) est un complexe acyclique.
Etape 2 : Soit maintenant I est un complexe d’objets injectifs de M avec différentielle nulle. Cela signifie que
I =[],czT"(Jp) dans Cyr(M), ol chaque Jj, est un objet injectif dans M. Mais alors

Homy (N, 1) = [ Homy (N, T?(J,).
PEZ

Par l'étape 1 et le fait qu'un produit de complexes acycliques dans Cg,(K) est acyclique, on conclut que
Hompy (N, I) est acyclique
Ftape 3 : Fixons une cofiltration semi-injective G = {G4(I) }4>—1 de I. On montre que pour tout ¢ le complexe

G,4(I) est K-injectif. Cela se fait par induction sur ¢q. Pour ¢ = —1 c’est trivial. Pour ¢ > 0 il existe une suite
exacte de complexes
(10.5.3) 0= Gr{(I) = Gq(I) = Gg—1(I) = 0

dans Cg,(M). Pour chaque degré p € Z la suite exacte
0— G (I)P = Go(I)? = Gg1(I)? =0

dans M est scindée, car Gr?([ )P est un objet injectif. Ainsi la suite exacte (10.5.3) est scindée dans la catégorie
Ggtr (M) des objets gradués dans M.
Soit N € C(M) un complexe acyclique. En appliquant le foncteur Homy (IV, —) & la suite (10.5.3) on obtient

une suite

(10.5.4) 0 — Homyp (N, Gqu(I)) — Homy (N, G¢(1)) = Homy(N,Gg—1(1)) = 0
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dans Cg,(K). Comme est scindée exacte dans G, (M), la suite (10.5.4]) est scindée exacte dans G, (IK).
Donc est exacte dans Cg, (K).

Par lhypothése de récurrence le complexe Hompy (N, G,—1(I)) est acyclique. Par 1'étape 2 le complexe
Homy (N, Gr?(] )) est acyclique. La suite exacte longue de cohomologie associée a montre que le com-
plexe Homy (N, G4 (I)) est aussi acyclique.

Etape 4 : On conserve la cofiltration semi-injective G = {G,(I)}q>—1 de Pétape 3. Soit un complexe acyclique
N € C(M). On sait que

Homy (N, T) = @HomM(N, G,(I))
q

dans Cg, (K). Par Iétape 3, les complexes Homy (N, G4(I)) sont tous acycliques. L’exactitude des suites ((10.5.4)
implique que le systéme inverse {Homw (IV, G4(I))}4>—1 dans Cg,(K) admet des transitions surjectives. Par
Pargument de Mittag—Leffler, le complexe limite inverse Homy (N, I) est acyclique.

(I

Proposition 10.5.5. Soit M une catégorie abélienne. Si I est un compleze borné en dessous d’injectifs, alors
I est un complexe semi-injectif.

Preuve. On peut supposer que I # 0. Soit py := inf(I) € Z. Pour ¢ > —1 soit G,(I) = stt<Po+4(I). Alors la
cofiltration G = {G4(I)}4>—1 est semi-injective.
(]

Théoréme 10.5.6. Soit M une catégorie abélienne, et soit J C M une sous-catégorie pleine telle que tout objet
M € M admette un monomorphisme M — I vers un objet I € J. Alors tout complezre M € CT(M) admet un
quasi-isomorphisme p: M — I dans C%.(M), tel que inf(I) = inf(M), et chaque IP est un objet de J.

str

Preuve. La preuve est duale a celle du théoreme (10.3.6)). En effet, on pose N := M et P := J. Comme
les monomorphismes dans M deviennent des épimorphismes dans N, la sous-catégorie pleine P C N vérifie les
hypotheses du théoreme (10.3.6). Comme on a un isomorphisme canonique des catégories Cg, (N) = CZ (M)°P.

str
Ainsi un quasi-isomorphisme @ — N dans Cg,(N) donne lieu & un quasi-isomorphisme M — I dans CZ (M).

str
O

Définition 10.5.7. Soit M une catégorie abélienne, et soit M’ C M une sous-catégorie abélienne pleine. On dit
que M’ a suffisamment d’injectifs par rapport ¢ M si tout objet M € M’ admet un monomorphisme M < I, ou
I est un objet de M’ qui est injectif dans la catégorie plus grande M.

Bien siir, dans cette situation, la catégorie M’ elle-méme a suffisamment d’injectifs.

Théoréme 10.5.8. Soit M une catégorie abélienne, et soit M’ C M une sous-catégorie abélienne épaisse qui a
suffisamment d’injectifs par rapport a M. Soit M € C(M) un compleze a cohomologie bornée inférieure, tel que
H' (M) € M’ pour tout i. Alors il existe un quasi-isomorphisme p: M — I dans Cq(M), tel que I € CT(M'),
chaque I? est un objet injectif dans M, et inf(I) = inf(H(M)).

Avant la preuve, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires.

Supposons qu’on nous donne les morphismes ©¥: K — L et 1¢p3: K — Ly dans M. Le coproduit fibré est
lobjet
(1059) Ll D L2 = Coker((z/)h —wg)I K — L1 D Lg)

dans M avec la propriété universelle évidente. Le diagramme commutatif

K—" .1,

wzl 61l
Lo 2 Ly ®k Lo
dans lequel ¢; sont les morphismes induits par les plongements L; — Ly & Lo, est parfois appelé le pushout.

Lemme 10.5.10. Dans la situation précédente :
(1) La suite
Ker(v1) 22 Ly 2 L @ Ly = Coker(11) — 0
dans laquelle 1 est le morphisme induit par la projection L1 @ Lo — Ly, est exacte.

(2) Supposons que L1 — L} soit un monomorphisme. Alors le morphisme induit L1 ®x Ly — L) @ Lo est
un monomorphisme.
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Preuve. Le point deux est tout simplement un conséquence de la propriété duale du point (2) du Lemme
(2.6.3) et le fait que le diagramme

Li— I}

! !

Ly ®x Ly —— L} ® Lo

est un pushout.
Prouvons maintenant le premier point. Déja, remarquons que la surjectivité de m; peut étre vue grace au
diagramme commutatif obtenu par la propriété universelle de Coker(t)1, —1)s) :

Ly ——» Coker vy,

ES
P i
|

Ly ® Ly —» Coker(t1, —1)9)

Dans le reste de la preuve on va se placer dans une catégorie de modules et utiliser Freyd-Mitchell pour
conclure.

On va voit maintenant I'exactitude en Ly. On sait que €3 09y = €1 01, donc lorsqu’on se restreint a Ker 1y,
on a €z 0 = 0. Dans Mod, on a Ly ®x Ly = L1 ® Ly/S, ot S est le module engendré par les (¢(k), —2(k)).
Ainsi, pour x € Keres, on a (0,2) = (¢Yk), —2(k)) et donc x = —1py(k) pour un k € Ker ;.

Maintenant, pour 'exactitude en Ly @&k Lo. On considere le diagramme

K 2 Ly 1 Ly/Tma)y
2 p1 T
L26—2>L1@L2T>L1@L2/S

€2

ou le deuxieme carré et le diagramme avec le fleche courbée sont commutatifs. On a alors 7 o€y = gopjoes = 0.
Maintenant, pour (z,y) € Kermy, alors (z,y) = (¢1(k),y) = (0,y — 12(k)) € Im ez, donc on a 'autre inclusion
comme on le souhaitait.

O

Preuve du Théoréme[10.5.8 |8, Theorem 11.5.8].
[

Corollaire 10.5.11. Sous les conditions du théoréme précédent, le foncteur canonique DT (M’) — Dy, (M)
est un équivalence.

Preuve. Elle est tres similaire a celle du corollaire [10.3.20
O

Corollaire 10.5.12. Si M est une catégorie abélienne avec suffisamment d’injectifs, alors Ct(M) a suffisam-
ment de K-injectifs.

Preuve. D’aprés soit le théoréme précédent, tout M € CT(M) admet un quasi-isomorphisme M — [ vers un
complexe d’injectifs borné en dessous I. Maintenant on sait que I est alors un semi-injectif et donc il est un
K-injectif.

O

Corollaire 10.5.13. Soit M une catégorie abélienne avec suffisamment d’injectifs, et soit M € C(M) un
complexe de cohomologie bornée inférieure. Alors M a une résolution K -injective M — 1, telle que inf(I) =
inf(H(M)), et tout IP est un objet injectif de M.

Preuve. On peut supposer que H(M) est non nul. Soit p := inf(H(M)) € Z, et soit N := smt>P(M). Donc M —
N est un quasi-isomorphisme, et inf(N) = p. D’apres le théoréme précédent, il existe un quasi-isomorphisme
N — I, ou I est un complexe d’injectifs et inf(I) = p. Maintenant on sait que I est alors un semi-injectif et

donc il est un K-injectif. Le quasi-isomorphisme composé M — I est le recherché.
O
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10.6. Résolutions K-injectives dans C(A4).
Dans cette section, on utilise la convention suivante.

Convention 10.6.1. Il existe un cogénérateur injectif fixe IK* de M(K).

Nous considérons K* comme un DG K-module concentré en degré 0 (avec différentielle nulle). Pour tout
p € 7 il existe le DG K-module T™?(IK*), qui est concentré en degré p.

Il conviendra d’oublier la distinction entre les DG K-modules a différentielle nulle et les IK-modules gradués.
A savoir, si N est un DG K-module tel que dy = 0, on identifiera N aux modules gradués N%, H(N), etc.

Définition 10.6.2. Pour un DG K-module V', on définit le DG K-module V* := Homg (VIK*).

L’opération (—)* est un foncteur contravariant exact et fidele de Cg, (IK) vers elle-méme, et aussi de Gy, (K)
vers elle-méme. Notons que étant donné M € C(A), son dual M* est un objet de C(A°P), de sorte qu’on a un
foncteur exact

(=)": Cstr(A)°P — Cyt (A°P).
Définition 10.6.3. Un DG K-module W est dit colibre s’il existe un isomorphisme W = V* dans Cg, (K),
pour un DG K-module V libre.

Puisque la différentielle d’'un DG IK-module libre V' est nulle, on voit qu’un DG module colibre W a également
une différentielle nulle.
Lemme 10.6.4. Soit V un DG K-module libre et soit W := V*.
(1) SiV =@, s TP (K) pour un ensemble d’indexation S et une collection d’entiers {ps}secs, alors W =
[Les TP (K7).
(2) En tant qu’objet de la catégorie abélienne G (IK), W est injectif.

Au point (1) les isomorphismes peuvent étre considérés soit dans Cg, (IK) soit dans G, (IK), car V et W ont
des différentielles nulles. Cependant, le point (2) n’est vrai que dans la catégorie Gy, (K).

Preuve. Pour le point (1), on a simplement
W = [ Homg (T%* (K), K*) = [[ T~* Homk (K, K*) = [] 777 (K*).
seS seS seS
Pour le point (2), il découle du fait qu’un produit d’injectifs est injectif

Lemme 10.6.5. Soit ¢: U — V un homomorphisme dans G, (K).
(1) ¢ est injective si et seulement si ¢*: U* — V* est surjective.
(2) ¢ est surjective si et seulement si ¢*: U* — V* est injective.
(3) L’homomorphisme canonique U — U** = (U*)* dans Gg;(K) est injectif.
(4) Il existe un homomorphisme injectif U — W dans G, (K) vers un DG K-module W colibre.

Preuve. Les deux premiers points sont clairs. Pour le troisieme, le morphisme canonique est U LN U~**,
P(u)(f) = (=1)FI1l. f(u). Alors pour montrer I'injectivité on considere u € U — {0}, alors le module engendré
par u, IK - u est non nul. Par le fait que IK* est un cogénérateur injectif, il existe un f: K - u — K* qui est non
nul, K-linéaire, et nécessairement f(u) # 0. Maintenant, on étend f a g: U — K* puisque

K*
fT Mg
K-ue—>U

commute. Finalement, on obtient 1 (u)(g) = £g(u) = £ f(u) # 0, donc on a bien I'injectivité.

Pour le dernier point, on utilise [3, 10.2.1 Fact], qui consiste a dire, du fait que U* est un KK-module gradué,
en considérant un ensemble qui le génere, on obtient un morphisme V' — U* partant d’un IK-module gradué
libre. Maintenant, on dualise se morphisme et on obtient U** < V* et on compose finalement par U — U**

pour obtenir le résultat.
|

Définition 10.6.6. Soit W un DG K-module colibre. Le DG A-module co-libre co-induit de W est le DG
A-module Iy = Homg (A, W). Il existe un homomorphisme 0y, : Iy — W dans Cg, (K), de formule Oy () :=
X(lA) cW.

Définition 10.6.7. Un DG A-module J est dit colibre s’il existe un isomorphisme J 2 Iy dans Cg,(A) pour
un DG K-module W colibre.
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Lemme 10.6.8. Considérons le DG K-module libre V =
Alors il y a les isomorphismes canoniques dans Cgi,(A)

Iw = (A V) = (@ TP (A)" = [[ T (4")

ses seS

ses TP (K) et le DG K-module colibre W := V*.

Lemme 10.6.9. Iis sont clairs, mais on les détailles :
Iy = Homg (A, W) = Homg (A, Homg (V, K*)) = Homg (A @k V,K*) = (A V)",

I = Homg (A, W) = Homg (A, [ [ T77*(K*)) = [ ] Homk (A, T~ (K*)) = [] T77*(4"),
sES ses seS

[ 777 Homg (A, K*) = Homg (P T (4), K*) = (5 T (4))*.

ses sesS seS

Lemme 10.6.10. Soit W un IK-module DG colibre, et soit M un DG A-module. L’homomorphisme
Hom(id s, Ow): Homa (M, Iw) — Homgk (M, W)
dans Cg, (IK) est un isomorphisme.
Preuve. L’homomorphisme
Hom(idps, 6w ) : Hom 4 (M, Homg (A, W)) = Homg (M, W)
est juste une adjonction pour I’homomorphisme de DG anneaux K — A, il est donc bijectif.
O
Lemme 10.6.11. Soit I un DG A-module colibre. Alors I* est un objet injectif de Gy, (A?).

Preuve. On peut supposer que I = Iy pour un DG K-module W colibre. Pour tout M € Gstr(Ah) il existe
un isomorphisme
Homg,,, (a5 (M, Ify;) = Homa (M, Iy)° = Homy (M, W)® = | [ Homy (M?, W)
PEZ
dans M(IK). L’isomorphisme découle du lemme précédent. Pour tout p le foncteur Gy (A%) — M(IK), M +— MP,

est exact. Comme chaque WP est un objet injectif de M(IK), le foncteur contravariant Hom(—, W?) de M(K)
vers lui-méme est exact. Et le produit des foncteurs exacts dans M(IK) est exact. On en déduit que le foncteur
Homg,,, (at)(—, I%,) est exact.

O

Lemme 10.6.12. Soit W un DG K-module colibre, soit M un DG A-module, et soit x: Y(M) — W un
homomorphisme dans Gy, (IK). Alors il existe un unique homomorphisme ¥: M — Iy dans Cg,(A), tel que le

diagramme
X

/_\

Y(M) — Y(Iw) Y(W) =W

Y (%) Y (0w

dans G, (K) soit commutatif.
Preuve. Comme les différentielles de W et Y (M) sont nulles, ’lhomomorphisme canonique
a: Hom(Y(M),W)® = Z° Hom(Y (M), W) — Z° Hom(M, W),

induit par la surjection canonique M — Y (M), est bijective. Ceci nous donne un unique homomorphisme
a(x): M — W dans Cg,(IK). On utilise ensuite le lemme [10.6.10| pour obtenir un unique ¢: M — Iy dans
Cetr(A) t.q. O o = a(x). Ce ¢ est ce que nous recherchons

O

Définition 10.6.13. Soit I un objet de C(A).
(1) ) Une cofiltration semi-colibre sur I est une cofiltration G = {G4(I)}4>—1 sur I dans Cg,(A) telle que
— G_1(I)=0.
— Chaque Gqu(I ) est un DG A-module colibre.
— I = l'&nq Gq(I).
(2) Le DG A-module I est dit semi-colibre s'il admet une cofiltration semi-colibre.

Proposition 10.6.14. Si I est un A-module DG semi-colibre, alors I' est un objet injectif de la catégorie
abélienne Gy (A").
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Preuve. [3, 10.2.3. Proposition.].
O

Corollaire 10.6.15. Supposons que A est un anneau. Si I est un DG A-module semi-colibre, alors chaque IP
est un A-module injectif

Preuve. 1l suffit de ce rappeler qu'un facteur d’une somme directe injectif est lui-méme injectif.

Théoréme 10.6.16. Soit I un objet de C(A). Si I est semi-colibre, alors il est K-injectif.

Preuve. La preuve est dans le méme style que plusieurs démonstrations du méme type, pour plus de détails
[8, Theorem 11.6.2].
a

Les prochains résultats sont en quelques sortes le dual des résultats qui suivent apres le théoreme ((10.4.8)).
On ne donne pas donc les preuves.

Théoréme 10.6.17. Soit A un DG anneau. Tout DG A-module M admet un quasi-isomorphisme p: M — 1
dans Cgi,(A) vers un DG A-module semi-colibre I.

Corollaire 10.6.18. Soit A un DG anneau. La catégorie C(A) a suffisamment de K -injectifs.

Corollaire 10.6.19. Si le DG anneau A est non positif, alors tout M € C(A) admet un quasi-isomorphisme
p: M — I dans Cgy(A) vers un DG A-module semi-colibre I, tel que inf(I) = inf(H(M)).
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