MAT35B - L3A ALGEBRE
Premier semestre — 2023-2024

Fiche 3: Groupes symétriques

1. Déterminer la signature et 'ordre des permutations suivantes.

(@) 0=(:1,) 23 ;);
5 .
)

1 4
b "_(3 2
S 456 7 8 9 10 11 12
©9=6 458 79 11 10 1 12 3 2
(d o=(12312)(235710)(481).

NN
W U1 W =

>

Solution. On rappelle d’abord que 'on notera o € S, typiquement par

(1 n
7= (0(1) a(n))'

En outre, étant donné une injection 7 : [1,m] — [1,n] pour m,n € N*, on définit
cyc(z) €S, viao(i) =ipourtouti € [1,n]\Img(s), o(7(i)) = 7(i+1) pourie€ [1,m—1]
et 0(7(m)) = 7(1). On note (7 (1) ... z(m)) au lieu de cyc(s) et on l'appelle cycle de
longueur m. Noter que le seul cycle de longueur 1 est I'identité de S,. Si m > 2, on dit que
Img(_7) est le support de cyc( 7). On note que l'ordre ord(c) d’'un cycle o de longueur m
est précisément m et sa signature e(o) est (—1)™'!.

Etant donné un élément o € S,, il existe un uplet (71,..., 7%) avec k € N*, ol
7+ [1,m;] — [1,n] est une injection pour tout i € [1,k], Img(s*) N Img(s) = @ pour
tous i,i’ € [1,k] différents et [1,n] = UL, Img( /"), tel que

o =cyc(s1)...cyc(/5). (€))

On appelle (/%,..., 7%), et par abus de notation (1), la décomposition de o en cycles
disjoints. Cette décomposition (7,..., 7*) est unique 4 permutation des éléments du k-
uplet pres. En plus, pour réduire ’écriture, on remarque que dans plusieurs cas on n’écrira
pas les 1-cycles dans (1), mais cela sera indiqué de facon explicite dans les arguments.
Finalement, étant donné o € S, avec la décomposition (1) en cycles disjoints, le type de
o est application type(o) : N* — N donnée par
type(o)(i) = #({j € [1,k] : cyc(77) a longueur i})
pour tout i € N*.
(a) On voit bien que la décomposition en cycles disjoints de o est donnée par
o=(13)24),

ce qui nous dit que ord(c) =2 et e(0) = (—1)3(-1)° = 1.
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(b) Cest clair que la décomposition en cycles disjoints de o est donnée par
o=(135)24),

ce qui nous dit que ord(c) =3.2=6 et e(0) = (—1)*(—=1)> =—1.
(¢c) On voit bien que la décomposition en cycles disjoints de o est donnée par

oc=(169)(2481012)(35711),

ce qui nous dit que ord(c’) = 3.5.4 = 60 et e(0) = (—1)*(—1)%(—1)° = —1.
(d) Cest clair que la décomposition en cycles disjoints de o est donnée par

oc=(148212)(35710),

ce qui nous dit que ord(c) = 5.4 =20 et e(c) = (—1)°(—1)° = —1.

2. Soient 2 < m < n deux entiers et y = (a; a, ...a,) € S, un cycle de longueur
m. Montrer que pour tout 0 € S,,, coyoo ! = (o(a;) o(a,) ...o(a,,)). En déduire
que deux cycles dans S, sont conjugués si et seulement s’ils ont la méme longueur.

Solution. C’est clair que o oy oo '(a) = a si a ¢ {o(a;),...,0(a,)}, vu que dans ce
cas 0~ (a) ¢ {ai,...,a,} et en conséquence y o o '(a) = o~ '(a), ce qui donne le ré-
sultat. Cela nous dit que o oy oo (a) = a = (o(a;) o(ay) ...o(a,))(a), pour tout
aé¢{o(ay),...,o(a)}

On suppose que a = o(q;), pour i € [1, m— 1]. Dans ce cas,
(0oyoo™)(0(a)) =0 oy(a) = 0(ai) = (0(ay) 0(ay) -..0(a,))(o(a;)

Finalement, si a = o(a,,), on trouve que

(0oyoo)(o(am) =0 oy(a,) =0(a)=(0(a) o(ay) -..0(a))(0(ay)

On conclut que ooy oot = (o(a,) o(ay) ...o(a,)).

Pour la derniére partie, on note que lidentité précédente nous dit immédiatement
que deux cycles conjugués ont la méme longueur. Réciproquement, si p = (a; ... a;) et
o = (b; ... b,) sont deux cycles dans S, de longueur £ € N*, soient A = {a;,...,q,} et
B = {by,...,b;}. Comme A" = [1,n] \ A et B’ = [1,n] \ B ont le méme cardinal, il existe
une bijection y’ : A" — B’. En conséquence, l'application y : [1,n] — [1,n] qui satisfait que
ylx =y’ et qui associe b; a q; pour i € [1,£] est une bijection. En plus, c’est facile a vérifier
que o’ =ypy .

3. Classes de conjugaison de S;. Faire la liste des classes de conjugaison de S; en
indiquant leur cardinal ainsi que la signature et 'ordre des éléments appartenant a
cette classe.

Solution. On remarque d’abord que deux permutations o et o’ dans S, sont conjugués si et
seulement si type(c) = type(o’). En effet, s'il existe y € S, tel que 0’ =yocgoy et

0=0;...0¢
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est la décomposition en cycles de supports disjoints de o € S, ot o; a longueur ¢; € N* et
support S; pour tout i € [1, k], alors

o'=(oy™...(ror ™).
est la décomposition en cycles de supports disjoints, car yo;y* est un cycle de longueur
¢; € N* et de support y(S;) pour tout i € [1, k]. De facon réciproque, si

0=0,...0petc’ =07...0y,

sont les décompositions en cycles de supports disjoints de o, o’ € S, oli 0; a longueur {; € N*
et support S; pour tout i € [1,k], et o; est un cycle de longueur £; € N* et de support S; pour
tout i € [1,k’], la condition type(c) = type(o”’) et I'exercice 2 nous disent précisément qu’il
existe des bijections ¢ : [1,k] — [1,k’] (et en particulier k = k') et y : [1,n] — [1,n] telles
que 7(S;) = S;(i) et O':p(i) =yo,;y"! pour tout i € [1,k]. Alors,

yoyt=(yo,r™)...(yo,y )= Oy e Topgy =01+ O =0

Pour n € N*, soit
Fo= {f :N* — N telle que f a support fini et Z if (i) = n}.
ien

Largument dans le paragraphe précédent nous dit précisément que I'application surjective

type:S, = %,
qui associe type(c) a o € S, induit une bijection

type : Sﬂ./ Ro=> "G/Tn’

ol ~ est la relation d’équivalence donnée par conjugaison, i.e o ~ ¢’ si et seulement s’il
existe y € S, tel que 6’ = yoy L. Pour o € S,, on notera cl(c) = {0’ €S, : 0’ ~ o}, ou
cl o, la classe d’équivalence de o pour la relation d’équivalence donnée ~ par la conjugaison.
En outre, étant donné £ = (t,,...,t,) € N2 tel que >, it; = n, un argument combinatoire
élémentaire nous dit que

!
#({O’ €S, : type(o)(i) = t; pour tout i € [[1,n]]}) = nn—
]—L.=1 itit;!
En conséquence, si 0 €S, on a
n!

[ >
I—L‘=1 it

si type(o)(i) = t; pour tout i € [1,n].
C’est facile a vérifier que #(%;) = 3,

#(cl(o)) = (2)

Sy/ ~={ cl(idp ), cl(1 2),cl(1 2 3)},
lidpay] = {idpsp} a cardinal 1, cl(12) = {(1 2),(1 3),(2 3)} posséde 3 éléments et

c(1 2 3) = {(1 2 3),(1 3 2)} a cardinal 2. En plus, ord(idj; 5;) = 1, ord(1 2) = 2,
ord(123)=3ete(idp3)=—€(12)=€(123)=1.

4. Soit G un groupe, engendré par un nombre fini d’éléments g,,...,g,. Soient
hy,...,h,, des éléments de G et H = (hy,...,h,,) le sous-groupe qu’ils engendrent.
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(@)

)

)

Montrer que H est distingué si et seulement si gihjgi_l €H et gi_lhjgi €H,
pour tous i € [1,n] et j € [1,m].

On considere les éléments v = (1 2 3 4), s; = (1 2)(34),s, =(13)(24) et
s3 = (1 4)(2 3) de S,. Montrer que (y) < (y,s;).

Pour des éléments a, b,c,d de [1,4], deux-a-deux distincts, décomposer en
cycles disjoints la permutation ((a b)(c d)) o ((a ¢)(b d)).

(d) Soit K = {id,s;,s5,53}. Montrer que (s;) <K et K <'S,, mais (s;) & S,.
Solution.
(a) Cest clair que si H est distingué alors gl-hjgi_1 €H et gi_lhj g; €H, pour tous i € [1,n]

®)

(@)

(@

et j € [1,m].

On va montrer la réciproque. Soit N;(H) = {g € G : gHg ' = H}. Cest clair que
H € N4 (H), N;(H) est un sous-groupe de G et H est normal dans N;(H). On remarque
d’abord qu’il suffit de montrer que g; € Ny pour tout i € [1,n], car cela implique que
G=({g;:i€[1,n]}) SNy CG,ieN(H)=G, qui équivaut a dire que H est normal.

Or, étant donné i € [1,n], soit Ad; : G — G lisomorphisme de groupes qui associe
giggl.‘1 a g. Comme pour tout isomorphisme de groupes f : G — G’ et toute partie
S € G on a directement que f({S)) = (f(S)), on conlut que, si S = {h; : j € [1,m]},
alors

Ad(H) = Ad({S) = (Ad'(S)) € H,

ol la derniere inclusion est une conséquence de I'’hypothese de départ. Comme
Adiﬂ(H) € H, on conlut que Adiﬂ(H) = H, i.e. g € Ng(H) pour tout i € [1,n],
comme on voulait démontrer.

D’apres litem précédent, il suffit de montrer que s; oy os; € (y). Un calcul direct nous
dit que s, oy os; = 3, ce qui implique que (y) < (y,s,).

A partir d’évaluer (a b) o (c d) o (a c)o (b d) en les éléments {a, b, c,d}, on voit bien
que

(ab)o(cd)o(ac)o(bd)=(ad)o(bc).
En conséquence, on voit bien que s; os; = s pour tous {i, j, k} = {1,2, 3}, ce qui nous
dit que K = {id, s1,5,,53} est un sous-groupe de S,.
Noter que K est un sous-groupe abélien, ce qui implique que (s;) < K. D’aprés 'exercice
2, on voit que

oo((ab)cd))oo™ =co(ab)ogooo(cd)oo™ =(o(a) o(b))(co(c) o(d) €K

pour tous a, b,c,d tels que {a, b,c,d} = {1,2,3,4}, ce qui nous dit que K < S,. Par
ailleurs, on voit bien que (1 3)s;(1 3) = (1 3)(1 2)(3 4)(1 3) = (2 3)(1 4) ¢ (s;), ce qui
nous dit que (s;) €'S,.

5. (a) Soient p € N* un nombre premier et n > p un entier.

)

(i) Quels sont les éléments d’ordre p dans S, ?
(ii) Le résultat subsiste-t-il lorsque p n’est pas premier ?

Montrer que dans Sg tout élément d’ordre 10 a pour signature —1. Montrer
que dans S,, tout élément d’ordre impair a pour signature 1.
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Solution.

(a)

i) Soit
O=0;...0%

la décomposition de o € S, en cycles disjoints de longueur strictement supérieure
a 1. Alors, ord(o) = PPCM(ord(o,),...,ord(o;)). Comme ord(c) = p est pre-
mier, on conclut que ord(c;) =--- = ord(o;) = p, i.e. une permutation o a ordre
p si et seulement si o est un produit non trivial de p-cycles disjoints.

(ii) Non. Par exemples, 0 = (12)(345) € S; a ordre 6, mais o est un produit non
trivial de 6-cycles disjoints.

(b) Soit
o=0;...0¢
la décomposition de o € S, en cycles disjoints de longueur strictement supé-
rieure & 1. On suppose en plus que 1 < ord(o;) < --- < ord(oy). Alors,
ord(c) = PPCM(ord(a,),...,ord(oy)).
Si n = 8, on voit bien que k = 2, ord(c;) = 2 et ord(c,) = 5. En conséquence,
e(0) = e(oy)e(0,) = (-1’(-1)° =—1.
Si n € N* et 0 a ordre impair, alors ord(o,),...,ord(c) sont impairs, ce qui im-
plique que
e(0)=e(0y)...e(oy) = (—1)erden+t | (—1)ordlo+l — 7,
6. Soit n > 2 un entier. Dans S,, on considére le n-cycley =(12 ... n—1n) et

deux transpositions 74 = (1 2) et T = (a; a,), avec a,, a, € [1,n] différents.

(a) Montrer que {y, 7o} engendre S,,.
Indication : on pourra montrer que (y, T,) contient toutes les transpositions
de la forme (i i+1).

(b) Montrer que si n est premier, alors {y, 7} engendre S,.
Indication : on pourra montrer qu’il existe r tel que y"(a;) = a, et v" est
encore un n-cycle.

(c) Donner un exemple ot {y, T} n’engendre pas S,,.

Solution.

(@) 1l s’agit d’'un résultat du cours.

(b) On affirme d’abord que ord(y") = n pour tout r € [1,n — 1]. En effet, comme y a

ordre n, y" # idpy ,, ce qui nous dit que le sous-groupe (y") engendré par y" a ordre
strictement supérieur a 1. Comme 1 < |(y")| = ord(y") divise n et n est premier, on
conclut que ord(y") = n pour tout r € [1,n—1]. D’aprés I'exercice 5, y” est un produit
non trivial de n-cycles, mais cela nous dit que y" est un n-cycle, vu que y" €S,,.

Or, comme y est un n-cycle, il existe r € [1,n — 1] tel que y"(a;) = a,. Soit
f : [1,n] — [1,n] Fapplication qui associe y"“~"(a;) & i € [1,n]. On voit bien que
f est une bijection, car y" l'est. Noter que f(1) = a; et f(2) = a,. On considére alors
l'isomorphisme de groupes

Ad; :S, —S,
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donné par Ad;(0) = f oo o f~1. On voit bien que

Ady (o) = f o (1 2)0 f 1 = (£(1) £(2)) = (¢ a) = 7.
En plus, Ad;(y) =foyof ™' =y, car

(foyof NU@)=(fon)@)=f(i+1)

pour tous i € [1,n—1] et (f oy o f7)(f(n)) = (f o ¥)(n) = f(1). Comme {y, 7o}
engendre S, et I'image par tout morphisme surjectif de groupes d’un ensemble de gé-
nérateurs est un ensemble de générateurs, {y”, T} engendre S, ce qui nous dit a fortiori
que {y, 7} engendre S,,.

(c) Clest facile a vérifier que sin=4, y = (123 4) et T = (1 3), alors {{y, T}) C S,.

7. Un exemple provenant du mélange d’'un jeu de cartes. Vérifier que 'on définit bien
une permutation o € S;, en posant (k) =2k sik < 16eto(k) =2k—33sik > 17.
Déterminer son ordre et sa signature.

Indication : remarquer que o (k) = 2k (mod 33) pour tout k € [1,32].

Solution. On montre d’abord que o € Ss,. Par ailleurs, o : [1,32] — [1,32] est bien dé-
finie, car k € [1,16] implique que o(k) = 2k € [2,32] et k € [17,32] implique que
o(k) = 2k —33 € [1,31]. En outre, on remarque que o est une application injective. Pour
le montre, on note d’abord que, si o (k) = o(k’) avec k,k’ € [1,32], on remarque d’abord
que k,k’ < 16 ou k,k’ > 17. En effet, si k < 16 et k' > 17, alors o (k) = 2k est pair mais
o (k") = 2k — 33 est impair. O, si k,k’ € [[1,16] cest clair que 2k = o(k) = o(k") = 2k’
implique k = k/, et si k,k’ € [17,32] Clest clair que 2k — 33 = o(k) = o(k’) = 2k’ —33
implique k = k’. Comme toute application injective entre deux ensembles finis de la méme
cardinalité est bijective, on conclut que o € Ss,.
Finalement, c’est clair que la décomposition en cycles disjoints de o est donnée par

o=(1248163231292517)(36122415302721918)
(51020 7 14 28 23 13 26 19)(11 22),

ce qui nous dit que ord(c) = 10 et e(e) = 1.

8. Soient p un nombre premier impair et G = (Z/pZ)*. Pour tout a dans G, on note
o, et p, les permutations de G dans G définies par o,(x) = ax™! et p,(x) = ax.
Déterminer le type, 'ordre et la signature des permutations o, et p, en fonction de
la quantité de racines carrées de a dans G et de 'ordre de a, respectivement.

Solution. On traitera d’abord le cas général d’'un groupe abélien quelconque G, pour spécifier
apres le cas ou G = (Z/pZ)*. Soit 0, , = {U’;(x) : k € Z} Torbite de x sous l'action de o,.
Comme 0, 00, =idg, vu que a(ax™!)™ = axa™! = xaa™! = x pour tout x € G, on conclut
que G,, = {x,ax™'}. En particulier, #(0,,) = 1 si et seulement si ax™! = x, i.e. a = x%.
Sinon, #(@, ) = 2. Soit

0= Wy... 0, 3)

la décomposition de o, € Autg,.(G) en cycles disjoints de longueur supérieure ou égal a 1.
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On remarque que la longueur de chaque cycle w; dans (3) coincide avec le cardinal de I'orbite
#(0,,), pour x dans le support de w;. On suppose alors que o; a longueur 1 pour i € [1,k/]
et longueur 2 pour i € [k +1,k,], ot k, € N. Pour i € [1,k/], soit {x;} le support de w,. En
conséquence, X, = {x € G : x> = a} C G coincide avec {x, .. Xy } et k,—k, = (IG|—k.)/2,
vu que k! +2(k, — k!) = |G|. Cest clair que k/ < |G| si a # 1; car dans ce cas a ¢ X,.
On voit bien que le type type(c,) de o, est donné par type(c,)(i) = 0sii € N\ {1,2},
type(p,)(1) = k; et type(p,)(2) = (IG| —k;)/2. En plus,

1, sia=1; etx?=1, pour tout x € G,

ord(o,) = {

2, sinon,

et e(p,) = (—1)I6k)/2,

Pour le cas particulier de G = (Z/pZ)*, on note d’abord que, d’apres 'exercice 17 de la
fiche 2, il existe un isomorphisme de groupes (Z/pZ)* ~ Z/(p —1)Z. En particulier, si p = 3,
x% = 1, pour tout x € G, ce qui nous dit que k' = |G| = 2 et ord(al_G) = 1 dans ce cas. Si
p > 3, alors c’est clair qu'il existe x € G tel que x? # 15, vu que 2.1 = 2 # 0 dans Z/(p—1)Z.
Par conséquent, k! < |G| et ord(c,) = 2 pour tout a € G dans ce cas. On peut méme dire un
peu plus sur la valeur de k. Pour cela, on considére le polynéme unitaire X 2—aq e (z/pZ)[X].
Comme Z/pZ est un corps, X? —a € (Z/pZ)[X] admet au plus 2 racines différentes dans
Z[pZ,i.e. k! € {0,1,2}. Or, comme k! +2(k, —k/) = |G| = p —1 est pair, k! est pair aussi,
ie. ki € {0,2}. C’est facile a voir dans des exemples que les valeurs k! = 0 et k/ = 2 sont
possibles (e.g, si p =7 et a € (Z/7Z)*, k! = 0 si et seulement si a € {1,2,4} ¢ (Z/72)").

On continue avec le cas général d’un groupe quelconque G (qui n’est pas forcément
abélien). On considere I'application de groupes

pP: G— AUtEns(G)

qui associe p,  tout a € G, olt p,(x) = ax pour x € G. Soit ,, = {ax : k € Z} l'or-
bite de x sous l'action de p,. On remarque d’abord que, étant donné x,y € G, l'applica-
tion bijective f : G — G donnée par f(z) = zx~'y satisfait que f(4,,) = 0,,- En ef-
fet, cest clair que f(4,,) € G,,, car f(a*x) = a*xx™'y = da*y, et I'application bijective
f7':G — G donnée par f(z) =zy ' x satisfait aussi que f~'(@, ) C 0, . Cela nous dit que
#(0,,) = #(0,,,) = [{a)| = ord(a), pour tout x € G. Soit

Pa=01...0% )

la décomposition de p, € Autg,(G) en cycles disjoints de longueur supérieure ou égal a 1.
Comme la longueur de chaque cycle o; dans (4) coincide avec le cardinal de I'orbite #(&, , ),
pour x dans le support de o;, on conclut que o; a longueur ord(a) pour tout i € [[1,k],
ce qui nous dit en particulier que k = |G|/ ord(a). En conséquence, le type type(p,) de p,
est donné par type(p,)(i) = 0 si i # ord(a) et type(p,)(ord(a)) = |G|/ord(a). En plus,
ord(p,) = ord(a) et e(p,) = (~1)r@HVIdl/ord),

9. Nombre d’orbites et signature d’'une permutation I. Soit E un ensemble fini de
cardinal n > 2. Pour tout 0 € Autg,((E) et x € E, on note O, (x) lorbite de x sous
l'action de o, N(o) le nombre d’orbites de o et ¢(0) = (—1)" V(. On cherche a
retrouver les principales propriétés de I'invariant (o) a partir de cette définition.

(a) Soient o € Autg, (E) et la transposition T = (a b) € Autg,(E) pour a,b € E
distincts. L'objet des questions suivantes est de comparer les orbites sous I'ac-
tion de o avec les orbites sous I'action de 7 o 0. On note O, et O, les orbites
de a et de b sous 'action de o.

(1) Montrer que O,,,(x) =0, (x), pour tout x € E \ (O; UO,).
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(ii) Dans cette question, on suppose que O; = O,. Montrer alors que les orbites
de a et b sous I'action de 7 o o sont différentes et que leur réunion est O .

(iii) Dans cette question, on suppose que O; # O,. Montrer alors que 'orbite
de a sous l'action de T oo est O; U O, .

(iv) Quelle relation y a-t-il entre N(t o o) et N(o)? Entre e¢(7 o 0) et ¢(0)?

(b) En déduire les conséquences suivantes :
@) minfkeN:o=1,...7, €S,,71,..., Ty transpositions}) =n—N(o);

(i) sioc = 7,...7 € S, est une composée de k transpositions T,..., Tk,
alors ¢(0) = (—1)k;

(iii) e(o) coincide avec la signature (o) de o.

Solution.

(@ (i) On remarque d’abord que (7 o o)*(x) = o*(x) € E \ (0; U 0,), pour tout
x € E\ (0, UO,) et k € N. En effet, le cas k = 0 est trivial et le cas k = 1
suit du fait que, dans ce cas, o(x) € E \ (0; UO,) € E \ {a, b}, ce qui nous dit
que t(o(x)) = a(x). Pour le cas k > 2 on procede par récurrence sur k. En effet,
(t o) (x)= o (x) € E\ (0, UO,) nous dit que

(too)(x)=((roo)o(roo) ) (x)=((to0c)oc*?)(x)
=(ro0")(x) =0 (x) €E\(0,U0,),
vu que o¥(x) € E \ (0; U0,). Cela nous dit a fortiori que
0.0 () = {(t 0 0)(x) : k €N} = {o*(x) : k e N} = O, (x)

pour tout x € E \ (O; U O,).
(i) Soit £ € N* le cardinal de O; = O,. Comme b € O,, on voit bien qu’il existe
k € [1,£—1] tel que o*(a) = b. Soit

¢ =min {k €[1,£—1] : tel que o*(a) = b}.
De la méme facon, comme a € O,, il existe j € [1,£ — 1] tel que o’/(b) = a. Soit
¢’ =min{je[1,£—1]: tel que o’(b) =a}.

Un argument par récurrence sur i’ et i’ montre directement que

(t 0 0)'(a) = o'(a) pour i’ € [0,/ —1] et (v o 0)'(b) = o' (b) pour
i’ €[0,0” —1], car o' (a), 0"’ (b) ¢ {a, b} pour i’ € [1,£' —1] eti” € [1,£” —1].
On note en plus que

(to0) (@) =((to0)o(t0o0) )@ =(roc)a)=1(b)=a
et

(t00) (b)) = ((ro0)o(ro0) ) (b) = (roo!")(b) = t(a) = b,
ce qui nous dit que

O.00(@)={0"(a): 1" €[0,¢'—1]} c O,

et

0.0s(b) = {Ui”(b) =o"*"(a):i" €0,0" — 1]} co,

qui sont des parties disjointes. Cela nous dit en particulier que £’ +£” < £. En
" WY ,

plus comme a = o* (b) = o* **" (a), on conclut que £’ +£” > { et par conséquent

¢’ +1{" =, ce qui implique en particulier que

Ol = O’roo(a) U Oroo'(b)'
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(b)

({ii)

(@iv)

@

(i)
(dii)

Soit £; € N* le cardinal de O;, pour i € {1,2}. De facon analogue a litem
précédent, un argument par récurrence sur i’ et i” montre directement que
(t 0o 0)'(a) = o'(a) pour i’ € [0,{, —1] et (7 0 0)"(b) = o'"(b) pour
i” €[0,0,—1], car o' (a), 0" (b) ¢ {a, b} pour i’ € [1,{, —1] et i” € [1,£, —1].
On note en plus que
(to0)1(a)=((tro0)o(t00)1™) (@) =(ro0c")a)=1(a)=b
et
(r00)2(b)=((ro0o)o(ro0)>7)(b) = (v 00')(b) = 7(b) = q,
ce qui nous dit que
Oruo(@) = {(r00) (@ =0"(a): i’ € [0,¢, — 1]}
u{(ro0)1*" (@) =(r00) ()= 0" (b): i" € [0,¢, 1]},
=0,U0,,
car (To0)1*2(a) = (10 0)2(b) =a.
A partir des items précédents on conclut que
N(to0)= N(o)+1, S%Ol =0,,
N(o)—1, siO; #O0,.

Cela nous dit que ¢(t 0 0) = —¢(0).

Comme N(7 o 0) = N(o)— 1 pour toute transpositions T et pour toute per-
mutation o, un argument immédiat par récurrence sur ¢ nous dit que, si
O = T;...7, est une factorisation de o comme produit de transpositions, alors
N(o)=N(idg)—£=n—{,ie £ >n—N(o). Par conséquent,

min ({k EN:C=T,... Tk €ESp, T1s-+-> Tk transpositions}) >n—N(o)
pour tout o € Autg, (E). Il reste a démontrer que
min ({k EN:OC=T1... Tk ES,, T1,--+» Tk transpositions}) <n—N(o)

pour tout o € Autg,(E). Pour le faire, on va procéder par récurrence sur

la cardinalité de E. On suppose que 0 = T,...T, est une factorisation de
o comme produit de transpositions. Le cas k = 0 correspond exactement a
o = idg. Dans ce cas N(o) = net k = 0 = n—n, ce qui montre le ré-

sultat. On suppose maintenant que k > 0. Comme o # id, il existe e € E
tel que o(e) # e. Soit T = (e o(e)) € Autg,(E) et E' = E \ {e}. Alors,
(t oo)(e) = e, ce qui implique que 0’ = (T o 0)|p € Autg,(E"). Noter que
N(o')=(m—1)—(N(too)—1)=n—N(to0o) =n—N(o)—1, dapres l'item
précédent. Ihypothese de la récurrence nous dit qu’il existe une décomposition

avec 79,...,T; € Autg,(E") des transpositions de et k = n— N(o)— 1. On
considere la transposition 7; € Autg,(E) tel que 7| = 7] et 7,(e) = e pour
tout i € [1,k]. Alors, 0 = 77;...T, ce qui implique que o est un produit de
k+1=n—N(o)—1+1=n—N(0o) transpositions.

1l s’agit d’'une conséquence immédiate de I'item (a), (iv).

Comme les transpositions engendrent le groupe Autg, (E) et les morphismes de
groupes € et ¢ coincident dans des transpositions, on conclut que € = ¢.
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10. Nombre d’orbites et signature d’une permutation II. Soit n un entier strictement
positif. Pour une permutation o € S,, on note A, I'ensemble des orbites de o et
N(o) = #(A,) le nombre des orbites de . On se propose de donner une autre
preuve du fait que le nombre minimal de transpositions nécessaires pour écrire
o € S,, comme produit de transpositions est n — N (o).

(@

)

©

(d)

(e)

)
@

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n muni d’un produit scalaire
fixe (,). On se propose d’abord de montrer que le nombre minimal de ré-
flexions orthogonales nécessaires pour écrire une isométrie f : E — E comme
produit de réflexions orthogonales est n — dim(Ker(f —idg)).

On rappelle le résultat démontré en cours qui dit qu’il est possible d’écrire
une isométrie f comme un produit de n —dim(Ker(f —id)) réflexions ortho-
gonales. Soit maintenant f =s; o---os, une telle écriture et soit F le sous-
espace vectoriel de E engendré par les vecteurs orthogonaux aux hyperplans
des réflexions qui interviennent dans cette écriture.

Montrer que I'espace orthogonal F* de F est inclus dans Ker(f —idg). En
déduire que p > n—dim(Ker(f —idg)) et conclure.

En considérant I’écriture de la permutation o € S, comme produit de cycles
a supports disjoints et en écrivant chaque cycle de longueur k > 2 comme un
produit de k —1 tranpositions, montrer qu’il est possible d’écrire ¢ comme un
produit de n — N(o) transpositions.

Soit (eq, ..., €,) une base orthonormée de E et soit ¢ : S, — O(E) 'application
qui associe & o € S,, 'unique endomorphisme ¢ (o) = f, : E — E de E qui
satisfait que f,(e;) = ey(; pour j € [1,n]. Montrer que ¢ est un morphisme
de groupes.

Pour une orbite @ C [1,n] de o notons F, = Vectg({e; : j € 0}) € E. Montrer
que F, est stable par f,,. Déterminer Img((f, —idg)|s,) et sa dimension.

Montrer que

E= P F, et Img(f, —ids) = P Img((f, —idp)ls, )-
O€A, O€A,

En déduire que dim(Ker(f, —idg)) = N(o).
Montrer que si 7 est une transposition alors f, est une réflexion orthogonale.

Utiliser les items précédents pour montrer que le nombre minimal de trans-
positions nécessaires pour écrire o € S, comme produit de transpositions est
n—N(o).

Solution.

(@)

On rappelle d’abord qu'une réflexion orthogonale de E est une application de la forme
s, : E— E pour v € E non nul ot

(w,v)
vv)

pour tout w € E. Cest clair que, étant donnés v, v’ € E non nuls, s, = s, si et seulement
si v et v/ sont linéairement dépendants. Le sous-espace vectoriel H, = Ker(s, —idg) de
E a dimension n —1 et il est appelé ’hyperplan de E associé a la réflexion s,. C’est
clair que Vecty ({v}) est I'espace vectoriel orthogonal H. VL a 'hyperplan H, de E associé
a la réflexion s,. On suppose que f =s, o-:-0 Sy,» avec Vy,...,v, € E non nuls. Le

()

5,(w)=w—
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b

(©)

@

sous-espace vectoriel F de E engendré par les vecteurs orthogonaux aux hyperplans
associés aux réflexions s -»$,, est précisément Vectg ({vi,...,V,}). En particulier,

Vot
dim(F) < p. Soit w € F1, i.e. (w,v;) = 0 pour tout i € [1,p], ce qui implique que
s,,(w) = w pour tout i € [1,p], d’apres (5). Un argument direct nous dit alors que
fw)=(s, 0" °s, )(w) = w, ce qui implique que w € Ker(f —idg). En conséquence,

Ft C Ker(f —idy), ce qui implique que
n—dim(F) = dim(F*) < dim (Ker(f —idg)),
ce qui nous dit que

p = dim(F) > n—dim ( Ker(f —idg)).

Comme on a admis qu'’il est possible d’écrire une isométrie f comme un produit de
n—dim(Ker(f —idg)) réflexions orthogonales, on conclut que le nombre minimal de
réflexions orthogonales nécessaires pour écrire f comme produit de réflexions ortho-
gonales est n —dim(Ker(f —idg)).

Pour k € [1,n], soit n;(o) la quantité de cycles de longueur k dans l’écriture de la
permutation o € S, comme produit de cycles a supports disjoints. En conséquence,

n

n= Zn: kni (o) et N(o) = Z (o).
k=1

k=1

Comme tout cycle de longueur k > 2 peut s’écrire comme un produit de k — 1 tranpo-
sitions, alors on peut écrire o comme un produit de

D k=Dn(0) =) kn(0) = > m(0) =n—N(o)
k=1 k=1 k=1

tranpositions, comme on voulait démontrer.
C’est clair que f,, € O(E) pour tout o € S, vu que

(fo(e:), f5(€;)) = {eoqiys €o(j)) = Ooityoy = 01 = (€ir€;)

pour tous i,j € [1,n], ot §; ; vaut 0sii# jet1sii=j. Etant donné o, 7 € S,, on voit
bien que

¢ (0 0 T)(Vi) = Vgoryy = $(0) Vo) = ¢ (0) 0 (T)(v;)

pour tout j € [1,n], ce qui nous dit que ¢(cot) = ¢p(0)o¢p(7), i.e. ¢ est un morphisme
de groupes.
Pour montrer que F, est stable par f, (ie. f,(F,) € F,), il suffit de montrer que
fo(e;) € F, pour tout j € 0. Or, comme f,,(e;) = e, pour tout i € [1,n] et o(j) € @
pour j € @, on conclut que f,(e;) = e,(;; € F, pour tout j € 0. Soit @ C [1,n] une
orbite de cardinalité k € N* et soit j, € € son minimum. On voit bien que
Img ((f, —idp)lg, ) = Vecty ({f,(e;)—e; : j € O}) = Vecty ({e,;)—¢; : j € O})

= Vecty ({egm(jo) —eyijyy -1 € [0,k— 2]]})

= Vecty ({egi(jn) —ej, 1€ [1,k— 1]]}),
ou lon a utilisé la définition de f, dans les deux premiers égalités. Comme

lensemble {e,i;,) —e;, : i € [1,k — 1]} est libre, on conclut alors que
dim(Img((f, —idg)[z,)) = k—1=#(0) - 1.
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(e

)

@

L'identité
E=PF, ©
O€Ay

suit directément du fait que

[Lal=|| o

0€A,

et que {e; : i € [1,n]} est une base de E. L'identité

Img(f, —idp) = D Img ((f, —idp)lr, )

.

suit directément de (6) et du fait que (f, —idz)(F,) € F, pour tout € A,. Litem
précédent nous dit alors que

dim (Img(f, —idg)) = > dim (Img((f, —idp)ly,)) = . (#(0)—1)

O€A, O€A,
= > #(0—#(A,)=n—#(A,)=n—N(0).
0,

En conséquence,
dim (Ker(f, —idz)) = dim(E) —dim (Img(f, —idz)) =n—(n—N(0)) = N(0o).

Soit T = (i), avec i,j € [1,n] différents. On pose v = (e; —e;)/¥2 € E. Cest clair
que v est non nul, et en fait (v,v) = 1. Alors, f.(e;) = e,y = & = s,(e;) pour tout
k e [1,n]\{i,j}, vu que (v, e;) = 0 dans ce cas. En outre,

fle)=ey=e;=e;,—(v,e;)v=s,(e;) et f.(e;) = e ;) = e; = e; — (v, e;)v =5, (e;).

En conséquence, f. =s,.

Soit 0 =T, 0::-07,, avec Ty,...,T, €S, des transpositions. Alors, f, = f; o--- Offp,
d’apres Iitem (c), et f, est une réflexion orthogonale, d’apres l'item précédent. Le
premier item nous dit alors que p > n—dim(Ker(f, —idg)), tandis que l'item (e) nous
dit que p > n—dim(Ker(f,—id;)) = n—N (o). D’apres l'item (b), il est possible d’écrire
o €S, comme produit de n— N (o) transpositions. On conclut que le nombre minimal
de transpositions nécessaires pour écrire o € S, comme produit de transpositions est
n—N(o).

11. Décomposition en orbites et carré d’une permutation.

(@
®)

©
(@)

(e)

Décomposer en cycles le carré d'un cycle de longueur /.

Montrer que le produit de deux cycles de longueur ¢ de supports disjoints est
le carré d’une permutation.

A quelle condition, un cycle de longueur £ est-il le carré d’une permutation ?

Soit o € S,,. Décrire la décomposition en cycles de o2 en fonction de celle de
o.

A quelle condition une permutation o € S, est-elle un carré ?
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Solution.

(@)

®

(@)

@

(e)

Soit 0 = (a; ... a;) €S, un cycle de longueur £. Si £ est pair, i.e. £ = 2¢’ avec {’ € N,
alors on voit bien que
2 _
o" = (al as ... A3 azl/_l)(az Ay ... Agpr_n azzl).
Si £ est impair, i.e. £ = 2¢’ + 1 avec £’ € N, alors on voit bien que
2=( )
0" =(a; Az ... Qgpr—y Agpryq Ap Ay ... Aopr_o Aoypr ).

Noter que o2 = idpy,qp si et seulement si £ = 2.
Soient 0 = (a; ... @y) € S, et 0’ = (b; ... b)) € S, deux cycles de longueur ¢ de
supports disjoints. Alors, on voit bien que
(a; by ... a, by)?=0o00’.
Soit
0=0,...0;
la décomposition en cycles de support disjoints de o € S,, ou o; a longueur ¢; > 1
pour tout i € [1,k]. En conséquence,

2 _ 2 2
0*=07...0;.

Alors, o est un cycle si et seulement il existe i, € [1,k] tel que 01.20 est un cycle et
oiz = idpy ,p pour tout i € [1,k] \ {io}. D’apres le premier item, o; est un 2-cycle pour
tout i € [[1,k] \ {iy}, et £;, est impair. En particulier, si un {-cycle est un carré d’'une
permutation, £ est impair. De facon réciproque, le premier item nous dit aussi qu'un
¢-cycle (a; ... a;) avec £ = 2¢' + 1 impair est le carré de la permutation

o' =(by ... by1),

ot by, = a; pour j € [1,£' +1] et by; = ag,j,, pour j € [1,£].

Soit

0O=0;...0¢

la décomposition en cycles de support disjoints de o € S,, ou o; a longueur ¢; > 1
pour tout i € [1,k]. En conséquence,

2 _ 22 2
0" =07...0,.

D’aprés le premier item, on voit que o = idj1,,) pour tout i € [1,k] tel que £; = 2. En
outre, si ¢; est impair, alors Ui2 est un £;-cycle. Finalement, si £; > 2 est pair, alors oiz
est un produit de deux (¢;/2)-cycle disjoints.

Soit

0=0;...0¢

la décomposition en cycles de support disjoints de o € S,, ou o; a longueur ¢; > 1
pour tout i € [1,k]. On pose

o' = | | o, eto’ = | | o;

i€ [1,k] i€ [1,k]
£; impair £; pair
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Si ¢; est impair, il existe d’aprés litem précédent p; € S, tel que p? = o, ce qui nous
dit que

(1]

i€ [1,k]
£; impair

2

Alors, o est un carré si et seulement si o’ est un carré. Soit

P={{;:i€[1,k] et{; pair}. Pour tout £ € P, soit E, = {i € [1,k] : ; = £} # D et

" __
a/=1] o

i€ [1,k]
6=t

Si #(E,) est pair, on pose &, = o7, et si #(E,) est impair, on pose &, = 02’0;1, ou
i, = min(E,). Soit P’ = {{ € P : #(E,) est impair}. En outre, d’aprés l'item (b), on voit

bien que &, est un carré, ce qui nous dit que o est un carré si et seulemen si

—1 __
(o) —| |cril.

Lep’

est un carré. D’apres I'item précédent, G” est un carré si et seulement si G = id 1075
car la quantité de cycles de longueur paire dans un carré est pair. En conclusion, o est
un carré si et seulement si son type type(o) satisfait que type(o)(2j) est pair pour tout
j EN.

12. Classes de conjugaison de Ss.

(@)

®)
©

Faire la liste des classes de conjugaison de S5 en indiquant leur cardinal ainsi
que la signature et I'ordre des éléments appartenant a cette classe.

En déduire les sous-groupes distingués de Ss.

Montrer que dans Ag, les 3-cycles, les produits de deux transpositions de sup-
ports disjoints et les 5-cycles forment respectivement une, une et deux classes
de conjugaison. En déduire les sous-groupes distingués de As.

Solution.

(@)

On reprend la notation de I'exercice 3. On remarque que #(%;) =7,

Ss/ ~={ cl(id 1), cl(1 2),cl(123),cl(123 4),cl(12345),
cl(12)(3 4),cl(1 2)(3 4 5)},

cl(idpy 5p) = {idpy5;} a cardinal 1,

cl(12)={(12),(13),(14),(15),(23),(24),(25),(34),(35),(45)}

possede 10 éléments, cl(1 2 3) et cl(1 2)(3 4 5) possedent 20 éléments, cl(1 2 3 4) a
cardinal 30, cl(1 2 3 4 5) possede 24 éléments et cl(1 2)(3 4) a cardinal 15. En plus,
ord(id; 57) = 1, ord(1 2) = ord(1 2)(3 4) = 2, ord(1 2 3) = 3, ord(1 23 4) = 4,
ord(12345)=5, ord(1 2)(345)=6, et

e(idps) =—€(12)=¢((12)(34)) =e(123)=—e(1234)
=e(12345)=—€((12)(345))=1.
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(b) Les sous-groupes {15} et G d'un groupe G sont toujours distingués. En particulier,

©)

cl(idpy57) et S5 sont des sous-groupes distingués de Ss. On va considérer maintenant
des sous groupes distingués non triviaux. En outre, c’est clair qu'un sous-groupe normal
non trivial H de G est une réunion d’orbites de G sous 'action adjointe incluant 'orbite
de 1. On suppose alors que H est une réunion de p € N* orbites sous I'action adjointe,
incluant l'orbite de id[; 5. Pour les cas p = 2 et p = 3, on note que, comme les divi-
seurs positifs propres de |Ss| = 120 sont 2,3,4,5,6,8,10,12,15, 20, 24, 30, 40, 60, une
vérification immédiate donne que I'ordre de cl(idy; 57) U cl(x) U cl(y) n’est pas un di-
viseur de [S5| = 120 pour tous x,y € S5 \ {id; 57}, sauf dans le cas x = (1 2)(3 4)
et y = (1 23 4 5) a permutation pres, mais S = cl(idp; s3) U cl(x) U cl(y) n’est
pas un sous-groupe de S; dans ce cas, car (1 23 4 5)(1 2)(34) =(135) ¢S.Si
p = 3, les seules possibles réunions d’orbites dont 'odre soit un diviseur de 120 sont
S =[idpspluclx)Ucl(y)ucl(z) avec

(C.1) x=(12)(34),y=(12345)etz=(123),

(C.2) x=(12)(34),y=(12345)etz=(12)(845),
a permutation pres. Par contre, le méme calcul que précédemment nous dit que S n’est
pas un sous-groupe de Ss dans le cas (C.2). Dans le cas (C.1), S = A, qui est un sous-
groupe distingué de S;. En conclusion, les sous-groupes distingués de S sont {id[; 5},
As et Ss.
Etant donné o € A, pour éviter les confusions on notera cl s, (0)={p opl:ipeA,}
sa classe de conjugaison dans A, et clg (o) = {pop~" : p €S,} sa classe de conjugai-
son dans S,. Cest clair que cl, (o) Ccl, (o) pour tout o € A,,. Soit

O=w;...0 (7)

la décomposition de o en cycles disjoints de longueur supérieure ou égal a 1. On écrira
{; € N* la longueur du cycle o, pour i € [1,k]. Noter que £; + -+ £, =n.

On affirme que cl, (o) # cly (o) si et seulement si type(c)(2i —1) < 1
et type(o)(2i) = O pour tout i € N*. Pour le démontrer on note d’abord que
cly, (o) = cl (o) si et seulement s'il existe p € S, \ A, tel que pop™ =0, ie. o
et p commutent. En effet, s’il existe un tel p, alors, étant donné p’ € S, \ A,, on
voit que p'op'™! = p'opp~'p"™ = (p'p)o(p’p) " € cly (0), car p’p € A,, ce qui
nous dit que cl, (o) 