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Résumé

Ces notes ont été congues pour étre utilisées pour un cours de topologie élémentaire et calcul différentiel
basique au niveau L2-L3. Tous les résultats sont standards et se trouvent dans des références basiques
sur les sujets (voir par exemple [1]]). Par des raisons évidentes, le premier chapitre, sur la topologie
élémentaire, est plus abstrait, tandis que le trois derniers chapitres, sur le calcul différentiel de fonctions
de plusieurs variables, les équations différentielles ordinaires et les courbes paramétrées, sont plus
concrets.
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Prérequis et notation

Suivant la tradition frangaise, on notera N = {0, 1,2, ...} I'ensemble des entiers non négatifs. On rap-
pelle que Z est 'ensemble de nombres entiers. Pour a,b € Z tels que a < b on notera [a, b] 'ensemble
{r € Z : a <z < b}. On rappelle que R (resp., R>o, R>o) dénotera I'ensemble de nombres réels
(resp., non négatifs, strictement positifs). Etant donnés deux nombres réels a < b, | a,b| (resp., [a, b))
est l'intervalle ouvert (resp., fermé) formé des « € R tels que a < = < b (resp., a < = < b). De facon
plus générale, un intervalle est une partie / C R qui satisfait que, étant donné a,b € I avec a < b, alors
x € I pour tout a < z < b. Etant donné un intervalle I C R, on notera I = sup(I) € R U {+oc} et
I~ =inf(I) € RU {+00}. On dit que l'intervalle I est fini si /", I~ € R. On dit sinon que l'intervalle I
est infini.
On définit la fonction signe sgn : R — {—1,0, 1} via
1, six € R>0,

sgn(z) =40, siz=0,
—1, si—x € R>().

On supposera que la définition d’espace vectoriel sur le corps R de nombres réels, aussi appelé
espace vectoriel réel, est bien connue. On notera normalement un espace vectoriel réel avec les lettres
E,F,..., et un élément d'un espace vectoriel réel par les lettres v, w, .... On va omettre normalement
'adjectif réel, puisque tous les espaces vectoriels vectoriels que 'on va considérer sont réels, sauf sil’on
dit autrement. Le mot vecteur n’est qu'un synonyme de “élément d’un espace vectoriel”. Le vecteur
nul de E, i.e. 'élément neutre pour I’addition de E, sera noté Og, ou sinon 0, si I'espace vectoriel E est
clair. Pour simplifier, le lecteur/la lectrice pourra penser que E est I’espace vectoriel R", avec n € Z.,
oll Z~ est 'ensemble de nombres entiers (strictement) positifs. Dans ce cas, un élément générique z
de R"™ sera écrit x = (21,...,2y), OU Z1,...,2, € R, et on rappelle que la somme et le produit (par un
nombre réel) sont donnés par

(1, Tn)+ Wiy yn) = (@1 + Y1,y T+ Yn) et N (T1,...,20) = (Ax1, ..., ATy),

pour tous A, 1, Y1, . - ., Tn, Yn € R. On écrira souvent A(z1,...,z,) aulieude A - (z1,...,z,). L'élément
neutre Og» pour I'addition de R" est le vecteur (0, .. .,0).
On rappelle que le produit vectoriel A : R* x R* — R? est 'application définie par

(a,b,c) A (a',b' ") = (b —Vc,ca’ —ac,ab’ — a'b)
pour tous a,a’,b,b', ¢, ¢’ € R. Il est facile a vérifier que
vAw=—wAvet{uAv,w)= (v Aw,u) = (wAu,v) (0.0.1)

pour tous u,v,w € R3, ott (,) désigne le produit scalaire usuel de R3, i.e. {(a,b,c),(a’,b',c')) = ad’ +
bb' + ¢’ pour tous a, a’, b,V ¢,c’ € R. En outre, on voit bien de la définition que

uA (v Aw) = {u,w)v — (u, v)w (0.0.2)

et
[o Aw|? = o] ?[lw]? = (u,w)?, (0.0.3)

pour tous u, v, w € R3.



En outre, étant donné n,m € Zs(, on dénote M, x,,(R) = R™™ l'espace vectoriel de matrices
avec n lignes et m colonnes a coefficients réels, oit un élément A € M,,«,,(R) est donné par A =
(Aij)ie[i,n],jel1,m], avec A; ; € R pour tous i € [1,n] et j € [1,m]. Si n = m on écrira M,,(R) au lieu
de M,,x»(R). On rappelle que I'on identifie un vecteur x € R"™ avec un vecteur ligne M; ., (R). Etant
donné A € M, (R), on dénote A* la matrice transposée, i.e. A* = (A} )icf1,n],je[rm] € Mmxn(R)
satisfait que A} ; = A;; pour tous i € [1,n] et j € [1,m]. On rappelle qu'une matrice A € M, (R) est
diagonale si A; ; = 0 pour tous ¢, j € [1,n] différents.

Si X et Y sont deux ensembles, on notera M (X,Y) ou Y l’ensemble formé de toutes les applica-
tions f : X — Y. L'application identité de X sera notée idx. Etant donné un ensemble X, on rappelle
qu’une propriété (sur les éléments) de X est seulement une partie Y’ C X. Onnotera &?(X) I'ensemble
formé de toutes les parties de X.

On va utiliser les inégalités suivantes, qui sont laissées comme exercice au lecteur/a la lectrice.

Fait 0.0.1. Si (x;)icq1,n], (¥i)ie[i,n] € RY sont deux n-uplets et p > 0, alors

Z,gm]](uxi) = uigm]](xi) et max, (zi +yi) < o (i) + igﬂliiﬂ(yi)- (0.0.4)

Plus généralement, soit S un ensemble, f,g : S — R deux applications et p > 0, alors
sup{pf(z) 1z € S} = psup{f(z) : z € S} (0.0.5)

et
sup{f(z) + g(z) : x € S} <sup{f(x):z € S} +sup{g(z) : z € S}. (0.0.6)
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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre on étudiera les espaces vectoriels munis des normes. Une norme est essentiellement
une forme de mesurer des distances entre les éléments de 'espace vectoriel, ce qui induit une notion
d’ensemble ouvert et fermé. On introduira une notion d’équivalence entre normes et on se consacrera
apres a étudier plusieurs propriétés qui sont préservés par des normes équivalentes. Le résultat le plus
important que 1'on démontrera c’est que toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie
sont équivalentes, ce qui implique que la topologie d'un espace de dimension finie est canonique.

1.1 La définition de norme et quelques propriétés

On commence avec la définition centrale de la notre cours.

Définition 1.1.1. Une norme sur un espace vectoriel E est une application N : E — Rxq qui satisfait les
propriétés suivantes:

(N1) pour tout v € E, N(v) = 0 implique que v = O,
(N2) pourtousv e Eet A € R,ona N(A-v) = [A|N(v),
(N3) pour tous v,w € E, N(v+w) < N(v) + N(w).

On dira aussi que (E, N) est un espace (vectoriel) normé. La derniére propriété |(N3) est appelé I'inégalité
triangulaire pour la norme N.

Notation 1.1.2. Une autre terminologie typique pour dénoter une norme est du type || || : E — Rx>q. Dans ce
cas, I'évaluation de la norme || || en un vecteur v € E sera notée ||v|].

Exemple 1.1.3. On considere E = Ret N : E — Rxq donnée par la valeur absolue, i.e. N(x) = |x| pour tout
x € R. Alors N est une norme sur R.

Proposition 1.1.4. Si N est une norme sur un espace vectoriel E, alors N(Og) = 0 et N(—v) = N(v), pour

tout v € E.

Preuve. Comme Og = 0.0g, alors, d’apres [[N2)} N(0g) = [0|N(0g), ce qui implique que N(0g) = 0.
Pour la deuxiéme partie, il faut remarquer que, d’apres|(N2)| N(—v) = N((—1)-v) = |=1|N(v) = N(v),
pour tout v € E. O

Définition 1.1.5. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On définit la distance d(v, w) entre deux éléments v
et w dans E a partir de d(v,w) = N(v — w). Cest clair que d(v,w) = d(w,v) > 0, pour tous v,w € E. En
outre, d'apres|[(N1)} d(v, w) = 0 si et seulement si v = w.

Pour v € E et r € Ry, on définit la boule ouverte et la boule fermée

By(v,r)={weE: Nw—-v)<r}etBy(v,r)={weE: Nw—-v) <r}

centrées autour de v et de rayon r, respectivement. La boule By (Og, 1) (resp., By (0g, 1)) est appelée la boule
unité ouverte (resp., fermée) de (E, N).



On rappelle qu'une partie S C E d’un espace vectoriel E est convexe si, pour tous v, w € S et pour
toutt € [0,1],¢t- v+ (1 —¢)-w € S. Le résultat suivant dit qu'une boule ouverte ou fermée d'un espace
vectoriel normé (E, N) doit étre toujours convexe. En particulier, une boule dans un espace vectoriel
normé ne peut avoir n'importe quelle forme.

Proposition 1.1.6. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Pour tout v € E et r € R, les boules By (v, ) et
By (v, 1) sont des ensembles convexes de E.

Preuve. Soient w et w’ deux éléments de By (v, ) (resp., Bn (v, 7)). Alors, N(w—v) < ret N(w' —v) <r
(resp., N(w —v) < ret N(w' —v) <r). Pour toutt € [0, 1], on voit bien que
Nt -w+(1—t)-w —v) :N(t~w+(1ft)~w'f t~v+(17t)~’u)>
=Nt -(w=—v)+(1—-1t) (W' —0v) <Nt - (w=—v)+N((1-1t) (v —0))
=tN(w—v)+ (1 —t)N(w" — v).
Comme t N (w—v)+(1—t)N(w'—v) < tr+(1—t)r = r (resp., tN (w—v)+(1—t)N(w’'—v) < tr+(1—t)r =),

on conclut que t - w + (1 —t) - w' € By(v,7) (resp., t - w + (1 — t) - w’ € By(v,r)). En conséquence,
By (v,r) et By(v,7) sont des ensembles convexes de E. O

1.2 Construction de normes a partir d’autres normes

On rappelle qu'une application linéaire 7' : F — E d’un espace vectoriel F dans un espace vectoriel E
est une application qui satisfait que T'(v + Aw) = T'(v) + AT (w), pour tout v,w € Fet A € R.

Proposition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels et T : F — E une application linéaire injective. On
suppose que IE est muni d’une norme N : E — Rxq. On définit l'application Nr : F — Rsq donnée par
Ny = NoT. Alors, Nt est une norme sur F.

Preuve. C’est clair que Ny satisfait[N2)|et[N3)] vu que
Nr(A-v) = N(T(-v) = N(A-T(0) = \IN (T(0)) = AN (0),
et
Nr(v+w)=N(T(v+w)) =N(T(v) +T(w)) < N(T(v)) + N(T(v)) = Nr(v) + Nr(w),

pour tous v,w € Fet A\ € R, ot 'on a utilisé que N satisfait[(N2)|et[(N3)]
On va finalement montrer que N satisfait|(N1)} Soit v € F tel que Nz (v) = N(T'(v)) = 0. Comme
N satisfait|(N1)| on voit que T'(v) = Og. Or, T étant injectif, v = Or, comme on voulait démontrer. [l

On rappelle qu'un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E est une partie F C E qui satisfait
que Og € F et que v + Aw € F pour tous les éléments v, w € [F et pour tout A € R. Dans ce cas, F est un
espace-vectoriel pour la somme et le produit par scalaires induits de ceux de E. Le vecteur nul de F est
Or € F. On commence avec le résultat suivant, dont la preuve est élémentaire.

Proposition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel réel muni d’une norme N : E — Rx¢ et soit F C [E un sous-espace
vectoriel. Alors, la restriction N|g : F — R>( de N, donnée par N|r(v) = N(v) pour tout v € F, est une norme
sur IF.

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la Proposition en employant 7' : F — E donné
par l'inclusion de IF dans E. En effet, le fait que F C E soit un sous-espace vectoriel implique que 7" est
une application linéaire injective. O

Soit [E un espace vectoriel réel. On rappelle qu'un ensemble S est cone (au sens de l’analyse convexe)
sipour toutv € Sett € Ryg, ¢t-v € S. Un cone convexe dans E est un cone qui satisfait la propriété de
convexité rappelée dans la section précédente. On remarque S C E est un cone convexe si et seulement
si, pour tous v,v" € Sett,t’ € Rygtelsquet+¢ >0,onat-v+t v €S. Onlaisse la vérification de
ce fait au lecteur/a la lectrice.

On rappelle que M (E,R>) = RE est I'ensemble formé de toutes les applications de E dans R.

Soit Norm(E) la partie de M (E,R>() formée de toutes les normes sur E. Le résultat suivant nous dit
que Norm(E) est un cone convexe de 1'espace vectoriel M (E,R>).



Proposition 1.2.3. Soient N et N’ deux normes sur un espace vectoriel E et pi, 1/ € R tels que o+ ' > 0.
L’application N” : E — Rx donnée par N" (v) = uN(v) + ¢/ N'(v), pour tout v € E, est une norme aussi.

Preuve. Si N (v) = uN(v) + /' N'(v) = 0 pour v € E, alors N(v) = 0 ou N'(v) = 0, ce qui implique que

v = Og, d’apres (N1)pour N et N'. Cela nous dit que N” vérifié((N1)| Par ailleurs, (N2)|pour N et N’
nous dit que

N"(X-v) = uN(X-v) + /' N'(X-v) = p|AIN(v) + ' |\ N (v) = [AIN"(v),

pour tous v € E et A € R, ce qui dit que N” vérifié¢(N2)| Finalement, d’apres|(N3) pour N et N’ on voit
que

N"(v+w) = pN(v+w) + @'N'(v +w) < p(N(v) + N(w)) + 4/ (N'(v) + N'(w)) = N"(v) + N (w),
pour tous v,w € E. On a démontré que N” vérifié|(N3)|et, en conséquence, N est une norme sur E. [

Soient Eq, ..., E, des espaces vectoriels. On rappelle que le produit cartésien E = E; x --- x E,
(aussi noté [, E;) est I'ensemble formé des n-uplets (z1,...,z,), ot z; € E; pour tout i € [1,n]. Il
s’agit d'un espace vectoriel dont la somme et le produit sont donnés par

(1, Tn) + Wiy yn) = (@1 + Y1,y T+ Un) € X (21, zn) = (A2, A Ty),

pour tous A € Retz;,y; € E; pour tout i € [1,n]. Le vecteur nul Og de E est le vecteur (Og,, ..., 0g, ). Si
Ei,...,E, sont des espaces vectoriels munis des normes N, ..., NV, respectivement. Alors on définit
les application Ny ax et Ngym de E =E; x -+ x E,, dans R>¢ via

Npax(x) = max (N;(x; 1.2.1
() = max (Ni(ax:)) (12.1)
et N

=1
pour tout z = (x1,...,2z,), ol x; € E; pour tout i € [1,n]. On a le résultat suivant.
Proposition 1.2.4. Soient Ei,...,E, des espaces vectoriels munis des normes Nu,..., N, respectivement.

Alors les applications Nyax et Ngym de E = Eq X - - - X E,, dans R définies par (1.2.1) et (1.2.2), respectivement,
sont de normes sur E.

Preuve. On montrera d’abord que Ny,ax est une norme sur E. On voit bien que, si Nyax(z) = 0 pour un
élément x = (z1,...,2,), ol x; € E; pour tout i € [1,n], alors N;(x;) = 0, pour tout i € [1,n]. Comme
N, est une norme sur E; pour tout i € [1,n], nous dit que z; = Og, pour tout i € [1,n], ce qui
implique que x = (Og,, ...,0g,) = Og est le vecteur nul de E, i.e. Npax Vérifie Par ailleurs,

Nmax()\ (z1,. .. 7acn)) = Npax(A - 21,..., A zy) = ig[ﬁi]] (NZ-()\ . mz)) = 13?}7§H(\)\|N2(x1))

=|A Nz i :>\Nmax seredn)y
I s (Ni(2) = Vo1, 0)

pour tous A € Retx; € E; aveci € [1,n], ott 'on a utilisé |(N2)| pour N; dans la troisieme égalité, et la
premiere identité de (0.0.4) dans la quatrieme égalité. Cela implique que Nyax vérifie[[N2)} Finalement,
on voit bien que

Nmax((mh ce 7:1;71) + (y17~ .. >yn)) = Nmax(xl +y1a sy I +yn) = max (Nz(-rz +yz))

i€[1,n]
< (s (a:)) < (s Ner
< Dax, (Ni(2) + Ni(ys)) < Dax, (Ni(z:)) + B (Ni(ys))

- Nrnax(xlv o 7xn) + Nrnax(yla cee 7yn)a

pour tous z;,y; € E; aveci € [1,n], ot I'on a appliqué [(N3)| pour NV; au troisieme membre, et la
deuxieme identité de (0.0.4) au quatrieme membre. Cela nous dit que Nyax vérifie[[N3)|



On va montrer finalement que Ny, est une norme sur E. On remarque d’abord que, si Nyym(z) =
Yo Ni(z;) = 0 pour un élément z = (z1,...,z,), ot z; € E; pour tout i € [1,n], alors N;(z;) = 0,
pour tout ¢ € [1,n], puisque une comme de termes non négatifs est zéro si et seulement si chaque
opérande est zéro. Comme N; est une norme sur E; pour tout i € [1,n], nous dit que z; = O,
pour tout i € [1,n], ce qui implique que z = (Og,, . ..,0g, ) = Og est le vecteur nul de E, i.e. Ny ax vérifie
Par ailleurs,

n

Naum (A (21,1 20)) = NaumA - 21,0 X @) = Y N(A @) = Y [A[Ny(;) =
i=1 =1

= |/\‘ Z Nv(mz) = |)\|Nsum(9317 s 751771,)a

i=1

pour tous A € Retz; € E; aveci € [1,n], ott 'on a utilisé (N2)|pour N; dans le troisieme égalité. Cela
implique que Ngup, vérifie Finalement, on voit bien que

Nsum((xlv- .- 7xn> + (y1, .- -ayn)) = Nsum(xl + Yty Tn +yn) = ZNl(xl +yi)
1=1

< Zz: (NVi(z:) + Ni(yi)) = (gl\h(xi)) + (gM(W)

== Nsum(l'la e 7mn) + Nsum(yh e ayn)v

pour tous z;,y; € E; aveci € [1,n], ou I'on a appliqué [[N3)|pour N; au troisieme membre. Cela nous

dit que Nyym Vvérifie O

1.3 Construction d’une norme a partir d’un produit scalaire

On rappelle qu'un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une application (,) : E x E — R qui
satisfait

(PS1) (v,v) € Rxq pour toutv € E, et (v,v) = 0 implique v = Og,
(PS2) (v,w) = (w,v), pour tous v,w € E,
(PS3) (v+ X-v',w) = (v,w) + A{v',w), pour tous v,v’,w € Eet A € R.

Etant donné un produit scalaire (, ) sur un espace vectoriel E, on définit I’application || || : E — Rx
donnée par ||v|| = /(v,v), pour tout v € E.
On a le résultat suivant.

Proposition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire {,) : E x E — R. On a l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, i.e.
[{v, w)| < [[oll]w]| (CS)

pour tous v, w € E. En plus, on a I'égalité si et seulement si v et w sont linéairement dépendants.
Preuve. Si w = O, alors (CS)) est clairement vérifiée. On suppose désormais que w # Og. Dans ce cas,
(PS1)|nous dit que (w, w) # 0. Soient a = (w, w) = |[w||* # 0 et 8 = (v, w). On voit bien que

0< ||Oz~v—5~w||2 = <a.v—5.w,a.v—5.w> :a2<v,v> —2a5<v,w>+ﬂ2<w,w> (13.1)
= [l lw]* = wl* (v, w)?,

ie.
[[w]| (v, w)? < [Jo]?[|lwl].

Comme ||w||? # 0, I'inégalité précédente équivaut a (v, w)? < |lv||?||w||?. La fonction racine carrée étant
croissante, on voit bien que l'inégalité précédente est équivalente a

[{v, w)| < o[l



comme on voulait démontrer. En plus, elle devient une égalité si et seulement si 'inégalité dans (1.3.1)
est une égalité, i.e. 0 = |- v — 8- wl|. D’apres|(PS1)] cela implique que a - v — 3 - w est le vecteur nul,
i.e. v et w sont linéairement dépendants. O

Proposition 1.3.2. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,) : E x E — R. Alors, l'application
I 1| : E — Rxq donnée par ||v|| = \/(v,v) est une norme.

Preuve. C’est clair que([(PS1)|nous dit exactement que || || satisfait[(N1)} En outre,

IX-vll = VA v, x-0) = VA0, 0) = AV {v,0) = [A]|Jo],

pour tout v € Eet A € R, ot 1'on a utilisé|(PS3)|dans la deuxieme égalité. Cela nous dit que || || satisfait

(N2)
Finalement, on va démontrer que || || satisfait{(N3)} En effet,

lv +wl|* = (v +w, v +w) = (v,v) + 2(v,w) + {w,w) < [[v]* + [[w]* + 2/(v, w)]
2
< [loll® + lwll® + 2llvllllwll = (o]l + w]),

pour tous v,w € E, ot l'on a utilisé et dans la deuxieme égalité, et I'inégalité (CS). La
fonction racine carrée étant croissante, on voit bien que I'inégalité précédente est équivalente a

[o +wl < jolf + [lwl,
comme on voulait démontrer. En conséquence, || || est une norme. O

L'application || || : E — R est appelée la norme associée au produit scalaire (,) : E x E — R.

1.4 Premiers exemples

1.4.1 Classification des normes sur l’espace vectoriel de dimension 1
On peut classifier toutes les normes sur 'espace vectoriel de dimension 1.

Proposition 1.4.1. Soit N une norme sur 'espace vectoriel R. Alors il existe ¢ € R~ unique tel que N(z) =
clz|, pour tout x € R. Réciproquement, pour tout ¢ > 0, 'application x — c|x| est une norme sur R. Cela nous
donne une bijection entre R+ et Norm(R).

Preuve. Pour la premiére partie de 1'énoncé, on pose ¢ = N(1). D’apres|(N1), ¢ > 0. En outre,
N(z) = N(a.1) = [2|N(1) = [ac,

ot 'on a utilisé [(N2)| dans la deuxieme égalité. L'unicité de c est claire, vu que N(z) = c|z|, pour tout
x € R, nous dit a fortiori que N(1) = c.
La derniére partie suit de la proposition précédente et de 'Exemple O

1.4.2 La norme infini

Soit n € Z~o. On définit la norme infini || | : R — Rs( sur R™ de la facon suivante. Etant donné
z = (z1,...,%,) € R", on pose
T|leo = max (|x;]). 1.4.1
ol = max () (14.1)
Proposition 1.4.2. Soit n € Zxg et s0it || |co : R™ — Rxq Uapplication définie par (1.4.1). Alors, || || est
une norme.

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la Proposition vu que la norme infini de R"
est la norme Np,ax sur R x - -+ x R (n facteurs), ott chaque R est muni de la norme donnée par la valeur
absolue. O



1.4.3 Lanorme L'

Soit n € Z~o. On définit la norme L', aussi appelée norme 1, || |; : R® — R sur R” de la fagon
suivante. Etant donné = = (z1,...,z,) € R", on pose
n
2l = |- (1.4.2)
i=1

Proposition 1.4.3. Soit n € Z et soit || ||1 : R™ — Rxq Uapplication définie par (L42). Alors, || |1 est une
norme.

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la Proposition vu que la norme infini de R®
est la norme Ng,m sur R x - -+ x R (n facteurs), ot chaque R est muni de la norme donnée par la valeur
absolue. U

1.4.4 Lanorme [?

Soit n € Z=¢. On définit la norme L?, aussi appelée norme 2 ou norme euclidienne, || ||z : R" — Rx
sur R™ de la facon suivante. Etant donné « = (z1,...,z,) € R”, on pose

n 1/2
=2 = <Zm$> = (224 +a2)"% (1.4.3)
=1

Proposition 1.4.4. Soit n € Z~q et soit || ||2 : R™ — Rx¢ lapplication définie par (1.4.3). Alors, || |2 est une
norme.

Preuve. 11 s’agit d’une conséquence immeédiate de la Proposition[I.3.2} vu que la norme 2 de R" est la
norme associée au produit scalaire (,) : R” x R” — R donné par

n
(@,y) =Y _ @iy = 2151+ + Tnln,
=1

pour tous les vecteurs x = (z1,...,z,) ety = (y1,...,yn) de R™. O

1.5 Equivalence de normes

Définition 1.5.1. Soient N et N’ deux normes sur un espace vectoriel E. On dit que N est équivalente a N’
s’il existe C, C" € Ry tels que
CN(v) < N'(v) < C'N(v), (Equiv)

pour tout v € E.
On la caractérisation suivante de la équivalence en termes de boules.

Proposition 1.5.2. Soient N et N’ deux normes sur un espace vectoriel E. Alors N est équivalente a N' si et
seulement s’il existe C,C" € R tels que

BN’(O]E7C) C BN(O]E,]-) c BN’(OJEvc/)' (Equivj)

En fait, de facon équivalente, on peut prendre n’importe quel vecteur v € E pour le centre des boules dans
(Equiv’), au lieu de Og.

Preuve. On laisse au lecteur/ala lectrice la vérification directe de I'équivalence entre (Equiv) et (Equiv’).
O

Proposition 1.5.3. Soit Norm(E) la partie de M (E,R>) formée de toutes les normes sur E. Pour N et N' dans
Norm(E), on écrit N ~ N’ si N est équivalente a N'. Alors ~ définit une relation d’équivalence sur Norm(E).



Preuve. C’est clair que (Equiv) est vérifiée pour N = N’ et C' = C’ = 1. Cela implique que N ~ N, pour
tout N € Norm(E). En outre, supposons que N ~ N’, i.e. il existe C,C" € Ry qui vérifient (Equiv).
Alors,

(C)7'N'(v) < N(v) < C7'N'(v),

pour tout v € E, i.e. N’ ~ N. Finalement, soient N, N', N” € Norm(E) tels que N ~ N’ et N’ ~ N”. On
suppose en particulier qu’il existe C,C’,C"”,C"" € Ry tels que

CN(v) < N'(v) < C'N(v) et C"N'(v) < N"(v) < C"'N'(v),
pour tout v € E. Cela nous dit que
CC"N(v) < N"(v) < C'C"N(v),
pour tout v € E, i.e. N ~ N”. En conséquence, ~ définit une relation d’équivalence sur Norm(E). g

D’apres le résultat précédent, au lieu de dire que N est équivalente a N’, on dira plutot que N et N
sont équivalentes.

Proposition 1.5.4. Soient Eq,...,E, des espaces vectoriels munis des normes N1, ..., N,, respectivement.
Alors les normes Npyax €t Ngum sur E = Eq x -+ x E,,, définies par (1.2.1)) et (1.2.2), respectivement, sont
équivalentes. En conséquence, les normes || || et || ||1 sur R™ sont équivalentes.

Preuve. On voit bien que

n

Nmax(®) = max_(N;(z;)) < ZNl(a:Z) = Nyum (),

i€[1,n] P
pour tout z = (x1,...,z,), ol x; € E; pour tout i € [1,n]. Par ailleurs,
Noum () = N;(x;) < max (N;(x;)) =n max (N;(z;)) = nNpax(x),
() = 32 Niw) < 37 i (N5 (2)) = n (V) ®
pour tout x = (z1,...,2,), ot x; € E; pour tout ¢ € [1,n]. Cela implique que Nyax et Ngym sont

équivalentes.

La derniere partie de 1’énoncé suit de la premieére et du fait que la norme || || (resp., || ||1) sur R™
est précisément la norme Ny,ax (resp., Neym) sur R X --- x R (n facteurs), ot chaque R est muni de la
norme donnée par la valeur absolue. O

On va démontrer dans la suite que toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont
équivalentes. Il s’agit de I'un des résultats les plus importants de ce cours. Pour cela il faut introduire
quelques notions topologiques.

1.6 Suites

Soit X un ensemble. On rappelle qu'une suite a valeurs dans X est une application z : N — X. On
écrira la suite x sous la forme (z,,),ecn, Ot 2,, = 2(n). L'ensemble de suites a valeurs dans X est XV,

Définition 1.6.1. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit (vy,)nen € EN une suite a valeurs dans E. On
dit que (v, )nen est

(51) convergente (pour N) s’il existe v € E tel que, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour tout n € N,
la condition n > ng implique que N (v — v,,) < €;

(52) de Cauchy (pour N) si pour tout ¢ > 0, il existe ny € N tel que, pour tous n,m € N, la condition
n, m > ny implique que N (v, — vy,) < €

(53) bornée (pour N) s’il existe C € Rxq tel que N (v,,) < C pour tout n € N,



Si besoin, dans les deux premieres définitions on écrira ny(e) et ni(e) pour remarquer la dépendance de . En
outre, on ne mentionnera pas la norme si la méme est claire du contexte.

Proposition 1.6.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit (v, )nen € EN une suite convergente. On
suppose que v et v' satisfont la condition dans la définition de convergence de (vy,)nen, i.e. pour tout e > 0,
il existe ng € N (resp., nj, € N) tel que, pour tout n € N, la condition n > ng (resp., n > ng) implique que
N —wvy,) < e (resp., N(v' —vy,) < ¢). Alors, v = v'. On appelle cet élément la limite de la suite (vy,)nen et
on écrit
lim v, =wv.
n—+o00

Preuve. On voit bien que
Nw—v")=N@w-v, +v, =) <N@w—uv,)+ N(vy, — '),

pour tout n € N, d’apres pour N. On affirme que N(v — v') = 0. Si ce n’est pas le cas, alors
N(v—2v") > 0etonprend e = N(v—2v')/4. Soient ny € N et nj € Nles éléments correspondants dans le
définition de convergence de (v, )nen. Alors, la condition n > max(ng, ng) implique que N(v —v,,) < €
et N(v' —v,) < e. En conséquence,

N o
Nw—-v)Y=Nw—-v,+v,—0)<Nw-—v,)+ N, —v)<et+e= %,
ce qui est absurde si N(v — v’) > 0. En conséquence, N(v —v’') = 0. D’apres[(N1)pour N on conclut
que v = v’, comme on voulait démontrer. O

On a les résultats standards sur I’arithmétique basique de suites convergentes, de Cauchy et bornées.

Proposition 1.6.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soient (v, )nen, (Wn)nen € EN deux suites. Soit
X € R. On a les résultats suivants:

(i) si (Vn)nen et (Wp)nen sont convergentes avec limites v € E et w € E, respectivement, alors la suite
(Un + A - Wy ) nen est convergente avec limite v + A - w;

(ii) si (vn)nen €t (Wn)nen sont suites de Cauchy, alors (v, + A - wy, )nen est aussi une suite de Cauchy;
(iii) si (vn)nen et (wy)nen sont suites bornées, alors (v, + A - wy, )nen est aussi une suite bornée.

Preuve. Si A = 0,iln’y arien a démontrer (dans les trois cas), donc on va supposer désormais A # 0.

On démontrera d’abord l'item Si (Un)nen et (wn)nen convergent vers v et w, respectivement,
alors pour tout ¢ > 0, il existe ny € N etng € N tels que, pour tout n € N, la condition n > ng implique
que N(v — v,) < ¢ etla condition n > n( implique que N(w — w,) < . On fixe ¢ > 0 et on définit
fig(e) = max(no(e/2),n0(e/(2|\]))) € N. Pour tout n > fig(e), on a

3

2N~ ©

N((+Xw)=(vn+Awp)) = N((v—vp)+ A (w=—wy)) < N(v—vy)+ |AIN(w—wy) < §+ |A]
i.e. la suite (v, + Awy)nen converge vers v + A - w.

On va procéder a démontrer 'item Si (vp)nen et (wy)nen sont deux suites de Cauchy, alors pour
tout e > 0, il existe n; € N et n} € N tels que, pour tous n, m € N, la condition n,m > n; implique que
N(vy, — vp) < € etla condition n, m > n} implique que N(w,, — w,,) < €. On fixe ¢ > 0 et on définit
fi1(e) = max(ny(e/2),n1(e/(2|\]))) € N. Pour tous n,m > fi1(€), on a

N((vn 4+ X wn) = (Um + A wn)) = N((0n = vm) + A+ (W — wm)) < N(v — vim) + AN (wy, — wh,)

€
—+|A
<3+ [Al

i.e. la suite (v, + Awy )nen est de Cauchy.
Finalement, on va démontrer l'item [(iii)} Si (vp)nen €t (W )nen sont deux suites bornées, alors il
existe C' > 0 et C' > 0 tels que N(v,,) < C et N(w,,) < C’, pour tout n € N. Alors, N(v, + A - wy,) <
N(vyn) + |[AN(w,) < C +|AC’'|, pour tout n € N, i.e. la suite (v, + A - wy,)nen est bornée. O



Proposition 1.6.4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit (v, )nen € EN une suite.
(i) Si (vn)nen est convergente, elle est de Cauchy.
(ii) Si (vn)nen est de Cauchy, elle est bornée.

Preuve. On démontrera d’abord 1'item On suppose alors que (v, )nen est convergente et que sa
limite est v € E. Alors, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour tout n € N, la condition n > ng
implique que N(v — v,) < e. Soite > 0. On pose ni(e) = ng(e/2). Pour tous n,m € N tels que
n,m > ny(g), on trouve alors

N(Un_vm) :N(U7L_U+U—Um) SN(Un—U)‘FN(”U—Um) <%+g=€,
i.e. (Un)nen est une suite de Cauchy.

On démontrera finalement l'item [(ii)} On suppose que (v,)nen est une suite de Cauchy. Alors,
pour tout € > 0, il existe n; € N tel que, pour tous n,m € N, la condition n,m > n; implique que
N(vp—vm) < . Onprend e = 1. Alors pour tous n, m € N tels que n, m > n;(1), ona que N (v, —vs,) <
1. En conséquence,

N(Un) = N(Un - U'rbl(l) + vnl(l)) < N(UTL - Unl(l)) + N(vnl(l)) <1+ N(vnl(l))a
pour tout n € N tel que n > nq(1). Soit

C = N(z;)) >0

ey (V@) 2
et C = max(C’, 1+ N(vy,(1))). C'est clair que C' > 0 et que N(v,) < C, pour tout n € N, ce qui dit que
la suite (v, )nen est bornée. O

Soit E un espace vectoriel. On rappelle qu'une propriété sur les suites a valeurs dans E est par
définition une partie de EN. Soit
P : Norm(E) — 2 (EV)

une application. De fagon intuitive, pour une norme N € Norm(E) sur E, P(N) dénote une propriété
sur les suites (v,),en € EV a valeurs dans E qui est définie en termes de N. Par exemple, on peut
considérer I’application

Peony : Norm(E) — ,@(EN)

donnée par
Pconv(N) = {(vn)nEN S EN : (vn)nEN est Convergent}

pour tout N € Norm(E). De fagcon analogue, on peut aussi considérer les applications
Pac: Por : Norm(E) — 2 (EV)

données par
Pac(N) = {(vn)nen € EY : (v,)nen est de Cauchy}

et
Pror(N) = {(vn)nen € E" ¢ (v)nen est borné}

pour tout N € Norm(E). On dira qu'une application P comme ci-dessus est fortement topologique si
P(N) = P(N') pour toute paire de normes N, N’ € Norm(E) équivalentes. Le résultat suivant nous
dit que les propriétés Pcony d’étre convergent, Pyc d’étre de Cauchy et Py, d’étre borné sont fortement
topologiques.

Proposition 1.6.5. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit N' une norme sur E équivalente 4@ N. Soit
(Vn)nen € EN une suite. On a les résultats suivants:

(i) (vn)nen converge vers v € E pour N si et seulement si (vy,)nen converge vers v € E pour N';

(i) (vn)nen est une suite de Cauchy pour N si et seulement si (v,,)nen est une suite de Cauchy pour N';



(iii) (vn)nen est une suite bornée pour N si et seulement si (vy,)nen est une suite bornée pour N'.

Preuve. On suppose qu'il existe C,C’ € R tels que
CN(v) < N'(v) < C'N(v),

pour tout v € E. C’est clair que pour tous les items, il suffit de démontrer que si la propriété est vérifiée
pour N alors elle est aussi vérifiée pour N'.

On démontrera d’abord l’item Si (v )nen converge vers v, alors pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que, pour tout n € N, la condition n > ng implique que N(v — v,,) < €. On fixe ¢ > 0 et on définit
ny(e) = no(e/C’) € N. Pour tout n > nj(e), ona

3

N'(v =) SCN(v—va) < C' 5 =,

i.e. la suite (v, )nen converge vers v pour N'.

On va procéder a démontrer l'item Si (vn)nen est une suite de Cauchy, alors pour tout ¢ > 0, il
existe n; € N tel que, pour tous n, m € N, la condition n, m > ny implique que N (v,, — v,,) < &. On fixe
e > 0 et on définit nf (¢) = n1(¢/C’) € N. Pour tous n, m > n(¢), ona

g

N' (v, — vm) < C'N(vp — o) < C/C’ =g,

i.e. la suite (vy,)nen est de Cauchy pour N /

Finalement, on va démontrer l'item [(iii)] Si (v,,)nen est une suites bornée, alors il existe C' > 0 tel
que N(v,) < C, pour tout n € N. Alors, N’(vn) < C'N(v,) < C'C, pour tout n € N, i.e. 1a suite (vy,)nen
est bornée. O

Le résultat suivant est immédiat. On laisse la preuve au lecteur/a la lectrice.

Proposition 1.6.6. Soient E et F deux espaces vectoriels et T' : F — I une application linéaire injective. On
suppose que E est muni d'une norme N E — Rso. On consideére la norme Ny : F — R donnée par
Nr = N o T (voir la Proposition |[1.2.1). Soit (v,)nen € FY une suite. Alors, (v, )nen est convergente vers
v € F (resp., de Cauchy, bornée) pour NT si et seulement si (T'(vy,))nen est convergente vers T'(v) € E (resp., de
Cauchy, bornée) pour N.

Proposition 1.6.7. Soient E1,. .., E, des espaces vectoriels munis des normes N1, . .., Ny, respectivement. On
considere le produit cartésien E = Eq x --- x E,,. Soit (z,) € EN une suite. Pour tout n € N, on écrit
Tp = T, € E; aveci € [1,n]. Alors (v, ;) € EY est une suite pour tout i € [1,n]. On a les résultats suivants:

(1)

(r,) € EN converge vers Tim = (Tlim1s---,%limn) € E pour Nmax (0u Ngym) si et seulement si
(Tn.i)nen € EY converge vers iy, i € E; pour N pour tout i € [1,n];

(ii) (x,) € EN est une suite de Cauchy pour Nyax (0u Nguw) si et seulement si (,, ;)nen € EY est une suite
de Cauchy pour N; pour tout i € [1,n];

(iii) (z,,) € EN est une suite bornée pour Nyax (0u Neum) si et seulement si (z,,;)nen € EY est une suite
bornée pour N; pour tout i € [1,n].

Preuve. On note d’abord que, vu que Npax et Ngym sont des normes équivalentes sur E (voir la Propo-
sition[1.5.4), la Proposition [I.6.5nous dit qu'une suite est convergente (resp., de Cauchy, bornée) pour
Nmax si et seulement si elle est convergente (resp., de Cauchy, bornée) pour Ng,m. Cela nous dit qu’il
suffit de démontrer les items précédents avec Npax.

On montrera d’abord l'1tem. )l Supposons que (z,,) € EN converge Vers Ziim = (Ziim,1, - - - ; Llim,n) €
E pour Npax. Alors, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour tout n € N, la condition n > ng
implique que Nmax(Ziim — Zn) < €. Comme N;(Ziim i — Tn,i) < Nmax(Z1im — Zp) pour tout i € [1,n], alors
pour toute > 0 et tout n € N, la condition n > ng implique que N;(Ziim,; — Zn ;) < &, pour touti € [1,n],
ie. (Zni)nen € EZN converge Vers Zim,; € E; pour N; pour tout ¢ € [1,n]. On suppose maintenant que
(@n,i)nen € EN converge vers Zim,; € E; pour N; pour tout ¢ € [1,n]. Cela veut dire que pour tous

10



e > 0eti € [1,n], il existe ng; € N tel que, pour tout n € N, la condition n > ng; implique que

N;(Zlim,; — Tpn,;) < €. On fixe e > 0 et on prend ng,; € N comme ci-dessus, pour tout i € [1,n]. On pose

ng = max_(no,)-
i€[1,n]

On voit bien que pour tout n € N, la condition n > ng implique que N;(Z1im,i — Zn,) < € pour tout
i € [1,n], ce qui nous dit que Nyax(Ziim — ©) < € par la définition de maximum. En conséquence,
(z,,) € EN converge vers Ziim = (Tlim.1, - - - s Tlim.n) € E pour Nppax.

On montrera maintenant l'item Supposons que (z,,) € EN est une suite de Cauchy pour Nyyax.
Alors, pour tout € > 0, il existe n; € N tel que, pour tous n,m € N, la condition n, m > n; implique
que Npax(Tn, — Tm,) < £. Comme N;(2n,; — m.i) < Nmax(@n — ) pour tout i € [1,n], alors pour tout
e > 0 et tous n,m € N, la condition n, m > ny implique que N;(z,; — Tm,;) < & pour tout i € [1,n],
ie. (n.i)nen € EY est une suite de Cauchy pour N; pour tout i € [1,n]. On suppose maintenant que
(#n.i)nen € EN est une suite de Cauchy pour N; pour tout i € [1,n]. Cela veut dire que pour tous
e > 0eti € [1,n],il existe ny; € N tel que, pour tous n,m € N, la condition n, m > ng; implique que
Ni(2p i — Tm,) < €. Onfixe e > 0 et on prend n; ; € N comme ci-dessus, pour tout ¢ € [1,n]. On pose

= a. i)
m igﬁ}fzﬂ(n“)

On voit bien que pour tous n,m € N, la condition n,m > ny implique que N;(z,; — Tpm,;) < € pour
tout s € [1,n], ce qui nous dit que Nyax(zy, — ) < € par la définition de maximum. En conséquence,
(z,,) € EN est une suite de Cauchy pour Nyax.

On montrera finalement 1'item Supposons que (x,) € EN est une suite bornée pour Nyax.
Alors, il existe C' > 0 tel que Nyax(z,,) < C, pour tout n € N. Comme N;(x,, ;) < Nyax(z,) < C pour
tout i € [1,n], alors (z,,;)nen € EY est une suite bornée pour N; pour tout i € [1,n]. Réciproquement,
supposons que (Zn,i)nen € EZN est une suite bornée pour N; pour tout ¢ € [1,n]. Alors, pour tout
i € [1,n] il existe C; > 0 tel que N;(z,,,;) < C;, pour tout n € N. Soit C = max(Cy,...,C,). Comme
Ni(z,,;) < C; < C pour tout i € [1,n], alors Nyax(z,) < C, par la définition de maximum. Cela nous
dit que (x,,) € EN est une suite bornée pour Nyax- O

1.7 Espaces complets

Définition 1.7.1. Soit (E, N)) un espace vectoriel normé. On dit que (E, N') est complet si toute suite de Cauchy
(Vn)nen € EN admet une limite v € E. Par abus de notation, on dira plus simplement que E est complet, oi la
norme est sous-entendue.

Exemple 1.7.2. On admettra que I'espace vectoriel normé (R, | |) est complet. Il s’agit d'une conséquence de la
construction des nombres réels.

Soit E un espace vectoriel et soit P une propriété sur les normes sur E, i.e. une partie de Norm(E).
De la méme fagon que dans le cas de suites, on dira que P est fortement topologique si, pour toute
norme N’ sur E équivalente a N, N € P si et seulement si N’ € P. Par exemple, soit

P = {N € Norm(E) : (E, N) est complet}.
Le résultat suivant nous dit que la propriété précédente est fortement topologique.

Proposition 1.7.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit N' une norme sur E équivalente a N. Alors
(E, N) est complet si et seulement si (E, N') est complet.

Preuve. 1l s’agit d’une conséquence immédiate de la Proposition [1.6.5] O

Proposition 1.7.4. Soient E et F deux espaces vectoriels et T' : F — E une application linéaire bijective. On
suppose que E est muni d’une norme N : E — Rx et on considere la norme Ny : F — Rsq donnée par
Nr = N o T (voir la Proposition . Alors, (E, N) est complet si et seulement si (IF, Nt ) est complet.

Preuve. 11 s’agit d'une conséquence directe de la Proposition [1.2.1} O
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Proposition 1.7.5. Soient B+, ..., E, des espaces vectoriels munis des normes N1, . .., Ny, respectivement. On
considere le produit cartésien E = Eq x --- x E,,. Si (E;, N;) est complet pour tout i € [1,n], alors (E, Nyax)
et (E, Nsum) sont complets.

Preuve. 11 s’agit d"une conséquence immédiate de la Proposition[1.6.7} O

Exemple 1.7.6. Soit n € Z~q. Comme la norme || |l (vesp., || ||1) sur R™ est précisément la norme Nyax
(resp., Noum) sur R x --- x R (n facteurs), oit chaque R est muni de la norme donnée par la valeur absolue et
(R, | |) est complet, alors (R™, || ||oo) et (R™, || ||1) sont des espaces vectoriels normés complets.

Non-exemple 1.7.7. On va voir apres que tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet (voir
Corollaire(1.14.1). Ce résultat n’est pas vrai si I'on considere des espaces vectoriels normés de dimension infinie.
Par exemple, soit E 'espace vectoriel formé de toutes les fonctions polynomiales f : [0,1] — R, muni de la norme

1F]l=sup [f(z)].
z€[0,1]
On peut démontrer que (E, || ||) est un espace vectoriel normé. Par contre, il n’est pas complet. En effet, on

considere par exemple la suite (f,,)nen € EN donnée par

n 7

fn(x) = Z%’

=0

pour tout = € [0,1] et n € N. Ce n'est pas difficile & montrer que (fy,)nen est une suite de Cauchy (pour || ||)
mais elle n’a pas de limite dans E. De facon un peu intuitive, la limite “devrait” étre la fonction exponentielle
x> e, pour x € [0, 1], qui n’est pas polynomiale.

On autre exemple d’espace non complet peut s’obtenir si 'on travaille sur des espaces vectoriels définis sur un
corps autre que R. En particulier, on remarque d’abord que toutes les définitions que I'on a considéré de norme,
suites et complétude ont du sens si I’on travaille avec des espaces vectoriels sur le corps Q de nombres rationnels.
Dans ce cas, le Q-espace vectoriel de dimension 1, muni de la norme donnée par la valeur absolue, n’est pas
complet. Sans rentrer dans les détails, qui nécessitent d'une étude plus approfondie de Q et de R, on peut montrer

que la suite (g )nen € QY donnée par
1 n
n

pour tout n € N, est une suite de Cauchy qui n’a pas de limite dans Q. De fagon intuitive, la limite de (¢y)nen €
QN serait e (dans R muni de la valeur absolue), qui n’est pas rationnel.

1.8 Premieére preuve de 1’équivalence de normes sur un espace vec-
toriel de dimension finie (optionnel)
On va donner une premiere démonstration de 1’équivalence de normes sur un espace vectoriel de di-

mension finie. Par contre, on ne va pas utiliser ce résultat dans les sections suivantes. On verra
plus tard une autre preuve, plus simple, qui utilise la notion de compacité.

Théoreme 1.8.1. Soient E un espace vectoriel de dimension n € Zg et soient N et N’ deux normes sur E.
Alors, N et N' sont équivalentes.

Preuve. Soit #Z = {v1,...,v,} C E une base (ordonnée) de E. On considére I'application 7' : E — R”
qui associe & chaque v = Y., ¢;v; (ot ¢; € R pour tout i € [1,n]) le n-uplet T(v) = (c1,...,¢,). On
définit No. : E — R>g via Noo = || |leo © 7. D’apres la Proposition N, est une norme sur E. C’est
clair que
N, = i 1.8.1
(V) i?ﬁ%}éﬂ('cl')’ ( )

n 7z . . 7. . .
pour toutv = >, ¢;v; € E. Comme 1'équivalence de normes est une relation d’équivalence (voir la
Proposition|1.5.3), on peut supposer sans perte de généralité que N’ = N.
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D’abord, on voit bien que

N(v) = N(gcwi) < izj;N(Civi) = g lei| N (v;),

pour tout v = Y ", ¢;v; € E. Soit ¢’ = >~ | N(v;). Comme {v1,...,v,} C E est une base, N(v;) > 0
pour tout i € [1,n], ce qui dit que C’ > 0. Alors, (1.8.1) implique que

N(v) < C'Nuo(v),

pour tout v € E.
On va démontrer qu’il existe C' > 0 tel que

N(v) > CNy(v), (1.8.2)

pour tout v € E. On va procéder par induction sur la dimension n de E. Le cas n = 1 suit directement
de la Proposition On suppose désormais que n > 1 et que le théoreme est vrai pour les espaces
vectoriels de dimension (strictement) inférieure a n. On va procéder par 1'absurde. Supposons alors
que n’est pas vérifiée dans E, i.e. pour tout C > 0, il existe w € E (forcement non nul) tel que
N(w) < CNy(w). De facon équivalente, pour tout m € Zs,, il existe w,, € E (forcement non nul) tel
que

N(wp,) < %Noo(wm,)-

Comme w,, # Og pour tout m € Zsg, Noo(wy,) # 0. On définit w,,, = wy,/Neo(ws,) € E, pour tout
m € Zsg. Alors, 'hypothese de ’absurde est équivalente a dire qu'il existe une suite (0y, ) mez., € EZ>°
telle que Noo (W0,) = L et

N(in) < &, (1.8.3)

m

pour tout m € Z-. Comme % est une base, on peut écrire w,, = Z?Il di mvi, pour tout m € Zsy. On
définit A; = {m € Zs¢ : |dm, ;| = 1}, pour tout j € [1,n]. C'est clair qu'il existe jo € [1,n] tel que
I'ensemble A; soit infini. En effet, comme N (w,,) = 1, pour tout m € Z, Uj_1Aj = Zso. Si Aj est
fini pour tout j € [1,n], alors Uj_; A; = Z est fini, ce qui est absurde.

Soit jo € [1, n] tel que I’ensemble A; soit infini. On pose Ajf) ={m€Z>o:dmj, =1}etA; ={me
Z%o : dm,j, = —1}. Comme Ajo UA; = Aj, et Aj, estinfini, Ajo est infini ou A} est infini. On suppose
sans perte de généralité que A;FO est infini (sinon, il faut changer @,, par —w,,, pour tout m € Z). Il
existe alors une application croissante et bijective ¢ : Z~o — A;g. Soit Wy, = Wy(m), pour tout m € Z,
et soit F 1’espace vectoriel engendré par # \ {v;,}. Alors, F a dimension n — 1 et, par récurrence, toutes
les normes sur F sont équivalentes. On remarque que F est complet pour la norme N |r, d’apres la
Proposition[1.7.4 Comme les normes N ¢ et Noo|r sont équivalentes, F est complet pour la norme N .

On pose tm = Wy(m) — Vj,, pour tout m € Zsq. Cest clair que (m)mez., € F#>° est une suite a
valeurs dans F. Soit € > 0. On prend n; € N tel que n; > 2/¢c. Alors,

_ _ _ _ - - 1 1 1 1

Nl = ) = N =) < M)+ N () < p(n) " B(m) =u T ny

pour tous n, m > ny, oltl’on a appliqué au troisieme membre, et le fait que ¢(n) > n au quatrieme

membre. Cela nous dit que (4, )mez., € FZ>0 est une suite de Cauchy de F pour la norme Comme F
est complet pour la norme N|g, alors (@m)mez., a une limite @ € F pour N|r. En conséquence,

0 < N(@+vj) = NG — U + Um +0jp) < N — ) + N(Um +v5) = N(@ — Upm) + N (@)

1 o 1 (1.8.4)
sy = N
pour tout m > ny. Sil’on prend la limite quand m tend vers plus 400, le dernier membre de
tend vers zéro. Cela implique que la limite de N (@ + v;,) quand m tend vers plus 400 est aussi zéro.
Comme N (@ + vj,) ne dépend pas de m, on conclut que N (@ + v;,) = 0, i.e. @+ v;, = Og. Cela donne
une contradiction, puisque % € F et v;, forment un ensemble libre. En conséquence, est vérifiée
et N et N sont équivalentes. O

< N (it — i) +

Remarque 1.8.2. On remarque que le théoréme précédent n’est pas valable dans le cas des espaces vectoriels de
dimension infinie.
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1.9 Premieéres définitions topologiques: ouverts et fermés

Définition 1.9.1. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit U C E. On dit que U est ouvert (pour N) si,
pour tout v € U, il existe r € Rxq tel que By (v,7) C U. Un ensemble F' C E est fermé (pour N) si E \ F est
ouvert.

Plus généralement, soit S C E une partie de I'espace vectoriel normé (E, N). Un ensemble U C S est dit un
ouvert relatif de S (pour N) si, pour tout v € U, il existe r € R tel que By (v,r) NS C U. Un ensemble
F C S est un fermé relatif de S (pour N) si S\ F est un ouvert relatif de S. On dira souvent ouvert de S
(resp., fermé de S) au lieu de ouvert relatif de S (resp., fermé relatif de S). C’est clair qu’un ensemble T C E est
un ouvert relatif de E (resp., fermé relatif de E) si et seulement si T' est ouvert (resp., fermé).

Exemple 1.9.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie quelconque. Alors les ensembles
S et () sont des ouverts relatifs de S. Cela implique que S et () sont aussi des fermés relatifs de S.

Le résultat suivant nous donne 'un des exemples les plus importants d’ensemble ouvert.

Proposition 1.9.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé, v € E et r € Rs. Alors la boule ouverte By (v, )
es un ensemble ouvert.

Preuve. Soit w € By(v,r). Il faut montrer qu'il existe s € Ry tel que By(w,s) € By(v,r). Comme
w € By(v,r), Nw—v) < r,ie. r— N(w—v) > 0. Onpose s = r — N(w — v). On va montrer
que By(w,s) € By(v,r). Soit w € By(w,s), ie. N(u—w) < s =r — N(w —v). Cela équivaut a
Nu—w)+Nw—v) <r.0Or, Nlu—v) = Nu—w+w—v) < Nlu—w)+N(w—v) <r,ie u € By(v,7),
comme on voulait démontrer. O

Avant de préciser quelques propriétés des ensembles ouverts, on rappelle que, étant donné une
famille {S;}icr de parties d'un ensemble S, la réunion (ou l'union) de la famille est

U(Ji ={veS:ilexistei € [ telque v € S;},
iel

et l'intersection de la famille est donnée par

ﬂCi:{UGS:veSipourtoutiél}.

i€l
Lemme 1.9.4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie.

(i) Soit {U,}ier une famille de parties ouvertes de S, indexé par un ensemble arbitraire I. Alors la réunion
UierU; est un ouvert de S. En plus, si I est fini, l'intersection M;crU; est un ouvert de S.

(ii) Soit {F;}icr une famille de parties fermées de S, indexé par un ensemble arbitraire 1. Alors l'intersection
Nicr F; est un fermé de S. En plus, si I est fini, la réunion U;cr F; est un fermé de S.

Preuve. On va démontrer seulement les énoncés pour les ensembles ouverts de S, puisque les pro-
priétés pour les ensembles fermés de S est un corollaire. En effet, le cas des ensembles fermés suit des
égalités standards des ensembles

s\(NFE)=Us\mets\ (UFR) =N\ F).

i€l el iel iel

On va montrer d’abord que U;c;U; est un ouvert de S. Soit v € U;crU;. Alors, il existe i € I tel que
v € U;. Comme U; est ouvert, il existe » > 0 tel que By (v,r) NS C U; C U;erU;. Cela nous dit que
UserU; est un ouvert de S.

On suppose par ailleurs que I est fini et soit v € N;c;U;. Alors, pour touti € I, v € U;. Comme U;
est ouvert, il existe r; > 0 tel que By (v,7;) NS C U;. Soit r = min(r; : 4 € I). Comme [ est fini, » > 0.
En plus, By (v,r) € By(v,r;) NS C U;, pour tout i € I. Cela nous dit que By (v,r) C N;erU; et que
N;erU; est un ouvert de S. O

On a la caractérisation suivante d’ensembles ouverts et fermés relatifs.
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Proposition 1.9.5. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Un ensemble T C S est un
ouvert relatif de S (resp., un fermé relatif de S) si et seulement s’il existe un ouvert (resp., un fermé) T C E tel
queT =TnNS.

Preuve. On suppose que T est un ouvert relatif de S. Par définition, pour tout v € T, il existe 7, € Ry
tel que By (v,7,) NS C T. Soit T = Uyer By (v,7,). Comme les boules ouvertes sont des ensembles
ouverts, d’apres la Proposition et la réunion arbitraire d’ouverts est un ensemble ouvert, d’apres
le Lemme T est un ouvert. Comme T C T, c’est clair queT C 7N S. En outre,

NS = ( U BN(U,TU)> ns = U (BN(v,rU)OS) CcT,

veT veT

puisque By (v,7,) NS C T pour tout v € T. Cela nous dit que T = 7'N S. Réciproquement, o suppose
qu'il existe un ouvert ' C E tel que T = T'N S. Comme T est un ouvert, pour tout v € T, il existe
r € Ry tel que By (v,r) C T, ce qui implique By (v,7) NS C TNS =T,ie T estun ouvert relatif de
S.

L’énoncé pour les fermés est un corollaire de I'énoncé pour les ouverts. En effet, T’ est un fermé
relatif de S si et seulement si S \ T est un ouvert relatif de S. Cela équivaut a 1’existence d'un ensemble
ouvert U C E tel que U NS = S\ T, qui est équivalent a 'existence d’un ensemble fermé 7' C E tel que
(E\T)NS = S\ T. En prenant le complémentaire, la derniere égalité équivaut a 7N S = T, ce qui
montre le résultat. O

D’apres le résultat précédent, on voit que 1'étude des propriétés d’ensembles ouvertes et fermés
relatifs suit généralement de 1’étude des propriétés d’ensembles ouvertes et fermés, donc on va se con-
centrer souvent a considérer la derniere, sans que cela représente une perte de généralité.

Définition 1.9.6. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. On définit l'intérieur S° de
S (pour N) par
= U

Uouvert,
UcCs

Par la Proposition S° est un ensemble ouvert. En outre, on définit I'adhérence S de S (pour N) par

S=)F

Ffermé,
SCF

La Proposition nous dit que S est un ensemble fermé. On définit la frontiere OS de S (pour N) par
95 = 5\ S°.
Remarque 1.9.7. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Noter que S° C S C S. En

outre, c'est clair que S est ouvert (resp., fermé) si et seulement si S = S° (resp., S = S). En particulier, S est
fermé si et seulement si 0S C S.

On a la caractérisation suivante d’'intérieur d"une partie.
Proposition 1.9.8. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Alors,
S° ={x € E: il exister > 0 tel que Bn(z,r) C S}.

Preuve. On définit '
S ={z € E: ilexiste r > 0 tel que By(z,r) C S}.

Il faut montrer que S° = S°.

D’abord, on voit bien que, si z € S, il existe r > 0 tel que * € By(x,r) C S, ce qui implique
que z € S. En conséquence, S* C S. En plus, on affirme que S* est un ouvert. En effet, si z € S°,
il existe r > 0 tel que By (z,r) € S. Comme By (z,v) est ouvert (voir la Proposition[1.9.3), pour tout
y € By(z,v) il existe s > 0 tel que By (y,s) C By(z,r) C S,ie y € S*. Comme S* C S et S” est ouvert,
St C Se.

Finalement, si x € S°, il existe r > 0 tel que € By(x,r) C S°, puisque S° est ouvert. L'inclusion
S° C S nous dit alors que By (z,7) C S, ce qui implique que z € S*. En conséquence, S° C S, comme
on voulait démontrer. O
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Définition 1.9.9. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. On dit que S est borné (pour
N) s’il existe C' € R tel que N(v) < C, pour tout v € S.

Soit E un espace vectoriel. On rappelle qu'une propriété sur les parties de [E est par définition une
partie de Z(E). Soit
P :Norm(E) — & (2 (E))

une application. De fagon intuitive, pour une norme N € Norm(E) sur E, P(N) dénote une propriété
sur les parties de [ qui est définie en termes de V. Par exemple, on peut considérer les applications

Po, Pt, Pr, : Norm(E) — @(@(E))

données par
Po(N) = {U € Z(E) : U est un ensemble ouvert de (E, N)},

Pi(N) = {F € Z(E) : F est un ensemble fermé de (E, N)}

et
Pu(N) = {B € Z(E) : B est un ensemble borné de (E, N)},

pour tout N € Norm(E). On dira qu'une application P comme ci-dessus est fortement topologique si
P(N) = P(N') pour toute paire de normes N, N’ € Norm(E) équivalentes. Le résultat suivant nous dit
que les notions P, d’étre ouvert, Pr d’étre fermé et P, d’étre borné sont fortement topologiques.

Proposition 1.9.10. Soit E un espace vectoriel et soit S C E une partie. Soient N et N’ deux normes équivalentes
sur E. Alors, S est ouvert (resp., fermé, borné) pour N si et seulement si S est ouvert (resp., fermé, borné) pour
N'.

Preuve. On suppose qu'il existe C,C’ € R tels que
CN(v) < N'(v) < C'N(v),

pour tout v € E. C’est clair que pour chaque propriété, il suffit de montrer que si elle est vérifiée pour
N alors elle est aussi vérifiée pour N'.

On suppose que S est ouvert pour N. Alors, pour tout w € S, il existe r € R- tel que By (w,r) C S.
On affirme que By/(w,Cr) C S. En effet, soitu € By (w, Cr), i.e. N'(u —w) < Cr, alors CN(u — w) <
N'(u—w) < Cr, ce quinous dit que N(uv —w) < r,ie. u € By(w,r) C S, comme on voulait démontrer.
Cela implique que S est ouvert pour N’. Si S est fermé pour N, ie. E\ S est ouvert pour N, alors
I'argument précédent nous dit que E \ S est ouvert pour N, i.e. S est fermé pour N'.

Finalement, on suppose que S est borné pour N. Alors, il existe C' € R tel que N(v) < C, pour
tout v € S. Alors N’(v) < C'N(v) < C'C, pour tout v € S, ce qui dit que S est borné pour N'. O

1.10 Lien entre la convergence de suites et la topologie

Le résultat suivant met en évidence le lien trés fort qui existe entre la notion de convergence de suites
et les notions topologiques introduites dans la Section

Proposition 1.10.1. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Alors, S est fermé si et
seulement la limite de toute suite convergente (vp )nen € SN 4 valeurs dans S apparient a S.

Preuve. On suppose d’abord que S est fermé et soit (v, )nen € SV une suite convergente, de limite
v € E. Il faut montrer que sa limite v apparient a S. Supposons que v € E\ S. Comme S est fermé, alors
E \ S est ouvert, ce qui nous dit qu'il existe r € R+ tel que By (v,7) C E\ S. Comme (v,,)nen € SN
converge vers v, il existe ng € N tel que N (v, — v) < r pour tout entier n > ny. En conséquence,
v, € By(v,7) CE\ S pour tout entier n > ny. Comme v,, € S pour tout n € N on a trouvé un absurde.

Réciproquement, on suppose que la limite de toute suite convergente (v,,)nen € S™ a valeurs dans
S apparient a S. On va montrer que S est fermé. Supposons que ce n’est pas le cas. Cela veut dire
qu'il existe v € E \ S tel que, pour tout r € Ry, il existe w, € S tel que N(w, — v) < r. En particulier,
pour tout n € N il existe v, = wy, tel que v, € S tel que N(w, —v) < 1/n. Cela nous dit que la suite
(vn)nen € SN & valeurs dans S converge vers un élément v € E \ S, ce qui est absurde. O
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Exemple 1.10.2. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et v € E. Alors S = {v} est un ensemble fermé. En
effet, toute suite a valeurs dans S est constante, avec limite v € S. Comme 'union fini de fermés est fermée, tout
ensemble fini est fermé.

Une conséquence assez directe de la caractérisation précédente d’ensemble fermé est I’exemple suiv-
ant.

Exemple 1.10.3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé, v € E et r € R. Alors la boule fermée By (v,r) est
un ensemble fermé. En effet, on affirme que si (wy,)nen € By (v, )Y une suite convergente de limite w € E, alors
w € By (v,r). Comme w,, € By (v,r), N(w, —v) <1, ce qui nous dit que

N(w—=v) < N(w —wy) + N(w, —v) < N(w —wy,) + 7,

pour tout n € N. Si l'on prend la limite quand n tend vers 400, on trouve que N(w —v) <7, ie. w € By (v,7),
comme on voulait montrer.

Une autre conséquence du lien entre la notion de convergence et la notion de topologie est la suiv-
ante.

Corollaire 1.10.4. Soit (E, N') un espace vectoriel normé complet et soit F C E un sous-espace vectoriel. Alors
(F, N|g) est complet si et seulement si F C E est fermé.

avec limite v € E. Par la Proposition 1) il suffit de démontrer que v € F. Comme (vy,)nen € (FY
est une suite convergente dans (E, N), elle de Cauchy dans (E, N), ce qui équivaut a dire qu’elle de
Cauchy dans (F, N|r). Comme (F, N|r) est complet, il existe w € F tel que (v,,)nen € (FY converge vers
w dans (F, N|r), ce qui implique que (v,,)nen € (FY converge vers w dans (E, N). Par l'unicité de la
limite, v = w, ce qui nous dit que v € F.

Réciproquement, on suppose que F C E est fermé. Soit (v,)nen € (FY une suite de Cauchy dans
(F, N|r), ce qui équivaut a dire que (v,,)nen € (F une suite de Cauchy dans (E, N). Il suffit de démon-
trer que v € F. Comme (E, N) est complet, il existe v € E tel que (v,,)nen € (F converge vers v dans
(E,N). Comme F C E est fermé et (v, )nen € (FY converge vers v, la Proposition nous dit que
vel. (]

Preuve. On suppose que (F, N|r) est complet, et soit (v,,),en € (FY une suite convergente dans (E, N)
KON

Une autre version de la relation entre la notion de convergence et la notion de topologie est la suiv-
ante.

Proposition 1.10.5. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Alors, v € S si et seulement
s'il existe une suite (v, )peny € SN qui converge vers v.

Preuve. Soit S C E1'ensemble formé de toutes les limites (dans E) des suites convergentes (v,,)nen € SN
a valeurs dans S. Il faut démontrer que S = S.

On remarque d’abord que S C S. En effet, pour tout v € S, la suite (v,)nen € SV a valeurs
dans S donnée par v, = v, pour tout n € N, est convergente et sa limite est v, i.e. v € S. On va
maintenant montrer que S est un ensemble fermé. D’apres la Proposition [1. 1} il suffit de montrer
que la limite ¥ de toute suite convergente (9, )nen € SN appartient a S. Par def1n1t10n ¥, est la limite
d’une suite convergente (v, ,)men € SV. Cela nous dit que, pour tout n € N, il existe i, € N tel que
N(by, — vp,m) < 1/n pour tout entier m > i,. Soit (u,)nen la suite donnée par u,, = v, ;,, pour tout
n € N. C’est clair que (uy)neny € SY. On affirme que (u,)nen converge vers 0. En effet, on remarque
d’abord que, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

N —1d,) <

N ™

pour tout entier n > ngy. Sans perte de généralité, on suppose en plus que ny > 2/¢. Alors,

N0 —up) = N(0 _Umin) = N(0 — 0y + Uy, _Un,in) < N(0 — by) + N(0n, _Umin)
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pour tout entier n > ng, comme on voulait démontrer. Comme (up)nen € SN converge vers 9, 0
appartient a S, par définition de S, et S est donc fermé. Or, d’apres l'inclusion S C S et le fait que S
soit fermé, on conclut que Scs, par définition d’adhérence.

Finalement, on va démontrer que S C S. Pour cela, il faut montrer que si ' C E est un ensemble
fermé et S C F, alors S C F. Or, comme F est fermé, d’apres la Proposition la limite de
toute suite convergente a valeurs dans F appartient a F, ce qui nous dit a fortiori que la limite de toute
suite convergente a valeurs dans S C F appartient 2 . Comme S est 'ensemble de limites de suites
convergentes a valeurs dans S, on conclut que S C F, comme on voulait démontrer. O

Une version plus topologique du résultat précédent est le suivant. On laisse la preuve au lecteur/a
la lectrice.

Proposition 1.10.6. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Alors,

S ={z € E: pourtoutr >0, By(z,7) NS £ 0}.

1.11 Compacité (séquentielle)

Soit (v, )nen € SN une suite a valeurs dans un ensemble S. On rappelle qu'une sous-suite de (v, )nen €
SN aussi appelée une suite extraite, est une suite (wy, )nen € SN donnée par wy, = vg(,) pour toutn € N,
ol ¢ : N — N est une application croissante et injective. On remarque que l'application ¢ est aussi une
donnée dans la définition de sous-suite. On mentionne le fait suivante, que 1'on utilisera souvent dans
la suite: toute sous-suite d"une suite convergente dans un espace vectoriel normé est aussi convergente
et a la méme limite. On laisse la preuve au lecteur/a la lectrice.

Définition 1.11.1. Soit (E, N') un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. On dit que S est séquen-
tiellement compact (pour N) si toute suite (v,)neny € SN a valeurs dans S admet une sous-suite convergente
dont la limite appartient a S. Comme la compacité séquentielle est la seule propriété de compacité que I'on va
considérer dans ce cours, a exception de la Section [1.16| on va omettre désormais I'adjectif pour simplicité, sauf
dans la Section[I.16} oit I'on va comparer la notion de compacité séquentielle avec une notion de compacité obtenue
de la propriété de Borel-Lebesgue.

Exemple 1.11.2. Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass (pour R) affirme précisément que tout intervalle fermé et
borné de R est compact.

On peut donner une version plus topologique équivalente de la définition de compacité séquentielle,
basé sur la notion suivante.

Définition 1.11.3. Soit (E, N) un espaces vectoriel normés et soit S C E une partie infinie. On dit que v € E
est un point d’accumulation de S si, pour tout r € Rs, il existe w € S\ {v} tel que N(v —w) < r. De facon
équivalente, v € E est un point d’accumulation de S si et seulement si v € S\ {v}. C'est aussi clair que v € E
est un point d’accumulation de S si et seulement si, pour tout r € Rs, 'ensemble {w € S\{v} : N(v—w) <r}
est infini.

Proposition 1.11.4. Soit (E, N) un espaces vectoriel normés et soit S C E une partie. Alors, S est compact si et
seulement si toute partie infinie T’ C S a un point d’accumulation dans S.

Preuve. On suppose que S est compact. On va montrer que toute partie infinie 77 C S a un point
d’accumulation dans S. Comme T’ est infinie, il existe une application injective f : N — T'. On considere
la suite (v, )nen € TV C SN donnée par v, = f(n). D’apres la compacité de S, (vy,)nen @ une sous-suite
convergente (W, )nen € TN avec limite v € S. Par définition, v € S est un point d’accumulation de
T, ce qui montre que 7" a un point d’accumulation dans S. Réciproquement, on suppose que toute
partie infinie 7 C S a un point d’accumulation dans S. Soit (v, )neny € S une suite. On va montrer
qu’elle posséde une sous-suite convergente, dont la limite appartient a S. Soit I’ = {v,, : n € N} C S
’ensemble sous-jacent de la suite (v,)n,en € SN. Si T est fini, il existe v € S tel que {n € N : v, = v}
est infini. Soit ¢ : N — {n € N : v, = v} la seule fonction bijective et croissante. Alors (Vg(n))nen € SV
est une sous-suite constante de (v, )n,en € S™ eta fortiori convergente, avec limite v € S. Si T est infini,
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par hypothese T' posseéde un point d’accumulation v € S. On construit par récurrence une sous-suite
de (vp)nen € SN qui converge vers v. On prend wy = vg et on suppose que 'on a construit entiers
non négatifs ¢(0) < --- < ¢(n) tels N(vg;) — v) < 1/2¢, pour tout i € [1,n]. Par définition de point
d’accumulation, 'ensemble {w € T\ {v} : N(w —v) < 27D} est infini. 1l existe alors m > ¢(n)
tel que N (v, —v) < 27+, On pose ¢(n + 1) = m. Par récurrence, on a un application ¢ : N — N
croissante et injective telle que N (vg4(,) —v) < 1/27, pour tout n € N, ce qui nous dit que la sous-suite
(Vg(n))neN € SN de (v,)nen € SN converge vers v, comme on voulait démontrer. O

Définition 1.11.5. Soit (E, N') un espaces vectoriel normés et soit S C E une partie. On dit que v € E est un
point isolé de S s’il existe r € R tel que By (v,7) NS = {v}. La partie S est dite discreéte si pour tout s € S,
s est un point isolé de S.

Le résultat suivant nous dit que la notion de compacité d'une partie d'un espace vectoriel normé est
fortement topologique.

Proposition 1.11.6. Soit E un espace vectoriel et soit S C E une partie. Soient N et N’ deux normes équivalentes
sur E. Alors, S est compact pour N si et seulement si S est compact pour N'.

Preuve. 11 s’agit d’une conséquence directe de la Proposition O

Proposition 1.11.7. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie compacte. Alors, S est fermé
et borné.

Preuve. On va d’abord démontrer que S est fermé. D’apres la Proposition il suffit de montrer
que la limite de toute suite convergente (v,,)nen € SV appartient a S. Soit (v,)neny € SV une suite
convergente de limite v € E. Comme S est compact, il existe une sous-suite (wy,)nen € SNde (vy,)nen €
SN dont la limite w appartient a .S. Or, comme (vy,)pen € SN est convergente, toute sous-suite est aussi
convergente et elle posséde la méme limite. Cela implique que v = w € S, comme on voulait démontrer.

Finalement, on va montrer que S est borné. Si ce n’est pas le cas, pour tout C' > 0, il existe une
suite v € S tel que N(v) > C. On construit par récurrence la suite (v,)nen € SV suivante. On choisit
n’importe quel élément vy € S et on suppose que l'on a construit vg,...,v, € S tels que N(v;) >
N(vi—1) + 1, pour tout ¢ € [1,n], ot n € N. On pose C' = N(v,,) + 1. D’apres ’hypothese de 1’absurde,
il existe v,11 € S tel que N(v,) > C' = N(v,) + 1, ce qui nous donne la récurrence. Cette suite satisfait
clairement que N (vy,44m) — N(v,) > m, pour tous n, m € N. Para ailleurs, on voit bien que

1<m< N(Un+m) - N('Un) = ’N('Un-i-m) - N(Un)| < N(Un-l-m - 'Un)a

pour tous n € N etm € Z-(, ot la derniére inégalité suit de|(N3)l Si (wy)nen € SN est une sous-suite
de (vp)nen € SN donnée par w, = vg(,) pour tout n € N, ot1 ¢ : N — N est une application croissante et
injective, alors

1< ¢p(m+n)—d(n) < N(wpym) — N(w,) = ’N(wner) - N(wn)‘ < N(Wntm — wn),

pour tous n € Netm € Z~o. En conséquence, (w,,)nen € S™ n’est pas de Cauchy, et a fortiori elle n’est
pas convergente (voir la Proposition[1.6.4). Cela est un absurde, parce que S est compact. O

Proposition 1.11.8. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie compacte. Soit T C S un
ensemble fermé. Alors, T' est compact.

Preuve. Soit (v,)neny € TV une suite a valeurs dans 7. Comme elle appartient aussi a S, il existe une
sous-suite convergente (wy,)nen € TN dont la limite w appartient a S. Comme T est fermé, d’apres la

Proposition|1.10.1, w € T, comme on voulait démontrer. O
Proposition 1.11.9. Soient E4, ..., E, des espaces vectoriels munis des normes N, ..., Ny, respectivement.

OnmuniE = Ey x --- X E,, de la norme Nyax (voir la Proposition . Pour tout i € [1,n], soit S; C E;
une partie compacte (pour la norme N;). Alors S = Sy x --- x S, est une partie compacte de E (pour la norme
Nmax)-
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Preuve. Soit (r,) € S une suite. Pour tout n € N, on écrit z,, = z,;, € E; avec i € [1,n]. Alors
(xn,i)neN S SZN est une suite pour tout ¢ ¢ [[17 n]] On va construire une sous-suite convergente de
(#n)nen € SN, dont la limite appartient & S. On procede par récurrence sur i € [1,n]. On suppose que
I'on a une application injective et croissante ¢;_; : N — N telle que la sous-suite (x¢i,1(n), j)nen € SF de
(Zn,j)nen € S converge vers un élément z; de S;, pour tout j € [1,i — 1], oui € [1,n]. On va mon-
trer que cette affirmation est aussi vérifié pour i. Pour cela, on considére la suite (x4, . (n)i)nen €
SN. Comme S; est compact, il existe une application injective et croissante ¢ : N — N telle que
(Tg, 1 ($(n)),i)neN € Sf‘ converge vers un élément z; de S;. On pose ¢; : N = N donnée par ¢; = ¢;_1 0.
Comme la composition de fonctions injectives et croissante est aussi injective et croissante, ces pro-
priétés sont vérifiées par ¢;. Si j € [1,i — 1], (z¢,(n),j)nen € SJN est une sous-suite de la suite conver-
gente (Z4,_, (n),j)nen € S5, ce qui implique que (24, (n),j)nen € S} converge vers ’élément z; de S;. On
conclut que la sous-suite (24, () j )nen € S;V de (zn j)nen € S]N converge vers un élément z; de S, pour
tout j € [1,4]. Finalement, on considere ¢ = ¢,, et la sous-suite (z4(n))nen € S™ de (z,)nen € SV. Par
construction, (Z4(,),;)nen € S; converge vers un élément z; de S;, pour tout j € [1,7]. La Proposition
1.6.7|nous dit que (24(n))nen € SV converge vers & = (Z1,...,%,) € Sy X -+ X S, = 5, ce qui montre
que S est compact. O

On a la réciproque de la Proposition dans le cas de la norme infini.

Proposition 1.11.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit S C E une partie. Soit X =
{v1,...,v,} C E une base (ordonnée) de E. On considere I'application T : E — R™ qui associe a chaque v =
i, civg (oit ¢; € R pour tout i € [1,n]) le n-uplet T'(v) = (c1, ..., cy,) et on définit la norme No : E — R>g
vid Noo = || ||oo © T (voir la Proposition[1.2.1). Sil'ensemble S est fermé et borné pour la norme N, alors il est
compact.

Preuve. On remarque la norme N, coincide avec la norme Ny,,x du produit des espaces vectoriels
normés Eq,...,E,, ot E; est le sous-espace vectoriel de E engendré par v; muni de la norme N;(\-v;) =
[Al-

Soit S une ensemble fermé et borné de E pour la norme N.,. Comme S est borné, il existe C' > 0 tel
que S C By(0g, C). D’apres les commentaires dans le paragraphe précédent,

BN(OEa C) = H BNi(O]Ei7 C)
i=1

D’apres le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, tout intervalle fermé et borné de R est un compact, pour
la norme donnée par la valeur absolue (voir 'Exemple[I.11.2). La Proposition[I.11.6|nous dit aussi que
By, (0g,, C) est un compact de E; pour la norme N;, pour tout i € [1,n]. D’apres la Proposition
By (0g, C) estun compact de E pour la norme N,,. Comme S est un ensemble fermé et il est inclus dans
le compact By (0g, C), la Propositionimplique que S est compact, comme on voulait démontrer.
t

Remarque 1.11.11. Les Propositions([1.11.6| [1.171.7)et[1.11.10} et le Théoreme impliquent qu’un ensemble
d’un espace vectoriel normé de dimension finie est compact si et seulement sil est fermé et borné. Comme on veut
donner une preuve différente du Théoreme[1.8.1} basée sur la notion de compacité, on ne va pas énoncer ce résultat
pour l'instant.

On remarque aussi que I’ équivalence entre les notions de compacité dun coté et celle d’ensemble fermé et borné
d’un autre coté n’est pas valable pour des espaces vectoriels normés de dimension infinie.

1.12 Applications continues
Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit S C E. Soit f : S — F une application et

v € S. Onrappelle que f(z) converge vers I'élément w € F quand = € S tend vers v (pour N et N') si,
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que z € S et N(z — v) < § impliquent que N'(w — f(v)) < e.
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Proposition 1.12.1. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit S C E. Soit f : S — F une
application et v € S. Si f(x) converge vers w € F et w' € F quand x € S tend vers v (pour N et N'), alors
w = w’. On appelle cet élément la limite de f(x) quand x € S tend vers v (pour N et N') et on écrit

lim f(z) = w.
ves

Preuve. On voit bien que
N'(w—w') = N'(w = f(z) + f(z) ') < N'(w = f(2)) + N'(f(z) — '),

pour tout z € S, d’apres [(N3)| pour N’. On affirme que N'(w — w’) = 0. Si ce n’est pas le cas, alors
N'(w—w'") > 0etonprend e = N'(w — w')/4. Soient 6 € Ry etd’ € Ry les éléments correspondants
dans le définition de convergence de f(x) quand = € S tend vers v. Alors, les conditions z € S et
N(z —v) < min(d,¢") impliquent que N'(f(x) — w) < e et N'(w’ — f(z)) < e. En conséquence,

/ / / ’ / / / N/(w — wl)
N'(w—w")=N(w-— f(z)+ flz) —w') <N'(w— f(z)) + N'(f(z) —w') <e+e= —
ce qui est absurde si N'(w —w’) > 0. En conséquence, N'(w —w’) = 0. D’apreés|(N1){pour N’ on conclut
que w = w’, comme on voulait démontrer. O

Si le domaine de définition S de f : S — I est un ouvert de E, on I'omettra dans la terminologie et
la notation de limite. En particulier, dans ce cas on dira que f(z) converge vers w € F quand z tend
vers v (pour N et N') et on écrira

lim f(z) = w.

T—v
Définition 1.12.2. Soient (E, N) et (IF, N") deux espaces vectoriels normés et soit S C E. Soit f : S — F une
application. Etant donnév € S, on dit que f est continue en v (pour N et N') si, pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que w € S et N(w — v) < & impliquent que N'(f(w) — f(v)) < e. De facon équivalente, f est continue en
v si et seulement si la limite de f(x) quand x € S tend vers v existe et elle coincide avec f(v). On dit que f est
continue (sur S, pour N et N') si elle est continue en v, pour tout v € S.

En outre, l'application f est dite uniformément continue (pour N et N') si pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que les conditions v,w € S et N(w — v) < d impliquent que N'(f(w) — f(v)) < e.

Remarque 1.12.3. C'est clair qu'une application uniformément continue f : S — F est aussi continue sur S.

Le résultat suivant nous dit que les notions de continuité et de continuité uniforme d’applications
sont fortement topologiques. On laisse au lecteur/a la lectrice la formulation précise de la notion de
propriété fortement topologique pour des applications.

Proposition 1.12.4. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit S C E. Soit f : S — F une
application et v € S. On considere N : E — Rxsq et N' : F — R deux normes équivalentes a N et a N,
respectivement. Alors, f est continue en v (resp., uniformément continue) pour N et N’ si et seulement si f est
continue en v (resp., uniformément continue) pour N et N'.

Preuve. On suppose qu'il existe C,C’,C,C’ € Ry tels que
CN(v) < N(v) < CN(v) et O'N'(w) < N'(w) < C'N'(w),

pour tout v € E et w € F. C’est clair que pour chaque propriété, il suffit de montrer que, si elle est
vérifiée pour N et N, alors elle est aussi vérifiée pour N et N’. On fera uniquement la preuve pour le
cas de la continuité en v, la preuve de la continuité uniforme étant donné mutatis mutandi.

On suppose que f est continue en v € S pour N et N'. Alors, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
v’ € Set N(v' —v) < § impliquent que N'(f(v') — f(v)) < ¢/C’. On fixe e > 0 et on prend § > 0 comme
ci-dessus. On pose § = C4. Alors, pour tout v’ € S, la condition N (v' —v) < § implique que N (v’ —v) <
§. Par continuité de f en v et le choix des parametres précédents, on voit que N'(f(v') — f(v)) < &/C’,
ce qui implique que N'(f(w) — f(v)) < &, comme on voulait démontrer. O
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Exemple 1.12.5. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On considere les applications 3 : E x E — E et
7 : R x E — E données par
dzyy)=x+yetp(hz) =Xz,

pour tous z,y € Eet A € R. On muni E x E et R x E avec les normes Np,ax induites par N, et par la
valeur absolue | | et N, respectivement (voir la Proposition|(1.2.4). Cest facile a vérifier que 4 est uniformément
continue. En effet, la continuité uniforme de 3 est une conséquence de I'équivalence des normes Nyax €t Neym
(voir la Proposition [1.5.4). Plus généralement, pour tout n € Zsq on pourrait aussi considérer I'application
dn : Ex -+ xE — E (avec n facteurs dans le domaine de définition) donnée par 3 (x1,...,xp) =21 + -+ + Tp,
pour tous x1, ..., x, € E. Un argument par récurrence assez direct nous dit que 3,, est uniformément continue.

Par ailleurs, I'application 1 est continue. Pour montrer la continuité de 12 en (Ao, zo) € R x E on remarque
que

N(p(\z) = (X, o))

NA-z—=X-20)=NA-z—Xo-x+X-x— No-2X0)
NX-z—=Xo-x)+NXo-x—Xo-To) = |A— Xo|N(x) + | Xo| N(z — )

< Nonas (A7) = Qo,20)) (N (@) + o] )

IN

(1.12.1)

ot I'on a utilisé que |\ — M| < Nuax((A, ) — (Ao, z0)) et N(x — 20) < Nax (A, ) — (Ao, z0)). Etant donné
€ > 0 (et (Ao, o) € R x ), on pose

€
0 =min |1 .
o ( ’ 2Nmax()\03x0) + 1)

Alors, si (A, x) € R x E satisfait que Nyax (A, ) — (Ao, o)) < 6, on conclut en particulier que
N(z) — N(z9) < N(z —x¢) < Nmax(()\,x) - ()\o,xo)) <5<,

ce qui nous dit que N (z) < N(zo) + 1, tandis que (T.12.T)) implique finalement que

N(n\z) = n(Xo,20)) < Nmax((A,2) — (Ao, 20)) (N(x) + |)\0|)
< Nimax (A, 2) = (Ao, 20)) (N(»To) + [Ao| + 1)
< N (0 2) = (R0, 20)) (2Nimax (Ao, 70) +1) < e,

ce qui montre que 12 est continue en (Ao, xo), pour tout (Ao, zo) € R x E. On remarque finalement que, étant
donné A € R, l'application ny : E — E donnée par ny(z) = p(\, z) pour x € E est uniformément continue, vu
que

N(na(z) = pa(@)) = [AIN(z — ),
pour tous z, 2’ € E.

Exemple 1.12.6. Soient Eq, ... ,E, des espaces vectoriels munis des normes N1, ..., N, respectivement. Soit
E = E; x --- x K, l'espace vectoriel muni de la norme Ny définie par (L2.1). On considere les applications
E L E; —» Eet 7t : E — E,; données par l'inclusion canonique et la projection canonique. Alors, elles sont
uniformément continues.

Lemme 1.12.7. Soient (E, N), (F,N') et (G, N"') trois espaces vectoriels normés et soient S C Eet T C F
deux parties. Soit vo € S. Soit f : S — F une application continue en vq (resp., uniformément continues)
et g : T — G une application continue en f(vo) (resp., uniformément continue), ot I'on suppose en plus que
f(S) CT. Alors, la composition g o f : S — G donnée par (g o f)(v) = g(f(v)), pour tout v € S, est continue
en vg (resp., uniformément continue).

Preuve. On va prouver les cas de la continuité simple et on laissera au lecteur/a la lectrice la preuve de

I’énoncé pour la continuité uniforme: il s’agit seulement du méme argument, sans fixer le point vj.
Comme f est continue en vy, pour tout ¢ > 0, il existe 6 = d(¢) > Otel que w € Set N(w — vg) < §

impliquent que N'(f(w) — f(vo)) < e. En outre, comme g est continue en f(vg), pour tout e > 0, il existe
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n > 0tel quew € T et N'(u — f(vg)) < n impliquent que N”(g(u) — g(f(v0))) < €. On fixe ¢ > 0 et
on prend § = §(7), ot 7 est déterminé par la continuité de g en f(vg). Alors, w € S et N(w — v) < 0
impliquent que N'(f(w) — f(vo)) < 1, ce qui nous donne que N”(g(f(w)) — g(f(v0))) < €, i.e. go f est
continue en vyg. O

Voici un critére assez simple pour construire des application & partir d’autres application continues.

Proposition 1.12.8. Soient E,Fy,...,F,, des espaces vectoriels munis des normes N, N{,..., N}, respective-
ment. On pose F = Fy x --- x F,, muni de la norme N}, définie par a partir des normes des facteurs
respectifs. On suppose que pour tout i € [1,n], on a une application f; : S — F;, ot S C E. On considere
Vapplication f : S — F donnée par f(z) = (fi(z),..., fu(2)), oit x € S. Alors, f est continue en vy € S
(resp., uniformément continue) si et seulement si f; est continue en vy € S (resp., uniformément continue) pour

tout i € [1,n].

Preuve. On suppose que f est continue en v (resp., uniformément continue). On note que f; = m; o f,
avec les applications uniformément continues 7 définies dans ’Exemple D’apres le Lemme
on conclut que f; est continue en v, (resp., uniformément continue) pour tout ¢ € [1,n]. Ré-
ciproquement, on suppose que f; est continue en v, (resp., uniformément continue) pour tout i € [1,n].
On montrera que f est continue en vy, le cas de la continuité uniforme étant obtenu mutatis mutandi.
Comme f; est continue en vy, pour tout ¢ > 0, il existe §; > 0 tel que w € S et N(w — vp) < §; im-
pliquent que N/(f(w) — f(vo)) < €. On fixe ¢ > 0 et on prend § = min(dy,...,d,) > 0. Alors, w € S et
N(w — vg) < ¢ impliquent que

Ninax (F(w) = f(v0)) <e,

comme on voulait démontrer. O

Corollaire 1.12.9. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, soit S C E une partie et vy € S.
Soient f,g: S — Fet A:S — Rapplications continues en vy (resp., uniformément continues avec A constante)
Alors, U'application f+X-g : S — F donnée par (f +X-g)(v) = f(v) + A(v)g(v), pour tout v € S, est continue
en vy (resp., uniformément continue). Par ailleurs, si A(v) # 0 pour tout v € S, alors I'application 1 : S — R
donnée par pu(v) = 1/A(v) pour v € S est continue en vy.

Preuve. On va démontrer d’abord la continuité de f + A - g en vy. Clest clair que f + A - g est la
composition de l'application (f,A,g) : S — F x R x F donnée par z — (f(z), A(z),g(x)) pour tout
zeSidpxn:FXxXRxF—>FxFets:FxF—TF oun:RxF — Festl'application (¢,v) — cv
pour tous ¢ € Retv € F. La Proposition nous dit que (f, A, g) est continue vy. De méme, le
Lemme|[1.12.7) la Proposition[I.12.8|et 'Exemple[1.12.5|nous dissent que idr X 72 est continue. En outre,
I'application 4 est uniformément continue, d’apres ’'Exemple La continuité de f + A - g suit alors
du Lemme

Pour démontrer la continuité uniforme on remarque que f + A - g est la composition de I'application
(f,g) : S — FxFdonnée par z — (f(z),g(x)) pourtoutx € S,idg x 25 : FXF -+ FxFets : FxF — F.
La Proposition nous dit que (f, g) est uniformément continue. De méme, le Lemme la
Proposition [1.12.8|et I'Exemple [1.12.5nous dissent que id x 1, est uniformément continue. En effet, on
peut écrire idg x 72\ = (q1,¢2) avec q; = 7, " et g = promy K, oun i FxF — Fetmy " :FxF —TF
sont les projections canoniques. Les résultats mentionnés nous disent que id x 1 est uniformément
continue. En outre, 'application 4 est uniformément continue, d’apres 1’Exemple L'affirmation
suit alors du Lemme

Pour démontrer la derniére affirmation il suffit de noter que i est la composition de 1’application
A: S — R\ {0} avec l'application continue inv : R \ {0} — R\ {0} donnée par inv(z) = 2~! pour tout
x € R\ {0}. Le Lemme[I.12.7)nous dit alors que x est continue en vg. O

Exemple 1.12.10 (Une famille de fonctions continues sur le plan R?). Soient a,b,c,d € Rxq et soit f :
R?\ {(0,0)} — R I'application donnée par

|z|*|y|®
fxy) = =
|z[° + [y]?
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pour tout (z,y) € R*\ {(0,0)}. Le Corollaire(1.12.9) nous dit que f est continue. On affirme qu’il existe une
application continue f : R* — R telle que flg2\ (0,0} = [ si et seulement si

a b
-+-=->1
c + d
On note d’abord que, par définition de f, on a
li - 5 .
(x7y)1_>m(010)f($7 ) ) 0, U)f(x, v)

(z,y) € R%U

En outre, vu que 'application W : R%, — RZ, donnée par W(X,Y) = (X4, Y*) pour tout (X,Y) € R est
continue avec réciproque V="' : RZ, — R donnée par W= (x,y) = («'/,y*/¢) pour tout (x,y) € R aussi
continue, on conclut que

(w,y%lin(op)f(x’y) - <m,y)h£n<o,0>f(x’y) - (x,vl)H—I}(o‘mf(\Il(X’ Y)
(z,v) € B4 x,v) erd,
|X|ad|ylbc

= lim x4 X = lim = T
(X, ¥) > (o,0>f( ) (X,Y)—(0,0) | X |¢d + |Y|ed
(X,Y) 5R220

Or, l'inégalité a/c+b/d > 1 équivaut i ad + be > cd. Soient v, 8 € R tels que o < ad, § < beet a+ = ed
(par exemple, il suffit de choisir o tel que cd — bc < o < ad et § = cd — a). On a alors

0< |X|adly‘bc |X|a|X‘adia|Y|ﬂ|Y‘b67ﬁ < |X|ad7a|Y‘bcfﬂ
= ‘chd 4 |Y|cd = (|X|a+6 4 |Y|a+5)o¢/(a+ﬁ)(|X|a+B + |Y|a+5)5/(a+ﬁ) - ’

oit I'on a utilisé que | X|* < (|X|*+P 4 |[Y]|ot8)2/(@tB) ot VP < (|X|*FP 4 V|2 +8)B/(@+8), Comme le
dernier membre dans la chaine d’inégalités précédentes tend vers zéro lorsque (X,Y") tend vers zéro, on conclut
que f(x,y) tend vers zéro lorsque (x,y) tend vers zéro, par le théoréme des gendarmes.

On suppose désormais que f(x,y) converge lorsque (z,y) tend vers zéro. On remarque d’abord que dans ce
cas la limite de f(x,y) lorsque (x,y) tend vers zéro doit étre nulle, car

lim f(z,0) = lim0 = 0.
z—0 z—0

En outre, I'existence de la limite de f(x,y) lorsque (x,y) tend vers zéro implique a fortiori que la limite

4 |td|a|tc|b ‘t|ad+bc |t|ad+bc—cd
. ey 1 — 1 — 1
tgrél+ () = tgrél+|td|c + |te|d 1504 20t|cd 10+ 2

existe, ce qui implique que ad + bc > cd. La limite précédente est dans ce cas 1/2 si ad + bec = cd et zéro si
ad + be > cd, ce qui équivaut i a/c + b/d > 1. Comme la limite est nulle si elle existe, on conclut que la
convergence de f(x,y) lorsque (x,y) tend vers zéro nous dit que a/c+ b/d > 1, comme on voulait démontrer.

On a la caractérisation topologique suivante de la continuité d'une application.

Proposition 1.12.11. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soient S C E. Soit f : S — F
une application. Alors, f est continue sur S si et seulement si f~1(U) est ouvert (resp., fermé) de S pour tout
ensemble ouvert (resp., fermé) U C F.

Preuve. On va démontrer d’abord 1’énoncé pour les ouverts. On suppose que f est continue sur S. Soit
U C F un ensemble ouvert et soit v € f~!(U). Comme U est ouvert et f(v) € U, il existe € > 0 tel que
By (f(v),r) C U. Par la continuité de f en v, il existe 6 > 0 tel que w € S et N(w — v) < § impliquent
que N'(f(w) — f(v)) < e, ie. By(v,6)NS C f~Y(Bn/(f(v),8)) C f~1(U). Cela nous dit que f~(U) est
un ouvert de S. Réciproquement, on suppose que f~!(U) est ouvert de S pour tout ensemble ouvert
U CF. Soitv e SetU = By/(f(v),e), ot e > 0 est arbitraire. En particulier, U est ouvert d’apres la
Proposition Par hypothese, f~!(U) est ouvert de S. Comme v € f~}(U) et f~1(U) est ouvert de
S, il existe § > 0 tel que By (v,8) NS C f~1(U), i.e. f etcontinue en v.

L’énoncé pour les ensembles fermés suit du cas des ensembles ouverts et de I'égalité f~1(F \ F) =
S\ f71(F), pour toute partie F de F. O
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On a aussi une caractérisation séquentielle de la continuité d'une application.

Proposition 1.12.12. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soient S C E. Soit f : S — F
une application. Alors, f est continue en v si et seulement si la image directe (f(v,))nen € FY de toute suite
(Vn)nen € SN qui converge vers v est convergente de limite f(v).

Preuve. On suppose que f est continue en v et soit (v, )nen € SV une suite qui converge vers v. On
veut montrer que (f(vy,))nen € FY converge vers f(v). On fixe ¢ > 0. D’apres la continuité de f, il
existe § > 0 tel que w € S et N(w — v) < 6 impliquent que N'(f(w) — f(v)) < e. Par ailleurs, comme
(vn)nen € SN converge vers v, pour § > 0 ci-dessus, il existe ny € N tel que N (v, — v) < § pour tout
entier n > ng. En conséquence, N'(f(v,) — f(v)) < € pour tout entier n > ng, i.e. (f(vn))nen € FY
converge vers f(v).

On suppose maintenant que la image directe (f(v,))nen € FY de toute suite (v,)nen € SN qui
converge vers v est convergente de limite f(v). On va montrer que f est continue en v. On procede par
I'absurde. Si ce n’est pas vrai, il existe € > 0 tel que pour tout 6 > 0, il existe w € S avec N(w —v) < §
mais N'(f(w)— f(v)) > e. De fagon équivalente, il existe une suite (v, ),en € S™ tel que N (v, —v) < 1/n
mais N’(f(v,) — f(v)) > e. Cela veut dire que (v,,)nen € SY qui converge vers v mais (f(vy,))nen € FY
ne converge pas vers f(v), ce qui est absurde.

Le résultat suivante est clé dans la suite, pour démontrer que toutes les normes sur un espace vec-
toriel de dimension finie sont équivalentes.

Proposition 1.12.13. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, S C E une partie compacte et
f S — F une application continue. Alors f(S) C IF est compact aussi.

Preuve. Soit (w,,)nen € f(S)N une suite. On va monter qu’elle posseéde une sous-suite convergente dont
la limite appartient a f(S). Comme w,, € f(S5), soitv, € S tel que f(v,) = w,, pour tout n € N. Comme
S est compact, la suite (v, )nen € SN posséde une sous-suite (uy,)nen € SN convergente dont la limite v
appartient a S. Comme f est continue, la Proposition nous dit que la suite (f(un))nen € f(S)N
converge vers f(7) € f(S), comme on voulait démontrer. O

1.13 Espaces des fonctions bornées et continues (optionnel)
Soient S un ensemble et (F, N') un espace vectoriels normé. On définit I’ensemble
B(S,F) ={f:S5 — F: ilexiste C > 0 tel que N'(f(v)) < C pour toutv € S}

C’est clair que B(S, F) est un espace vectoriel avec les opérations (f + Ag)(v) = f(v) + Ag(v) pour tout
v e S ouf,ge B(SF) et € R, vuque, si N'(f(v)) < Cet N'(g(v)) < D pour tout v € S, avec
C,D € Ry, alors N'(f(v) + Ag(v)) < C + |A|D, pour tout v € S. L'élément neutre de B(S,F) est la
fonction nulle, qui associe Or a tout élément v € S.
On suppose en plus que (E, N) est un espace vectoriel normé et S C E est une partie On définit les
ensemble
BC’(S,F) = {f € B(S,F) : f est continue }.

Comme une combinaison linéaire de fonctions continue est continue, d’apreés le Corollaire [1.12.9, on
conclut que BCY(S, F) est un sous-espace vectoriel de B(S, F). En plus, la Proposition [1.12.13[nous dit

que, si S est compact, alors BC?(S, F) coincide avec ’ensemble formé des applications continues de S
dans F.

Proposition 1.13.1. L'application N, : B(S,F) — Rx( donnée par Noo(f) = sup{N'(f(v)) : v € S} est
bien définie et donne une norme sur l'espace vectoriel B(S, ). L'espace vectoriel normé ainsi défini est complet si
F est complet.

Preuve. On voit bien que N (f) = 0 implique f(v) = Or pour tout v € S, ce qui nous dit que f est la
fonction nulle. En outre, on voit bien que

Noo(\f) = sup {N/(/\f(v)) ‘v e S} = sup {\A|N’(f(v)) ‘v S} = |A|sup {N/(f(v)) v e S}Noo(f),
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et
Noo(f + g) = sup {N’(f(v) +g():ve s} < sup {N’(f(v)) +N'(g(v)) :v e s}
< Sup{N’(f(v)) NS S} + sup {N’(f(v)) ‘v € S} = Noo(f) + N (9),

pour tous f, g € et A € R, ce qui nous dit que N, est une norme.
Pour la deuxiéme, soit (f,)nen € B(S,F)Y une suite de Cauchy. En conséquence, étant donné € > 0,
il existe ng(€) € N tel que Noo(fn — fim) < € pour tous n, m > ng(€), ce qui implique que

N (fal®) = Fin(0)) < 509 {N'(ful0) = fin(0)) v € S} = Nuclfo = f) < €

pour tous v € S, n,m > ng(e), i.e. lasuite (f,(v))nen € FY est une suite de Cauchy de F pour tout v € S.
Comme F est complet, la limite de (f,,(v))nen € FY existe dans F pour tout v € S. On définie ainsi
f(v) € F comme la limite de la suite convergente (f,,(v))nen € FY, pour tout v € S. On va démontrer
d’abord que f € B(S, F). On note pour cela que, vu que (f,)nen € B(S,F)N une suite de Cauchy; elle est
bornée, i.e. il existe C' > 0 tel que Noo(f,,) < C pour tout n € N. Or, comme (f,,(v))nen € FY converge
ver f(v) lorsque n tend vers 400, on choisit n,(¢) € N tel que N(f(v) — fn(v)) < e pour tout n > n,(e)
etv € S. Alors,

N'(f(v) = N'(f() = ful©) + fa(v)) < N'(f(0) = fu(©)) + N'(fu(v))
< N'(J(0) = fa0) + {N'(Juv)) s v € §} <C+C =20

pour n > n,(C) etv € S, ce qui implique que N'(f(v)) < 2C pour tout v € S, i.e. f € B(S,F)N.

On va finalement démontrer que (f,)nen € B(S,F)Y converge vers f lorsque n tend vers +oo.
Comme (f,,(v))nen € FY converge ver f(v) lorsque n tend vers +oco, on choisit n,(¢) € N tel que
N(f(v) — fn(v)) < epour tout n > n,(e). Or, pour n > ny(e/2), ona

N/<f(v) - fn(v)) = N/(f(v) — fm(v) + fin(v) = fn(v)) < N/(f(v) - fm(v)) + N/(fm(v) - fn(v))

< N'(F(0) = Fu®) + {N'(fu0) = fu(0)) sv €S} < S5 =,
pour m > n,(e/2) et v € S. Cela nous dit que N'(f(v) — fn(v)) < e pour toutv € S etn > ny(e/2), ie.
(fn)nen € B(S,F)N converge vers f lorsque n tend vers +oc. O

Proposition 1.13.2. La restriction de I'application N, : B(S,F) — R définie dans la Proposition |1.13.1
donne une norme sur le sous-espace BC°(S,F) de B(S,F). Ce sous-espace est fermé dans B(S,F), et, en con-
séquence, complet.

Preuve. La premiere partie est une conséquence des Propositions et Pour montrer que
BCY(S,F) est fermé dans B(S,TF), soit (fn)nen € BC’(S,F)N une suite convergente et soit f € B(S,TF)
sa limite. Il suffit de démontrer que f est continue. Soit vy € S. On va montrer que f est continue
en vg. Soit € > 0. Comme (f,)nen € BCY(S,F)N converge vers f € B(S,F), il existe ny € N tel que
Noo(f = fn) < €/3, ce qui implique que N'(f(v) — fn(v)) < ¢/3 pour tout v € S. En plus, comme f,,, est
continue, il existe § > 0 tel que N'(fp,(v) — fno(v0)) < €/3 pour tout v € S tel que N(v — vg) < §. En
conséquence,

N'(f(v) = f(v0)) = N'(f(0) = fao (v) + fo (v) = fug(v0) + fro (v0) = f(v0))
< N’ f(U) - fno(v)) +N/(fno(v) - fno(UO)) +Nl(fn0(v0) - f(UO))
< g + % + g =€

si N(v—wp) < §, ce qui implique que f est continue en vy. La complétude de BC’(S, F) suit directement
du Corollaire [1.10.4 O
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1.14 Une autre preuve de I’équivalence de normes sur un espace vec-
toriel de dimension finie

Dans cette section on va donner une autre preuve du Théoreme indépendante de celle que I'on
a donnée dans la Section Plus précisément, on ne va pas modifier les deux premiers paragraphes
dans la preuve du Théoreme Cela démontre en particulier que

N(v) < C'Noo(v), (1.14.1)

pour tout v € E, o1 I'on utilise la méme notation que celle considérée dans les deux premiers para-
graphes de la preuve du Théoréme
Il reste & démontrer qu’il existe C' > 0 tel que

N(v) > CNyo(v), (1.14.2)

pour tout v € E. C’est cette partie qui sera différente a ce que 1’on a fait dans la Section[1.8] Cest clair
que est vérifiée pour v = Og. On suppose désormais v # Og.

Or, nous dit que l'application N : E — R est continue pour N, et | |. En effet, I'inégalité
triangulaire pour N et impliquent que

|N(v) = N(w)| £ N(v — w) < C'Noo (v — w),

pour tous v,w € E, ce qui donne la continuité de 1’application N : E — R>( pour N et | |.

Soit S = {w € E : Nyo(w) = 1}. C’est clair que S est fermé et borné pour N, et donc compact
pour N, d’apres la Proposition On remarque que Og ¢ S, puisque N, est une norme. La
Proposition[1.12.13|nous dit que I'image N (S) C R est un compact de R, donc a fortiori fermé. Comme
N est une norme et Og ¢ S, 0 ¢ f(S5), ce qui dit qu’il existe C > 0 tel que N(w) > C pour tout
w € S. Pour v € E non nul, on considére w = v/Ny(v) € S. D’aprés nos arguments précédents,
N(W/N(v)) > C,ie. N(v) > CNy(v), comme on voulait démontrer.

Corollaire 1.14.1. Tout espace vectoriel normé (E, N') de dimension finie est complet. En plus, une partie S de
E est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Preuve. La premiére partie est une conséquence immédiate des Propositions et[L.7.5 et du
Théoreme La deuxiéme partie suit directement des Propositions [1.11.6] [1.11.7] et [1.11.10} et du
Théoreme O

1.15 D’autres applications de la compacité

Définition 1.15.1. Soient (E, N') un espace vectoriel normé, S C E une partieet f : S — R une application On
dit que vy € S est un maximum (resp., minimum) de f si f(vo) > f(v) (resp., f(vo) < f(v)) pour tout v € S.
Un extremum de f est un maximum ou minimum.

Proposition 1.15.2. Soient (E, N) un espace vectoriel normé, S C E une partie compacte et f : S — R une
application continue. Alors, f posséde un maximum et un minimum.

Preuve. Comme f est continue et S est compact, la Proposition [1.12.13| nous dit que f(S) C R est un
compact de R, i.e., il est fermé et borné (voir Propositions [1.11.7] et [1.11.10). Soient ¢ = inf f(S) et
d = sup f(S). Comme f(S) est compact, 'infimum et le supremum précédents sont achevés, i.e. il
existe v, w € S tel que ¢ = f(v) etd = f(w). En effet, il existe des suites (v,,)nen € SN et (wp)nen € SN
telles que (f(vn))nen et (f(wn))nen convergent vers c et d, respectivement. Comme S est compact, il
existe des sous-suites convergentes (v, (n))nen € SN et (W (n))neN € SN de limites v € Setw € S,
respectivement. Alors,

f(U) = f(nlir&vq(n)) = T}L%f(”tp(n)) =cC

et
flw) = f(nh_{IOlowcp/(n)) = nh_}rr;of(w(p/(n)) =d.
En conséquence, v est un minimum de f et w est un maximum de f. (I
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Proposition 1.15.3. Soient (E,N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, S C E une partie compacte et
f 8 — F une application continue. Alors, f est uniformément continue.

Preuve. On procede par 1’absurde. Si f n’est pas uniformément continue, il existe ¢y > 0 tel que, pour
toutd > 0, il existe v, w € Savec N(v—w) < d mais N'(f(v)—f(w)) > €o. En particulier, pour toutn € N,
il existe vy, wy, € S avec N(v,—wy) < 1/2" mais N'(f(v,)— f(wn)) > 9. Comme S est compact, il existe
une sous-suite convergente (vy(,))nen € S" de la suite (v,)nen € SN avec limite o € S, 0 ¢ : N — N
est une application croissante et injective. Le méme raisonnement nous dit qu’il existe une sous-suite
convergente (We(y(n)))neN € SN de la suite (W (n))neN € SN avec limite w € S, ot1 ¢ : N — N est une
application croissante et injective. Comme toute sous-suite d'une suite convergente est convergente
avec la méme limite, (v¢(¢(n)))neN c SN converge vers ¥ € S. Soit I'application croissante et injective
p=¢ov:N— Netles sous-suites convergentes (v,(n))nen € S™ et (W) )nen € S™ de (vn)nen € SN
et (wn)nen € SV avec limites o et w, respectivement, Comme f est continue, (f(vyn)))nen € FY et
(f (wp(n)))nen € FY convergent vers f(v) et f(w), respectivement. Or,

0< N(’T) — ﬂ)) < N(@ — ’Up(n)) + N(’l}p(n) — wp(n)) + N(wp(n) — ’lf))

_ _ _ 1 _
SN —wpmy) + + N(wp(n) —w) <N —vpmy) + on + N(wy(n) — W),

1
20(n)
pour tout n € N, o1 'on a utilisé que p(n) > n. Sil'on prend la limite quand n tend vers +o0o du dernier
membre, on conclut que N (o — @) = 0, i.e. ¥ = w. Par contre, 'inégalité triangulaire nous dit que

N’(f(’l_)) - f((f})) > N/(f( p(n)) ( )) ( ( p(n)) f(l_)) /(f(wp(n)) - f(w))
>0 — N’ (f(vp(n)) (,l_))) ( (wp(n ) f(u_)))

pour tout n € N. Si l'on prend la limite quand n tend vers +oo du dernier membre, on conclut que
N'(f(v) — f(w)) > eo, ce qui est absurde, car v = w. O

Définition 1.15.4. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, S C Eet T C F Soit f : S — T
une application continue sur S. On dit que f est un homéomorphisme (pour N et N') s'il existe une application
continue g : T — S (pour N' et N) telle que g o f =idg et f o g = idy.

Remarque 1.15.5. De facon équivalente, une application continue f : S — T est un homéomorphisme si f est
bijective et I'application réciproque f~' : T — S est continue (pour N’ et N).

Proposition 1.15.6. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, S CEet T CF. Soit f : S — T
une application continue et bijective. Si S est compact, alors f est un homéomorphisme.

Preuve. 11 suffit de démontrer que l'application réciproque f~! : T — S est continue. D’apres, la
Proposition cela équivaut a montrer que, pour toute suite (v,)neny € SV & valeurs dans S,
si (f(vn))nen € T converge vers w € T, alors (v,)neny € SV converge vers f~!(w) € S. On pose
v = f"Y(w),ie f(v) = w. On va procéder par 'absurde. Si (v,)nen € SY ne converge pas vers v, il
existe g9 > 0 et une sous-suite (Vg (n))nen € SN de (vn)nen € SN telle que N (vg(ny — v) > o, pour tout
n € N, olt ¢ : N — N est une application croissante et injective. Or, S étant compact, (v¢(n))neN e SNa
une sous-suite convergente (vg(y(n)))Jnen € S* avec limite v’ dans S, ou ¢ : N — N est une application
croissante et injective. On consideére 1’application croissante et injective p = ¢ o ¢ : N — N. Comme
N (vg(ny —v) > €o, pour tout n € N, alors

N@w—2v")> N —=0,m)) = N(pn) — ") > €0 = N(vpm) — '),

pour tout n € N. Sil’on prend la limite du dernier membre quand n tend vers 400, on trouve que
N(v—1v") > g9 > 0. En conséquence, v' # v, ce qui nous dit que f(v') # f(v), puisque f est injective.
Par ailleurs, comme f est continue, la sous-suite (f(v,(n)))nen € SN de (f(vn))nen € TN converge
vers f(v'). Comme (f(vn))nen € TV est convergente avec limite f(v) et toute sous-suite d"une suite
convergente est aussi convergente avec la méme limite, f(v') = f(v), ce qui est absurde. O
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1.16 Compacité par recouvrements (optionnel)

Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. Un recouvrement ouvert de S est une
famille {U;};c; d’ensembles ouverts de E telle que S C U;¢;U;. Dans ce cas, on dit aussi que {U; }icr
recouvre S. Si I est fini, on dit que le recouvrement est fini.

Définition 1.16.1. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit S C E une partie. On dit que S est compact
(pour N), ou qu'il satisfait la propriété de Borel-Lebesgue, si, pour tout recouvrement ouvert {U,;};cy de S, il
existe J C I fini tel que {U, };c s recouvre S aussi.

Méme si cette propriété s’avere compliquée, elle est en fait treés souple et permet de démontrer
plusieurs résultats trés puissants en topologie, analyse et algebre. Le but de cette section sera de dé-
montrer que la notion introduite ci-dessus est équivalente avec la notion de compacité séquentielle
introduite dans la Section c’est aussi la raison pour laquelle on peut se permettre d’utiliser le mot
“compacité” pour les deux notions. Par contre, dans cette section, pour des raisons de clarté, on va
distinguer les deux notions et on ne va pas omettre I'adjectif “séquentielle” (resp., I'adverbe “séquen-
tiellement”) devant le nom “compacité” (resp., 'adjectif “compact(e)”) si I'on veux faire allusion a la
notion introduite dans la Définition On remarque aussi que, dans tous les résultats dans les
autres sections de ces notes, ol1 I’on a utilisé le mot “compact”, cela ne fait allusion qu’a la notion de
compacité séquentielle.

On commence avec un résultat préliminaire.

Proposition 1.16.2. Soient (E, N) un espaces vectoriel normé et S C E une partie séquentiellement compacte.
Pour tout r € Ry, il existe un ensemble fini S' C S tel que { By (v, 7)) }pes’ recouvre S.

Preuve. On procede par l'absurde. L’hypothese de 1’absurde nous dit que l'on peut construire par
récurrence une suite (v, ),en € SV telle que, pour tout n € N, v, € S\ U?:_llBN (vi,r). Comme S est
séquentiellement compact (v, )nen € SN admet une sous-suite convergente (wy,)nen € SN avec limite
w € S. Clest clair que (w,)nen € SV satisfait aussi que, pour tout n € N, w,, € S\ U;:llBN(wi, r). La
convergence de (w,)neny € SN nous dit qu’il existe ng € N tel que N(w,, — w) < r/2, pour tout entier
n > ng. Cela implique que

N(wn+1—wn)SN(wn+1—w)+N(w—wn)<g+g=r,

pour tous entier n > nyg, ce qui est absurde. O
On va démontrer I'équivalence entre les deux notions de compacité que 1’on a introduites.

Théoreme 1.16.3. Soient (E, N) un espaces vectoriel normé et S C E une partie. Alors S est séquentiellement
compact si et seulement si S est compact.

Preuve. On suppose d’abord que S est séquentiellement compact. On va montrer que S satisfait la
propriété de Borel-Lebesgue. Soit {U; };cr un recouvrement ouvert de S. On affirme d’abord qu'il existe
n € N tel que, pour tout v € S, il existe ¢ € [ satisfaisant By (v,1/2™) C U,. Si ce n’est pas vrai,
pour tout n € N, il existe v,, € S tel que By (v,,1/2") N (E\ U;) # 0, pour tout i € I. Par compacité
séquentielle, il existe une sou-suite convergente (vy(n))nen € SN de (v,)nen € SY avec limite w € S,
ol ¢ : N — N est une application croissante et injective. Comme {U, };c; est un recouvrement ouvert
de Setw € S, il existe iy € I tel que w € U;,. Soit m € N tel que By(w,2”™) C U, dont I'existence
est assurée puisque U;, est ouvert. Comme (vg(y))nen € SN converge vers w, il existe ny € N tel que
Vg(n) € Bn(w,27™) C Uy, pour tout entier n > ng. Sans perte de généralité, on peut supposer que
ng > m. Cela implique que ¢(n) > ¢(ng) > ¢(m) > m et en conséquence

BN(U¢(n), 1/2¢>(n)) - B]\[(’U¢,(n)7 1/2m) - Uio,

pour tout entier n > ng. Cela contredit le fait que By (vg(n), 1/290) N (E\ U;) # 0 pour tout i € I.
Par conséquent, il existe n € N tel que, pour tout v € S, il existe i € I satisfaisant By (v,1/2") C U,.
On fixe n comme ci-dessus. D’apreés la Proposition il existe un ensemble fini S’ C S tel que
{Bn(v,1/2™)},es recouvre S. Pour tout v € S’, on choisit i, € I tel que By(v,1/2") C U;,. Alors
{Ui, }ves’ est un recouvrement fini de .S, ce qui dit que S est compact.
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On va démontrer la réciproque. On suppose que S satisfait la propriété de Borel-Lebesgue. On va
montrer que S est séquentiellement compact. Pour le faire, on va utiliser la description de compacité
séquentielle donnée par la Proposition[I.11.4} i.e. on va montrer que toute partie infinie 7' C .S admet un
point d’accumulation dans S. On va procéder par 'absurde, i.e. on suppose que pour tout point v € .S,
il existe r, € R tel que By (v,7,) NT est fini. On considere le recouvrement ouvert { By (v,7y) }yes de
S. Comme S est compact, i.e. il satisfait la propriété de Borel-Lebesgue, il existe une partie finie 5" C S
telle que { By (v, 7,) }ves’ couvre S. En conséquence,

T=TNnSCTn < U BN(v,rq,)) = J (mnBx(v,1)).

veSs’ veSs’

Comme le dernier ensemble est une réunion finie d’ensembles finis, il est fini. Cela qui implique que T’
est fini, ce qui est absurde. En conséquence, S est séquentiellement compact.

1.17 Normes sur ’espace des applications linéaires

Soient E et ' deux espaces vectoriels. On définit Lin([E, F) I'espace vectoriel formé des applications
linéaires 7' : E — F. On rappelle que, étant donnés 7,7’ € Lin(E,F) et A € R, T+ X\T" : E — F est
'application linéaire définie par (T + AT”)(v) = T'(v) + X - T'(v), pour tout v € E, et ’élément neutre
pour l'addition de Lin(E, F) est la fonction nulle de E dans F. Si E = T, on écrira souvent Lin(E) au lieu
de Lin(E, E).

Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés. On définit maintenant L(E,F) C Lin(E,F)
la partie formée des applications linéaires continues 7" : E — F. D’apres le Lemme[1.12.7) L(E, F) est un
sous-espace vectoriel de Lin(E, F). Si E = F, on écrira souvent L(E) au lieu de L(E, E).

Proposition 1.17.1. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit T : E — T une application
linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) il existe C > 0 tel que
N'(T(v)) < CN(v), (1.17.1)

pour tout v € E;
(ii) T est uniformément continue;
(iii) T est continue;
(iv) T est continue en Og;

(v) T est borné sur un ouvert de Og.

Preuve. Les implication — [G)] — — — [(v)] sont évidentes. 11 suffit de démontrer que la
condition |(v)| implique [(i)} On suppose qu'il existe r,C’ > 0 tels que N'(T'(v)) < C’ pour tout v €
Bn(0g, 7). Cest clair que est vérifiée pour v = Og, puis T'(0g) = Op. Soit v € E \ {Og} et on
considere w = r - v/(2N(v)). Alors w € By (0g, ), ce qui implique que N'(T'(w)) < C’, i.e.
2C"

,

Cela nous que (1.17.1)) est vérifiée avec C' = 2C"/r. O

N'(T(v)) <

N(v).

On a encore une autre conséquence du Théoreme|1.8.1]

Proposition 1.17.2. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit T : E — F une application
linéaire. Si la dimension de E est finie, alors T est continue.

Preuve. Soit {v1,...,v,} une base E et soit U : E — R" la bijection linéaire donnée par U(v;) = e;,
pour tout ¢ € [1,n], oit {e1,...,e,} est la base canonique de R”. On considére la norme Ny donnée
par U et la norme || ||o (voir la Proposition(1.2.1). D’apres le Théoreme il existe K > 0 tel que
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Ny(v) < KN(v), pour tout v € E. On pose C' = max{N'(T(v;) : i € [1,n]}. Soit v € E. On écrit
v =" cv; avec ¢; € Rpour touti € [1,n]. Cest clair que

N'(T(w)) <Y e N (T(0:) <" les| < nC'.rr[f?x]](|ci|) = nC’' Ny (v) < nC'KN(v),
i=1 i=1 velln

ce qui implique que T est continue. O

On définit I'application Ny n+ : L(E,F) — R>( par

Ny n(T)= sup w

(1.17.2)
veE\{0g} N(v)

La Proposition|1.17.I|nous dit que ce supremum est fini et que I’application N n+ est bien définie.

Proposition 1.17.3. Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés et soit Ny n+ : L(E,F) — Rxq
Uapplication définie dans (1.17.2). Alors Ny n+ est une norme sur L(E,F), appelée la norme associée (ou
subordonnée) aux normes N et N'.

Preuve. SoitT : E — F une application linéaire continue. C’est direct a voir que Ny n/(T") = 0 implique
N'(T(v)) =0, ie T(v) = O, pour tout v € E\ {Og}. En outre, comme T est linéaire, T'(0g) = Or. Cela
nous dit que T est le vecteur nul de L(E, F), i.e. Ny n- satisfait|(N1)} Par ailleurs,

o N(ODE)  NATE) N (T()
Novvr(AT) = ve]E\EJE} N(v) UEE\FOE} N(v) veE\{%E}w N(v)
= ‘)\| sup w = |/\|NN’N/(T),

vEE\{Og } N(U)

pour tout A € R, o1 I'on a utilisé (0.0.5) dans la quatrieme égalité. En conséquence, Ny, n- satisfait[[N2)|
Finalement, soient 7', 7" : E — F deux applications linéaires continues.

N{(T+T N'(T T
N (T4+7) = sup LT (T(v) +T'(v)
vEE\ {0z} N(v) vEE\{0g} N(v)
N'(T N'(T' N'(T N'(T'
oy (VOO) VOO, MO0, NE0)
ver\{os} \ NV (V) N(v) ver\{os} NV (V) ver\{og} N (V)
= Ny.n(T) + Ny (1),
ou l'on a appliqué au quatrieme membre. Par conséquent, Ny, - satisfait[(N3)| O

Par définition de N, x/, on voit bien que
N’ (T(v)) <Ny~ (T)N(v), (1.17.3)
pour tout v € E.

Proposition 1.17.4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On muni L(E,E) de la norme Ny . Soient
T,T" € L(E,E). Alors, la norme Ny, n est sous-multiplicative, i.e.

NN’N(TOT/) S NN)N(T)NN’N(TI) (1174)
En plus, Ny n(idg) = 1.
Preuve. Soit v € E non nul. Alors, (1.17.3) nous dit que

N((ToT")(v)) _ Ny n(T)N(T'(v)) - Ny~ (T)Ny n(T")N(v)

N(v) - N(v) = N(v) =Ny ~(T)Ny n(T").

La définition de supremum implique alors

Nyw(ToT)= sup L TH)

< Ny n(T)Ny N (T,
vEE\{Og } N(U)

comme on voulait démontrer. L'égalité Ny y(idg) = 1 est immédiate de la définition. O
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Silonnote || ||z et]| |rles normes sur E et F, respectivement, au lieu de N et N/, on écrira || ||z F
(ou simplement || ||) au lieu de Ny n-.

Remarque 1.17.5. Soient E = R™ et F = R™, avec n,m € Z~q. Il existe un isomorphisme ¢z : L(E,F) —
My, (R) d’espaces vectoriels, oit ¢g r(T') = (ai,j)ie1,n],je1,n] €St donnée par

m

_ R'nl
_E :aidei ’
=1

oit {e§e : j € [1,4]} est la base canonique de R pour tout £ € Z~q. En plus, c'est clair que ¢pp(T o T") =
oer(T)opr(T"), pour tous T' € L(D,E) et T € L(E,F), oit D = RP avec p € Z~q et ¢ p(T)dpr(T") dénote
le produit matriciel.

D’apres identification évidente M,, x,, (R) ~ R"™™, on peut munir L(E,F) de la norme Noo = || ||oc © ¢E.F,
oit || ||co est la norme infini de R™™.

On pose désormais E = F, et donc n = m. Soit A € M,,»,(R) la matrice telle que toutes les coefficients
valent 1 et T = qS]EE( ). Comme N ( ) = 1let Noo(T oT) = n, on voit bien que N, ne satisfait pas la
condition (T.17.4) de la Proposition|T. ce qui implique que N, n'est pas la norme associée a une norme sur
R" sin > 1

Si l'on utilise I'identification précédente M,, ., (R) =~ R™, on peut aussi munir L(E, E) de la norme Ny =
I ll2 0 ¢rg oit || |2 estla norme 2 de R, Dans ce cas, la norme No, appelée norme de Frobenius, est sous-
multiplicative, comme le lecteur/la lectrice pourra démontrer en employant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. En
effet, on considere la produit scalaire () : L(E,E) x L(E,E) — R donné par (T, 1"y = Y1 (T(v;), T (vi))2,
pour T,T" € L(E,E), oit ()2 est le produit scalaire euclidien de R"™ et {v;};c1,,] est une base de R™. Alors,
c’est facile a démontrer que la définition précédente est indépendante de la base {v;}icq1,n] de R"™ et Ny est la
normé associée a (, ). En plus, si ¢pp (1) = (i )i jeqi,n] € PEE(T") = (bij)ije[1,n], 0N a

(T, T") = Z ai b j,

4,j=1
et en conséquence
No(T 0T z(zwm) gz(zmzzﬁ )= Xt 3t = MmN
i,j=1 1,j=1 k'=1 i,k=1 7,k'=1

comme on voulait démontrer, oit 'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz du produit scalaire euclidien de R™.
Par contre, Ny n'est pas associée i une norme sur R™ si n > 1, puisque N2 (idg2) = +/n > 1 (voir la derniere

condition dans la Proposition|1.17.4).
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Chapitre 2

Calcul différentiel

Le but du deuxiéme chapitre c’est d’étudier le comportement local des fonctions définies sur des ouverts
des espaces vectoriels de dimension finie. En particulier, on étudiera le probleme d’optimisation de
fonctions. Dans l'espace vectoriel R” on considérera toujours la norme euclidienne, que 1’on notera
I |l et, étant donné un espace vectoriel normé E avec norme || ||, 'espace vectoriel L(E) avec la norme
associée a la norme de E sera notée aussi || ||.

2.1 Dérivée, dérivées directionnelles et différentielle

On rappelle d’abord la notion de dérivabilité des fonctions d"une seule variable.

Définition 2.1.1. Soient m € Zq, J C R un intervalle ouvert, f : J — R™ une application et t, € J. On
rappelle que la dérivée de f en ty est donné par la limite

£(to) = tim L0+ 1) = F(to)

cR™,
t—0 t

si elle existe. Dans ce cas on dit que f est dérivable en t.

On introduit les notions fondamentales de dérivée directionnelle et de différentiabilité.

Définition 2.1.2. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vo € U un
point de U. Etant donné une vecteur non nul w € R", la dérivée directionnelle de f en vy dans la direction de
w, aussi appelée dérivée au sens de Gateaux, est donnée par la limite

9 Cp) —
%(UO):}%J‘"(U()-H ZU) f(vo)

€R™,

si elle existe. Pour i € [1,n], la i-eme dérivée partielle de f en vy, aussi appelée la dérivée partielle de f en
v selon x; et notée

of (vo) ou D; f(vo),

K2

est donnée par la dérivée directionnelle de f en vy dans la direction du vecteur e;, oit {ey,...,e,} est la base
canonique de R™.

Remarque 2.1.3. Soient n,m € Zso, U C R"™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
Soit o : R — R™ l'application a(t) = vo + t - w, oit w € R™ est une vecteur non nul. Comme « est évidemment
continue, a(0) = vy € U et U est ouvert, d’apres la Proposition a~Y(U) est un ouvert de R incluant
0. On choisit un intervalle ouvert J C o~ *(U) incluant 0. Alors, on voit bien que la dérivée directionnelle de f
en vg dans la direction du vecteur non nul w € R™ existe si et seulement la fonction f,, : J — R™ donnée par
fuw = f ol est différentiable en 0, et la dérivée directionnelle est précisément f/,(0).

Le résultat suivant est standard.
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Proposition 2.1.4. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, vo € U, w € R® non nul, f,g : U — R™
et A : U — R des applications dont les dérivées directionnelles en vy dans le direction de w existent. Alors, la
dérivée directionnelle de U'application f + X - g : U — R"™ en vg dans le direction de w existe et

of+A-g) _of oA Jg
T(Uo) = 670(00) + %(Uo)g(vo) + A(Uo)%(vo)-
En outre, si A(v) # 0 pour tout v € U, la dérivée directionnelle de I'application n : U — R donnée par

w(v) = 1/X(v) pour v € U en vg dans le direction de w existe et

o 1 oA
%(UO) = _)\(UO)Q %(UO)'

Preuve. Soita : R — R™ l'application a(t) = vy +t-w, oit w € R™ est une vecteur non nul. On choisit un
intervalle ouvert J C o~ !(U) incluant 0, et soient f,,, g, : J — R™ et A, : J — R les fonctions données
par f, = foals, gu = goalyet A, = Ao al;. D'apres la Remarque on sait que les dérivées
directionnelles de f,g : U — R™ et A : U — R en vy dans le direction de w existent, et elles coincident
avec f!(0), g.,(0) et A,,(0), respectivement. En outre, soith = f+Xg : U — R™ et h,, = hoal,.
Alors, la dérivée directionnelle de h en vy dans la direction de w est donnée par h.,(0), si elle existe. Or,
hw = fuw + Awgw nous dit que b, = fl, + X, gw + Awg,,, ce qui implique que

a(f+)‘g) Y Y ’ / o of (2 dg
29 (1) = 11y (0) = £1(0) + A0y (0)9un(0) + A (0)94(0) = 2 (v0) + 5 (1) (v0) + A(vo) 5 ()
En conséquence, la dérivée directionnelle de ’application f + Ag : U — R™ en vy dans le direction de w
existe et

W(Uo) = STJ;(UO) + %(Uo)g(vo) + )\(UO)%(%)_

Pour la derniere partie, il suffit de noter que, si ., = po |, ona alors p,, = 1/\,,, ce qui implique que

o (10) = 180(0) = =3z No(0) = ~ 5753 o (10

On présente d’abord les deux définitions suivantes de différentiabilité.

Définition 2.1.5. Soient n,m € Zo, U C R"™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vo € U un
point de U. On dit que f est différentiable au sens de Gateaux en vy si la dérivée directionnelle de f en vy dans
la direction de w existe pour tout vecteur non nul w € R™ et s'il existe une application linéaire L : R" — R™

telle que
o

%(Uo) = L(w)

pour tout vecteur non nul w € R".

Définition 2.1.6. Soient n,m € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U. On
dit que f est différentiable au sens de Fréchet en vy, ou simplement que f est différentiable en vy, s'il existe
une application linéaire L : R™ — R™ telle que

lim f(vo+h) — f(vo) — L(h)
h—0gn 17l

- O]Rvn, (2.1.1)

ot | || dénote la norme euclidienne de R™.

Proposition 2.1.7. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverteet f : U — R™ une application différentiable
envg € U. Soient L, L' : R" — R™ deux applications linéaires telles que
f(vo +h) — f(vo) — L(h) f(wo +h) — f(vo) — L'(h)

lim = lim
h—0n Al h—0gn 2]l

= O, 2.1.2)

oit || || dénote la norme euclidienne de R™. Alors L = L.
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Preuve. D’apres on voit bien que
i ZO=L0) (050 S0) 0D _ ot )= S = 0

h—0gn T T W50 T B (2]l
_ _ _ _ !
~ lm f(vo+h) — f(vo) — L(h) lim f(vo +h) — f(vo) — L'(h)
h—0gn [A]] h—0gn (IRl

= Ogm — Ogm = Ogom.

Or, (L'(h) — L(h))/||h|| = (L' = L)(h/||h||), vu que L’ — L est une application linéaire. Cela nous dit que

h
i L' — L) — | = 0gm.
i =0 () =0

En particulier, soit v € R" un vecteur quelconque de norme 1 et on pose h = tv, avec t € Ry. La limite
précédente implique a fortiori que

Ogr = lim (L’L)( tv ) lim (L’L)( tv ) lim (L' — L)(v)

t—0+ Itv]| ) t=o+ tlvl| ) t—o+

car le dernier membre ne dépend pas de t. On a bien montré que L et L’ coincident en tout vecteur de
norme 1. Soit w un vecteur non nul et on pose v = w/||w|, i.e. w = ||w]||v. Alors,

L(w) = L(|lwllv) = [w||L(v) = [w||L'(v) = L' (Jwllv) = L' (w),

Finalement, comme L(0g~) = Ogm = L(0gn), car toute application linéaire envoie le vecteur nul dans le
vecteur nul, on conclut que L = L'. O

Définition 2.1.8. Soient n,m € Zwo, U C R™ une partie ouverte et f : U — R™ une application différentiable
en vy € U. D’apres la proposition précédente, I'application linéaire L dans est unique. Elle est appelée la
différentielle (de Fréchet) de f en v et sera notée D f(vg).

On dira que f est différentiable (sur U) si f est différentiable en tout point v € U. Cela induit une fonction
Df:U — L(R™,R™) donnée par v — D f(v), pour tout v € U, que 'on appelle différentielle de f.

Remarque 2.1.9. Cest facile a vérifier que si (2.1.1)) est vérifiée pour la norme euclidienne, elle est aussi vérifiée
pour une norme équivalente. Comme toutes les normes de R™ son équivalentes, d’apres le Théoréme la
définition de différentiabilité d'une fonction f : U — R™ est indépendante de la norme choisie.

Remarque 2.1.10. Soit f : U — R™ une application et vo € U, avec U ouvert. Il existe alors r > 0 tel que
By (vo, ) € U. Cest facile a voir que f est différentiable en vy si et seulement s’il existe une application linéaire
L :R™ — R™ et une fonction v : B ||(Ogn,7) — R™ telles que

f(vo+h) = f(vo) + L(h) +¢(h) ||,

pour tout h € By ||(Og~,7) et que
lim d}(h) = O]R'm.

h—0gn

Exemple 2.1.11. Soit f : R™ — R™ une application constante. Alors, f est différentiable sur R™ et D f(v) =
0L(]Rn7R7ﬂ), POMT tOui’ NS R’I’L.

Le résultat suivant montre que les notions de différentiabilité et de dérivabilité des fonctions d’une
seule variable sont équivalentes.

Proposition 2.1.12. Soient m € Zso, J C R un intervalle ouvert, f : J — R™, et ty € J. Alors, f est
différentiable en t, si et seulement si f est dérivable en to. Dans ce cas, ona D f(to)(A) = X - f'(to), pour tout
AeR.

Preuve. On suppose d’abord que f est différentiable en ¢, i.e.

lim f(to+1t) — f(to) — Df(to)(t)

t—0 |t|

= Ogm.
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Comme Df(t) : R — R™ est une application linéaire, D f(to)(t) =t - D f(to)(1) pour tout ¢ € R, ce qui
nous dit que
lim flto+1t) — f(to) —t- Df(to)(1)

e |t| = ORm.

Or, 'existence de la limite précédente nous donne les identités

f(to+1t) — f(to) —t- Df(to)(1) f(to+1t) — f(to) —t- Df(to)(1)

Ogm = lim = lim
t—0+ [t] t—0+ t
_ tl_i}gl_‘r f(tO + ti - f(tO) . Df(to)(].)
et
0o — lim f(to+1t) — f(to) —=t-Df(to)(1) lim f(to+1t) — f(to) —t- Df(to)(1)
R Sox It| T t50— —t
= tim LD ),

ce qui implique que
Df(to)(1) = me(to +1) — f(to).
—0 t
En conséquence, f est dérivable en .

De fagon réciproque, on suppose que f est dérivable en ¢, i.e.
_f(to+1t) — f(to)
/ —_—
f(to) = tlur(l) "

existe. Soit D f(tp) : R — R™ l'application linéaire donnée par D f(to)(A) = A - f'(to), pour tout A € R.
On affirme que

i L0+ = F(t) =t Df(t0)(1) _ . Flto+1) = f(to) = DS (t0) (1

= Opm.
Jim ] i ] :

En effet, la limite précédente est équivalente aux identités

f(to+1t) — fto) —t- Df(to)(1) flto+1t) — f(to) —t- Df(to)(1)

Ogm = lim ~ lim
=0t |t| t—0+ t
= i LD I g0y gy S0 EDZICO) gy

et
p o+ = f(to) =t DF()(1) _ . flto+1) = f(to) =t DF(to)(1)
t—0+4 |t] t—0— —t

= tim = HOEE=ION L D 1) =ty HOH 0T

O]Rm -

+ f'(to),

qui suivent de dérivabilité de f en ¢y. En conséquence, f est différentiable en ¢;. Finalement, 'identité
Df(to)(A) = X - f'(to), pour tout A € R, suit directement des identités précédentes. O

Proposition 2.1.13. Soient n,m € Zo, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
Si f est différentiable en vy, alors f est continue en vy.

Preuve. D’aprés la Remarque [2.1.10} il existe une application linéaire L : R" — R™ et une fonction
Y : By |(Ogn,7) — R™ (ott r > 0 est donné par la condition By | (vo,r) C U) telles que

f(vo+h) = f(vo) = L(h) +¢(h)|[R], (2.1.3)

pour tout h € By ||(Og~,7) et que
lim (h) = Ogm. (2.1.4)

h—0gn

Sil'on prend la limite de (2.1.3) quand A tend vers Og-», on utilise que toute application linéaire entre
espaces vectoriels de dimension finie est continue (voir la Proposition [1.17.2) et (2.1.4), on conclut que
f(vo + h) — f(vo) tend vers Ogm, quand h tend vers Og», i.e. f est continue en vy. O
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Exemple 2.1.14. Soit L : R™ — R™ une application linéaire. C’est facile a vérifier que la dérivée directionnelle
de L en tout point v € R™ dans la direction de tout vecteur non nul w € R™ existe et elle est égale a L(w). En
plus, L est différentiable en tout point v € R™ et sa différentielle DL(v) est précisément L. En conséquence, les
fonction considérées dans I'Exemple([1.12.6|sont différentiables.

Exemple 2.1.15. Soit f : R™ — R une application polynomiale. Pour i € [1,n] on écrira m; : R™ — R la
projection canonique sur la i-éme coordonnée, i.e. m(x1,...,T;i,...,Ty) = x;, pour tout (xy1,...,x,) € R™.
Noter que m; posseéde toutes les dérivées directionnelles en tout point et elle aussi différentiable en tout point,
d’apres I’Exemple En outre, comme f est une fonction polynomiale, elle obtenue a partir de faire sommes
et produits de fonctions du type m; : R" — R avec i € [1,n]. D'apres la Proposition[2.1.4} f possede toutes les
dérivées directionnelles en tout point.

Exemple 2.1.16. On va donner un exemple d'une fonction dont toutes les dérivées directionnelles existent en
tout point mais elle n'est pas continue, donc a fortiori elle n’est pas différentiable. Soit f : R? — R la fonction
donnée par

[ si(z,y) € R2\ {(0,0)},
flz,y) = {0, ¥ o 00

Comme I'application f|g2\1(0,0)} est un quotient de deux fonctions polynomiales, la Proposition et 'Exemple
nous disent que f|g2\1(0,0)} possede toutes les dérivées directionnelles en tout point de R (0,0)},ie f
posséde toutes les dérivées directionnelles en tout point de R? \ {(0,0)}. On va montrer que f posséde toutes les
dérivées directionnelles en (0,0). Soit w = (a,b) € R? non nul. Or,

of . f(ta,tb) — f(0,0) . ta(th)? L ab?

a0 0 = fim ¢ ~ 50t ((ta)? + (th)Y) a2y et

C’est clair que si a = 0, alors la dérivée directionnelle précédente vaut zéro. En outre, si a # 0, on voit bien que

of b?

=(0,0) = —.

aw( I ) a

En conséquence, toutes les dérivées directionnelles de f existent en tout point de R?.

Par contre, on remarque que f n’est pas continue en (0,0). Soit 3 : R — R? I'application continue donnée
par 3(t) = (t2,t) pour t € R. Si f est continue en (0,0), alors f o 3 est continue en t = 0, vu que 3(0) = (0, 0).
Or,

¢t 1

(foﬁ)(t):m—§

pour tout t € R\ {0} et (f o 5)(0) = f(0,0) = 0, ce qui implique que f o 3 n’est pas continue en t = 0. En
conséquence, f n’est pas continue en (0, 0).

On va démontrer le résultat le plus important de fonctions différentiables.

Théoréme 2.1.17. Soient n,m,p € Zso, U C R" et V. C R™ des parties ouvertes, f : U -V, g: V — RP
des applications. Soit vg € U et wo = f(vo) € V. Si f est différentiable en v et g est différentiable en wy, alors
go f:U — RP est différentiable en vy et

D(g o f)(’()o) = Dg(wo) o Df(’l)o) (215)

Preuve. On choisit s > 0 tel que B) (wo,s) € V. Comme f est continue en v, (voir la Proposition
R1.13), il existe r > 0, tel que f(By | (vo,7)) C By |j(wo, s). Or, comme f est différentiable en v et g est
différentiable en wy = f(vo), il existe des applications linéaires L : R™ — R™ et L' : R™ — RP?, et des
fonctions v : By ||(Or~,7) — R™ et ¥’ : B ||(Orm,s) — RP telles que

Fwo+h) = F(v0) + L(h) + w(h)|hl] et gluwo + k) = gwo) + L'(k) + /(B [K]  (2.16)
pour tout h € BH H(OR’HT) etk € BH ”(O]Rm,s) et que

lim ¢(h) = Ogm etklim ' (k) = Ogs. (2.1.7)

h—0gn —0pm
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On remarque que L = D f(vy) et L' = Dg(wy).
On considere maintenant la deuxieme égalité dans 2.1.6) avec k = f(vo + h) — f(vo), i.e.

(9o f)(vo+h) = (go f)(vo) + L'(f(vo+ h) = f(vo)) + %' (f(vo + h) = f(vo)) | (vo + ) — f(wo)l]
= (g0 f)(vo) + (L' o L)(h) + L' (v (h)) 2]l + ' (f (vo + ) = f(vo)) . (vo + R) = f(wo)ll,
pour tout h € Bjj | (Og»,7). On pose ¢ : By ||(Og»,7) — RP via

[|.f(vo + ) — f(vo)]l
Al ’

W(h) = L' ($(h) + ' (f(vo + 1) = f(vo))

pour tout & € B) ||(Og»,7). Or, comme L’ est une application linéaire entre espaces vectoriels de di-
mension finie, elle est continue (voir la Proposition[1.17.2). Cela implique que le premier opérande dans
la définition de +(h) tend vers Og», quand h tend vers O, d’apres la premiere égalité dans 2.1.7). En
outre, a partir de la continuité de f en vy (voir la Proposition 2.1.13), f(vo + k) — f(vo) tend vers Ogm,
quand h tend vers Og». D’apres la deuxieme égalité dans conclut que o' (f(vo + h) — f(vo))
tend vers Or», quand h tend vers Og~. Pour démontrer que le deuxieme opérande dans la définition de

1(h) tend vers Ogr, quand h tend vers Ogn, il suffit de montrer qu'il existe » > 0 et K > 0 tels que

1F (o + 1) — F(o)]
] =K

pour tout h € BH H(O]Rn, T) \ {O]Rn}. Or,

1f (v +h) = Fwo)ll _ [|Pf(wo) () + ¥ (WAL _ 1D (wo)Wll + ¥ (Wll1A]
151 2] - 2]

< ||Df(|Uho”)(h)|| + [[v(h)]] < C + |lv(h)],

ou C' > 0 est une constante telle que || D f(vo)(h)|| < C|h| pour tout h € R™ (voir Propositions|1.17.1|et
1.17.2). D’apres la premiere égalité dans (2.1.7), on trouve qu'il existe » > 0 et K > 0 tels que

1o + 1) — F(wo)]
I =1

comme on voulait démontrer. En conséquence,

lim v(h) = Ogo,

h—0gn
ce qui nous dit que g o f est différentiable en vy et sa différentielle en vg est L' o L = Dg(wy) o D f(vg). O

Proposition 2.1.18. Soient n,m € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
Si f est différentiable en vy, alors pour tout w € R™ non nul, la dérivée directionnelle de f en vy dans la direction
de w existe et

of

S (v0) = Df (v0) (w)

En particulier, si f est différentiable en v, toutes les dérivés partielles de f en vg existent et f est différentiable
au sens de Gateaux en vo.

Preuve. 11 s’agit d’'une conséquence directe du Théoreme appliqué a la fonction f,, : J — R™
définie dans la Remarque[2.1.3] O

Définition 2.1.19. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
On suppose que les dérivées partielles de f en vy existent. On écrit en plus f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), pour tout
x € U. La matrice jacobienne J¢(vg) de f en vy est la matrice de taille m x n donnée par

o df1
Swe) .. g (vo)
Jr(vo) = : : € My xm(R).
Ofm Ofm
o (wg) ... Gl ()
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Sih = (hi,...,hn) € R™ est un vecteur, la matrice colonne transposée h' de h est la matrice de taille n x 1

donnée par h; 1 = h;, pour tout i € [1,n], i.e.

hy

= :
hy,

Sim=1,ie f:U — R, lamatrice J;(vo) a taille 1 x n et elle est précisément le vecteur

Vfvo) = (%(vo),...,%(vo)),

appelé le gradient de f en vy.
D’apres la Proposition|2.1.18) si f est différentiable en vy € U, alors

t
(Dr@wo))) = Tp(wo) - 11,
ou - dénote le produit matriciel.

Remarque 2.1.20. En termes des matrices jacobiennes, l'identité 2.1.5) dans le Théoreme [2.1.17)s écrit sous la
forme

Jgof(v0) = Jg(f(vo)) - T¢ (o),

ol - dénote le produit matriciel.

Soient n € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R une application et vy € U dont toutes les
dérivées directionnelles en vy existent. Une direction de croissance maximale de f en v, est un vecteur
w € R™ tel que ||w|| = 1 et qui satisfait que

of _ of ) n —
a—w(vo) = max{au(vo) cu € R tel que ||u|| = 1}.

Corollaire 2.1.21. Soient n € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R une application et vo € U Si f
est différentiable au sens de Gateaux en vq (e.g. f est différentiable en vo) et V f(vo) # Own, alors f possede une
unique direction de croissance maximale en vy et elle est donnée par V f(vo)/||V f (vo)||.

Preuve. D’apres la Proposition[2.1.18|et la Remarque[2.1.20} on a

o () = (V5 (w0), )

pour tout u € R". L'inégalité de Cauchy-Schwarz (CS) nous dit alors que

of

5y v0) = (Vo) w) < [V f(wo)[[.[[ull = [V f(wo)]
pour tout u € R" tel que ||u|| = 1. En plus, I'égalité est vérifié si et seulement si V f(vy) = Au avec
A € Ry, ie. u=Vf(vy)/||Vf(vo)ll O

Exemple 2.1.22. On va donner un exemple d’une fonction f : R® — R différentiable au sens de Gateaux en
Ogn, i.e. toutes les dérivées directionnelles existent en Orn et elles satisfont l'identité de la Proposition [2.1.18}

(5L (02))" = J5(08:) - (2.18)

pour tout w € R™ non nul, mais la fonction f n’est pas continue en Ogrn, donc a fortiori pas différentiable en Ogn.
Soit C = {(z,y) € R? : y = 2%} et soit f : R? — R la fonction donnée par

_ )L si(xy) € CN{(0,0)),
fe.y) = {o, si (2,) = (0,0) ou (,y) € R2\ C.
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Soient vy = (xo,y0) € R? et w = (a,b) € R? non nul. On voit bien que C'N {vy +tw : t € R} est de cardinalité
inférieure ou égal 4 2, car vy + tw € C'si et seulement si (yo + tb)? — (yo + tb) = 0. En conséquence,
f(zo +ta, yo +b) — f(xo,90) _ 1. 0

of |
B (V0) = [ / iy =0

pour tout vy € (R?\ C) U {(0,0)}, ce qui nous dit a fortiori que toutes les dérivées directionnelles de f existent
en (0,0) et elles valent zéro. En outre, est vérifiée immédiatement, car la matrice jacobienne de f en (0, 0)
est nulle, vu que les dérivées partielles de f en (0,0) s’annulent.

Par contre, on remarque que f n’est pas continue en (0,0). Soit 3 : R — R? l'application continue donnée
par B(t) = (t,t%) pour t € R. Si f est continue en (0,0), alors f o 3 est continue en t = 0, vu que 3(0) = (0,0).
Or,

(foB)(t) =1

pour tout t € R\ {0} et (f o 8)(0) = f(0,0) = 0, ce qui implique que f o 8 n’est pas continue en t = 0. En
conséquence, f n'est pas continue en (0,0), donc a fortiori pas différentiable en (0, 0).

Exemple 2.1.23. Soit f : R? — R une application différentiable en (0, 1) telle que

of _ of _
5, 0.1) = V2et 5,01 =1,

pour v = (\/2,v/2)/2. On veut déterminer la direction w € R2, avec ||w|| = 1, telle que df /Ow(0, 1) soit
maximal. Comme f est différentiable en (0, 1), la Proposition|2.1.18|nous dit que

af L of . VE L Of V2
550D =(VF(0,1),v) = 27(0,1) -+ @(Oa DR
ce qui implique que
L of V2
1=1+ a—y(o, 1)

En conséquence, V f(0,1) = (1,0). En outre, le Corollaire|2.1.21{nous dit que la direction de croissance maximale
de fen (0,1)est Vf(0,1) = (1,0), vu que ce vecteur a norme 1.

2.2 Continuité des dérivées partielles et différentiabilité

Définition 2.2.1. Soient n,m € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U. On
dit que f : U — R™ est de classe C' en vy s'il existe un ouvert V.C U avec vy € V tel que toutes les dérivées
partielles de f existent en tout point x € V et les fonctions D;f : V. — R™ sont continues sur V pour tout
i € [1,n]. Enplus, f : U — R™ est de classe C' (sur U) si f est de classe C! en tout point v € U.

Exemple 2.2.2. On continue avec I’Exemple Soit L : R™ — R™ une application linéaire. Comme la
différentielle DL(v) de L en v € R™ est précisément L, I'application DL : R™ — L(R™,R™) est constante,
ce qui implique que les dérivées partielles D;L : R™ — R™ sont aussi constantes pour tout i € [1,n], donc
continues. En conséquence, L est de classe ch,

De la méme, fagon toute application affine A : R™ — R™ est de classe C', oit I'on rappelle qu'une ap-
plication est dite affine s’il existe une application linéaire L : R" — R™ et un vecteur w € R™ tels que
A(v) = L(v) + w, pour tout v € R™.

Exemple 2.2.3. C’est facile a vérifier que 'application 3 : R™ x R™ — R™ donnée par I'addition vectorielle (voir
I'Exemplel(1.12.5) est aussi une application de classe C'.

Le résultat suivant relie la notion de fonction de classe C' et la différentiabilité.

Proposition 2.2.4. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
Si f est de classe Ct en vy, alors f est différentiable en vo. En plus, si V. C U est une partie ouverte incluant
vg telle que les dérivées partielles de f en x existent pour tout v € V et qu’elles sont continues, I'application
Df :V — L(R™,R™) est continue.
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Preuve. Soit V' C U une partie ouverte qui inclut v = (vg 1, - -, Vo) telle que les dérivées partielles de
[ en z existent pour tout z € V' et qu’elles soient continues. Soit » > 0 tel que By ||(vo,7) € V et soit
h = (hi,...,h,) € R" tel que ||h|| < r. Le Théoréme des accroissements finis pour des fonctions d"une
seule variable nous dit que

fvo1+hi,...,von+hn) — f(vo,...,v0n)

(f(vo,l, 3 V0,i—1,V0,i + iy Voig1 F Rig, - Vo + i)

|

Il
N

— fvo,15- 3 00,i-1,0,i, V0,i41 + Rik1, -+ - Vo,n + hn))

I

«
Il
-

D;f(vo1,...,00,i—1,Ci,V0,i+1 + Rig1, .-, Vo,n + hn)hi,

ot ¢; € R appartient au segment déterminé par vy ; et vo; + h;, pour tout i € [1,n]. La continuité des
dérivées partielles implique qu'il existe une fonction ¢; : B ||(Or»,7) — R™ telle que

D;f(vo1,--+,00,i=15Ci, V0,i+1 + Rit1, .-, V0n + hn) = Di f(vo,1,. .., v0.n) + wi(R)

et
lim ¢;(h) = Ogm, (2.2.1)

pour tout i € [1,n]. En conséquence,

f(vo1+ha, .o svom +hn) = fvo1,. . vom) = Z D;f(vo1,. .. v0n)hi + Z pi(h)h;

i=1

On pose
pi(h
Z Ih I

pour tout i € By ||(Ogn,7) et L(k) = Y7 | D;f(vo,1,-..,v0,n)h; pour tout h € R". Comme

ot 'on a utilisé que |h;| < \/h? + --- + h2 = ||h]|, 2:2.I) nous dit que

lim ¥(h) = Ogm.

h—0gn

En conséquence, f est différentiable en vy, comme on voulait démontrer.

Pour montrer le dernier résultat, on remarque que les applications D; f,..., D, f : V — L(R",R™)
sont continues, ce qui implique que l'application J; : V' — M, (R) qui associe a x € V' la matrice
jacobienne J¢(z) est continue (voir Proposition[1.12.8). En employant I'isomorphisme de la Remarque
1.17.5 et le fait que toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension fini sont équivalentes, on
conclut que Df : V — L(R™,R™) est continue. O

Remarque 2.2.5. La proposition précédente nous dit que, étant donné n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte,
f: U — R™ une application et vy € U, f est de classe C' en vy si et seulement s'il existe V. C U est une partie
ouverte incluant v telle que f est différentiable en tout point v € V et l'application Df : V' — L(R"™,R™) est
continue.

Corollaire 2.2.6. Soient n,m,p € Zo, U C R™ et V' C R™ des parties ouvertes, f : U — V,g: V — RP
des applications. Soit v € U et wo = f(vg) € V. Si f est de classe Cl en vy et g est de classe C en wy, alors
go f:U — RP est de classe C en vg.
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Preuve. 1l s’agit d’'une conséquence immédiate du Théoreme [2.1.17] de la Proposition et de la
Remarque2.2.5, O

Exemple 2.2.7. Soit f : R? — R donnée par f(x1,22) = 23 + 23, et soit w = (1,2). On va montrer que
la dérivée directionnelle de f en vo = (—1, 3) dans la direction de w existe et on va calculer sa valeur. On note
d’abord que f est une fonction polynomiales, ce qui nous dit qu'elle est de classe C*. Les dérivées partielles sont

0 0
8—:51(301,952) =2z, et 5‘7:52(%17962) = 323
Le gradient de f en (—1,3) est alors V f(—1, 3) = (—2,27). D’apres Proposition ona
0
oL (00) = (V5 (w0, w) = {(-2,27),(1,2)) =52,

Proposition 2.2.8. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
On écrit f(x) = (f1(2),..., fm(x)), pour tout x € U. Alors, f est différentiable (resp., de classe C*) en vy si et
seulement si f; est différentiable (resp., de classe C*) en vy pour tout i € [1,m].

Preuve. On va faire seulement la preuve pour 1'énoncé sur la différentiabilité, la preuve de 1’énoncé sur
la propriété C! étant similaire.

Comme f; = m; o f, oum; : R” — R est I'application (y1,...,ym) — v;, et m; est une application
linéaire, le Théorémenous dit que f; est différentiable en vy pour tout i € [1,m] si f est différen-
tiable en vy. Réciproquement, on suppose que f; est différentiable en vy pour tout i € [1, m]. D’apres la
Remarque il existe une application linéaire L; : R — R et une fonction ¢; : B |(Og»,7;) — R
(o1 7; > 0 est donné par la condition By |(vo,7;) C U) telles que

filvo +h) = fi(vo) = Li(h) + ¢i(h)|[]l,

pour tout h € By ||(Or»,7;)) et que
lim 4;(h) = 0.

h—0gn
On pose r = min(ry,...,7,) > 0, L : R® — R™ via L(h) = (Ly(h),...,Ly(h)), pour tout h € R" et
Y By |(Ogn,7) — R™ via ¢(h) = (¢1(h), ..., ¥ (h)), pour tout h € By ||(Ogr~,7). Alors, f(vo + h) —
f(vo) = L(h) + ¢ (h)|[n]] et

lim ¢(h) = O]Rm7

h—0rn

ce qui implique que f est différentiable en vy. O
Le résultat suivant est standard.

Proposition 2.2.9. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f,g : U — R™ et A\ : U — R des
applications différentiables (resp., de classe C*) en vy. Alors, I'application f + X - g : U — R™ est différentiable
(resp., de classe CY) en vy, et

D(f +X-g)(vo)(w) = Df(vo)(w) + DA(vo)(w)g(vo) + A(ve) Dg(vo)(w),

pour tout w € R™. En outre, si A(v) # 0 pour tout v € U, 'application 11 : U — R donnée par u(v) = 1/X(v)
pour v € U est différentiable (resp., de classe C*) en vy, et

1

Dp(vo) = *W

DA(vo),

pour tout v € U.

Preuve. 1l s’agit d’'une conséquence du Théoreme car f + Ag s’écrit comme la composition de
I'application (f, A, g) : U — R*"*! donnée par = — (f(z),A(z),9(z)), idgm x p : R™ x R x R™ —
R™ x R™ et 3 : R™ x R™ — R™ (voir I'Exemple[I.12.5). On remarque que idg= X 12 et 3 sont de classe
C' (voir les Exemples et ainsi que l’argument dans la preuve du Corollaire , et que
(f, A, g) est différentiable (resp., de classe CYen v d’apres la Proposition

Pour démontrer la derniere partie, on remarque que y est la composition de I'application A : U — R
et de l'application inv : R\ {0} — R\ {0} donnée par inv(z) = 2! pour tout z € R\ {0}. Comme

inv est de classe C' et inv/(z) = —x~2, u est différentiable (resp., de classe C') en vy et Dyu(vg) =
—A(vo) ~2DA(vp), d’apres le Théoréme O
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Exemple 2.2.10. On va donner un exemple d’une fonction f : R™ — R dont toutes les dérivées directionnelles
existent en tout point et elles satisfont I'identité de la Proposition|2.1.18| i.e.

of t '
(%(vo)) = J5(vo) - w (222)
pour tous vg € R™ et w € R™ non nul, mais f n'est pas différentiable en tout point.

Soit f : R* — R la fonction donnée par

£ s R (0.0 s £0

Comme I'application f|ga\{(0,0)} est un quotient de deux polyndmes, qui sont a fortiori de classe C", la Proposition
nous dit que f|g2\{(0,0)) est de classe C*, donc a fortiori différentiable. D’apres la Propositionm toutes
les dérivées directionnelles de f existent en tout point de R? \ {(0,0)}, vu que est vérifiée pour tout vy
non nul. Or, on affirme que toutes les dérivées partielles de f en (0, 0) existent et elles valent zéro. En effet, étant
donné w = (a,b) non nul, on a

of . t%a®bd

90 0 =
En particulier, est vérifiée pour vy = (0, 0).

Finalement, on va montrer que f n’est pas différentiable en (0,0). En effet, f est différentiable en (0,0) si et
seulement si
f(h, k)

lim ——=— =0,
(h,k)=(0,0)v/h? + k2
vu que f(0,0) = 0et Df(0,0) : R? — R est I'application linéaire nulle, car les dérivées partielles de f en (0,0)
s’annulent. Or, si la limite précédente est vérifiée, on a a fortiori

3 42
O:limf(t’t) =

1
= lim = +o0,
t=0/tr + 6 t=02¢4/1 412

ce qui est absurde. En conséquence, f n’est pas différentiable en (0,0). Noter que f est continue en (0,0) par

I"Exemple(1.12.10

=0.

2.3 Théoréme des accroissements finis

2.3.1 Théoreme des accroissements finis pour fonctions d’une seule variable
On rappelle les résultats suivants pour des fonctions scalaires d"une seule variable.
Proposition 2.3.1. Soient a,b € Ravec a < bet g : [a,b] — R une fonction continue (sur [a, b]) et dérivable

surla,b|. Soit zo €] a,b][ tel que

Fzo) > f(a) (resp., F(eo) < () ) (23.1)

pour tout x €] a,b|. Alors f'(z¢) =0
Preuve. L'inégalité (2.3.1) nous dit que

. flzo+h) — f(wo) _ flzo+h) — f(z0)
! — < / — >
f' (o) i 0 < Oet fi(zo) = lim Y >0,
resp.,
B J(xo+ h) — f(zo) , . flxo+h)— f(xo)
f(@o) = i, Y 2 0et fi(zo) = lim W <0,
par définition de dérivée. En conséquence, f'(x¢) = 0. O
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Proposition 2.3.2 (Théoreme des accroissements finis de Rolle). Etant donné a,b € R avec a < b et une
fonction h : [a, b] — R continue (sur [a, b)) et dérivable sur ] a, b, telle que h(a) = h(b). Alors, il existec €] a,b]|
tel que h'(c) =0

Preuve. Si h est constante, alors h/(z) = 0 pour tout z €] a,b|, et on peut donc choisir ¢ € | a, b [ un point
quelconque. On suppose que h n’est pas constante. Alors, on peut supposer sans perte de généralité
qu'il existe = €] a,b| tel que h(x) > h(a), sinon on remplace h par —h. D’apres la Proposition[1.15.2} h
posséde un maximum c € | a, b [. La proposition précédente nous dit alors que #/(c) = 0. O

Proposition 2.3.3 (Théoréme des accroissements finis de Lagrange). Etant donné a,b € R avec a < b et
une fonction g : [a, b] — R continue (sur [a, b)) et dérivable sur ] a,b|, il existe ¢ €] a,b] tel que

9(b) — g(a) = (b—a)g'(¢)- (23.2)
Preuve. Soit h : [a,b] — R l'application donnée par

) = gla) - 2O =9, )

pour z € [a,b]. On voit bien que h(a) = g(a) = h(b). La Proposition nous dit qu'il existe ¢ €] a,b|
tel que h/(¢) = 0. Or,

ce qui montre le résultat. O

2.3.2 Théoreme des accroissements finis pour fonctions de plusieurs variables
On peut améliorer légerement la Proposition

Proposition 2.3.4 (Théoréme des accroissements finis I). Soient n € Zso, U C R™ une partie ouverte,
f: U — Rune application et vo € U. Soit v € U tel que I, , = {tv+ (1 — t)vy : t € [0, 1]} est inclus dans U.
Alors, si f est différentiable, il existe ty €]0, 1] tel que

f(v) = f(vo) = Df (tov + (1 = to)vo) (v — vo).
Preuve. Soit o : [0,1] — U l'application donnée par a(t) = tv + (1 — t)vy. C’est clair que « est dif-
férentiable, sur ] 0,1, car /(t) = v — v pour tout ¢t €]0,1[. Comme f est différentiable, g = f o o est
différentiable sur | 0, 1 [. De la méme facon, on note que g est continue sur [0, 1]. En conséquence, (2.3.2)
nous dit qu'il existe ty €] 0,1 tel que
F(0) = £(vo) = 9(1) = 9(0) = (Dfi(alto)) o Dalto) ) (1) = Df (alto)) (v - o),
ou I'a utilisé le Théoreme R.1.171 O

En général, pour des fonctions f : U C R" — R™ avec m > 1, on ne peut pas obtenir une identité
de la forme (2.3.2), comme 'exemple suivant le montre.

Exemple 2.3.5. Soit a : R — R? l'application a(t) = (cos(t),sin(t)) pour t € R. Cest clair que « est
différentiable. Alors, Ogz = a(2m) — «(0) mais (2m — 0)a/(t) # Oz pour tout t € [0,2x], vu que ||/ (t)|* =
(—sin(t))? + (cos(t))? = 1 pour tout t € R.

On peut par contre obtenir le résultat suivant.

Proposition 2.3.6. [Théoreme des accroissements finis II] Soient n,m € Zwo, U C R™ une partie ouverte,
f U — R™ une application et vy € U. Soit v € U tel que I,,, ,, = {tv + (1 — t)vg : t € [0,1]} est inclus dans
U. Alors, si f est de classe C*,

[[f(v) = f(wo)|| < llv = vollsup {IDf(w)]| - w € Ligv },

ot | Df(w)|| désigne la norme de D f(w) € L(R™,R™) associée aux normes euclidiennes de R™ et R™ (voir la

Proposition|1.17.3).
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Preuve. Soit « : [0,1] — U l'application donnée par «(t) = tv + (1 — t)vo. C'est clair que « est de classe
C',sur]0,1[, car o/(t) = v — vo pour tout t €]0,1[. On écrit f(v) = (f1(v),..., fm(v)) pour toutv € U.
Comme f est de classe C', g = f o a est de classe C*, sur ] 0,1[. De la méme facon, on note que g est
continue sur [0, 1]. En conséquence, nous dit que

1 1 1
F(0) — F(vo) = g(1) — g(0) / ¢ (s)ds / 9(5)(1)ds / F(0()) (0 - vo)ds
ol I'a utilisé le Théoreme En conséquence,

)= sl = | [ Drtane = was|| < [ [Dsate) o s

1
<o - voll/o D (a(s))]|ds < [Jv = vollsup {| Df (w)]| : w € Ly},

comme on voulait démontrer. O

Proposition 2.3.7. Soient n,m € Zso et U C R™ une partie ouverte. On suppose que, étant donné v,w € U
il existe une application « : [a,b] — U continue et dérivable par morceaux avec a < b réels (i.e. il existe
{a =ty < --- < t, = b}avecn € Z telle que alyy, 4, | est dérivable pour tout i € [0,n — 1]) telle que
a(a) = vet a(b) = w. Soit f: U — R™ une application différentiable telle que D f(v) = Op,gn gm) pour tout
v € U. Alors, f est constante, i.e. f(v) = f(w) pour tous v,w € U.

Preuve. 11 suffit de montrer que, étant donné v, w € U, f(v) = f(w). Soit « : [a,b] — U continue et
dérivable par morceaux telle que o(a) = v et a(b) = w. Soitg = foa : [a,b] = R™. Alors, g est
dérivable par morceaux. En outre, ¢'(t) = Dg(¢)(1) = (Df(a(t)) o Da(t))(1) = Df(a(t))(/(t)) = Ogm
pour tout t €]¢;,t;41 [ eti € [0,n — 1], ce qui implique, ¢g(¢;) = g(ti+1) pour tout i € [0,n — 1], en
employant (2.32). En particulier, f(v) = g(a) = g(b) = f(w). O

On rappelle qu'une partie S C R" est dite étoilée s'il existe vy € S tel que I, = {tv + (1 — t)vy :
t € [0, 1]} est inclus dans S pour tout v € S. On dit dans ce cas que vy est un centre de S. Noter qu'une
partie étoilée satisfait les hypotheses de la proposition précédente.

2.4 Quelques applications géométriques

Etant donné une partie non vide S C R" et vy € S, on dira qu'un vecteur w € R” est tangenta S en v s'il
existe une application « : J — S de classe C' telle que a(0) = vy et o/ (0) = w, o1 J C R est un intervalle
ouvert tel que 0 € J. On notera 7,5 C R™ 'ensemble de R"™ formé de tous les vecteurs tangents a .S en
vg € S. On l'appelle espace tangent a S en vy. C’est clair que O~ € T}, car l'application o : R — S
donnée par «a(t) = vy est de classe C' et o/ (t) = Og» pour tout ¢ € R.

2.4.1 Ensemble de niveau

Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une fonction différentiable. On rappelle que 'ensemble
de niveau ¢ € R de f est donné par

Li,={xeU: f(z)=c}

Sin =2, onappelle Ly . laligne de niveau ¢ € R de f.
Le lemme suivant décrit I'espace tangent des ensembles de niveau de fonctions différentiables f :
U — Ren tout point ot1 le gradient est non nul.

Lemme 2.4.1. Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une fonction différentiable. Soit vy € Ly . tel que
V f(vo) # Ogn. Alors, Ty L. = {v € R" : (v, V f(vg)) = 0}.
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Preuve. On va démontrer la premiére partie. Soit o : J — Ly . une application de classe C' telle que
a(0) = v, oit J C R est un intervalle ouvert tel que 0 € J. Alors, comme la fonction f o « est constante
(avec valeur ¢), sa dérivée est nulle. Le Théoreme 2.1.177nous dit que

0= (foa)(t) = (Vf(at), (1)),

pour tout ¢ € J. En particulier, pour ¢ = O on a

0=(foa)(0) = (Vf(vo)a'(0)),

ie. TyyLye C{veR": (v,Vf(vo)) = 0}. Pour démontrer l'inclusion T3, L. 2 {v € R™ : (v, V f(vg)) =
0}, il suffit de montrer que, étant donné w € R™ tel que 0 = (V f(vp),w), il existe une application
a:J — Ly declasse C' (avec J C R un intervalle ouvert qui inclut 0) tel que a(0) = v et w = a/(0).
Cela est un cas particulier du Lemme O

Le lemme précédent peut s’interpréter de la facon suivante.

Interpretation 2.4.2. Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une fonction différentiable. Soit vy € Ly .
dans 'ensemble de niveau de f, oit ¢ € R, tel que V f(vg) # Ogrn. Alors, le vecteur gradient V f(vg) est
orthogonal a I'ensemble de niveau Ly . en vg.

2.4.2 Le plan tangent a une surface paramétrée

Définition 2.4.3. Soit U C R? une partie ouverte. Une surface paramétrique de classe C' dans R™ est
une application o : U — R™ de classe Cl. On écrira o(x1,22) = (01(x1,22),...,00(x1,22)), pour tout
x = (21, 72) € U. On dit que la surface paramétrique de classe C' est réguliére si 'application linéaire Do (z) :
R? — R3 est injective pour tout x € U, i.e. I'ensemble

{ 0o 0o

%@)%(m} CR

est libre pour tout x € U, ot

5w = (S 52 ).

Remarque 2.4.4. Soit U C R? une partie ouverte et soit f : U — R une application de classe C'. Alors,
Vapplication o : U — R® définie via o(x1,22) = (x1, 22, f(21,72)) est une surface paramétrique de classe C*
réguliere dans R3. La plupart des exemples que ’on va considérer seront de cette forme.

pourt=1,2.

Exemple 2.4.5. Soit U = R? et soit f : R? — R l'application donnée par f(x1,22) = 22 — x3. La re-

marque précédente nous donne une surface paramétrique de classe C* réguliere o : R? — R? via o(zy,22) =
2 _ 2
(x1, 2,27 — 23).

Le lemme suivant décrit 1’espace tangent a une surface paramétrique réguliere. La preuve de la
deuxieéme partie se base sur le Théoreme que 'on démontrera plus tard.

Lemme 2.4.6. Soit U C R? une partie ouverte et o : U — R™ surface paramétrique de classe C' réguliere
dans R™. On pose S = Img(o). Alors, l'espace tangent T,,S a S en vy = o(ap), 0it ag € U, coincide avec
Img(Do(ag)), i.e. le sous-espace vectoriel de R™ donné par engendré par

{68;(%)7 88;2(@0)} CR™ (24.1)

Preuve. Soit r > 0 tel que B ||(ao,2r) C U. Etant donné b = (b1,bs) € R? tel que ||b|| < 7, soit
B :J — U lapplication de classe C' donnée par 3(t) = ag + thpourt € J,ot1 J =] — 2,2[C Restun
intervalle ouvert tel que 0 € J. Noter que 5'(t) = b pour toutt € J. Alors,a = oo : J — S est une
application de classe C' telle que a(0) = vp. Le Théorémenous dit que

/(0) = (070 6)/(0) = (Do(as) © DE(O)(1) = Dr(a)(5'(0)) = Dolao)(B) = by (a) + b2y (o)
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ce qui implique que (2.4.1) est inclus dans T, S, et, en conséquence, Img(Do(ap)) est inclus dans Ty, S.
On va montrer que T,,S est inclus dans (2.4.1). Soit W C R™ un sous-espace vectoriel de dimension
n — 2 tel que W NImg(Do(ap)) = {Orn} etsoit 6 : U x W — R™ I'application donnée par 6(z,w) =
o(z) +w, pour toutx € U etw € W. Comme D& (ag, Oy ) est inversible, vu que
DO’(CLQ) Osz (n—2)
Jé’ ) 0 = )
(ao W) (0R(n—2)><2 1,5

ol I,,—o est la matrice identité d’ordre n — 2, le Théoreme nous dit qu’il existe des ouverts U’ C U
etU" C Wtelsqueag € U, 0w € U”, 6(U' x U") C R™ est ouvert, 'application ¢ |y wy» : U' x U —
&(U" x U") est bijective, et son application inverse 7 : &(U’ x U") — U’ x U" est de classe C*. Soit
a : J — S une application de classe C' telle que a(0) = v, ol1 J est un intervalle ouvert incluant 0.
Si 'on remplace J par a~'(S N 6(U" x U")) et a par a|,—1(sns(u'xur)), ON peut supposer sans perte
de généralité que I'image de a : J — S est incluse dans S N &(U" x U"”). On pose 3 : 7y o T o o, ol
my : U x W — U est la projection canonique qui envoie (u,w) € U x W dans v € U. Alors, § est de
classe C*, B(0) =apeta=o00p,vuque

a(t) = (6 o7)(a(t) = (6 omy o7t)(at)) + (6 o mw o 7) (u(t))
=(comyon) (a(t)) + (mw o 7) (a(t)) =(comy o7) (a(t))
= (00 B)(1),

pour toutt € J, oty : U x W — W est la projection canonique qui envoie (u,w) € U x W dans
w € W, etl'on a utilisé que (mw o 7)(a(t)) = Or» vu que a(t) € S = Img(c). Comme o = o o f,
o' (0) = Do (ag)(B'(0)), ce qui nous dit que T, S est inclus dans Img(Da(ap)). O

On suppose les mémes hypothese que dans le lemme précédent. Le plan tangent affine a o en o(a),
otta € U, est le sous-espace affine de R™ donné par {o(a) +v : v € T,(,)S}. En fait, le Lemme
nous dit que le plan tangent affine a o en o(a) est I'image donnée par la surface paramétrique de classe
C' réguliere s : R? — R” donnée par

do 0o

s(s,t) =o(a)+s- Tm(a) +t- a—xz(a)

pour tous s,¢ € R. 5in = 3, ce plan est donné par

{x eR: ((z—o(a),N) = o},

ol N est le produit vectoriel

_ Oo 0o 3

2.5 Différentiabilité d’ordre supérieure

Définition 2.5.1. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
On dira qu’une application f : U — R™ est de classe C" si elle est continue. On procéde par récurrence pour
définir la notion suivante. On dit que f : U — R™ est de classe C""" (sur U), pour p € N, si les applications
Dif,...,Dpf : U — R™ existent et elles sont de classe C? (sur U). Finalement, on dit que f : U — R™ est de
classe C™ (sur U) si f est de classe C? (sur U) pour tout p € N.

Remarque 2.5.2. On remarque que le Corollaire[2.2.6} et les Propositions[2.2.8|et[2.2.9|sont valables si I'remplace
“de classe C'” par “de classe C? avec p € Z~o U {o0}”, avec les mémes arguments.

Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une application de classe C? sur U. On rappelle que
les dérivées partielles successives D;, ... D;, f(x), olti1,...,i¢ € [1,n], ¢ € [1,p] et x € U, sont définies
par récurrence via

D;, ...D;,f(z) = D;, (Di2 . Dz’[,f(x))»
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pour tout z € U. Normalement, on note D, ... D;, f(x) aussi

_ %
81:1-1 ce 833” ’

Exemple 2.5.3. On continue avec I'Exemple[2.2.2} Soit L : R™ — R™ une application linéaire. On a vu dans
I'Exemple 2.2.2)que les dérivées partielles D; L : R™ — R™ sont constantes pour tout i € [1,n], donc linéaires.
Un argument direct par récurrence nous dit que L est de classe C*°. De la méme, facon toute application affine
A : R™ — R™ est de classe C™.

Le résultat suivant est immédiat, et généralise la Remarque[2.2.5

Proposition 2.5.4. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverteet f : U — R™ une application. Alors, étant
donné p € Zsy, f est de classe CP si et seulement si f est différentiable et I'application Df : U — L(R™,R™)

est de classe CP~ L.

Preuve. Le cas p = 1 est suite directement de la Remarque On suppose désormais p > 2. On
suppose que f est différentiable et I'application Df : U — L(R"™,R™) est de classe C*~'. Etant donné
i € [1,n], soit ev, : L(R™,R™) — R™ 'application donnée par ev,(L) = L(e;) pour tout pour tout
L € L(R™,R™), ot {eq,...,e,} désigne la base canonique de R™. Alors, 'Exemple 2.5.3|nous dit que
ev,, est de classe CP~'. D’apres la Remarque la composition ev,, oD f est de classe C*~! pour tout
i € [1,n]. Comme D, f = ev,, oD f pour tout ¢ € [1,n], on conclut que ces applications sont de classe
CP~1, ce qui nous dit que f est de classe C”.

Réciproquement, si f est de classe C?, la Proposition[2.2.4nous dit que f est différentiable. La méme
proposition nous donne aussi 'identité

Df(v) =) Dif(v)m
i=1

pour tout v € U, ot m; : R™ — R est la projection sur la i-eme coordonnée pour tout i € [1,n]. Noter
que m; est de classe CP~' pour tout i € [1,n], d’aprés 'Exemple La Remarque nous dit
finalement que D f est de classe CP~'. O

Soient p € Zsg et Eq,...,E, et F, des espaces vectoriels réels. On rappelle que Mult(E,...,E,;F)
désigne 1’ensemble formé des applications multilinéaires b: E; x --- x E, = F, i.e.

’ ’
b(vi, ..., 0i—1,0; —|—)\Ui,’l)i+1,...,1}p) = b(vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vp) —l—/\b(vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vp)

pour tous v;,v; € E; aveci € [1,p] et A € R. Noter que Mult(E;F) = Lin(E,F). C'est facile a vérifier
que Mult(E4, ... ,E,; F) est un espace vectoriel avec

(b+A)(v1,...,0p) = b(v1, ..., vp) + AV (V1. .., 0p)

pour tous b,b" € Mult(Eq,...,E,;F), v; € E; aveci € [1,p] et A € R. Sip = 2, les éléments de
Mult(E4, Eo; F) sont appelés applications bilinéaires.
On rappelle le résultat suivant d’algebre linéaire. La preuve est immédiate.

Proposition 2.5.5. Soit p > 2. L'application
¢]E17...,EP;F : Mult(Eh e ,Ep; ]F) — L (]El, Mult(Eg, ce ,Ep; F))

qui associe g, .. g, (D) a b € Mult(Ey,... ,E,;F) avec ¢g, .. g, r(b)(v1)(v2,...,vp) = b(v1,...,v,) pour
tous v; € E; avec i € [1,p], est bien définie, linéaire et bijective. L'application inverse vg, .. g, est donnée
par g, .. E,w(L)(v1,...,vp) = L(v1)(v2,...,v,) pour tous L € L (Ey, Mult(Es, ... ,E,; F)) et v; € E; avec
i€ [1,p].

Définition 2.5.6. Soient n,m € Zwo, U C R™ une partie ouverte et f : U — R™ une application de classe C?,
avec p € Lo U {oo}. On définit

Dif .U — Mult(R",...,R";R™)
~———
p fois

par récurrence via D' f = Df et DIf = pgn__ gn.gm o D(D?71 f) pour tout q € [2, p].
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Remarque 2.5.7. L’application D?f dans la définition précédente est bien définie et de classe C*~? pour tout

q € [2,p]. En effet, pour g = 2, comme D f est de classe C*~*, elle est de classe C", ce qui implique que D(Df)
existe et elle de classe C*~2, donc aussi D?f = @gn gn.gm © D(Df), par la Proposition I'Exemple et

la Remarque On suppose que DI~ f est défini et de classe C*~ 7™ avec q € [3,p]. Alors, D(DI~Tf) est
défini et de classe CP~ 9, ce qui implique que Df = @rn__ gn.gm o D(DI71 f) est défini et de classe CP~9, par
la Proposition I"Exemple et la Remarque

Lemme 2.5.8. Soient n,m € Zso, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application de classe C?.
Alors, étant donné g € [1,p — 1] et hq,..., hy € R™, lapplication g : U — R™ donnée par

g(v) = DUf(v)(h1, ..., h)

est de classe CP~ et elle satisfait que Dg(v)(h) = DY f(v)(h, ha, ..., hy).

Preuve. Comme g est la composition de 1’application D9 f, qui est de classe C?~ 7 (voir Remarque ,
et 'application linéaire
hy @ Mult(R™,... . R™;R™) — R™,

————

q fois

,,,,,

qui est de classe C™ (voir Exemple [2.5.3), on conclut que g est classe C*~, par la Remarque En
plus, le théoreme nous dit que

Dg(v)(h) = D(evp,,...n, oD f)(v)(h) = (evhy,...n, ©D(Df)(v))(h) = D(D?f)(v)(h)(h1, ..., hq)
= DI f(v)(hy ha, ..., hy),
comme on voulait démontrer. O

Le résultat suivant nous montre le lien entre 1'application D?f dans la définition précédente et les
dérivées partielles d’ordre supérieur.

Proposition 2.5.9. Soient n,m € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application de classe C?.
Alors, étant donné q € [1,p] et iq,...,iq € [1,n], ona

qu(v)(eil, ey e,-q) = Dil e quf(l}),

pour tout v € U, oit {ex, . .., e, } désigne la base canonique de R™. De facon équivalente,

n

qu(’l})(hl, .. .,hq) = Z e Z hl,il .. .hq71‘qu1 .. .Diqf(’l}),

=1 dg=1
pour tousv € U et h; = (h;1,...,hipn) € R™aveci € [1,4q].

Preuve. On va montrer le résultat par récurrence sur g € [1,p]. Si ¢ = 1, le résultat suit de la Proposition
On suppose que c’est vrai pour ¢ € [1,p — 1]. On va montrer que c’est vrai pour g + 1 et
i0,--iq € [1,n]. Or,

Dif(v)(ei, .- ei,) = Di ... Ds, f(v),

pour tous v € U et iy, ...,i4 € [1,n]. Soit g : U — R™ l'application donnée par
9(v) = DUf(v)(ei, .-, ei,),
pourv € U. Le Lemme la Proposition[2.1.18|et I'hypothese de la récurrence nous disent que
DI f(v)(eiys €iys -5 €iy) = Dg(v)(eiy) = Diyg(v) = Diy D, ... Dy, f(v),
comme on voulait démontrer. O

Le résultat suivant est normalement attribué a K. Schwarz ou a A.-C. Clairaut, et montre 'utilité de
la propriété C*.
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Proposition 2.5.10. Soient n,m € Z~o, U C R™ une partie ouverte, f : U — R™ une application et vy € U.
Si f de classe C?, alors,
0% f 0% f
v) = v),
8xi8:17j (()"IJ@J%

pour tout v = (vq,...,v,) € Ueti,j € [1,n]. En conséquence, D*f : U — Mult(R™, R™; R™) satisfait que
Df(v)(h,k) = Df(v)(k, h) pour tousv € U et h, k € R™.

Preuve. On remarque d’abord qu'’il suffit de démontrer le résultat pour m = 1. En effet, on écrit comme
d’habitude f(v) = (fi(v),..., fm(v)) pour tout v € U, ot fi : U — R est la i-éme composante de f.
Alors f est de classe C? si et seulement si f;, est de classe C* pour tout k¥ € [1,m]. Sil’on admet le
résultat pour m = 1, alors

O fi O fr
(v) = v),
&mﬁxj 8xJ8:rZ

pour tout v = (v1,...,v,) €U, 4,j € [1,n] etk € [1,m], ce qui implique que

( 9% fi () 0 fm )> _Of 0% f _< 9% fi 0% fm >

83:1035]- Voo 61‘181‘] v - 61‘18$] <U - 8@63:1 v 8$j8.13i U)7 B 8.%]61‘1 v

pour tout v = (v1,...,v,) € U eti,j € [1,n]. En conséquence, on peut supposer désormais m = 1.
Sii = jiln'y a rien a démontrer donc on va supposer i < j. Dans ce cas, il suffit de démontrer
I’énoncé pour n = 2, i = 1 et j = 2. En effet, soit inc : R? — R" I'inclusion donnée par

inc(z,y) = (U1, .+, Vi1, T, Vit 1y - -+ s Vj—1, Y5 Vit 1y - - -, Un),

pour tout (z,y) € R% Comme inc est continue, U’ = inc™'(U) C R? est ouvert et (v;,v;) € U’. Sil'on
pose f = foinc|ys : U — R, c’est clair que

82 f 02 f

- 92 f 02 f
D0z, " 91y

(i) € G om: ") = By i)

ce qui réduit la preuve de I'énoncé au cas n = 2, i = 1 et j = 2, comme on avait affirmé.

Comme U estouvert et (v1,v2) € U, il existe r > 0 tel que R = [v1 —r,v1+7] X [va—7,ve+7] C U. Pour
xg € [vg — 1, v2 7]\ {va}, s0it gy, : [U1 — 7,1 + 7]\ {v1} — Rdonné par g,,(z1) = f(x1,z2) — f(z1,v2).
C’est clair que g,, est de classe C?, pour tout x3 € [vy — 7,v9 + 7] \ {va}. D’apres le Théoréme des
accroissements finis pour des fonctions d’une seule variable (2.32),

ea(0) = 9 (00) = gl 1) = i (v, = 21, 00),

oll hy = x1 — v1 # 0 et ¢q est dans le segment déterminé par v; et z;. Si l’on utilise la définition de g,,,
I'équation précédente s’écrit

f(z1,22) — fz1,02) = f(v1,22) + f(v1,02) = g, (¥1) — Garp (V1)
B of of - 92 f (2.5.1)
=h (8901 (c1,2) — R (01,112)) = hihy D002, (c1,¢2),
ol hy = x2 — vy # 0, l'on a appliqué le Théoreme des accroissements finis (2.3.2) a la fonction x5 —
(0f/0x1)(c1,x2) et ¢ est dans le segment déterminé par v; et z5.
De fagon similaire, sil’on considere la fonction hy, : [va — r,ve + 7]\ {v2} — R donnée par h;, (z2) =
f(z1,22) = f(v1,22), 00 21 € [ —7,v1+7]\ {v1}, hyp estde classe 2 pour tout zy € [v1 —r,v1+7]\{v1}
et

f(z1,22) — fv1,22) — f(@1,02) + f(v1,02) = hy, (22) — hay (02)
of of H2 (2.5.2)

= hQ(aTcz(zl’dz) - 87@(”1’@)) = h1h26x18x2 (dy,d2),

oll d; est dans le segment déterminé par v; et x; et dy est dans le segment déterminé par vs et 5.
Comme les premiers membres de (2.5.1)) et (2.5.2) coincident, les derniers membres aussi. Si 'on divise
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I'égalité entre les derniers membres de (2.5.1) te (2.5.2) par hihs et on prend la limite quand h; et ho
tendent vers 0, la continuité des dérivées partielles secondes nous dit que
o f 0*f
v) = v),
021022 0x20x1

comme on voulait démonter.
La derniére partie est une conséquence immédiate de la premiére partie et la Proposition O

Remarque 2.5.11. De fagon analogue a la Proposition [2.5.10, si f : U C R™ — R™ est de classe C?, alors
DPf(v)(hi,...,hy) = DPf(v)(ho(1),-- -, hog)) pour tout v € U, hy,...,h, € R™ et toute permutation
o €S, (voir [1], XVII, Thm. 6.2).

2.6 Développement de Taylor

2.6.1 Rappel du développement de Taylor d’une fonction d’une seule variable

Soit f :]a,b[— R™ une application de classe C**', avec p € Netzy €]a,b|[. On rappelle alors l'identité

i (@) xT . z x—t1)4
fla)y=>" ! (' 0) (z —z0)' + / Qf(q“)(t)dt, (2.6.1)
=0 ’

) - q!

pour toutz €]a,b[ etq € [0,p], ott f!) dénote la i-eme dérivée de f pouri € Z-get f(O) = f. La preuve
de ce résultat est par récurrence sur ¢ € [0, p], ott le cas ¢ = 0 correspond au théoréme fondamental de
I'analyse

f(@) = f(zo) + /I £ (t)dt.

En effet, si I'admet (2.6.1) pour ¢ € [0,p — 1], on définit les fonctions u(t) = —(z — )71 /(q¢ + 1)! et
v(t) = flatb(t), ce qui implique que

/m Mf(q—’_l)(t)dt — | _ (x_t)qﬂf(Q-i-l)(t):| = + /r Mf(q+2) (t)dt

p (g+1)! o (a+1)!
(a+1) P (@ —mo—t)TH!

ce qui donne (2.6.1)) pour ¢ + 1.

2.6.2 Développement de Taylor de fonctions de plusieurs variables

Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R™ une application de classe CPT, avec p € Zw. Soit
vg € U. Il existe r > 0 tel que B| ||(vo,2r) € U. On prend h = (hy,...,h,) € R™ non nul tel que
[Ih]| < 7. Soita : J — R™ l'application «(t) = v + ¢ - h pour toutt € J, ot J =] — 2,2[C R. Comme «
est de classe C* (voir I'Exemple , fn=foa:]—2,2[— R™estdeclasse C*'. En outre, o/(t) = h
pour tout ¢t € J. L'expression (2.6.1) nous dit alors que

q (7) 1
) =3 fhi,(o) i1 / (1= )2 £ (5)ds 2.62)
i=0 ’ 7 Jo

pour tout ¢ € [1, p]. On voit bien que f;,(0) = f(vo) et fn(1) = f(vo + h).
En outre, on affirme que
D) = Dif(vo + - h) (..., h) (2.6.3)
\T—/

pour toutt € J eti € [1,q + 1]. En effet, si i = 1, le Théoreme[2.1.17]donne
fr@®) = Dfu(t)(1) = D(f o a)(t)(1) = Df(a(t)) (e (t)) = D f(vo +t- h)(h).
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On suppose que (2.6.3) est vérifié pour i € [1, ¢]. On va montrer qu’elle est aussi vérifié pour i + 1. Soit
evi : Mult(R™,...,R";R™) — R™
————
i fois
'application linéaire qui associe a I’application multilinéaire L le vecteur L(h, ..., h). Alors, I'’hypothese
de la récurrence nous dit que f,gl) = evi oD'f o a, ce qui implique que, par le Théoréme
IR = DAY (1) = Dlevi, oD'f 0 a)(8)(1) = (v}, oD(D'f)(a(t)) o Da(t) ) (1)
= D(D'f)(a(t)) () (D, .. h) = DL f (o)) (hs - D),
—— ——

4 fois i + 1 fois

comme on voulait démontrer.

En conséquence, (2.6.2) avec (2.6.3) nous disent que

q 1
Flen + 1) = Fu(1) = 3 5D )b B+ [ (L= DT (s B s (264
=0 - i fois «Jo q + 1 fois

pour tout ¢ € [1, p].

2.6.3 Développement de Taylor de d’ordre 2 et estimation du résidu

Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une application de classe C?. Soit vy € U. Tl existe r > 0
tel que By |(vo,2r) C U. Onprend h = (hy,...,h,) € R" nonnul tel que ||2|| < r. L'expression (2.6.4)
pour p = 2 nous dit que

1

1
f(vg +h) = flvg) + Df(vo)(h) + %D2f(v0)(h, h) + 3 /0 (1—5)2D3f(vg + s - h)(h, h,h)ds.

Par ailleurs, la Proposition nous dit que

Df(vo)(h) = (Vf(vo),h) et D?>f(vo)(h,h) =h-Hp(vp) - h',

ou 5 »
37’%@0) g2 (w)
Hp(vo) =
9?2 52
Owlafmn (vo) .- awg (vo)

est la matrice hessienne de f en vg. On remarque que le produit - est le produit matriciel standard,
ot I'on considere le vecteur h = (h1,...hy) de fagon canonique comme une matrice ligne de taille
1 x n. D’apres la Proposition comme f est a fortiori de classe C?, la matrice hessienne H(vy) est
symétrique, i.e. Hy(vo)! = Hy(vp).

En plus, la Proposition2.5.9 nous dit que

n 83f
D3f(vo+s-h)(h,h,h) = > hihjth

(vo + s - h),
i, k=1 ;0

*i,5.k(5)
ot s € J. Comme f est de classe C?, il existe C' € R tel que | x; ;% (s)| < C pour tout s € J et tous
1,j,k =1,...,n. En conséquence,

n

1 &t c
<3 2 [ Il Cas< 53D hling

6,5, k=1 6,5, k=1

1

1
’2/0 (1 —8)2D?f(vo + s - h)(h, h, h)ds
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d’ot1 on obtient que

; /1 23 C ~ lhil |hyl Cn?
(1= 5)°Df(vo +s-h)(h,h,h)ds| < o || < == IR,
‘2h||2 ! 2, 2 [l ] 2
2Js —~ =
<1 <1
o1 'on a utilisé 1'inégalité évidente |h;| < ||h| pour tout ¢ = 1,...,n et tout vecteur h = (h1,...,h,) €

Rn
La discussion précédente démontre le résultat suivant.

Proposition 2.6.1. Soit U C R" une partie ouverte et f : U — R une application de classe C3. Soient
vo € By ||(vo,2r) CUeth = (hy,...,h,) € R" non nul tel que ||h|| < r. Alors,

1
F(vo+h) = f(vo) + (h, Vf(vo)) + S Hy(vo) - h' + 6(h),
ot ¢ : B |(Ogn,2r) — R est une application qui satisfait la condition o(t?), i.e.

I

e

2.7 Optimisation de fonctions

2.7.1 Définitions basiques et quelques propriétés

ans cette derniere section on va étudier le probleme d’optimisation de fonctions scalaires qui satisfon
D tte d t tudier 1 bl d’opt tion de fonct 1 tisfont
quelques propriétés de régularité. Pour cela on commence avec quelques définitions préliminaires.

Définition 2.7.1. Soit U C R™ une partie ouverte et f : U — R une application différentiable. On dit que
vo € U est un point critique de f si V f(vg) = Ogn.

Définition 2.7.2. Soit S C R™ une partieet f : S — R une application. On dit que vy € U est

(i) un maximum local (resp., minimum local) de f s'il existe une partie ouverte V. C S de S telle que
vo € Vet f(vg) > f(v) (resp., f(vo) < f(v)) pour tout v € V;

(ii) un maximum local strict (resp., minimum local strict) de f s’il existe une partie ouverte V.C S de S
telle que vo € Vet f(vg) > f(v) (resp., f(vo) < f(v)) pour tout v € V \ {vo}.

Un extremum local (resp., extremum local strict) de f est un maximum local ou minimum local (resp.,
maximum local strict ou minimum local strict).

Remarque 2.7.3. Le point vy € U est un maximum local (resp., maximum local strict) de f : U — R si et
seulement si vg est un minimum local (resp., minimum local strict) de — f.

Le résultat suivant est le point de départ pour 'étude de I'optimisation de fonctions différentiable.

Proposition 2.7.4. Soit U C R™ une partie ouverte, f : U — R une application différentiable et vy € U. Si vy
est un extremum local de f, alors c’est un point critique.

Preuve. Si n = 1, le résultat suit directement de la Proposition On suppose désormais n > 1.
Soit {ei,...,e,} la base canonique de R". Il existe 7 > 0 tel que By |(vo,2r) € U. Pour i € [1,n], on
considere l'application «; : J — R™ donnée par «;(t) = vp + t - ¢; pour tout t € J, ot J C] — r,r[ est un
intervalle ouvert incluant 0. On remarque que «; est de classe C* (voir I’Exemple[2.2.2), ce qui implique
que l'application g; : J — R donnée par g; = f o «; est différentiable. Comme vy est un extremum local
de f, t = 0 est un extremum local de g; pour tout i € [1, n], ce qui implique que g;(0) = 0, car g; est une
fonction dérivable d’'une seule variable. En outre, nous dit que

0
L (w).

pour tout i € [1,n], comme on voulait démontrer. O

0=g;(0) =

Définition 2.7.5. Soit U C R" une partie ouverte et f : U — R une application de classe C*. Un point critique
vo € U de f est non dégénéré si det(H(vg)) # 0. Noter que cela équivaut a dire que toutes les valeurs propres
de H¢(vo) sont non nulles.
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2.7.2 Optimisation de fonctions sans contraintes

Le but de cette sous-section est de donner un critére suffisant pour qu'un point critique soit un ex-
tremum ou non. On suppose désormais que f : U — R une application est une application de classe C*
sur une partie ouverte U C R™ et que vy € U est un point critique de f. La Proposition nous dit
que

Floo+ 1) = f(uo) + (h, V(1)) + 5h - Hy(wo) - i+ 9(1), @7.1)
——

=0gn

pour tout b € B) ||(Ogr», 2r), ot r > 0 satisfait que By |(vo,2r) C U, et ¢ : B| |(Or»,2r) — R satisfait
que
¢(h)

N ATE

L’annulation du gradient est une conséquence du fait que vy est un point critique de f. L'expression
(2.7.1) suggeére que le comportement local de f autour de vy est déterminé par

1
SRR ACOR

On rappelle d’abord que H(vp) est une matrice symétrique, d’apres la Proposition[2.5.10} On va utiliser
le résultat suivant, que I'on ne va pas démontrer. Il suffit de dire que la preuve se base sur une récur-
rence sur la dimension n.

Proposition 2.7.6. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique avec n € Z. Alors il existe une matrice orthog-
onale P € M,,(R), i.e. P'- P = P - P' =1d,, est la matrice identité de M,,(R), telle que

A=P-D-P,

ot D est une matrice diagonale. Dans ce cas, la matrice D est formée des valeurs propres de A, répétées selon la
multiplicité.
On remarque que la proposition précédente nous dit que
det(A) = det(P - D - P*) = det(P) det(D) det(P*) = det(P) det(D) det(P~")
= det(P)det(D) det(P)~! = det(D) = ﬁ D, i, (27:2)

i=1

pour tout matrice A € M,,(R) symétrique.
Le résultat suivant donne une condition suffisante pour décider si un point critique est un extremum
local et déterminer sa nature. La preuve est une application de la Proposition

Théoréme 2.7.7. Soit U C R" une partie ouverte et f : U — R une application de classe C*. Soit vy € U un
point critique de f. On a les résultats suivants:

(i) si toutes les valeurs propres de H s (vy) sont (strictement) positives, alors vo est un minimum local strict de

I

(ii) si toutes les valeurs propres de H(vo) sont (strictement) négatives, alors v est un maximum local strict
de f;

(iii) si Hy(vo) admet une valeur propre négative et une valeur propre positive, alors vy n’est pas un extremum.
Dans le dernier cas on dit que v, est un point-selle ou un point col.

Preuve. On peut réécrire (2.7.1) sous la forme suivante

Flvo +B) — f(vo) = b Hy(wo) - B+ (1), (27.3)
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pour h = (hi,...,h,) € By ||(Or~,2r), ott r > 0 satisfait que B (vo,2r) CU,et¢: By |(Orn,2r) — R
satisfait que

lim ‘ﬁ(h) —0. (2.7.4)
h—>0Rn Z h?
i=1

L’identité (2.7.3) nous dit que

(Ext.1) vo est un minimum local strict si et seulement s’il existe 0 < s < r tel que $h- H(vg) -h' +¢(h) >0
pour tout h e B” I (ORH,S) \ {ORn},‘

(Ext.2) vg est un maximum local strict si et seulement s'il existe 0 < s < r tel que $h-Hy(vo)-h' +¢(h) <0
pour tout h € By (Ogn,s) \ {Orn}.

On rappelle d’abord que H(vg) est une matrice symétrique, d’apres la Proposition |2.5.10, D’apres
la Proposition il existe existe une matrice orthogonale P € M, (R) telle que

Hi(vg) =P -D-P',

ol D est une matrice diagonale formée des valeurs propres de A, répétées selon leur multiplicité. Par

conséquent,
n

> Di ik}
1 t_]' t t_l t _ i=1
—h-H¢(vg)-h'=-h-P-D-P"-h'=-k-D k' ="——+——,
2 2 2 2

pour tout h € R”, ot k = hP € R” etl'on a écrit k = (k1,..., ky).
Comme P est une matrice orthogonale, I'application fp : R™ — R” donnée par fp(h) = h - P est
linéaire et bijective, et elle satisfait que

(fp(h'), fo(R)) = (W - P,h-Py =1 -P-(h-P) =h -P-P' bt =1 - h' = (I, h),
Idy

pour tous 1/, h € R", ou (, ) est le produit scalaire euclidien de R”, on a utilisé que (¢, k) = k' - k' pour
k' k € R"et (A-B)! = B'- A! pour des matrices A, B telles que le produit soit défini. La réciproque f5'
de fp est donnée par f5' (k) = k- P*, pour tout k € R™. En particulier, || fp(h)| = |||, ot || || dénote la
norme euclidienne, ce qui nous dit que fp(B) |(Or»,27)) = B ||(Ogr~,2r) et aussi que h tend vers Ogn
si et seulement si k = h- P € R™ tend vers Og~. En conséquence, équivaut a

n

> Diik?
flwo + k- P*) = f(vg) = = + 6(k),
pour tout k = (k1,...,k,) € B |(Ogn,2r), ot ¢ = ¢ o fp, tandis que équivaut a
lim f(k) —0. (2.7.5)
k—)ORn Z k?

i=1

On remarque que fp(B) |(Ogr=,27)) = B) ||(Or=,2r) nous dit que

(Ext*.1) vg est un minimum local strict si et seulement s’il existe 0 < s < r tel que %k DK+ gg(k) >0
pour tout k € B (Ogn,s) \ {Or~};

(Ext*.2) vg est un maximum local strict si et seulement s’il existe 0 < s < r tel que %k D - k' + q@(k) <0
pour tout k € By |(Ogn, s) \ {Og~ }.

Supposons que D; ; > 0 pour tout ¢ € [1,n], ou D;; < 0 pour tout i € [1,n]. La limite (2.7.5) nous
dit que

lim — 2 = lim =0, (2.7.6)
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vu que

M=

K

& —~ 1
—_— | <2
20| Z |Diil’
Di,iki /2 i=1 ’

-

i=1

ou l'on a utilisé que z? < o a3, pour tout i € [1,n]. La limite 2.7.6) nous dit que, étant donné

e=1/2,ilexiste 0 < s < r tel que

n

> Dl

x B t
=g =glk-D-k

b

pour tout k£ € B) |(Og~,s) \ {Or~}. On remarque le fait élémentaire que, étant donné = € R \ {0} et
y € Rtels que |y| < |z|/2, alors = + y et y ont le méme signe, i.e.  +y > 0 si et seulement si x > 0, et

x +y < 0sietseulementsiz < 0. Sil’on applique ce fait élémentaire aucas x = k- D - k' /2 ety = ¢(k),
on conclut que

(Ext*.1) k- D k' + ¢(k) > O sietseulementsi 1k - D - k' > 0, pour tout k € By |(Og»,s) \ {Orn};
(Ext*2) 1k-D k' + (k) < O sietseulementsi 1k - D - k! < 0, pour tout k € By (Ogn,s) \ {Ogn }.

Si I'on combine [(Ext*.T)] avec [[Ext™.1)] on trouve précisément [(i)} tandis que [(Ext*.2)] avec [[Ext*.2)| est
exactement|[(i1)

On suppose finalement qu'il existe 7, j € [1,n] tels que D, ; < 0et D; ; > 0. Soit k' = Ae; et k" = Aej,
avec A € Retsoit {eq, ..., e, } la base canonique de R”. Dans ce cas, la limite nous dit que

lim 7¢()\€£) = lim QE(A&Z) —2 =
=0 DggA2/2  Ax=0 AN2 Dyy

2.7.7)

pour tout ¢ € [1,n]. La limite (2.7.7) nous dit que, étant donné e = 1/2, il existe 0 < s < r tel que

~ 1 |Dg’g|)\2
|¢()‘65)‘ < 5 2 )

pour tous A €] — s,s[\{0} et £ € [1,n]. En particulier,
(PS.1) 1k D -k + (k) < 0 pour tout k = Xe; € B ||(Ogn,s) \ {Or-};
(PS.2) 1k D k' + (k) > 0 pour tout k = Xe; € By ||(Orn,s) \ {Opn}.
Cela nous dit exactement que vy n’est pas un extremum local, i.e. le cas dans 'item O
Sin = 2, on peut reformuler le théoreme précédent sous la forme suivante.
Corollaire 2.7.8. On admet les mémes hypothéses que dans le théoreme précédent, avec n = 2. On écrit

PL(vo)  g2d—(v) a
Hy(vo) = ( gz} ((;o) aé(vo)o > - (b Z)

arl 812 6‘)1'%

La condition de non dégénération sur vo équivaut a 'inégalité ad — b # 0. On a les résultats suivants:
(i) siad—b%>> 0eta > 0,alors vy est un minimum local strict de f;
(ii) siad —b? > 0et a < 0, alors vy est un maximum local strict de f;

(iii) siad —b* < 0, alors vy est un point-selle.
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Preuve. L'identité nous dit que le déterminant de H(vy) est positif si et seulement si les deux
valeurs propres de H(vg) ont le méme signe, et que le déterminant de H(vg) est négatif si et seulement
si les deux valeurs propres de H(vy) ont signe contraire. On obtient en particulier I'énoncé dans l'item
a partir de I'item [(iii)] dans le Théoreme

On suppose désormais que le déterminant ad — b* de H(vo) est positif. En particulier, ad > 0, car
sinon ad — b* < 0, vu que —b* < 0. Cela nous dit que a et d ont le méme signe. Or, on sait que le
polyndme caractéristique de la matrice

Hi(vo) = <Z Z)

est X2 — (a + d)X + (ad — b?) et que ses racines A_ et \;, i.e. les valeurs propres de H(vg), satisfont
que Ay + A_ = a +d. Comme a et d ont le méme signe, et A_ et A ont le méme signe aussi, on conclut
que le signe A_ (ou de A ) coincide avec le signe de a (ou de d). On obtient en particulier I'énoncé dans

l'item [D)] (resp., [(i1)) a partir de l'item [(i)] (resp., [(i)) dans le Théoreme2.7.7} O

Remarque 2.7.9. Le Théoreme (ou, de fagon équivalente, le Corollaire pour le cas n = 2) donne
des conditions suffisantes mais pas nécessaires pour qu'un point critique d’une fonction f : U — R soit un
extremum ou non. Par exemple, la fonction f : R? — R donnée par f(x1,x2) = 7 + x5 pour (z1,75) € R?
est de classe C? et possede le seul point critique (0,0) tel que la matrice hessienne en (0, 0) est nulle, mais comme
f(z1,20) = 21 + 23 > 0 = f(0,0) pour tout (z1,22) € R?\ {(0,0)} on voit que (0,0) est un minimum
local ou global strict de f. Si I'on remplace f par —f on obtient un exemple d’un point critique avec matrice
hessienne aussi nulle qui est un maximum local ou global strict. Finalement, la fonction g : R? — R donnée
par g(x1,x2) = 3 + 23 pour (x1,29) € R? est de classe C? et posséde le seul point critique (0,0) tel que la
matrice hessienne en (0,0) est aussi nulle, mais comme f(z1,0) = x3 > 0 = £(0,0) pour tout z; € Rsq et
f(z1,0) = 2% < 0= f(0,0) pour tout 1 € Rq, on voit que (0,0) n’est pas un extremum local de f.

Exemple 2.7.10. On considere la fonction f : R? — R donnée par
f(z1,20) = In(1 + 22 + 22)

pour tout (x1,x2) € R2. Clest clair que f est de classe C*, puisqu’elle s'écrit comme composition, somme et
produit de fonctions de classe C*. Le seul point critique de f est I'origine, puisque

8f( ) 21‘1 ¢ 8f ( ) 2$1
——(21,02) = ——5— ——(z1,22) = —5—.
Az VT T 14 a2 4 a2 Ay VT T 1422 4 22
Les dérivées partielles secondes sont
0? 1— 2%+ a3
R T
T (1+af + z3)
82f ( ) 1+ (Il — $2)2
a. 9. s T N, B NN
Oz101y " 7 (1+ 22 + 23)?
0% f 1— 23+ 2?2
r1,%2) =2————.
5‘:E§( 172) (14 22 + 22)?

La matrice hessienne en (0, 0) est donc
20
0 2)°

Le Corollaire nous dit alors que (0, 0) est un minimum local strict de f. En fait, vu que 1 + 23 + 23 > 1
pour tout (x1,z2) € R? et la fonction In est strictement croissante sur R, on voit que f(x1,z2) > In(1) =
£(0,0) = 0, ce qui nous dit que (0, 0) est aussi un minimum global de f.

Exemple 2.7.11. On considere la fonction f : R? — R donnée par

oo
2 2

f(x1,m9) = ™72~ —
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pour tout (z1,22) € R2. Clest clair que f est de classe C®, puisqu’elle s'écrit comme composition, somme et
produit de fonctions de classe C*. Par ailleurs, I'ensemble de points critiques est formé par les points (1, z5) € R?

tels que
of

7(1'17552):5526 —x1=0 et 7(1'1,:1;2):‘%1@

8.731 8332
On note que (0,0) est donc un point critique. En outre, on voit bien que, si (z1,r2) € R? est un point critique,
x1 # 0 si et seulement si xo # 0. Si (x1,72) € R\ {(0,0)} est un point critique, alors 1 = xge®1*271 =
r1e2®22=) e qui implique que e>@1*2~1) = 1, vu que 1 # 0, ce qui nous dit que 2(v1x9 — 1) = 0, ie.
zize = 1. Sil'on utilise cette identité dans 1 = x2e®*2~1 on conclut que x1 = w2, ce qui nous dit que
(x1,22) € {(—1,-1),(1,1)}. Par ailleurs, on voit bien que (—1, —1) et (1,1) sont des points critiques de f, ce
qui implique que l'ensemble de points critiques de f est {(—1,—1),(0,0), (1,1)}.

Les dérivées partielles secondes sont

I1I2—1 wlmg—l

—(EQZO.

62
TJ;(JH, w9) = xhe™ P2 — 1,
L1
9? _
ﬁ(xla zg) = "2 (1 + z122),
102
82
a—é(ml,xg) = xlem®2l 1,
L3

La matrice hessienne en (0, 0) est donc
-1 et
Hf(0,0)— <e_1 _1>.

Le Corollaire nous dit alors que (0, 0) est un maximum local strict de f, vu que det(H(0,0)) =1—e=2 >0
et —1 < 0. Par ailleurs,

Hi(—1,-1) = Hy(1,1) = (g g) .

Le Corollaire[2.7.8 nous dit alors que (—1,—1) et (1,1) sont des points-selle de f, vu que det(H(—1,—1)) =
det(Hs(1,1)) = —4 < 0. On note finalement que

mEToof(x’O) = —ocet zgrfocf(x,x) = +o00,

ce qui nous dit que f ne posseéde ni de maximum global ni de minimum global.

Exemple 2.7.12. On considere la fonction f : R? — R donnée par
f(x1,20) = ] + 23

pour tout (x1,r2) € R2 Clest clair que f est de classe C*, puisqu’elle s'écrit comme somme et produit de
fonctions de classe C*. Le seul point critique de f est I'origine, puisque

of of
a—xl(xl,xg) =4x3 et a—u(xhxg) = 2z5.

Or, les dérivées partielles secondes sont

52
a—x‘é(xl,xg) = 12%%7
1
0% f
83318332( 1,5E2) =0,
82
axg(xl,l'g) 2

La matrice hessienne en (0, 0) est donc

(o 2)

Dans ce cas, on ne peut pas utiliser le Corollaire[2.7.8 Par contre, on voit bien que f(x1,22) > 0 = f(0,0) pour
tout (x1,22) € R?\ {0}. En conséquence, (0,0) un minimum global et local strict de f.
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Exemple 2.7.13. On considere la fonction f : R? — R donnée par
flar, @) = a3 —af

pour tout (x1,x2) € R2 Clest clair que f est de classe C°, puisqu’elle s'écrit comme somme et produit de
fonctions de classe C*. Le seul point critique de f est I'origine, puisque
of

a—xl(thg) = 43 et 8—@(@,&02) = 2xs.

Or, les dérivées partielles secondes sont

82
37;20(331’@) = —1233%,
1
_*f
81018352
82
J;(:L‘hxg) =2.

a3
0 0
0 2)

Dans ce cas, on ne peut pas utiliser le Corollaire Par contre, on note que f(0,z) = 2> > 0 = f(0,0) pour
tout z € R\ {0}, et f(z,0) = —z* < 0= f(0,0) pour tout x € R\ {0}. En conséquence, (0,0) n’est pas un
extremum local de f.

On a vu dans les Exemples et des fonctions f qui posseédent un (unique) point critique
vy tel que toutes les valeurs propres de la matrice hessienne H(vy) sont non négatives, et le point
critique est un minimum local strict ou il n’est pas un extremum local. Méme si I’on ne peut pas utiliser
le Théoreme 2.7.7] pour distinguer entre ces deux cas, au moins on peut affirmer dans les exemples
précédents que vy ne peut pas étre un maximum local, comme le résultat suivant I'indique.

(x1,22) =0,

La matrice hessienne en (0,0) est donc

Théoréme 2.7.14. Soit U C R" une partie ouverte et f : U — R une application de classe C*. Soit vy € U
un maximum (resp., minimum) local de f. Alors, toutes les valeurs propres de Hy(vo) sont inférieures (resp.,
supérieures) ou égales a zéro.

Preuve. On va démontrer le cas ott vy € U est un maximum local de f, car le cas ot1 vy € U est un
minimum local de f suit de remplacer f par —f. On va procéder par I'absurde. On suppose que
H¢(vo) possede une valeur propre A > 0, et soit w € R™ \ {Og~ } un vecteur propre de Hy(vo) de valeur
propre A, ie. Hg(vg) - w' = Aw'. On suppose sans perte de généralité que ||w|| = 1. Soit r > 0 tel
que Bj| ||(vo,2r) € U. On considére l'application o :] — 2,2[— U donnée par a(t) = v + tw pour
t €] —2,2][. Clest clair que « est de classe C?, car o/ (t) = w pour tout ¢ €] — 2, 2], ce qui implique que
fw=foa:] —2,2][— Restdeclasse C3. Or, comme v est un maximum local de £, 0 est un maximum
local de f,,. En outre, le nous dit que

0= f,(0) = (Vf(vo),w) et fI1(0) =w - Hy(vp) - w' = w-Aw' =X >0.
Le Théoréme appliqué a la fonction f,, nous dit alors que 0 est un minimum local strict de f,,
ce qui est absurde car on a supposé que vy est un maximum local de f et cela implique que 0 est un
maximum local de f,,. O
2.7.3 Optimisation de fonctions sous contraintes
On va démontrer le résultat suivant comme corollaire du Théoreme

Lemme 2.7.15. Soit U C R" une partie ouverte, et g : U — R™ une application de classe C*. Soit
S ={veU:g(v)=0rmet Dg(v) : R" — R™ est surjectif}.
Alors, T,,S = Ker(Dg(v)).
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Le résultat suivant nous dit un critére nécessaire pour trouver des extrema des fonctions avec con-
traintes.

Proposition 2.7.16. Soient n,m € Zwg tels que n > m, U C R™ une partie ouverte, g : U — R™ une
application de classe C' et f : U — R une application différentiable. On considere

S ={veU:g(v)=0rmet Dg(v) : R" — R"™ est surjectif }.

Sivg € S est un extremum local de f|s : S — R, alors il existe A = (A1,..., A\p,) € R™ tel que
V(vo) = A Jy(vo). (2.7.8)
Si l'on écrit comme d’habitude g(v) = (g1(v), ..., gm(v)) pour tout v € U, oit g; : U — R est la i-éme fonction

coordonnée de g, l'identité 2.7.8) équivaut a V f(vo) = > i) AiVgi(vo)

Preuve. On écrira g(v) = (g1(v),...,gm(v)) € R™ pour tout v € U. Soit W,, C R™ le sous-espace
vectoriel engendré par %, = {Vgi(v),...,Vgn(v)}, pour tout v € S. Comme Dg(v) est surjectif pour
v € S, 'ensemble %, est libre, ce qui nous dit que W, est de dimension m. 1l suffit de montrer que, si
vo € S est un extremum local de f|s, Vf(vg) € Wy,. Or, Vf(vg) € W, si et seulement si V f(vg) est
orthogonal & tout vecteur dans W= = {u € R" : (w,u) = 0 pour tout w € Wy, }, vu que (W)= = W,,.
Par définition, W;- = Ker(Dg(vy)). D’apres le Lemme étant donné v’ € W;- = Ker(Dg(vy)), il
existe une application a : J — S de classe C' tel que a(0) = vy et a/(0) = «/, ot J est un intervalle
ouvert incluant 0. Cela implique que f o« : J — R posséde un extremum en ¢ = 0. En conséquence,

0= (f © Oé)/(0> = <Vf(’()0), O/(O)> = <Vf('l)0),u/>,
ce qui nous dit que V f(vo) € (W;:)+, comme on voulait démontrer. O

On considére les mémes hypotheése que dans la Proposition Un point vy € S qui satisfait que
Vf(vo) = A+ Jg(vo) sera appelé point critique lié de f par rapport a la contrainte déterminée par g et le
vecteur )\ est appelé le vecteur de multiplicateurs de Lagrange.

Définition 2.7.17. Soient n,m € Zx tels quen > m, U C R™ une partie ouverte, g : U — R™ une application
de classe C* et f : U — R une application de classe C*. On écrira comme d’habitude g(v) = (g1(v), ..., gm(v))
pour tout v € U, oit g; : U — R est la i-éme fonction coordonnée de g. On définit la matrice hessienne a bord

Omem(R) ; _Jg (/U)
I S M(nl+7l)><(m,+n) (R)

pour tout A\ € R™ et v € U, 0it Oy, . (r) st la matrice nulle de My, 5.m (R).

Le critere suivant nous donne des conditions suffisantes pour déterminer la nature d’un point cri-
tique lié.

Théoréme 2.7.18. Soient n,m € Zxq tels quen > m, U C R™ une partie ouverte, g : U — R™ une application
de classe C* et f : U — R une application de classe C*. On considere

S={veU:g(v)=0gmet Dg(v) : R" — R"™ est surjectif}.

Soit vg € S un point critique lié de f par rapport a la contrainte déterminée par g avec vecteur de multiplicateurs
de Lagrange Xo, i.e. V f(vo) = Ao - J4(vo). Alors,

(L.1) si w - Hy 4(Xo,v0) - w' > 0 pour tout w € T,,S \ {Orn}, alors vy est un minimum local strict de
fls: S —=R;

(L.2) siw- Hy 4(Xo,v0) - w* < 0 pour tout w € TS \ {Orn}, alors vy est un maximum local strict de
fls: S =R,

(L.3) s'il existe w,u € T,,S \ {Ogn } tels que w - Hy 4(Ao, vo) - w' > 0et u- Hy g( N, v0) - ut < 0, alors vy n'est
pas un extremum local de f|s : S — R.
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Preuve. D’apres le théoreme d’inversion locale il existe un V' est un ouvert de R~ ™ incluant
Ogn-m, une application injective ¢ : V — S de classe C* et un ouvert W de R" incluant v, tels que
Y(V)=WnNS,goy =idy et o glwns = idwns. Noter en plus que DY (Ogn-m) : R"™™ — R" est une
application linéaire injective dont 'image est précisément T, S. Soit F' = f o1 : V' — R. On voit bien
que vp est un maximum (resp., minimum) local strict de f|g si et seulement si Og»—m est un maximum
(resp., minimum) local strict de f o 1. Alors, le résultat suit du Théoreme (]

Un point critique lié vy € S de f par rapport a la contrainte déterminée par g qui satisfait la condition
[(C.3)|est appelé point-selle lié ou point col lié de f.

Le critere suivant réexprime les conditions dans le théoréme précédent dans un langage
numériques plus facile de calculer. La preuve suit des considérations élémentaires mais un peu longues
d’algebre linéaire.

Corollaire 2.7.19. Soient n,m € Zx tels quen > m, U C R"™ une partie ouverte, g : U — R™ une application
de classe C® et f : U — R une application de classe C*. On considere

S={veU:g(v)=0gmet Dg(v) : R" — R"™ est surjectif}.

Soit vy € S un point critique lié de f par rapport i la contrainte déterminée par g avec vecteur de multiplicateurs
de Lagrange o, i.e. V f(vg) = Ao - Jg(vo). Pour j € [1,n + m], on notera H; la matrice carrée formée des
éléments de Hy 4(No, xo) dans les premieres j lignes et j colonnes. Alors,

(LD.1) si(—1)™det(H;) > 0pour tout j € [2m+1, n+m], alors vy est un minimum local strict de f|s : S — R;

(LD.2) si (—1)7=™det(H;) > 0 pour tout j € [2m + 1,n + m], alors vy est un maximum local strict de
fls: S —=R;

(LD.3) sidet(H;) # 0 pour tout j € [2m + 1,n + m] mais on n’est pas dans les cas|(LD.1)|ou|(LD.2)} alors vo

n’est pas un extremum local de f|g : S — R.

Dans la plupart des cas, on travaillera avec une seule contrainte, donc ce sera utile de réexprimer le
corollaire précédent dans ce cas particulier.

Corollaire 2.7.20. Soient n € Zso, U C R™ une partie ouverte et f,g : U — R des applications de classe 3.
On considere
S={veU:g(v)=0etVg(v) # On}.

Soit vy € S un point critique lié de f par rapport a la contrainte déterminée par g avec multiplicateur de Lagrange
Xo € R, ie. Vf(vg) = Ao - Vg(vg). Pour j € [1,n + 1], on notera H; la matrice carrée formée des éléments de
Hy 4(Xo, x0) dans les premieres j lignes et j colonnes. Alors,

(LD1.1) sidet(H;) < 0 pour tout j € [3,n + 1], alors vy est un minimum local strict de f|s : S — R;
(LD1.2) si (—1)7 det(H;) < 0 pour tout j € [3,n + 1], alors vy est un maximum local strict de f|s : S — R;

(LD1.3) si det(H;) # 0 pour tout j € [3,n + 1] mais on n'est pas dans les cas[(LD1.1)|ou[(LD1.2)} alors vy n’est
pas un extremum local de f|s : S — R.

Exemple 2.7.21. On veut construire le parallélépipede de volume maximal dont la surface extérieur soit de valeur
fixe So > 0. Soient f,g : RS, — R les applications donnés par f(x1,xs,23) = x12923 €t g(x1,T2,23) =
2(z1xe + xox3 + w3w1) — So pour tout (x1,x2,3) € R:’;O. C’est clair que f et g sont de classe CL. En outre,

Vg(x1,x2,x3) = 2(xy + 23,23 + x1, 21 + 22) # (0,0,0)

pour tout (z1,x2,23) € R, Soit S = {(x1,22,23) € RS, : g(x1,22,23) = 0}. On veut trouver un
maximum de f|s : S — R. Soit (x1,0,%2,0,%30) € S un maximum de f|s. Par la Proposition |2.7.16|il existe
AeRtel que Vf(Z‘LQ, 2,0, 33370) = )\Vg(a:LO, 2,0, 56370), ie.

Z2,023,0 = 2A(X2,0 + T3,0),
r3,0%1,0 = 2)\(3?3,0 + .’171’0), (279)

21,0%2,0 = 2A (21,0 + Z2,0),

61



Comme (x1,0, 2,0, T3,0) € S, 0N a4 AUSSI
2(z1,0%2,0 + ®2,0%3,0 + T3%1,0) = So- (2.7.10)
Sil'on fait la somme des trois identités dans et on utilise l'identité précédente, on trouve que
8A(x1,0 + 220+ x30) = So.

Comme Sy > 0, 'identité précédente nous dit que A > 0. Si l'on fait le produit de la i-éme identité dans (2.7.9)
par ;o pour i € {1,2,3}, on conclut que

2A(x1,0%2,0 + 3,071,0) = 2M(@2,0%3,0 + T1,022,0) = 2A(Z3,0%1,0 + T2,023,0)5

ce qui implique que
71,072,0 = T2,073,0 = 73,071,0-

Si l'on utilise 'identité précédente avec (2.7.9), on trouve
To,0 + X3,0 = x3,0 +T1,0 = T1,0 + X2,0

ce qui implique x1 o = 2,0 = 3. L'identité (2.7.10) nous dit alors que x1,0 = x2,0 = T30 = 1/S0/6.
On va montrer que le point (/So/6, \/So/6, v/ So/6) est un maximum local strict de f|s. Le multiplicateur

de Lagrange N = /Sy/6/4 suit directement de (2.7.9). En outre, on voit bien que la matrice hessienne de
Uapplication associée F(A, x1, x2,x3) = f(x1, T2, 23) — Ag(x1, T2, x3) est donnée par

0 —2y+z2) —2z+z) —2(+vy)
| 2y +2) 0 z—2A y—2A
Hr (A 21,25, 25) = —2(z+z) z-2A 0 r—2A |’
—2(x+y) y—2A x —2A 0

ce qui implique que
0 -8 -8 —8a

—8a 0 aA @
Hp(Ro, 10, 20,730) = [ g0 g o |
—8a a a 0

avec a = /Sp/24 > 0. Cela implique que det(H3) = 128a® > 0 et det(H4) = —192a* < 0. Cela correspond
au cas|(LD1.2)| ce qui implique que (\/So/6,+/S0/6,/S0/6) est un maximum local strict de f|s.

2.8 Les théoréemes d’inversion locale et de la fonction implicite
2.8.1 Quelques résultats préliminaires: un théoréme du point fixe et les applica-
tions linéaires inversibles

On commence avec ce résultat de S. Banach sur l'existence des points fixes des applications contrac-
tantes.

Théoréeme 2.8.1. Soient E un espace vectoriel complet muni d'une norme N : E — Rxo, S C E une partie
ferméet f : S — S une application contractante, i.e. il existe K €]0,1[ tel que

N(f(v) = f(w)) < KN(v—w)

pour tous v, w € S. Alors, il existe un unique point fixe vg € S, i.e. f(vo) = vo. En plus, étant donnév € S, la
suite (f(v))nen est un suite de Cauchy qui converge vers vg.

Preuve. Pour démontrer 'unicité du point fixe, soient vy, wy € S tels que f(vg) = vo et f(wg) = wo.
Alors,
N(’UO - ’wo) = N(f(’l)o) — f(wo)) S KN(’UO - 'U}O),

ce qui implique N(vy — wg) = 0, vu que K €]0,1[. En conséquence, vy = wy.
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Soit v € S. On considére la suite (f™(v))nen € SN. Alors, pour des entiersn > m > 0, on a

n—1
N(f"() - I (me HOE ZNJ““ ~F) £ KN ()~ )

K™N v
<ZK1N —v) = —l(i(K) ),

i=m

En conséquence, la suite (f"(v)),en est un suite de Cauchy. Soit

vo=_lim f"(v).

n—-+oo

Comme S est fermé, vy € S. En outre,

n—-+oo

o) = £( i 1) =t 7 0) =

vu que f est continue, vu qu’elle est contractante. En conséquence, vy est un point fixe de f. O
En outre, on aurait besoin du résultat suivant.

Proposition 2.8.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N : E — R>o. On rappelle
que L(E) = {f : E — E tel que f est linéaire}, qui sera muni de la norme associée Ny n : L(E) — R>¢. On
pose Inv(E) = {f € L(E) : f est inversible }. Si f : E — E une application linéaire tel que Ny n(f) < 1, alors
idg — f € Inv(E). En plus, Inv(E) est un ouvert de L(E) et I'application inv : Inv(E) — Inv(E) qui associe h=*
a h € Inv(E) est de classe C°°.

Preuve. On démontre d’abord le premier énonce. Pour n € N, on pose g, = >, f* € L(E). Alors,

n m+1
Nuv(on —go) =N D0 1)< 3 Nuas < 3 Nuw(y < N

i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1 B 1_NNN(f)

pour tous n,m € N avecn > m, ce qui nous dit que la suite (g, )nen est un suite de Cauchy de L(E).
Comme L(E) est complet, vu qu'il s’agit d’un espace vectoriel normé de dimension finie, la limite de
la suite (g )nen existe. On la notera g € L(E). On affirme que g(idg —f) = (idg —f)g = idg. On va
démontrer g(idg — f) = idg et on laisse 1’autre égalité au lecteur/a la lectrice. Soit Riq, —f : L(E) — L(E)
I'application donnée par Riq, —f(h) = h(idg —f) pour h € L(E). On remarque que Riq, — s est linéaire,
donc continue. Or,

9f = Riaz —5(9) = Riaz s ( ggloto> = hglooRidEf(;fi)

o o . . n+1y _ -
- ngrfm;f (ids —f) = lim (idg —f"*") =ids.
En conséquence, g est I'inverse de idg — f.

On va montrer que Inv(E) est ouvert. Etant donné, h € Inv(E), on remarque d’abord que Ny v (h) #
0et Nyny(h™!) # 0, vu que h,h™! # Or(g) car l'application nulle de E n’est pas inversible. Soit
h € Inv(E) etr = Ny n(h™*)~! > 0. On affirme que B  (h,7) C Inv(E). En effet, si u € Bny o (R, 7),
alors Ny y(u —h) < Ny ny(h~')~1. Cela nous dit que

NN,N(h_lu — ldE) = NN,N(h_l(u — h)) < NN7N(h_1)NN,N(U — h) < NN,N(h_l)NN7N(h_1)_1 =1,

et d’apreés la premiére partie de la preuve, on a h~'u € Inv(E), ce qui implique que u € Inv(E), comme
on voulait démontrer.
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Pour montrer que l'application inv : Inv(E) — Inv(E) est de classe C*°, on montre d’abord qu’elle
est différentiable et que D inv(u)(h) = —u~thu~! pour u € Inv(E) et h € L(E). Si ||h]| < ||u™t||7!, alors
|lu='h|| < 1 etla premiere partie de cette preuve nous dit que

(u+h) " —u 't +u e = ((dg +uth) T —ide + 4w )T

= ; ; = . .
= (2:(—1)1(1[1}1)Z —idg —|—u_1h) u = Z(—l)l(u_lh)’u_l.

i=0 i=2
En outre,
+oo ) ) “+o0 . “+oo 1
S D R e <Y e R PR <> g\lu‘ll\?’\lh\l2 = [Ju P[],
i=2 i=2 i=0

ce qui implique que inv : Inv(E) — Inv(E) est différentiable et sa différentielle satisfait D inv(u)(h) =
—u~thu™! pour u € Inv(E) et h € L(E). Comme inv est différentiable, elle est continue, ce qui implique
que Dinv(u)(h) = —u~'hu~" est continue, et, en conséquence, inv est de classe C*. Un argument par
récurrence direct nous dit alors que inv est de classe C” pour tout p € Zs(, vu que la différentielle
est formé comme un produit de fonctions qui font intervenir seulement la méme application inv. En
conséquence, inv est de classe C™. O

Remarque 2.8.3. La Proposition [2.8.2|ainsi que sa preuve sont encore valables pour tout espace vectoriel normé
complet E, car dans ce cas I'espace vectoriel normé L(E) muni de la norme associée a la norme de E est complet
(voir [1], Thm. XVII.1.1).

2.8.2 Le théoréme d’inversion locale

Définition 2.8.4. Soit U C R™ une partie ouverte, vo € U et f : U — R™ une application et p € Z~o U {oo}.
On dit que f est localement de classe C" en v sil existe un ouvert U’ C U tel que vy € U’ et f|y: : U — R™
est de classe CP. On dit que f : U — f(U) est un CP-difféomorphisme si f(U) est un ouvert, f : U — f(U)
est bijective et sa réciproque g : f(U) — U est aussi de classe CP. Finalement, on dira que f est un CP-
difféomorphisme local en v s'il existe un ouvert U' C U tel que vy € U’ et flyr : U — f(U’) est un
CP-difféomorphisme.

Lemme 2.8.5. Soit U C R™ une partie ouverte, vg € U et f : U — R™ une application et p € Z~o U {oo}.
Si f est CP-diffeomorphisme local, alors n = m et, si U' C U est l'ouvert tel que vo € U’', f(U') ouvert,
flur = U — f(U’) est bijective et de classe C?, avec réciproque g : f(U’) — U’ de classe CP?, alors I'application
linéaire D f(vg) est inversible et

Dg(f(vo)) = Df(vo) ™"

Preuve. On écrira f au lieu de f|yr : U' — f(U’) pour réduire espace. Comme f o g = idsy) et
go f = idy, le ThéoremeR.1.177nous dit que D f(g(w)) o Dg(w) = idgm et Dg(f(v))o D f(v) = idg~ pour
tous v € U' et w € f(U’), ce qui donne une bijection linéaire entre R™ et R™ et, en particulier, n = m.
En outre, les identités précédentes pour v = vg et w = f(vy) nous disent précisément que l'application
linéaire D f(vg) est inversible et

Dg(f(vo)) = Df(vo)~".
O

Le but de cette section sera de démontrer les deux résultats fondamentaux suivants, qui donnent
essentiellement les réciproques du Lemme[2.8.5]

Théoreme 2.8.6 (Théoreme d’inversion locale I). Soit U C R™ une partie ouverte, vo € Uet f : U —
R™ une application de classe C' telle que D f(vy) : R® — R™ est une matrice inversible. Alors, f est C'-
difféomorphisme local en vy.

Preuve. Soit L = D f(vg). Comme L est inversible, on a une bijection linéaire entre R™ et R™ et, en
particulier, n = m. Pour v € R", on pose T, : R* — R l'application donnée par T,,(w) = v + w
pour tout w € R™. Les applications L et T, sont de classe C*, d’apres 1'Exemple On pose
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F = L"YoT yu,)0foTylr, @ : T-vw(U) = R" Comme f = Ty, o LoFoT |y, F est
de localement de classe C' en Oy~ si et seulement si f est localement de classe C! en vy, et dans ce
cas DF(Ogn) = idgn = L™' 0 Df(vg) = idgn, d’apres le Théoréme Comme F(Ogn) = Ogn et
DF(Ogn) = idg=, il suffit de démontrer le théoreme dans le cas vg = Og=, f(vg) = Or~ et D f(vg) = idgn,
que l'on supposera désormais.

Soit g : U — R™ 1 “application donnée par g(v) = v — f(v) pour tout v € U. Noter que g(Og») = Ogn.
Comme f est de classe C', g I'est aussi, et Dg(Og») = idgn —Df(Opn) = Op,gn). Comme Dg(Ogn) =
Orrn), ||Dg(Orn)|| = 0 et Dg est continue, il existe 7 > 0 tel que |[Dg(v )H § 1/2 pour tout v €
BH ||(0]Rn 7). Comme Df(v) = idgs —Dg(Og=), la Proj :)osition nous dit aussi que Df(v) est in-
versible pour tout v € B H(ORn 7). Par la Proposition 2.3.6, ||g(v)[| = |[g(v) — g(Ogrn)
tout v € B)| ||(Orn, r), ce qui implique que g(B| ||(Orn,7)) C BH |(Ogn, 7/2).

Soit w € By| ||(Orn,r/2). On affirme qu'il existe un unique v € By ||(Or»,7) tel que f(v) = w.
En effet, soit 'application f,, : U — R"™ donnée par f,(u) = g(u) + w pour tout v € U. Alors,
Fu(Byy 1(0gn,1)) € By 1) (0zn,7), vu que [|fu(w)] = [lg(u) + wll < [lg(u)l| + [lw]l < /2 +7/2 = r
pour tout u € B} ||(Og», 7). Note||fw( )= fw ()] = llg(w) —g(u)]| < |Jlu— u’||/2pourtousu u e

By ||(0gn,7), par la Proposition 2.3.6| appliquée a g. En conséquence, fulz, | (0wn.r) * By |(0rn,7) —

| < [lv]l/2 pour

B ||(Ogn, ) est contractante et le Théoreme nous dit que cette application posséde un seul point
fixev € B)| ||(Ogn,7),ie. v— f(v) +w = fw(v = v, ce qui équivaut a f(v) = w. Par conséquent, il existe
un unique v € By| ||(Or=,7) tel que f(v) = w.

Soit U" = {v € By ||(Og=,7) : f(v) < r/2}. Clest clair que U’ est ouvert et Og» € U’. L'argument
dans le paragraphe précédent montre que la restriction f|y : U’ — f(U’) C By| ||(Or»,r/2) est bijective.
Soit g : f(U’) — U’ I'application réciproque.

On va démontrer que f(U’) est ouvert et g est de classe C'. Or,

[l0' =[] = [[v' = f (') =v+f (0) +F (") = F@)I] < [lg(v) =g @)I|+]If ()= f(W)]] < %Hv—v’\lﬂlf(v’)—f(v)l\
pour tous v,v" € B)| ||(Og»,7), ce qui implique que

" =l <2[|f (") = f(0)] (2.8.1)

pour tous v,v’ € B |(Ogn,7). Soitw = f(v) € f(U'), avec v € U'. Comme U’ est ouvert, il existe
s > 0 tel que By ||(v,s) € U’, et comme f(U’) C B ||(0Rn r/2), il existe t > 0 avec t < s/2 tel que
By j|(w,t) C By ||(Og~,7/2). En outre, comme toutpomtw de B ||(w,t) € B, ||(0Rn 7"/2) possede un
unique antécédent dans B ||(Og~,7) pour f, il existe v’ € B)| ||(Og»,7 ) tel que f(v') = w'. L'inégalité
(2.8.1) nous dit alors que ||[v" — v|| < 2||lw — w’|| < 2t < s pour tout w’ € By ||(w,t), ce qui implique
que v’ € By |(v,s) C U’ et, en particulier, w’ = f(v') € f(U’) En conséquence, B ||(w,t) C f(U’),
ce qui nous dit que f(U’) est ouvert. En plus, l’megahte nous dit aussi que g est continue, en
remplacant f(v) et f(v') par w et w’, resp., et v et v’ par g(w) et g( "), resp.

On va finalement démontrer que g est différentiable et Dg(f(v)) = Df(v)~! pour tout v € U’. On
rappelle d’abord que, comme U’ C BH |(Or~,7), D f(v) est inversible pour tout v € U’. Comme f est
différentiable, on peut écrire

fw+h)—=f(v) = Df(w)(h) +lhlle(h) (2.8.2)
pour toutv € U’ et h € R™ tel que [|h|| < s ott B)| ||(v,s) C U’ et p: B} ||(Orn,s) — R" satisfait que

hgrgl #(h) = Og.

On fixe désormais v € U’. Comme inv : Inv(E) — Inv(E) est continue, il existe s’ > 0 tel que s’ < s
et C > 0tel que ||[Df(v+ h)7!| < C pour tout h tel que ||h]| < s'. Or, sil’on choisit w = f(v) et
k= f(v+h)— f(v)dans g(w + k) — g(w) — Df(v)~ (k) on trouve

9w+ k) = g(w) = Df(v)"'(k) =v+h—v—Df(w) " (f(v+h) - f(v))
=h—Df(v)" (f(v+h) = f(v)) = |[h[[Df ()" (¢(h)),
ot l'on a utilisé (2.82). Cela nous dit que

lgtw -+ k) = gw) = DF@) R = |[[IHIDF ) (o) | < IIRIC] ()]
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pour tout ||h|| < &, ce qui implique que g est différentiable en w = f(v) et Dg(w) = Df(g(w))~!
Comme I apphcatlon inv est continue d’apres la Proposition 2.8.2] et g aussi, on conclut que Dg(w) =
Df(g(w))~! est une fonction continue de w, ce qui nous dit que g est de classe C'. O

Corollaire 2.8.7 (Théoreme d’inversion locale II). Soit U C R™ une partie ouverte, vo € U et f : U — R™
une application de classe C? pour p € Z telle que D f (vy) : R™ — R™ est une matrice inversible. Alors, f est
CP-difféomorphisme local en vg.

Preuve. On procede par récurrence, avec le cas p = 1 donné par le Théoreme 2.8.6) On suppose que
le résultat est vrai pour toute fonction de classe C. Soit f : U — R™ une application de classe C***

telle que Df(vg) : R™ — R™ est une matrice inversible pour vy € U. Alors, par récurrence, f est CP-

difféomorphisme local en v, soit U’ C U l'ouvert tel que vy € U’, f(U’) est ouvert, f|y : U — f(U’)
est bijective et sa réciproque g : f(U’) — U’ est de classe CP. L'application Dg(w) = Df(g(w))~! est
une fonction de classe C” pour w € f(U’), car c’est la composition de ’application g de classe C? et de
I'application inv, qui est de classe C*° d’apres la Proposition[2.8.2} Comme Dg(w) est de classe C? pour
w € f(U'), g est de classe C***, comme on voulait démontrer. O

Exemple 2.8.8. L'hypothese que f soit au moins de classe C' dans le Théoréme est nécessaire. En effet, si
I'on suppose que f est seulement différentiable, alors le résultat n’est plus vrai en général. Par exemple, si 'on
considere I'application f : R — R donnée par

o) = {x—|—2x2sin (%), sz:xeR\{O},
0, siz =0,

alors f est différentiable en tout point et f'(0) = 1. Par contre, étant donné r > 0 arbitraire, la restriction f|j_, .|
n’est pas injective. En effet, comme f'(x) = 1+4xsin(1/x) — 2 cos(1/x) pour tout x € R\ {0}, elle est continue

sur R\ {0}, et 'ona
7 1) | = 2(-1)" = -1, sz: n € Zxq est Pair, ‘
nmw 3, sin € Zsq est impair,

pour tout n € Zx. Le théoréme des valeurs intermédiaires nous dit alors qu’il existe des suites () nen, (Tn)nen €
RY tels que x,, est décroissante et tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, f'(z) < O pour tout x €
[Ty, — Tn,zp[ et f'(x) > 0 pour tout x €|z, x, + ). Cela nous dit que x,, € R est un minimum local
strict de f pour tout n € N et, en particulier, la restriction fli,, v, x,+r,] 1€ peut pas étre injective. Noter que
la continuité de f'|r_, et le fait que f' est une fonction paire nous disent que f'(xy) = f'(—x,) = 0 pour tout
n € N, et par définition on a 0 < Tpy1 < Tpt1 + Tny1 < Ty — 1y pour tout n € N. Finalement, étant donné
r > 0, comme x,, tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, il existe ng > 0 tel que xp41 < r pour fout n > nyg,
ce qui implique que [, — Ty, Ty +7,] C [0, 7] pour tout n > ng. Comme la restriction f|i,, _y. z.4r,] 1'est pas
injective, la restriction f|_,. . n'est pas injective non plus.

Remarque 2.8.9. Malgré I’Exemple le Théoreme reste vrai si I'on remplace I'hypothese d'étre de
classe C? par la simple différentiabilité de f mais 'inversibilité de D f(vq) par 'inversibilité de D f (v) pour tout
v dans un ouvert V. C U incluant vy (voir [2]).

2.8.3 Le théoréme de la fonction implicite
On présente d’abord I'une des applications les plus importantes du théoreme d’inversion locale.

Théoréme 2.8.10 (Théoreme de la fonction implicite). Soient n,m € Zso, U C R™" une partie ouverte,
vo € U que I'on écrira vg = (vg,vy) avec vy € R™ vf € R", et f : U — R™ une application de classe C?
avec p € Zxo. On suppose que f(vo) = Orm et que la sous-matrice carrée J4(vo) € Myxm(R) de Jy(vo) €
M, x (mn) (R) formée des premieres m colonnes est inversible. Alors, il existe des ouverts U' C U et W C R™
tels que vo € U’ et v € W, et une unique application g : W — R™ de classe C? telle que g(vy) = vy,
(g(w),w) € U pour tout w € W et

{(g(w),w) :weW}=UN{zeU: fz) =0} (2.8.3)
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Preuve. On considere l'application F' : U — R™"™ donnée par F(v',v") = (f(v',v"),v") pour tout
v=(v,v") € Uavecv' € R™etv” € R". Comme f est de classe C?, alors F est aussi de classe C?, et
F(vg) = (Orm,vg). En outre, sil’on écrit la matrice jacobienne de f en vy

Jf(vo) = ( J}(UO) : J}/(UO) ) € me(m+n)(R)a

ot J¥(vo) € Myxn(R) est la sous-matrice de J(vo) formée des derniéres n colonnes, alors on voit bien
que

JF(’UO) = I S M(m+n) X (m+n) (R);

On,\n®) | In

ot Oy, .. (r) est la matrice nulle de M, x,,,(R) et I, est la matrice identité d’ordre n. Comme .J ]’c (vp) est
inversible, on conclut que Jg(vg) est aussi inversible.

Le Corollaire nous dit alors que F' est un CP-difféomorphisme local en vg. Alors, il existe un
ouvert U” C U tel que vy € U”, F(U"”) C R™*™ est un ouvert et F|y» : U’ — F(U") est un CP-
difféomorphisme. Comme F(vg) = (Orm,v() € F(U") il existe des ouverts V. C R™ et W C R" avec
(Ogm,vy) € V x W C F(U"). Soit U' = F~1(V x W). On voit bien que U’ est un ouvert inclus dans
U"” C U, car F est continue, et que vy € U’. Alors, F|y/ : U’ — V x W est un CP-difféomorphisme.

Soit G : V x W — U’ la réciproque de F|y.. Comme Flyr o G = idyxw, f(G(y,z)) = y et
Thn(G(y,2)) = z pour tousy € V etz € W, ol . : R™"™ — R™ est donnée par la projection
canonique . (Z1,. .., Tmtn) = (Tm+1s- -+ Tmign) POUr tous z1,...,Tmin € R. En conséquence, on
peut écrire G(y,z) = (G1(y,2),z) pourtousy € Vetz € W,avecGy : V x W — R™. On définit
I'application g : W — R™ par g(z) = G1(0gm, z) = 7rm (G(0gm, 2)) pour tout z € W. Comme G est
de classe C?, g 'est aussi, car mgm est une application linéaire et 'application tg» : R — R™" qui
associe (Ogm,z) & z € R™ I'est aussi (voir Exemple 2.5.3). En plus, g(vj) = G1(Orm,vf) = vj, vu que
F(uhvf)) = (Ogm, o).

Soit S = F|;;/ ({Ogm } x W). Noter que vg € S, car F(vg) = (Ogm,v}j) et Ogn € V, et que

S=U'N{zeU: f(z) =0pn}.

Comme F|y est bijective, F|s : S — {Orm } x W aussi, avec réciproque G|o,m}xw : {Orm} x W — S.
En conséquence, S = {(g(w),w) : w € W}, comme on voulait démontrer. Finalement, 1'unicité de g suit
de l'unicité de la réciproque G de F|y : U’ — V x W, vu que nous dit que g est la composition
de ign : R™ — R™*" la réciproque de F|s : S — {Ogm } x W et la projection 7gm : R™*™ — R™. O

Remarque 2.8.11. Si l'on utilise la Remarque [2.8.9} le Théoreme[2.8.10| reste vrai si I'on remplace I'hypothese
d'étre de classe CP par la simple différentiabilité de f mais I'inversibilité de J}(vo) par l'inversibilité de J}(v)
pour tout v dans un ouvert V.C U incluant vy.

Remarque 2.8.12. L'identité f(g(w),w) = Ogrm pour tout w € W dans le Théoréme nous dit que la
différentielle de I'application w — f(g(w),w) pour w € W est nulle. En conséquence, le Théoreme
implique que

Ji(g(w), w) - Jg(w) + J¥ (9(w), w) = O, (®) (2.8.4)

pour tout w € W, oit I'on utilise la terminologie expliquée dans la preuve du Théoreme[2.8.10} En particulier,
Jg(vg) = =J¢(ve) " - JF (vo). (2.8.5)

Exemple 2.8.13. L'hypothese que f soit au moins de classe C' dans le Théoréme est nécessaire. En
effet, si l'on suppose que f est seulement différentiable, alors le résultat n’est plus vrai en général. Pour le
montrer, soit f : R — R la fonction de I’Exemple On définit I'application F : R®> — R donnée par
F(z,y) = f(x) — y pour tout (z,y) € R2 Alors, c’est facile a vérifier que F est différentiable en tout point
de R? et VF(z,y) = (f'(z),—1). En particulier, VF(0,0) = (1,—1). S'il existe g : J — R une application
différentiable telle que g(0) = 0 et F(g(y), y) = 0 pour tout y € J, oi J est un intervalle ouvert incluant 0, alors
nous dit que

0= CZ/(F(g(y), y)) = g—i(g(y)w)g’(y) + Fy(g(y),y) = f"(9(v)g' () — 1, (2.8.6)
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pour tout y € J. On voit bien que g(y) = 0 pour tout y € J est impossible, car dans ce cas ¢'(y) = 0 pour
tout y € J, ce qui implique que l'identité n’est pas vérifiée. Alors, il existe yo € J tel que g(yo) # 0.
Comme g est différentiable, elle est continue, et le théoréme des valeurs intermédiaires nous dit que 'intervalle
I = {tg(yo) : t € [0, 1]} est inclus dans l'image de g. On notera Z,, = sgn(g(yo))n, 0it (T )nen est la suite de
I'Exemple[2.8.8} Alors, il existe ng € N tel que Z,, € I pour tout n > ng, i.e. il existe y,, € J tel que g(y,) = Tn,
pour tout n. > ng. Sil'on remplace y par y,, dans on trouve un absurde, car f'(Z,,) = 0 pour tout n € N.

On va finalement démontrer le Lemme 2.7.15]

Preuve du Lemme[2.7.15, On voit bien que 7,,S C Ker(Dg(v)). En effet, étant donné w € T,,S, il existe
o : J — S est une application de classe C' avec J un intervalle ouvert incluant 0, «(0) = v et &/ (0) = w.
Par définition de S, g o &« = Ogm, ce qui implique que

Oz = (90a)'(0) = D(g°a)(0)(1) = Dg(a(0))(Der(0)(1)) = Dyg(v)(w),

ie. w € Ker(Dg(v)).
On va montrer que Ker(Dg(vg)) C Ty, S pour tout vy € S. Or, comme Dg(vg) : R™ — R™ est surjectif,

il existe un ensemble {i1,...,%,} C [1,n] de cardinalité m tel que la sous-matrice carrée d’ordre m
de J,4(vo) formée des colonnes iy, ..., %, est inversible. Sans perte de généralité, on va supposer que
{i1,...yim} = [1,m]. On écrira v = (v',v”) € R™ avec v € R™ et v € R"™ ™. Alors, le Théoreme

2.8.10| nous dit qu’il existe des ouverts U’ C U ouvert W C R"~™ tel que vj € W et une application
h: W — R™ de classe C' telle que h(v))) = v} et

{(Mz),2):zeW}=U"NS.

Soit w = (w',w") € Ker(Dg(vg)). Si w = Ogn, alors w € T,,S. On suppose w # Or~. Or, comme
w = (w,w"”) € Ker(Dg(vp)),
Ji(vo) - w' + J7 (vo) - w"" = Opem,

ot Jy(vo) € Mpmxm(R) est la sous-matrice de J,(vo) formée des premieres m colonnes et J(vg) €
M, (n—m)(R) est la sous-matrice de J,(vo) formée des dernieres n — m colonnes. Comme J, (vo) est
inversible, on a alors w' = —.J/ (vo) ™" - J//(vo) - w"*. L'identité avec g et h au lieu de f et g, resp.,
nous dit que w* = Jj (vf)) - w”". Comme w # Ogn, on conclut que w” # Ogn-m. Soit r > 0 tel que
By (vg, r|fw”|]) CW, J =] —r,r[etsoita: J — R" I'application «(t) = (h(vy +tw"), vy + tw”) pour
tout ¢t € J. Alors, a est de classe C', a(t) € S pour tout t € .J et

o/ (0) = (Dh(vg)(w"),w") = (w',w") = w,
ce qui implique que w € T),,.S, comme on voulait démontrer. O

Exemple 2.8.14. Soit f : R® — R l'application f(z1, 22,3 ) = 423 —cos(x2)+z3+€ pour tous 1, x2, 3 € R.
On voit bien que f est de classe C*, car elle s’obtient a partir de considérer des sommes et compositions de
fonctions de classe C*°. Comme

of _ 0 _
G (0.0.0) =1+ =240,

le Théoreme 2.8.10| nous dit qu'il existe des ouverts U’ C R3 et W C R2 tels que (0,0) € W, et une application
g : W — Rde classe C* telle que g(0,0) =0, et

{(aﬁl,xg,g(arl,xg)) TwE W} = {x eU": f(z1,x2,23) = O}.

En plus, l'identité (2.8.4) nous dit que

dzy + (1 - 69(11’“)) a%gl(xl,xz) = 0et sin(zs) + (1 + eg(“”’“)> %(1'1; x2) =0,
pour tout (z1,x2) € W, ce qui nous dit que
dg _ 424 B sin(xz)
3731(951,332) = T r s et 6702(551,372) = 1 s (2.87)
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pour tout (x1,xz2) € W. Cela implique que Vg(0,0) = (0,0), i.e. (0,0) est un point critique de g. En outre, si
I'on dérive les expressions (2.8.7), on trouve

gy A Ane O G e w) (1 esem)? + dades(en)
8.%‘% 1,22) = (1+ 69(11’12))2 o (1+ 69(9”179”2))3 )
0? 4dx 0 4z sin(x
I T J (xl,xz):—(l ) 279(1'1,%2):7—1 (22) 3
10T (1 + eg(@1,22))2 Jg (1 + eg(z1.22))
92g B cos(z2)(1 + e9(@122)) — sin(xg)eg(wl’“”?)aa—;;(xl, Z2)
ax% ($1a$2 = - (1 + eg(wl,zg))Q

cos(29) (1 + e9(@1:22))2 L gin(xy)2e9(@1:72)
(1 + e9(a1,22))3

)

pour tout (z1,x2) € W. En conséquence,

m0.0= (50 %),

ce qui implique que (0,0) est un maximum local strict de g, d’apres le Théoreme[2.7.7}
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Chapitre 3

Equations différentielles ordinaires

Le but du troisieme chapitre c’est d’étudier les équations différentielles ordinaires. On continue avec
les mémes conventions que celles du premier paragraphe du chapitre

3.1 Définitions préliminaires

Définition 3.1.1. Soient d € N, n,m € Zsg, et U C R" ouvert. Une équation différentielle ordinaire
(EDO) de taille m et d’ordre d sur U est une application F' : J x U x R4 — R™,  Etant donné une
équation différentielle ordinaire de taille m et d’ordre d définie par I'application F', une condition initiale a

temps to € J est un point (v3,...,vi "), ot v € U et v € R™ pour tout i € [1,d — 1]. On dira qu’une
condition initiale (v, ... ,vi ") € U x R™(4=1) 4 temps to € J est compatible avec F s'il existe v € R™ tel
que F(tg,v3, ..., v " vd) = Ogem.

Définition 3.1.2. Etant donné une équation différentielle ordinaire de taille m et d’ordre d sur U définie par une
application F : J x U x R™% — R™ et une condition initiale (v, ...,v3 1) € U x R™(4=1D g temps ty € J
compatible avec F, une solution de F avec condition initiale (v});cfo,qy @ temps to est une application d-fois
différentiable o : J' — U, oit J' C J est un intervalle ouvert avec to € J', qui satisfait que

F(t,a(t),a’(t),...,a?(t)) = Ogm,

pour tout t € J' et oV (ty) = v§ pour tout i € [0,d — 1], oit 'V (t) € R" dénote la i-eme dérivée de o en t si
i€ Zsgeta® =a,

Meéme si cette définition d’équation différentielle semble raisonnable, elle possede quelques prob-
lemes, comme 'exemple suivant le montre.

Exemple 3.1.3. Soit F': R x R x R — R lapplication donnée par F(t,x,u) = xu + t pour tous t,xz,u € R,
qui définie une équation différentielle de taille 1 et d’ordre 1 sur R. On voit bien que la condition initiale 0 € R a
temps t = 0 est compatible avec F. Alors, une solution de I'équation différentielle ordinaire de taille 1 et ordre 1
sur R définie par F' avec condition initiale 0 € R a temps t = 0 est une application o : J' — R telle que 0 € .J,
a(0)=0et

t+a(t)d'(t) =0

pour tout t € J'. En conséquence, la fonction t — t* + «(t)? pour t € J' est constante, vu que sa dérivée en t
coincide avec 2(t + a(t)a’ (t)). Or, la condition initiale nous dit alors que t* + a(t)? = 0% + «(0)? = 0 pour tout
t € J', ce qui implique que t = 0 pour tout t € J', ce qui est absurde car J' est un intervalle ouvert non vide. En
conséquence, cette équation différentielle ne posseéde pas de solution avec condition initiale 0 € R a temps t = 0.

Méme si une équation différentielle possede une solution pour une certaine condition initiale et a
un temps fixe, on peut avoir plusieurs solutions, comme 1’exemple suivant le montre.

Exemple 3.1.4. Soit F: R x R x R — R l'application donnée par F(t,x,u) = u—3x>/3, pour tous t, z,u € R,

qui définie une équation différentielle de taille 1 et d’ordre 1 sur R. On voit bien que toute condition initiale x
a tout temps to est compatible. En particulier, la condition initiale 0 € R a temps t = 0 est compatible. Or, une
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solution de I'équation différentielle ordinaire définie par F sur R avec condition initiale 0 € R a temps t = 0 est
une application o : J' — R telle que 0 € J', a(0) = 0 et

o/ (t) = 3a(t)?/?

pour tout t € J'. Or, étant donné, C' € R+, c’est facile a voir que la fonction  : R — R donnée par

t) =
o) (t—C)3, sit>C,

{o, sit<C,
est de classe C' et une solution de I'équation avec condition initiale 0 a temps 0, ce qui implique que cette équation
différentielle ordinaire ne posséde pas d’unique solution pour la condition initiale indiquée.

3.2 Courbes intégrales

Pour éviter les problémes de non existence ou non unicité de solutions dans les exemples de la section
précédente, on va se restreindre a des équations différentielles particulieres.

Définition 3.2.1. Soient n,m € Zso. Un champ vectoriel (indépendant du temps) est une application
f:U—=R” ouU C R"™est un ouvert de R™. Un champ vectoriel dépendant du temps est une application
f:JxU—R" ot J C R est un intervalle ouvert non vide et U C R”™ est un ouvert non vide de R". On va
regarder tout champ vectoriel indépendant du temps f : U — R™ comme un champ vectoriel dépendant du temps
f:JxU—R" avec f(t,v) = f(v) pourtoutt € Jetv e U.

Définition 3.2.2. Etant donné un champ vectoriel dépendant du temps f : J x U — R™, ty € Jet vy € U,
une courbe intégrale de | avec condition initiale v, a temps t est une application dérivable o : J' — U, ot
J' C J est un intervalle ouvert incluant t, telle que

o/ (t) = f(t, at)) (3.2.1)
pour tout t € J' et a(ty) = vo.

Le résultat suivant nous dit que les notions de champs vectoriels dépendant du temps et indépen-
dants du temps ne sont pas vraiment tres éloignées, en ce qui respecte leurs courbes intégrales.

Lemme 3.2.3. Soit f : J x U — R"™ un champ vectoriel dépendant du temps (resp. de classe CP), oit J C R
est un intervalle ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R™. On définit f I x U — R vig
f(t,v) = (1, f(t,v)) pour tout t € J et v € U. Alors, f est un champ vectoriel indépendant du temps (resp. de
classe CP) défini sur I'ouvert J x U de R"+1.

En plus, étant donné to € J et vg € U, si o : J' — U est une courbe intégrale de f avec condition initiale
vo € U a temps to, U'application & : J' — J x U donnée par &(t) = (¢, «(t)) pour tout t € J' est une courbe
intégrale de f avec condition initiale (to,vo) @ temps to, et, réciproquement, toute courbe intégrale & : J' — JxU
de f avec condition initiale (to,vo) a temps tq satisfait que &(t) = (t, a(t)) pour tout t € J', ott o = J' — U est
une courbe intégrale de f avec condition initiale vy € U a temps 1.

Preuve. La premiere partie de I'énoncé est immédiate, vu que f est de classe CP si f ’est. On démontr-
era la deuxiéme partie. Soit o : J — U une courbe intégrale de f avec condition initiale vy € U a temps
to. On définit & : J' — J x U via &(t) = (¢, a(t)) pour tout ¢t € J'. Alors,

&(t) = (1,a' (1) = (1, f(t.o(1) ) = F(a(0)

pour tout ¢t € J' et é(tg) = (to, a(to)) = (to, vo), ce qui implique que & est une courbe intégrale de f avec
condition initiale (¢, vo) a temps to. Réciproquement, soit & : J' — J x U est une courbe intégrale de f
avec condition initiale (¢, vg) & temps to. On écrit &(t) = (a1 (t), aa(t)) pourt € J', avec oy : J' — J et
oy J' = U. Alors,

(e5(1),a5(1) = @'(t) = f(a() = (1, f(aa(t), a2(1)) ) (3:22)
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pour tout t € J' et (a1 (o), aa(to)) = é&(to) = (to,vo). Sil'on regarde la premiere coordonné de l'identité
ainsi que de la condition initiale précédente, on conclut que o] (t) = 1 et a1(ty) = to, ce qui
implique que «; () = ¢ pour tout t € J'. La deuxiéme coordonné de (3.2.2) ainsi que de la condition
initiale nous donnent précisément que o : J' — U est une courbe intégrale de f avec condition initiale
vg € U a temps . [l

On a la suivante description équivalente de la condition de courbe intégrale.

Lemme 3.2.4. Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant du temps continu, oit J C R est un intervalle
ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R". Etant donné to € J et vy € U, alors une application
a:J = U,onJ C Jestun intervalle ouvert incluant to, est une courbe intégrale de f avec condition initiale
vo € U a temps 1 si et seulement si

at) = vy + / f(s, a(s))ds (3.2.3)

to

pour tout t € J'.

Preuve. On suppose que « satisfait (3.2.3). Cette identité nous dit alors que a(ty) = vo. En outre, en
dérivant on trouve précisément (3.2.1), ce qui nous dit que « est une courbe intégrale de f avec
condition initiale vy € U a temps ty. Réciproquement, si o est une courbe intégrale de f avec condition
initiale vy € U a temps ¢, alors nous dit que

t

a(t) = alty) —|—/ o/ (s)ds = vy —|—/ f(s,a(s))ds

to to

pour tout ¢ € J', comme on voulait démontrer. O

3.3 Réduction au cas des champs vectoriels (optionnel)

Définition 3.3.1. Soit F : J x U x R™® — R™ une application définissant une équation différentielle ordinaire
de taille m < n et d’ordre d sur U et soit (v, ...,vi"") € U x R~V un condition initiale a temps to € J

compatible avec F. Soit v} € R™ tel que F(to, v, ... ,vl) = Ogm. On suppose en plus que F est de classe C'.

. . . . ;
On dira que F est localement admissible en (tg, v, ..., vd) si la sous-matrice Jl(m )(to, vy, ..., vg) formée des
derniéres n colonnes de Jr(to,v3, ..., vl) est surjective.

Définition 3.3.2. On suppose les hypotheses de la Définition [3.3.1] D’apres le Théoreme [2.8.10} si F est lo-
calement admissible en (to, vy, ..., vg), il existe une unique application F : J' x U' x W — R" avec J' C J,
U CU, W CR™=D et W' C R" ouverts tels que (to,v],...,vd) € J' x U x W x W' et

{(t,vo,...,Ud_l,ﬁ(t,vo,...,vd_l)) S, 00T e I x U x W}

= {F(t,vo,...wd) = Ogm : (£,0%,..., 0 e I x U x W x W’}.

Soit f: J' x U’ x W — R™? I'application définie par f(t,0°,... 0% 1) = (v!,... 0?71 F(t,00,...,v97Y)
pour tout (t,2°,...,v4"1) € J' x U’ x W. On appelle f le champ vectoriel dépendant du temps associé a F
eta (tg,v],...,vd).

Le résultat suivant est maintenant immédiat. Il nous dit essentiellement que, avec certaines hy-
potheses de régularité, on peut se restreindre a considérer des équations différentielles ordinaires de la
forme (3.2.1)).

Lemme 3.3.3. Soit F : J x U x R™?% — R™ une application de classe C" définissant une équation différentielle
ordinaire de taille m < n et d’ordre d sur U et soit (v, ...,v0") € U x R4~ une condition initiale i temps
to € J compatible avec F. Soit v§ € R™ tel que F(ty,vY,...,v8) = Ogm. On suppose que F est localement
admissible en (to, vy, ..., vd), et soit f le champ vectoriel dépendant du temps associé a F et a (to, vy, .. .,vd).
Alors, si a2 J' — U est une solution de I'équation différentielle ordinaire associée a F avec condition initiale

(v, ..., v8Y) a temps ty € J définie sur un sous-intervalle de J' et qui satisfait oD (ty) = vd, I'application
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a:J — U x R™=D donnée par a(t) = (a(t), o’ (1), ..., %V (t)) pour t € J' est une courbe intégrale de f
de condition initiale (v3, ..., vd 1) atemps ty € J. De facon réciproque, si & : J' — U x R™(@=1) est une courbe
intégrale de f de condition initiale (v, ..., vi~') a temps to € J, et on écrit &(t) = (a(t),al(t),...,a’"1(t))
pour t € J', alors oY) = o pour tout i € [1,d — 1] et o est une solution de I'équation différentielle ordinaire
associée a F avec condition initiale (v, ..., v~ ') a temps ty € J.

Exemple 3.3.4. Soit g : J x U x R — R une application de classe C', oit J,U C R sont des intervalles

ouverts non vides, et soit F' : J x U x RY — R l'application

F(t, 2% ..., 2% = 2% —g(t,2°, ... z%h)
pour tout t € J, 2% € U et a' € R pour i € [1,d]. On considere le champ vectoriel dépendant du temps
f:J x (U x RIY) — RY donné par

ft, 2%, ..zt = (;vo, o xdT gt 20, xdil))

pour tout t € J, 2° € Uet z' € Rpouri € [1,d —1]. Onfixety € J, zo € U et xf € R pouri € [1,d — 1].
D’apres le Lemme [3.3.3] étant donné une application z : J' — U, oit J' C J est un intervalle ouvert incluant
to, si x est un solution de I'équation différentielle déterminée par F avec condition initiale (xo,x}, ..., z0 ") &
temps to alors Uapplication o : J' — U x R~ donnée par a(t) = (x(t),2'(t),..., 29"V (t)) pour t € J’
est une courbe intégrale de f avec condition initiale (xo,x}, ..., x3~1) & temps to, et, de facon réciproque, toute
courbe intégrale de f avec condition initiale (xo,xy, ..., x5 ') & temps to est de la forme précédente.

3.4 Existence et unicité du flot local

On peut regrouper des courbes intégrales dans un objet commun de la fagon suivante.

Définition 3.4.1. Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant du temps, ot J C R est un intervalle
ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R". Etant donné to € J et vg € U, un flot local de fen
(to, vo) est une application & : J' x U' — U telle que to € J' C J,vg € U' C U, J' est un intervalle ouvert, U’
est un ouvert, et pour tout v € U’ I'application J' — R™ donnée par t — &(t,v) est une courbe intégrale avec
condition initiale v a temps t.

Etant donné un flotlocal & : J'xU’ — U de fen (to,vo) etv € U’, on écrira &, : J' — U l'application
donnée par &,(t) = &(t,v) pour toutt € J'.

Soit J C R un intervalle ouvert non vide et U C R™ un ouvert non vide de R™. Soit K > 0. On dira
qu’un champ vectoriel dépendant du temps f : J x U — R" est K-lipschitzien sur U/ uniformément
pour J si

1f(t,0) = F(t, u)l] < KlJv = ul]

pour tous v,u € U’ ett € I. De fagon plus générale, on dira qu'un champ vectoriel dépendant du temps
f:J x U — R" est localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J si,
étant donné vy € U il existe un ouvert U’ C U incluant v, tel que, étant donné un intervalle fermé et
borné I C J, il existe K > 0 qui satisfait que

I (t,v) = F(tw)l] < Kl[o —ul|
pour tous v,u € U’ ett € I.

Remarque 3.4.2. Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant du temps de classe C', oit J C R est un
intervalle ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R™. Alors, la Proposition nous dit que f est
localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J.

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.4.3 (Existence et unicité du flot local). Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant
du temps continu et localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, oit J C R
est un intervalle ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R™. Etant donné to € J et vy € U,
soient a €10, 1] tel que BH I (vo,2a) C U, et soit I C J un intervalle fermé et borné dont sont intérieur inclut
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to. Comme f est localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, on suppose que
By, || (vo, 2a) satisfait que B B
1F(t,v) = Ftw)]] < Ko — ]
pour tous v,u € By ||(vo,2a) et t € I, 00 K > 0. Comme f est continu, il existe C > 0 tel que ||f(t,v)|| < C
pour toust € I et v € By ||(vo,2a). Soit b > 0 tel que to + b,to —b € I et b <min(1/K,a/C).
Alors, il existe un unique flot local & :]tg — b, to + b[ x By ||(vo,a) — U de f en (to,vo). Si f est de classe
CP avec p € Z~y, alors les courbes intégrales ¢, sont de classe CP.

Preuve. Etant donné v € By | (vo, a), soit
Frowp = {a [to — b, to +b] = By ||(vo, 2a) continue telle que a(ty) = v} € CO([to — b, to + b],R™),

ot1 C°([tg—b, to+b], R") désigne I'espace vectoriel des applications continues de [to—b, t-+b] dans R™. On
consideére que C%([to — b, to + b], R™) est muni de la norme infini || f|| = sup{||f(t)|| : t € [to — b, to + D]}
Alors, C°([to — b,to + b],R™) avec la norme précédente est un espace vectoriel normé complet (voir
Proposition, et Fy, 4,» est une partie fermée de C°([to—b, to+b], R™). Soit iy wb © Frowp = Frg b
I'application donnée par

%%WW@ZU+Lf@ﬂ@WB

pour tout ¢ € [ty — b, to + b]. Cette application est bien définie. En effet, c’est clair que Iy, , () est une
application continue sur [t, — b, to + b], et on voit bien que

max(to,t)
< / Hf(s,a(s))Hds < C2b < 2a

min(to,t)

I sate)) = o] = | / F(s,0(s)) ds

pour tout t € [tg — b, to + b], i.e. Iy, »p()(t) € B” ||(vo, 2a) pour tout t € [to — b, to + b]. En conséquence,
I, wp(a) € Fyy0p pour tout a € Fy 4 5. En plus, comme

t
Mpwsta =9 = sw || [ (F(s.a(s)) - (5.8())ds
tefto—b,to+b]l | Jto
max(to,t)
< sup K [ a(s) = B(s)|lds < Kb sup || a(t) = B(H)]];
t€to—b,to+b] min(to,t) teto—b,to+b]

I;, »» est une application contractante avec constante Kb < 1. Le Théoréme nous dit que Iy, 4 b
admet un unique point fixe o,. Le Lemme nous dit que le point fixe «, de I3, . est une courbe
intégrale de f définie sur |to—b, t¢+b[ avec condition initiale v a temps ¢y. En conséquence, I'application
& :Jto—b, to+b[ X By ||(vo,a) — U donnée par &(t,v) = «,(t) pour toutt € [to—b, to+bletv € By ||(vo,a)
est un flot local de f en (%o, vo) et il est unique. Le fait que &, est de classe C? si f I'est suit directement
de l'identité pour d,,. O

Remarque 3.4.4. Dans la preuve précédente, on peut aussi considérer I’ensemble
Froopr = {a i [to— b, to + "] = By | (vo, 2a) continue telle que a(tg) = v} C C°([to — b, to + b], R™),

avec b/, b € [0,b]. C'est clair que Fy, ., p 1 est aussi fermé dans C°([to — b, to + b],R™). En plus, I'application
Lo b7 2 Fro o b7 = Fro 0, b donnée par

Ito,v,b’,b” (Oé)(t) = +‘/t f(&a(s))ds

pour tout t € [tg — b/, to + b"] est aussi contractante avec constante Kb < 1. En conséquence, Iy, ,p b
posséde aussi un seul point fixe cvypr pr. Comme Ity o b(Q)|jto—br 104577 = Lto,0,b0 b (Ql[tg—br 1o +1]) pOUT tout
@ € Fiy0.b, 01 00t bien que o,y b = iy |[g—tr tg+br1], 0L Cuy € Fy, o est le point fixe de I, . p.
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Exemple 3.4.5 (Solution générale d’'une EDO indépendante du temps sur R). Soient U C R un intervalle
ouvert non vide et f : U — R une fonction de classe C*, que I'on regarde comme un champ indépendant du
temps. Soient to € R et xo € U. Dans ce cas on s’intéresse a trouver une courbe intégrale o : J — U du champ
f avec condition initiale xo a temps to, oit J C R est un intervalle ouvert incluant to, i.e.

o (t) = f(a(t))

et a(ty) = xo. Comme f est de classe C', la Proposition nous dit qu’il existe une unique courbe intégrale
dans un voisinage J' de to. Si f(x¢) = 0, on voit bien que I'application o : J' — U donnée par a(t) = o pour
tout t € J' est la courbe intégrale de f avec condition initiale x. Si f(xo) # 0, et suppose que o : J' — U est la
courbe intégrale de f avec condition initiale x(, on peut supposer par continuité de f et o que f(a(t)) # 0 pour
tout t € J'. Alors,

F(at)) = CoOR 1=t
ol o g
- © dy
Fla)=to+ v F(Y)

pour tout y dans un intervalle ouvert J' incluant xq tel que f(y) # 0 pour tout y € J". En conséquence,
F(a(t)) =t + C, avec C € R constante. Comme F(a(to)) = F(xo) = to, on conclut que C = 0, ce qui
implique que

F(at)) =t
pour tout t € J'. Comme F'(x) = 1/f(x) # 0 pour tout = € J", le Théoreme nous dit que F est un
C'-difféomorphisme local en x, ce qui nous dit que a(t) = F~1(t) pour tout t € J', oit F~ désigne I'inverse
locale de F en x.

3.5 Courbes intégrales approximatives et continuité du flot local (op-

tionnel)
Définition 3.5.1. Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant du temps, ot J C R est un intervalle
ouvert non vide et U C R"™ est un ouvert non vide de R™. Etant donné ty € J et € € R>(, une courbe intégrale

c-approximative de f autour de to est une application o : J' — U différentiable, ot J' C .J est un intervalle
ouvert incluant ty, telle que

o/ (t) = F(t.a(®))[| < e
pour tout t € J'.

On commence avec ce résultat que 1’on va utiliser dans la suite.

Lemme 3.5.2. Soit h : J — Rx¢ une application continue telle que h(t) < C pour toutt € J, ott J C Rest un
intervalle ouvert non vide et C > 0. Soit tg € J. On suppose qu’il existe A, B > 0 tels que

h(t) < A+ B‘ /tt h(s)ds

pour tout t € J. Alors, étant donnén € N, on a

CB" 1t — to|" " BUJt — o]’
< —_— .
M < — ) +A; il (3.5.1)
pour tout t € J. En conséquence,
h(t) < AeBlt—tol (3.5.2)

pour tout t € J.
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Preuve. On voit bien que

max(t,to)
ht) < A+ B :A+B/ h(s)ds < A+ CBlt —to,

min(t,tg)

/t: h(s)ds

pour tout ¢ € J, ce qui nous donne I'inégalité (3.5.1) pour n = 0. On suppose que l'inégalité (3.5.1) est
vérifiée pour n € N. Alors,

t
/ h(s)ds
to
n+1 Bz|t—t0|z

CBn+2t_t n+2
- Ay

(n+2)! — 1!

max(t,to) Bn+1 —t n+1 n B’L —t 7
h(t) < A+ B §A+B/ <C —l +AZ|S~O>dS

min(t,to) (n + 1)' i=0 il

pour tout ¢t € J, ce qui montre (3.5.1) pour n + 1. L'inégalité (3.5.2) est une conséquence directe de
(3.5.1), vu que la limite pour ¢ fixe lorsque n tend vers +oo du premier opérande dans le membre de
droite de (3.5.1) est zéro. O

Le premier résultat intéressant sur les courbes intégrales approximatives est le suivant.

Proposition 3.5.3. Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant du temps continu et K-lipschitzien sur
U uniformément pour J, oit J C R est un intervalle ouvert et U C R™ est un ouvert de R™. Soient v : J' — U
et B :J — U une courbes intégrale e-approximative et e-approximative, respectivement. Soit € = € + €. Alors,

ot = 6] < (fatto) = At + 5 )<=

pour tout t € J'.

Preuve. On voit bien que

o/ () = /() = F(ta() + F (8. B®)|| < [|o/()) = F(t,a)|| + [|8'(t) = F(t. BE) || < e+ =&,

pour tout ¢ € J'. L'inégalité précédente avec I'inégalité triangulaire nous disent que

t

/ f(s,a(s)) = f(s,B(s))ds

to

(alt) = B(t)) — (al(to) — ,B(to))H _ ‘

g]é}d@—ﬂm»@ —waf@ﬂ®ﬂ—ﬂ&ﬂﬁﬂs
<|| [ @er-sras— [ (7s.at) - T s

(o/(s) = B'()) = (F(s.0(5)) = (5. 8(5)) )

ds < et — to

max(t,to)
<.
min(t,to)

pour tout ¢t € J’, ce qui implique que

+ €t — to]

ot~ 301~ atte) ~ e < | [ 75066 ~ 75505
max(t,to)
= /rnin(t,tg)

max(t,to)
gK/ |a(t) = B(t)||ds + €]t — to]

min(t,to)

max(t,to) g
:K/ (Ha(t)—ﬂ(t)” —|—K>ds

min(t,to)
_ K‘ /tt (Ha(t) - B + ;)’
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pour tout ¢t € J'.
On définit 'application h : J' — R via

h(t) = [lat) - (1) || +

pour tout ¢ € J. Alors h est continue, vu que « et 5 le sont. En outre, si l'on applique (3.5.2) a h|; avec
I C J intervalle fermé et borné dont 'intérieur inclut ¢y, A = h(to) et B = K, on trouve que

HMﬂ—ﬂ@HSHMU—BWH+;;£OM@@—B%)W}&}”WM

pour tout ¢t € J, comme on voulait démontrer. O
On va donner une autre preuve de 1'unicité du flot local, ainsi qu'une preuve de sa continuité.

Proposition 3.5.4 (Unicité et continuité du flot local). Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépendant
du temps continu et localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, oit J C R est
un intervalle ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R™. On fixe a,b, K,C > 0 comme dans la
Propositionet on admet que le flot local & :]to — b, to +b[ X B)| ||(vo,a) — U de f en (to, vo) existe. Alors,
il est unique, et 'application & est continue et lipschitzienne sur By, ||(vo, a) uniformément pour Jto — b, to + b.

Preuve. Pour montrer 1'unicité, soient &, 3 :Jto — b, to + b[ x By ||(vo,a) — U deux flots locaux de fen
(to,vo). Pour tout v € B|| ||(vo, a), on considere les courbes intégrales ¢, Bv Jto — b, tg +b[— U de f,
que l'on regarde comme courbes intégrales e-approximative et e-approximative, respectivement, avec
e = ¢ = 0. Comme G,(ty) = B,(to) = v pour tout v € By /(vo,a), la Propositionnous dit que
Gy (t) = B, (t) pour tout ¢ € Jtg — b, to + b.

Par ailleurs, on a aussi

Hd(t,v) —a(s,u)|| < Hd(t,v) - d(t,u)” + ||t u) — (s, u)|

SHv—uHKKHeKt_t"—i—H/S F(, e, w) — fla, ale,u))de

K+1 _
v —ul| =gme T 20 — o

<|l
pour tout (¢,v), (s,u) € Jto — b,to + b[ X B ||(vo,a), ot 'a appliqué la Proposition dans le premier
opérande du deuxiéme membre en regardant &(¢, v) comme une courbe intégrale ||v—ul|-approximative

de f. En conséquence, & est continue et lipschitzienne sur Bj| |(vo, a) uniformément pour l'intervalle
]to — bty + b[ O

3.6 Unicité globale et prolongement des courbes intégrales

Proposition 3.6.1 (Unicité globale de courbes intégrales). Soit f : J x U — R™ un champ vectoriel dépen-
dant du temps continu et localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, oit J C R
est un intervalle ouvert et U C R"™ est un ouvert de R™. Soient o : J' — U et B : J" — U deux courbes inté-
grales de f avec condition initiale vy € U a temps to, oit to € J', J" et J', J" C J sont des intervalles ouverts.
Alors aljingn = Bl

Preuve. On va montrer I'égalité a|;n JIRs, = Bl J/MRs,, €ton va laisser au lecteur/a la lectrice
I'identité analogue CY|J/mJ//ﬂRStO = Blynrnre,,- Soit E = {t € J'NJ" : a(s) = f(s) pour tout s €
[to,t]}. En particulier, ty € E. La Proposition nous dit qu'il existe b > O tel queto +b € E. Si B
n’est pas majoré, alors le l'identité o TR, = Blin JORs,, est immédiate. On suppose désormais
que E est majoré et on pose e = sup £ € R. On affirme que e est la borne supérieure de l'intervalle
J'n J". Sicenest pas le cas, alors a(e) = (e), vu que a et 3 sont continues, ce qui implique que
e € E, et les applications « et 3 sont des courbes intégrales de f avec condition initiale a(e) = 3(e) a
temps e. Or, la Proposition nous dit que, localement, f admet une unique courbe intégrale avec
condition initiale a(e) = B(e) & temps e, i.e. il existe r > 0 tel que la courbe intégrale v :le —t,e +t[— U
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de f avec condition initiale a(e) = 3(e) a temps e est unique. En conséquence, a(t) = 3(t) pour tout
t €le —r,e+r[, ce qui implique que e < sup E € R, ce qui est absurde. En conséquence, e est la borne
supérieure de l'intervalle J' N J”, ce qui nous dit que Oé|J/mJ//ﬁ]RZtO = /6|J/QJ//Q]RZt0. O

Définition 3.6.2. Soit f : JxU — R™ un champ vectoriel dépendant du temps continu et localement lipschitzien
sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, ot J C R est un intervalle ouvert 0 et U C R™ est un
ouvert non vide de R™. Etant donné ty € J et vy € U, on définit J(to,vo) C R comme la réunion de tous les
intervalles ouverts J' C .J incluant t, tels qu'il existe une courbe intégrale o : J' — U de f avec condition
initiale vy a temps to.

Noter que, par la Proposition [3.6.1} étant donné to € J et vy € U, il existe une unique courbe intégrale
a: J(tg,v9) = U de f avec condition initiale vy a temps t.

Exemple 3.6.3. Soit f : R x R — R le champ vectoriel indépendant du temps donné par f(t,z) = % pour
tous t,x € R. Comme f est de classe C', étant donné zo € R et to € R, on sait que f posséde une unique
courbe intégrale avec condition initiale xo a temps to. Soit o = J — R une courbe intégrale de f qui satisfait
que a(to) = wo, ot J est Uintervalle ouvert maximal incluant ty. Si xo = 0, on voit bien que J(to, zo) = R et
a(t) = 0 pour tout t € R est la courbe intégrale respective. Si o(to) = xo # 0, alors a(t) # 0 dans un intervalle
ouvert J' C J incluant ty, ce qui implique que

1= (din)

pour tout t € J', i.e.

1
t+——=0C,
0

pour tout t € J ! avec C € R une constante. En conséquence,

)= —+— (36.1)

a = . .
to—t+ gyt

pour tout t € J'. On voit bien que I'expression (3.6.1) pour tout t € R_, gt donne une courbe intégrale de
f avec condition initiale xo d temps to si zo < 0, tandis que ['expression (B.6.1) pour tout t € R <totag’ donne
une courbe intégrale de f avec condition initiale xo a temps to si xg > 0. Comme la limite de (3.6.1)) lorsque t
tend vers tg + xal ne converge pas, on conclut que J(tg, xo) = R>t0+z51 sixzg < 0et J(tg,x0) = R<t0+%_1

si xg > 0. En conséquence, 'intervalle maximal d'une courbe intégrale d'un champ vectoriel ne coincide pas
forcément avec l'intervalle dans la domaine de définition du champ vectoriel (dans ce cas, R).

Le résultat suivant nous donne un critere nécessaire et suffisant pour pouvoir comparer l'intervalle
du domaine de définition du champ vectoriel et celui des courbes intégrales associées.

Proposition 3.6.4 (Prolongement de courbes intégrales). Soit f : JxU — R™ un champ vectoriel dépendant
du temps continu et localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, oit J C R est
un intervalle ouvert non vide et U C R™ est un ouvert non vide de R™. Soit o : J' — U une courbe intégrale de
f avec condition initiale vy a temps to € J' définie sur un intervalle ouvert maximal J' C J. On suppose qu’il
existe un intervalle ouvert J" C J' tel que les bornes supérieures (resp., inférieures) de J' et de J" coincident,

a(t) C U et qu'il existe C' > 0 tel que || f(t, a(t))|| < C pour tout t € J". Alors, les bornes supérieures (resp.,
inférieures) de J et de J' coincident.

Preuve. On va démontrer 1’énoncé pour les bornes supérieures, le cas des bornes inférieures étant com-
pletement analogue. On suppose que J =la,b], J' =]da’,V'[ et J' =]a”,b"[, avec a,a’,a” € R U {—o0}
etb,b',b"” € RU {+oco}. Par hypothese, b’ = V. Si b’ = biln’y a rien a démontrer. On va supposer que
b <bsibeR, etd € Rsib=+4oco. Comme «a est un courbe intégrale de f avec condition initiale vy a
temps to € J', alors

a(t) = v +/ f(s,a(s))ds

to
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pour tout ¢ € J’, ce qui nous dit que

ot~ = | [ Fat)is

pour tous ¢,t" € J”. En conséquence, la limite

max(t,t’)
< / |1 f (s, as))|ds < Ct" —t|
min(t,t’)

li t

fm ()

existe, vu que toute suite de la forme (a(t,))nen, avec (t,)nen € J"N convergente vers b’ lorsque n
tend vers 400, est une suite de Cauchy. En outre, par hypothese, cette limite appartient a U. Soit
uo € U lalimite de «(t) lorsque ¢ tend vers b'. On conclut que 1’on peut prolonger « en une application
a:J' U{b'} — U donnée par

at) =uy + /b’ f(s,a(s))ds

pour toutt € J'LI{V'}. Parla Proposmonn 3.4.3} il existe une umque courbe intégrale 3 : |b' —¢, b’ +¢[— U
de f avec condition initiale v a temps b’, ot11’on suppose que a’ < b’ — €. En employant la terminologie
et les résultat de la Remarque n Bl[p'—e,p'+¢ €st un point fixe de I'application Iy ., /2 €t afp—c

est un point fixe de I'application Iy ,, /2,0, ce qui nous dit que |y} = @|p/—c». En conséquence,
I'application & : J' U [/, b + e[ — U donnée par a(t) = a(t)sit € J eta(t) = f(t)sit € [b/,b' + €[ est
une courbe intégrale de f avec condition initiale vy & temps ;. Comme on avait supposé que J’ était
maximal, on trouve une contradiction. En conséquence, b’ = b. [l

3.7 Champs vectoriel dépendant des parametres et flot global

On peut considérer des familles de champs vectoriels dépendant du temps.

Définition 3.7.1. Soient n,m € Z~o. Une famille de champs vectoriels dépendant du temps (ou champ
vectoriel dépendant du temps et des paramétres) est une application f : J x U x W — R", oit J C R est
un intervalle ouvert non vide, U C R"™ et W C R™ sont des ouverts non vides. On va regarder tout champ
vectoriel dépendant du temps f : J x U — R™ comme un champ vectoriel dépendant du temps et des parametres
f:JxUxW = R" avec f(t,v,w) = f(t,v) pourtoutt € J,v e Uetwe W.

Remarque 3.7.2. Pour toute famille de champs vectoriels dépendant du temps f - J x U x W — R et w € W,
on considere le champ vectoriel dépendant du temps f,, - J x U — R™ défini par f,(t,v) = f(t,v,w) pour
toutt € J et v € U. Tous les résultats des Sections [3.1}{3.6|sont valables pour toute famille de  champs vectoriels
dépendant du temps f - J x U x W — R™ si I'on remplace dans les énoncés respectifs f par f., pour w € W.

Définition 3.7.3. Soit f : J x U x W — R™ un champ vectoriel continu dépendant du temps et des parametres,
tel que, pour tout w € W, f,, est localement lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J,
oit J C R est un intervalle ouvert 0 et U C R”™ est un ouvert non vide de R"™. Etant donnév € U et w € W,
on définit J(v,w) C R comme la réunion de tous les intervalles J' C .J incluant O tels qu'il existe une courbe
intégrale v, : J' — U de f,, avec condition initiale v a temps t = 0, et D(f) = {(t,v,w) € I x U x W : t €
J(v,w)}. On pose aussit™ (v, w) € RU{—occ} et tT (v, w) € RU{+o0} tels que J (v, w) 1t (v,w), tT (v, w)|.

Noter que, par la Proposition étant donné v € U et w € W, il existe une unique courbe intégrale cv,, :
J(v,w) — U de f,, avec condition initiale v & temps t = 0. Le flot global de f est U'application & : 2(f) — U
telle que I'application associée ¢v, . : J (v, w) — U donnée par éu, ., (t) = &(t, v, w) soit 'unique courbe intégrale
de f., avec condition initiale v & temps 0.

Remarque 3.7.4. Soit f : JxU — R™ un champ vectoriel dépendant du temps continu et localement lipschitzien
sur U uniformément pour tout compact inclus dans J, ot J C R est un intervalle ouvert 0 et U C R™ est un
ouvert non vide de R™. On remarque que la restriction du flot global n’est pas en général un flot local. En
effet, sia : J' x U' — U est un flot local de f en (to,x0), oit J' C J est un intervalle ouvert incluant t, et
U’ C U est un ouvert de R™ incluant xq, et & : Q(f) — U est le flot global de f, alors &ly <y # @, car
a(to, x) = x pour tout x € U’ tandis que &(to,x) # x en général. La relation entre les deux est plutot de la

orme &(t,y) = a(t, a(to,y)) pour tout t € J' et y € U tel que &(to,y) € U'.
p q
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Exemple 3.7.5. On continue avec I'Exemple Dans ce cas, on voit bien que P(f) = {(t,z) € R? : tz < 1}

et le flot global & : Z(f) — R est donné par

pour tout (t,z) € D(f).

3.8 Equations différentielles linéaires

Définition 3.8.1. Soit ¢ : J x W — L(R™) une application, oit J C R est un intervalle ouvert non vide et
W C R™ une partie ouverte non vide. Le champ vectoriel dépendant du temps et dépendant des parametres
associé a ¢ est donné par Uapplication f : J x R x W — R™ définie par f(t,v,w) = €(t,w)(v), pour tout
teJ,veRetweW.

Proposition 3.8.2 (Domaine d’équations différentielles linéaires). Soit ¢ : J x W — L(R"™) une application
continue, oit J C R est un intervalle ouvert incluant 0 et W C R™ une partie ouverte non vide, et soit f :
J x R* x W — R" le champ vectoriel dépendant du temps et dépendant des parametres associé a €. Alors,

D(f)=J xR* x W.

Preuve. Soit w € W. On va montrer que le domaine de définition maximal de chaque courbe intégrale
a:J' — R de f, est J. Pour cela il suffit de vérifier que les hypothéses de la Proposition@ sont
vérifiées. On va vérifier les hypotheses pour la borne supérieure de J, le cas de la borne inférieure étant
analogue. On note d’abord que, comme ¢ : J — L(R™) est continue, alors fu est continu et localement
lipschitzien sur U uniformément pour tout compact inclus dans J. En effet, la continuité de f,, suit
directement de celle de ¢, et si I C J est un fermé et borné, ||€(t)|| < K pour toutt € I, ot K > 0, ce
qui implique que

£t v) = fult,w)]| = @) () = €@ @) < €@l = ull < KJv —ul]

pour tout v,u € R™ et ¢ € I. La condition a(t) C U pour ¢ € J” est immédiate, vu que U = R™ dans ce
cas. Il reste & vérifier la derniére condition dans la Proposition Si la borne supérieure b’ de J’ est
+00 il n'y a rien a démontrer. On suppose alors que b’ € R et soit I C R un intervalle fermé et borné
dont l'intérieur inclut b'. Par continuité de ¢, il existe K > 0 tel que ||€(¢)|| < K pour tout t € I. Comme
a est une courbe intégrale de fw on a lors que

a(t) = a(0) —|—/0 t(s)(a(s))ds,

ce qui implique que
max(0,t) max(0,t)
e =lle@+ [ e )i < e+ [ (e

pour toutt € I. Lemme nous ditalors que ||a(t)|| < ||a(0)|[eX*~t! pour tout ¢ € I, ce qui implique
que fu(t, a(t)) estborné sur I. La Proposition nous dit alors que le domaine de définition maximal
de la courbe intégrale a : J' — R" de f,, est J. En conséquence, Z(f,,) = J x R™. On conclut que
P(f) =J xR* x W. O
Proposition 3.8.3 (Solutions d’équations différentielles linéaires). Soient py,...,pn—1 : J — R des fonc-
tions continues, oit J C R est un intervalle ouvert non vide. Soit S Iensemble formé des applications z : J — R
qui satisfont

n—1

() + 3 pi(t)a (1) = 0

=0

pour tout t € J, ot (%) (t) = x(t). Alors S est un espace vectoriel réel de dimension n.
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Preuve. C’est clair que S est un espace vectoriel réel, vu que toute combinaison linéaire d’éléments de
S est un élément de S. Soit A : J — M, (R) I'application donnée par

—po(t) —pi(t) —p2(t) ... —pn_1(t)
0 1 0 . 0
Alt) = 0 0 ... 0
0 0 o ... 1

pour tout ¢ € J, et soit C' I'ensemble formé des applications o : J — M,,1(R) qui satisfont que

pour tout ¢ € J. D’apres I’'Exemple I'application linéaire S — C' qui associe a x € S 'application
a € C donnée par a(t) = (x(t),2'(t),...,z" "V (t)) pour tout ¢ € J est une bijection. Soit t, € J. La
Proposition nous dit que l'application linéaire C' — M, «1(R) qui associe a(tg) a & € C est une

bijection. On conclut que S a dimension n. O
Le wronskian d’une famille de fonctions {f1,..., fn}, ot f1,...,fn : J — R sont des fonctions
(n—1)-fois différentiables, et J est un intervalle ouvert non vide, est 'application W (f1,..., f,) : J = R
donnée par
fi(t) U ()
W1, fu)(t) = det : ;
SO N
pour toutt € J.
Lemme 3.8.4. Soient fi,..., f, : J — Rdes fonctions (n — 1)-fois différentiables, ot J est un intervalle ouvert

non vide. S'il existe to € J tel que W (f1,..., fn)(to) # 0,alors {f1,..., fn} est libre.

Preuve. On va démontrer la proposition contraposée. On suppose que { f1,..., fn} n’est pas libre. On
va montrer que W (fi,..., f,)(t) # 0 pour tout t € J. Or, comme {f1,..., f,} nest pas libre, il existe

(c1,...,¢n) € R" non nul tel que
n

> efi(t) =0,

i=1

pour tout ¢t € J. Cela implique que

n

St =o,

i=1
pour tout ¢t € J et tout j € [1,d — 1]. En conséquence,

A®) o fal®) c1 0
AV o A w) e 0

pour tout ¢ € J. En conséquence, le noyau de cette matrice est non trivial, pour tout ¢ € J, ce qui
implique que

[@) o fat)
W(f1,..., fn)(t) =det : : =0
O N

pour tout ¢ € J, comme on voulait démontrer. O

Remarque 3.8.5. La proposition contraposée du Lemme n’est pas vraie en général. Par exemple, c’est facile
a vérifier que les applications f1, f2 : R — R données par fi(t) =t et fa(t) = t.|t| pour tout t € R forment un
ensemble libre mais W (f1, f2)(t) = 0 pour tout t € R.
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3.9 Résolution explicite des EDO linéaires avec terme inhomogéne

3.9.1 Systemes d’équations différentielles linéaires

Soit n € Z~(. Dans cette sous-section on fixe un intervalle ouvert non vide J C R et des applications
continues A : J — M,(R) etb: J — M,x1(R). On fixe ty € J et vy € M,x1(R). Pour simplifier, la
bijection usuelle R — M,, 1 (R) donnée par v — v' sera utilisée de fagon implicite dans notre écriture,
et on écrira alors vy € R™. Méme si ce nest pas nécessaire, on va supposer que A est diagonalisable
de fagon continue, i.e., qu'il existe des applications continues D, P : J — M, (R) telles que D(¢) est
diagonalisable, det(P(t)) # 0 et

A(t) = P(t).D(t).P(t)~!

pour tout ¢ € J. Pour (di,...,d,) € R", on écrira diag(ds, ..., d,) la matrice diagonale dont la i-eme
entrée sur la diagonale est d;, avec ¢ € [1,n]. Soient d; : J — R ¢ € [1,n] les applications continues
telles que D(t) = diag(di(t),...,d,(t)) pour toutt € J.
Dans cette section on va déterminer de fagon explicite I'application « : J — R™ qui satisfait 1’équation
différentielle
o (t) = A(t).at) + b(t) (3.9.1)

pour tout t € J et condition initiale a(ty) = wvo, associée au champ vectoriel dépendant du temps

f(t,v) = A(t).v + b(t) pour tout t € J et v € R™.

3.9.1.1 Systemes d’équations différentielles linéaires homogenes
On va commencer pour trouver une application «y, : J — M, (R) différentiable qui satisfait que
ay, (t) = A(t).an(t), (3.9.2)

pour tout ¢ € J avec la condition initiale o, (t9) = I,,, ot I, est la matrice identité.
Soit ap(t) = P(t) " .ap(t).P(t) pour tout t € J. Alors, (3.9.2) équivaut a

a,(t) = D(t).an(t),
et ay(to) = I, ce qui nous dit que

Gn(t) = diag (ef;b i) Iy dn(s)ds)

pour tout ¢t € J. En conséquence,
an(t) = P(t). diag <eft‘o dds ol d"<s>d8> Pt)! (3.9.3)
pour tout ¢t € J. On dira que ay, : J — M, (R) est la solution fondamentale de (3.9.2). Comme
det (a(t)) = det (P(t)). det (diag (eftto dile)ds elio d"(s)ds) ) .det (P(t)7")

— det <d1ag <6f:0 d1(s)ds’ o eff«to d,,,(s)ds)) _ H 6‘[:0 di(s)ds >0,

i=1

on conclut que a(t) est inversible pour tout ¢ € J.

3.9.1.2 Cas général: méthode de variation des constantes
Soit ap, : J — M, (R) la solution fondamentale de donnée par et soit

a(t) = ap(t).w(t) (3.9.4)
pourt € J,avecw : J — R™ une application différentiable. Alors, nous dit que

(ah(t).w(t))/ = o, (t).w(t) + ap(t).w'(t) = A(t).an(t).w(t) + ap(t).w'(t) = A(t).a(t) + an(t).w' (t)
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pour t € J, ce qui implique que o donnée par (3.9.4) est une solution de (3.9.1) si et seulement si
ap(t).w'(t) = b(t)
pourt e J,ie.
w'(t) = an(t) " .b(t)
pour t € J. La condition initiale a(tg) = vy équivaut a w(tg) = ay(to) ~.vo. Cela nous dit que
t
w(t) = ap(to) Lo +/ an(s)~Lb(s)ds
to

pour t € J, ou l'intégrale précédente est calculée pour chaque entrée du vecteur ay(s)~1.b(s). On
conclut que

aft) = ap(t)w(t) = ap(t).an(to) g +/ an(t).an(s)"L.b(s)ds (3.9.5)

to

pourt € J.
Exemple 3.9.1. On va résoudre I'équation différentielle associée (3.9.1) avec condition initiale (1,1) a temps

to =0, pour J =R,
2 -1 e
a0= (2 D) wsn- ()
pour tout t € R. Or, on voit bien que

=00 DGR )
D I T

En conséquence, (3.9.3) nous dit que la solution fondamentale de I'équation différentielle homogéne est

(1) = 11 et 0 -1/2 1/2\ _ 1 (3t —et et
=13 1) VLo e) 32 -1/2) T 2\3@—et) 3et—¢t
pour tout t € R. On notera D(t) = diag(e™t, e?) pour tout t € R. Ce sera plus utile pour les calculs d'utiliser

I'expression
an(t) = P.D(t).P™,

pour tout t € R. Noter que

ap(t)"'=P.D@t)" P~ = P.D(~t).P7},

pour tout t € R.
Finalement, (3.9.5) nous dit que la solution o de (3.9.1) avec condition initiale (1, 1) a temps to = 0 pour le
choix de A et b précédents est donnée par

alt) = (;Egijgjf) geeft—_@;).<})+p. (0 e%) P /p (0 0) p(>d
Jenlid DL &) (S

enls 9 (el)

) e (0 a) (s 0 = () o (Gt k)
|

( t+3(2te’ —et +e7t)/4 >:< t + (6te! + e’ + 3e7") /4 >

2t — 1 + (6te’ — be' +9e ) /4 2t — 1+ (6te’ — e’ +9e 1) /4
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3.9.1.3 Application aux équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soient p, ¢, : J — R des fonctions continues, ot J C R est un intervalle ouvert, et soit ty € J. On veut
trouver l'application x : J — R qui satisfait I'équation différentielle

2" (t) + p(t)a' (t) + q(t)x(t) = r(t) (3.9.6)

pour tout ¢ € J et les conditions initiales z(ty) = z¢ et z’(ty) = vo. Soient

A(t) = (—pl(t) —qo(t)) etb(t) = C«g&))

pour t € J. Clest clair que A : J — Maya(R) et b : J — My (R) sont des application continues, vu
que p, q,r le sont. D’apres 'Exemple étant donné une application x : J — R, si elle est solution
de avec la condition initiale z(to) = z¢ et 2/(tg) = vy, alors 'application o : J — R? de la forme
a(t) = (x(t),2'(t)) pour t € J est solution de

o (t) = A(t).at) + b(t) (3.9.7)

pour tout ¢ € J et condition initiale a(tg) = (o, vo), et toute solution « de (3.9.7) avec la condition ini-
tiale a(tg) = (xo, vo) est obtenue de cette forme. La méthode expliquée dans les paragraphes précédents
nous permet alors de résoudre (3.9.6), si la matrice A(t) est diagonalisable de fagon continue.

3.9.2 Une autre méthode pour les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soient p,q,r : J — R des fonctions continues, ot1 J C R est un intervalle ouvert, et soit ty € J. Dans
cette section on va donner une méthode directe pour trouver de fagon explicite I’application = : J — R
qui satisfait 1’équation différentielle

2" (t) + p(t)a'(t) + q(t)x(t) = r(t) (3.9.8)

pour tout ¢t € J et les conditions initiales z(tg) = g et z’(to) = vo.
On va supposer que I'on connait une famille libre {z1, x>} de fonctions 2-fois différentiables définies
sur J qui satisfont que
2" (t) + p(t)2'(t) + ¢(t)z(t) = 0

pour toutt € J.
Avant de continuer, on peut donner la réciproque suivante du Lemme sous des hypotheses
supplémentaires.

Lemme 3.9.2. Soient z1,x2 : J — R deux solutions de I"équation différentielle
2" (t) + p(t)a'(t) + q(t)x(t) =0 (3.9.9)

pour tout t € J, ott p,q : J — R sont des applications continues et J est un intervalle ouvert non vide. Si
{1, x5} est libre, alors W (z1,x2)(t) # 0 pour tout t € J.

Preuve. Un calcul long mais direct nous dit que W (x1, z2) est solution de 1’équation différentielle
W(#) + p(t)W (t) = 0,

pour tout ¢t € J. En conséquence, la Propositionnous dit que, si W(x1,22)(to) # 0 pour ty € J
quelconque, alors W (z1,z2)(t) # 0 pour tout t € J. On suppose que W (z1,z2)(t) = 0 pour tout ¢ € J.
Comme z; est une solution non nulle de pour i = 1,2, car {z1, z2} est libre, la Proposition
nous dit qu'il existe un intervalle ouvert J' C J tel que z;(t) # 0 pour toutt € J' eti = 1,2. Or,
W (z1,22)(t) = 0 pour tout t € J nous dit qu’il existe une application 2-fois différentiable a : J' — R
telle que x2(t) = a(t)z1(t) et 25(t) = a(t)z|(t) pour tout t € J', vu que les vecteurs (x1(¢), ) (t)) et
(x2(t), z5(t)) son linéairement dépendants pour tout ¢t € J. Alors, a(t)z}(t) = z5(t) = d/(t)x1(t) +
a(t)x} (t), ce qui implique que a’(t)z1(t) = 0 pour tout ¢t € J', i.e. a’(t) = 0 pour tout ¢t € J’, car z1(¢) # 0
pour tout t € J'. En conséquence, il existe a € R tel que a(t) = a pour tout t € J', i.e. z2(t) = ax1(t)
pour toutt € J'. Comme z2 — ax; est une solution de et elle s’annule sur un intervalle ouvert non
vide, elle est nulle sur J, ce qui implique que {z1, 22} n’est pas libre, ce qui est absurde. En conséquence,
W (x1,22)(t) # 0 pour tout ¢ € J. O
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On continue maintenant avec (3.9.8). Pour cela, on va proposer que la solution de (3.9.8) soit de la
forme

z(t) = a1 (t)z1(t) + az(t)z2(t) (3.9.10)
pour toutt € J, olt ay, a2 : J — R sont deux fonctions 2-fois différentiables. On suppose aussi que ces
applications a; et ay satisfont I'identité

a) (t)z1(t) + abh(t)z2(t) = 0 (3.9.11)
pour tout 13 E J.
Or, ( et (3.9:1T) nous disent que
I/(t) = ay(t)z1(t) + a5 (D)2 (t) + ar ()21 (t) + az (D) (t) = a1 (8) 2 (t) + aa(t)25(t),

pour tout ¢t € J. Alors,

2(t) = (ar ()24 () + as(B)h(1)) = ar ()2 ( )+a2( )23 (t) + a3 (87 () + ay(t)a5(t)
pour tout ¢ € J. En conséquence, (3.9.10) satisfait (3.9.8) si et seulement si
al (t)x) (t) + a;(t)xg(t) =r(t) (3.9.12)
pour tout ¢t € J. Les équations (3.9.11)) et (3.9.12) nous disent alors que

(6 ) (6) = ()
pour tout ¢t € J. En conséquence,

() = 7w (a0 ain ) (o) = wmzm (i)

pour tout ¢ € J, ot1 'on a utilisé le Lemme[3.9.2] On conclut que

dt et dt 3.9.13
/W$1,5U2 az(t /le,éﬂz ( )

pour tout ¢ € J et, par conséquent,

_ z1(t)
it /wacz dt + @2(t /le,xg)(t)dt

pour toutt € J.
Exemple 3.9.3. On veux trouver une application x : Ry — R telle que
2 2
1 /
z"(t) — 72 (t)+ 2%

pour t € Ry et satisfait les conditions initiales x(1) = 1 et 2'(1) = 1. C'est facile a voir que les applications
21, T2 : Rag — R données par x1(t) = t et xo(t) = t? pour t € R~ sont des solutions de I'équation
2 2
1 /
x (t)—;x(t)—kﬁ
pour t € R~q. Noter que W (x1,z2)(t) = t* # 0, et, d’apres le Lemme {x1, 2} est un ensemble libre. Or,

(3.9.13) nous dit que, dans ce cas
3t2
—dt —3t
/ W (x1,z2)( / Ta

—dt =31
/W$17$2 / n{) ez
fort € Rso. En conséquence,

x(t) = —3t% + 3t In(t) + 1t + cot? = 3t* In(t) + C1t + Cot?

(t)=3

xz(t)=0

et

pour tout t € J, ott Cy = ¢y et Co = co — 3. Les conditions initiales impliquent que Cy, = 4 et C = —3.
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Chapitre 4

Théorie élémentaire de courbes
paramétrées

Le but du quatriéeme chapitre c’est d’étudier les courbes paramétrées. On continue avec les mémes
conventions que celles du premier paragraphe du chapitre

4.1 Premieres définitions

On rappelle d’abord la définition suivante.

Définition 4.1.1. Soient n,p € Zq et I C R un intervalle non vide. On rappelle que I~ = inf(I) et It =
sup(I). Soit o : I — R™ une application. Si I est un intervalle fini, on dit que o : I — R est de classe C
par morceaux si « est continue et s'il existe a; < --- < ay € I tel que ), q,,, [ est de classe C* pour tout
i € [0,N], ot ap = I~ et any1 = I Si I est un intervalle infini, on dit que o : I — R™ est de classe C” par
morceaux si |y est de classe CP par morceaux pour tout intervalle fini I' C I.

En particulier, étant donné une application o : I — R” de classe C? par morceaux, il existe une
partie discréte D C [ telle que ;0\ p est de classe C”. On pose

D, = ﬂ{D C I°: alje\p est de classe C” }

Il s’agit de la plus petite partie discrete D, C I telle que oo\ p, est de classe C*. Noter que « est de
classe CP si et seulement si D, = (.

Pour simplifier, dans toutes les définitions suivantes, le lecteur/la lectrice pourrait se restreindre
au cas ou toutes les applications sont de classe C? sur l'intérieur de leurs domaines de définition.

Définition 4.1.2. Soient n,p € Z~o et I C R un intervalle non vide. Une courbe (paramétrée) de classe C?
par morceaux est une application continue o : I — R"™ de classe C? par morceaux. Dans le cas p = 1, on dira
simplement que o est une courbe.

Définition 4.1.3. Soient n,p € Z~q et I C Run intervalle non vide. On dit qu’une courbe o : I — R™ de classe
CP par morceaux est p-réguliere si {a/(t),...,a®)(t)} est libre pour tout t € I°\ D,. Noter que dans ce cas
p < n. Un courbe 1-réguliére sera appelée plus simplement réguliere, i.e. o (t) # Orn pour tout t € I°\ D, et
une courbe de classe C* par morceaux 2-réguliére sera appelée plus simplement biréguliere. Une courbe réguliére
a: I — R™ est paramétrée par longueur d'arc si ||o/(s)|| = 1 pour tout s € I° \ D,.

Si v est réguliere, on définit I'application t,, : I° \ Dy — R”

pour tout s € I°\ D,. On dit que t,,(s) est le vecteur tangent a o au temps s.
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Définition 4.1.4. Soient n € Z~g et I C R un intervalle. La longueur d'une courbe réguliére o : I — R™ est
définie par
I+

) = [ lla’)llds € Roo U {+o0).

Définition 4.1.5. Soient n,p € Z~q et I,I' C R des intervalles non vides. Un reparamétrage d'une courbe
a : I — R™ classe CP par morceaux est un homéomorphisme g : I' — I tel que g|po : I'° — I° est de classe C?
par morceaux avec g'(s) # 0 pour tout s € I'° \ Dy et g(Dy) C D,. On dit que le reparamétrage g est positif
(resp., négatif) si g'(s) > 0 (resp., g’ (s) < 0) pour tout s € I'°\ Dy. La courbe reparamétrée est la composition
aog:I'— R"™

Proposition 4.1.6. Soient n,p € Z~q et I,I' C R des intervalles non vides. Si o : I — R™ est une courbe
classe C? par morceaux et g : I' — I est un reparamétrage de o, alors

L) =4(aog).
En plus, si « est p-réguliere, o o g I'est aussi, Do = g(Daog) et

ta(9(5)) = Ftaog(s)

pour tout s € I'° \ Dqog, oit le signe + (resp., —) correspond au cas oit le reparamétrage g est positif (resp.,
négatif).
Preuve. On fera la preuve pour p = 1 et on laisse le cas p > 1 au lecteur/a la lectrice. On voit bien que
rt I+
taog)= [ l@ogy@llis= [ Jlatals))g ()]s

- -

rt It

- [t el = [ o= o),

ol l'on a utilisé Théoréme dans la deuxieme égalité et le théoreme de changement de variable
dans la quatrieme égalité.

Par ailleurs, comme D, C g~ *(D,) et (a0 g)'(s) = a/(g(s)).¢'(s) pour tout s € I’° \ Dyo,, d’apres le
Théoréme Daog € 971 (Da), ie. g(Daog) € Do. Enemployant que g|po\p, : I°\ Dy — I°\ g(Dy)
est un C'-difféomorphisme et I'inclusion évidente D, C Dy, si l'on remplace g par g~' et a par a o g
dans I'argument précédent, on conclut que g~ (D,) C Dqog, ce qui nous dit que ¢(Daog) = Do En
outre, 'égalité (a0 g)’(s) = /(g(s)).¢'(s) et le fait que ¢’'(s) # 0 pour tout s € I’ \ D04 nous disent que
« est réguliere si et seulement si « o g est réguliere. Finalement, comme (o g)’(s) = a/(g(s)).¢'(s), on
voit bien que

a'(g(s))-g'(s) _ g'(s) a'(g(s)) _ g'(s)
taog(8) = = = ta(g(s
= oG~ G TGl g
pour tout s € I'° \ D,o,4, ce qui montre le résultat, vu que ¢'(s)/|g'(s)| = 1 (resp., ¢'(s)/|¢'(s)| = —1)
pour tout s € I'° \ Dy, si le reparamétrage est positif (resp., négatif). O

Proposition 4.1.7. Soientn,p € Zsq et I C R un intervalle non vide. Si o : I — R™ est une courbe p-réguliére,
alors il existe un unique reparamétrage positif g : I' — I de cvtel que 0 = I'~ et wo g : I' — R™ est paramétrée
par longueur d’arc.

Preuve. On fera le cas p = 1 et on laisse le cas p > 1 au lecteur/a la lectrice Pour montrer 1'unicité
de g, soient g : I’ — I et g : I” — I deux reparamétrages de « par longueur d’arc, ou I', I"” C R
sont des intervalles non vides avec 0 = I'~ = I”~. Comme g et g sont des homéomorphismes, # =
g log :I" — I’ est un homéomorphisme, 0 = I'~ € I’ si et seulementsi 0 ="~ € I, et '~ € I'siet
seulement si I~ € I”. En plus, on voit bien que # est de classe C' par morceaux. On écrira g = go f
eton fixe D = Dy, UA ™! (Dy). Noter que D C I” est une partie discrete. En conséquence, le Théoréme

2.1.17nous dit que
g'(t) = (goh)'(t) = g (R(1))R'(2)
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pour tout ¢t € I"”°\ D, ce qui implique que #'(t) > 0 pour tout ¢t € I”° \ D. En outre, le Théoreme
et le fait que les reparamétrages sont positifs nous disent que

=|( aog H = |la’(g®)[|¢'(t) = ||a’ (g®)||(g o o) (t) = ||’ (9(h(t)))||¢' (R (£)) R (t)
H (aog) ||fz, )y ="h'(t)

pour tout ¢ € I"° \ D. En conséquence, #i(t) = t pour tout t € I”, ce qui implique que I' = I" et g = g.
On montrera maintenant I'existence. Soit I’ C R l'unique intervalle tel que I'~ = O et I't = {(«),
0 € I'sietseulementsi I~ € T et I'T € I’ sietseulementsi I € I et {(a) € R. On définit hh: I — I’ via

¢

h(t) = / [l (s)||ds (4.1.1)
pour tout ¢ € I. Alors h est continue et strictement croissante, ce qui nous dit que h est un homéomor-
phisme. En plus, h et de classe C' par morceaux, D;, C D, et h'(t) = ||o/(t) \ Dp.
Soit g : I' — I I'application réciproque de h. Alors, D, = h(Dj,) et le Théoreme nous dit que

, _ 1
9 = et~ ° *.12)

pour tout s € I’ \ Dy, et aussi
/ - s 1
(o0 9 4) = o gty

pour tout s € I’ \ Dy, i.e. a o g est paramétrée par longueur d’arc. O

Etant donné une courbe p-réguliere o : I — R", ou I C R un intervalle non vide, la courbe p-
réguliere a o g : I’ — R™ construite dans la preuve de la Proposition sera appelée la courbe
reparamétrée par longueur d’arc associée a « et sera notée ¢a.

4.2 Courbes planes

On rappelle qu'une partie non vide IT C R” est dit plane affine s'il existe une partie libre {v,w} C R"
et un point ug € II tel que
II={up+tv+sw:tseR}

De fagon équivalente, une partie non vide IT C R”™ est un plane affine s’il existe une application injective
affine L : R? — R" telle que IT = Img(L).

Définition 4.2.1. Une courbe o : I — R™ est dite plane s'il existe une courbe & : I — R? et une application
affine injective L : R? — R™ telles que o« = Loa. Noter que v est réguliere si et seulement si & l'est et D, = Dg.

Lemme 4.2.2. Soit o : I — R™ une courbe, oit I C R est un intervalle non vide. Alors « est plane si et
seulement s’il existe un plan affine II C R™ tel que Img () C IL.

Preuve. C’est clair que si « est plane, aveca = Lo, ou o : [ — R? est une courbe et L : R? — R™ est
une application affine injective, alors Img(a) C Img(L). Comme Img(L) est un plan affine, le résultat
suit. Réciproquement, soit IT C R™ un plan affine incluant 'image de «. Alors, il existe une application
m]ectlve affine L : R? — R" telle que II = Img(L). Soit L : R* — II la bijection déterminée par L et soit
L~ sa réciproque. On pose &@ = L™' o o : I — R2. Alors, a est une courbe et « = L o &. O

On va supposer désormais dans cette section que I’espace ambiant de toutes nos courbes planes
est R?, i.e. toute courbe plane que 1’on va considérer dans cette section sera de la forme o : [ — R?,
olt I C R est un intervalle non vide.

Définition 4.2.3. Soit o : I — R? une courbe réguliere, oit I C R est un intervalle non vide. On définit
I'application n,, : I°\ D, — R? tel que (t,(s),n,(s)) est une base orthonormale orientée de R? pour tout
s € I°\ D,. On dit que n,(s) est le vecteur normal d o en la longueur d’arc s.
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Soit g : I' — R? la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée a «. Alors, on définit la courbure
K,a(s) € Rde o en la longueur d’arc s € I'°\ D, par

tra(s) = Fea(s)n,a(s)
pour tout s € I'°\ D, .

Le calcule de la courbure d"une courbe plane a partir de la Définition[4.2.3|est en principe compliqué,
vu qu’elle reposent sur un reparamétrage par longueur d’arc. On a par contre I'expression suivante, qui
ne nécessite pas cette derniere condition.

Lemme 4.2.4. Soit o : I — R? une courbe régulicre, oit I C R est un intervalle non vide. On suppose que
a(t) = (aa1(t), as(t)) pour tout t € I. Soit g : I' — I l'unique reparamétrage positif de « tel que ¢ =
« o g est paramétrée par longueur d’arc et I'~ = 0, donné dans la Proposition On suppose que ¢ (s) =
(ea1(s), eaa(s)) pour tout s € I'. Alors,

Kea(s) = e (s)easy (s) — eah(s)eay(s),
et les vecteurs t! ,(s) et n! ,(s) sont orthogonaux, pour tout s € I'° \ D,q.
Si l'on pose
ay (g (1) — ay(t)aq(t)
[(@1(2))? + (a4 ()22

pour tout t € I°\ D, alors ko (g(s)) = K,a(s) pour tout s € I'°\ D, 4.

Ka(t) =

Preuve. On remarque d’abord que, comme la courbe ¢« est paramétrée par longueur d’arc,

ta(9(s)) = tials) = (eai(s), eas(s))

pour tout s € I'° \ D, ,, ce qui implique que n,(g(s)) = (—¢ah(s), ea(s)) pour tout s € I’ \ D,,.

Par définition de #,,, ona que t/,(s) = #,q(5)n,q(s), ce qui nous dit que ¢ (s) = —k,a(s)eas(s) et
¢ (8) = K,a(s)ea (s) pour tout s € I'° \ D,,. En particulier,
0o (5) = (= cad(), e} (5) = (= Foal5)eh (), —#,a(5)ea5(5)) = —Koa(s)b,als) (42.1)

pour tout s € I°\ D,,. D’apres (@.2.1), on voit bien que
<t;a(s)7n;a(s)> = <"ita(8)nea(s)’ _Kea(s)téa(5)> = _K/fa(s)2<n6a(8)7 (5)> =0

pour tout s € I'°\ D, ,.
Comme ¢ = a 0 g, on voit bien que

cal(s) = al(9(5))g'(5) et cal/(s) = o (9(5))g' ()% + i (9(5)) " (5),
pour tout s € I'° \ D, . En conséquence,
Kea(s) = eaq(s)easy (s) — eap(s)ead (s)
=/ (9(5))9'(s) (5 (9(5)) g (5)* + b (9(5)) " (5)
— ab(9())g'(5) (e (9())g'(5)? + 't (9(5))3" (5))
(@l (9(5))a5 (9(5)) = @b (9(5))f (9(5)) )g'(5)°

o (g(s))ad(g(s)) — ah(g(s)) e (g9(s))
= = Ko (g(s)
o) (965)

pour tout s € I'°\ D, ,. O
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4.3 Courbes dans 1’espace

On suppose désormais que 1’espace ambiant de toutes nos courbes est R?, i.e. toute courbe que I'on
va considérer sera de la forme « : I — R?, ott I C R est un intervalle non vide.

Définition 4.3.1. Soit o : I — R3 une courbe biréguliere, ott I C R est un intervalle non vide. Soit ¢cv : I' —
R? la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée a .. On définit les applications n,,,b,q : I'°\ D,, — R?
et Koo 1 I°\ D,o — R par

e (s)

Peels) = (o)

bga(s) = tea(s) A nea(s) et Kea(s) = Hfall(s)Hﬂ

pour tout s € I'°\ D, oit A désigne le produit vectoriel de R®. On appelle n,(s) et b, (s) le vecteur normal
et le le vecteur binormal a o en la longueur d’arc s, respectivement. En plus, on appelle k,,(s) la courbure de
aen la longueur d'arc s € I'° \ D,

Noter que, dans la définition précédente, si a est de classe C* par morceaux, alors les applications
n,q, b,q et K,4 sont de classe C'. Noter aussi que les définitions de courbure et du vecteur normal nous
disent que

t/,(s) = K,a(s)n,q(s), (4.3.1)

e

pour tout s € I'°\ D,,,

Lemme 4.3.2. Soit o : I — R3 une courbe de classe C* par morceaux biréguliére, oit I C R est un intervalle non
vide. Soit ¢ 2 I' — R3 la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée a c.. Alors {t,4(s),1n,4(5),b,a(s)}
est une base orthonormée de R pour tout s € I'° \ D, pour le produit scalaire usuel.

Preuve. Par définition, t,,(s) et n,,(s) ont norme 1 pour tout s € I'°\ D,,. En outre, I'identité
|[t,o(s)||> = 1 pour tout s € I'° \ D,,, nous dit que

K’fa(s)<nf(¥(8)7t€a(5)> = <t;a(5)7tea($)> =0

pour tout s € I'°\ D,,. Comme « est biréguliere, x,,(s) # 0 pour tout s € I’ \ D,,, ce qui implique
que
(n,a(s),t,a(s)) =0 (4.3.2)
pour tout s € I'°\ D,,.
La définition de b, (s) ainsi que les propriétés (0.0.1) et (4.3.2) nous disent que b, () est orthogonal
at,.(s)etn,,(s), pourtouts € I'°\ D,,. En outre comme

(B,a(5)ba(5)) = (b,a(5) AD,a(5): tia(s) Aa(s)) = (Dya(s) A (ta(s) ABya(s)), toals))
= <tea(s)’tf04(5)> = <t£a(8),t€a(8)> =1,

pour tout s € I'°\ D, ,, ott'on a utilisé (0.0.2) dans la troisieme égalité et (0.0.1) dans la troisieme égalité.
En conséquence, b, (s) anorme 1 pour tout s € I'° \ D,,. O

Proposition 4.3.3. Soit o : I — R? une courbe de classe C* par morceaux biréguliere, oit I C R est un intervalle
non vide. Soit ¢a : I' — R® la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée a o Alors, b/ ,(s) est orthogonal
at,o(s)etdb,q(s)pourtouts € I\ D,,

Preuve. Comme b, (s) = t,,(s) An,(s) pour tout s € I’ \ D,,, on voit bien que
b (5) = t)0(5) A1,a(s) +t,a(s) Amj,(s )
= Hfa(s)nfa(s) A nfoé< ) + tea(s) ( ) = tfoé(s) A n/a(s)a
pour tout s € I’ \ D,,. Noter aussi que 1'i val
(bj4(s),bea(s)) =0
pour tout s € I'° \ D, . En outre, I'identité (0.0.I) nous dit que
<b/ ( )7 ea(8)> = <tea(5) /\nga(s)7t€a(8)> = <t ( )/\tea( ) ;a(s)> =0,

pour tout s € I'° \ D,,, comme on voulait démontrer. O

s)||* = 1 pour tout s € I'° \ D,, nous dit que
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Définition 4.3.4. Soit o : I — R3 une courbe de classe C> par morceaux biréquliére, ott I C R est un intervalle
non vide. Soit gav : I' — R3 la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée a o. On définit I'application
Kya : I\ D,o — R par

Tea(s) = 7<b;a(5)7nea(5)>
pour tout s € I'°\ D, . D'apres la Proposition[#.3.3]

bﬁ()f(s) = 77—604(5)1’1{04(8)7 (433)
pour tout s € I'°\ D, . On appelle 7,,(s) la torsion de o en la longueur d’arc s € I'° \ D, .

Proposition 4.3.5. Soit a : I — R® une courbe de classe C* par morceaux biréguliere, oit I C R est un intervalle
non vide. Soit ¢cv : I' — R? la courbe reparamétrée par longueur d’arc associée i o. Alors,

0, (s) = —K,a(8)t,a(s) + T,a(5)b,a(s) (4.3.4)

pour tout s € I'° \ D, q.

Preuve. Noter que I'identité ||n,,(s)||> = 1 pour tout s € I"° \ D,,, nous dit que

(n70,(s),m,0(s)) =0
pour tout s € I'° \ D, . Alors, le Lemme nous dit que

1, (s) = (07, (), t.a(5))t,a(s) + (10)4(5), bra(s))brals)

pour tout s € I'° \ D,,. Or, I'identité (n,,(s),t,,(s)) = 0 et (n,,(s),b,a(s)) = 0 pour tous s € I’ \ D,,
nous disent que

(0}, (5),t,a(s)) + (n,a(s), t4(s)) = 0
et

(0}, (5), D10 (5)) + (n,a(s), by, (s)) =0

pour tout s € I'° \ D, ,, ce qui implique que

<n;a(s)7tﬂa(s)> = —<1’l€a(8)7téa(8)> = _<nea(s)7ﬁea(s)nea(8)> = _’%foé(s)
et
(074 (5),b,a(s)) = =(n,a(s), ba(s)) = (M,a(5), Tra(s)n,a(s)) = T,a(s)
pour tout s € I'° \ D, . Le résultat est démontré. O

Les identités (#.3.T), (#3.3) et (£.3:4) sont appelées identités de Frenet-Serret.

Le calcul de la courbure et la torsion d"une courbe a partir de la Définition[4.3.T|est en principe com-
pliqué, vu qu’elles reposent sur un reparamétrage par longueur d’arc. On a par contre les expressions
suivantes, qui ne nécessitent pas cette derniere condition.

Proposition 4.3.6. Soit o : I — R? une courbe de classe C* par morceaux biréguliere, oit I C R est un intervalle

non vide. Soit g : I' — I l'unique reparamétrage positif de c tel que ¢ov = cvo g est paramétrée par longueur d’arc

et I'™ = 0, donné dans la Proposition On définit les applications rq, : I°\ Dy — Rsget 7o : I°\ D, — R

par

@) A @) (a'(t) Na(t), (1))

= 3 2
o] o) o)

pour tout t € I°\ Dy. Alors, ka(g(s)) = k,a(s) et To(g(s)) = T,a(s) pour tout s € I'° \ D, .

Ka(t) tra(t) = (4.3.5)

Preuve. Soit h 'application réciproque de g définie dans 1'équation (4.1.1). Alors,

/ " / " " 2 ’ "
,h”(t) _ <a (t)va (t)> et hm(t) _ <Oz (t)va (t)> + ||a (t)H . <a (t)aa H(;»

lo’ @] lo’ @] o ()

pour tout t € I°\ D,, ot 'on a utilisé le Théoréme et que l'application || || : R3\ {Ogs} — Rsg
est différentiable et sa différentielle est d|| |(z)(v) = (z,v)/||z|, pour tout x € R?\ {Ogs} et v € R3. En

(t) =o' (t)
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outre, comme g et h sont des applications réciproques, on a vu dans (4.1.2) que si ’on dérive l'identité
h(g(s)) = s pour tout s € s € I’ \ D04 on obtient que 7/(g(s))g'(s) = 1 pour tout s € s € I'° \ Dq.oq, Ce
qui nous dit que

1

YO ol
pour tout s € I'°\ Dy. De la méme fagon, si I'on dérive h'(g(s))g’'(s) = 1 encore une fois on trouve
h"(g(s))g’'(s)* + h'(g(s))g” (s) = 0 pour tout s € s € I’° \ Dyog, ce qui implique que

(o'(g(s)), 0" (9(s)) )

g"'(s) = — , (4.3.6)

o (a()) )"

pour tout s € I' \ Dyoy. Finalement, si I'on dérive h”(g(s))g'(s)? + h/(g(s))g” (s) = 0 encore une fois
on trouve "' (g(s))g'(s)® + 31" (9(s))g'(s)g" (s) + h'(s)g"’(s) = 0 pour tout s € s € I’ \ Dyog, ce qui
implique que

1 (69):0"(s6))) | () + {0’ (o15)). 0" (515))
o (g(s))]” o (gD

9" (s) =

)

pour tout s € I'° \ Dyoy.
5il’on applique le Théoreme[2.1.17|a I'identité poo = a0 g, on trouve que

a'(s) =a(g(s /S:M 4.3.7
t ( ) (g( ))g( ) Ha,(g(s))Ha ( e )
ainsi que
ea’(s) = a"(g(s))g'(s)” + o' (9(s))g" (s)
et

gOLH/(S) _ a//l (g(s))gl(s)d + 30// (g(S))g/(S)g”(S) + O[/ (g(S))g”,(S)
pour tout s € I’° \ D,o4. En conséquence, (4.1.2) et (4.3.6) impliquent que

e (s :; o (a(s)) — o (ol s <O/(g(s)),o/’(g(3))>> N
O iy (0 o) T w39
et
o {e(s)0” (009)))
() ||o/(g<s>>||3< o) st
/ 4<O/(g(3)),a"(g(8))>2 - Ho/’(g(s))H2 + <0/(9(8)),a”'(g(5))> )
+ (g( )){ HO/(Q(S))HS HO‘/(9(5)>H4 } ’

4.3.9)

pour tout s € I’° \ Dqog. Par les propriétés du produit vectoriel, (4.3.7), (£.3.8) et (.3.9), on trouve que
lea’(s) A ea”(s)]| _ [la’(g(s) A a”(g(s)) |
=
lea’ )] o (g

(o/(t) A1), 0™ (t)) _ (o' (g(s)) A ”(9(8))704”’(9(8)))

o (t) A o (8| o (a(5)) A (9(s)) |

et

92



pour tout s € I'°\ Dqog4. Il suffit donc de démontrer les identités (4.3.5) pour le cas oi1 v est paramétrée
par longueur d’arc, i.e. o = ¢a. Or, par définition on a que

lea!(s) A e (s)|
3
lea’ ()]
pour tout s € I'° \ Dyo4, ot 'on a utilise (0.0.3) dans la derniere égalité. Cela montre que la premieére

égalité dans (4.3.5)) est vérifiée.
Il nous reste a montrer que la derniere égalité dans (4.3.5) est vérifiée. Comme

Koals)? = ||e”(8)||° = |

b

50/”(5) = 'Lf;a(s)nfa(s) + "{ga(S)HZa(SL

pour tout s € I'° \ Dyo4, et comme £, (s) # 0, on trouve que

¢"(s) = Ko (5)1,a(s)

Peals) = o (5)

£

)

pour tout s € I’° \ D,oq4. En conséquence, b,o(s) = t,q(s) An,o(s) = ¢/ (s) An,,(s) implique que

e/ (8) N e (s) , e (s) Am,q(s)

bla(s) = ¢ () A nya(s) + ¢a(s) Aa(s) = S il (5) S
pour tout s € I\ Dyog. Enoutre, b/, (s) = —7,4(5)n,q(s), nous dit que
Y o <€O/(S) A fOé///(S),fOé//(S)> B <gO/(S) /\ga”(s),go/”(s)>
T,a(8) = <bea(8)7n€a(8)> = Koa(5)2 - Kya(5)?
(e (t) A (1), e (L))
lea’(t) A e ()|
pour tout s € I'° \ D,o4, ot 'on a utilisé (0.0.1) dans la troisieme égalité. O
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