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A mis padres, mi ejemplo a seguir.



Physics is mathematical not because we know so much about the physical world, but because we know
so little : it is only its mathematical properties that we can discover.

Bertrand Russell.El

Wie im Leben der Volker das einzelne Volk nur dann gedeihen kann, wenn es auch allen Nachbarvol-
kern gut geht, und wie das Interesse der Staaten es erheischt, dass nicht nur innerhalb jedes einzelnen
Staates Ordnung herrsche, sondern auch die Beziehungen der Staaten unter sich gut geordnet werden
miissen, so ist es auch im Leben der Wissenschaften.

David Hilbert.?l

1. An Outline of Philosophy, Ch.15 : The Nature of our Knowledge of Physics, (1927).
2. Axiomatisches Denken. Mathematische Annalen 78, (1918), p. 405.
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Abstract

This manuscript includes a somehow detailed account without proofs on my research after my Ph.D. The-
sis. It is organised into 4 different topics: the representation theory of Yang-Mills and super Yang-Mills
algebras; Koszul algebras and their generalizations; applications of A, -algebras in homological algebra,
with special attention to Hochschild (co)homology; and some applications of representation theory to
mathematical-physics, in particular, Quantum Field Theory. In most of the cases I try to justify the ques-
tions tackled by presenting the corresponding motivation and/or some basic examples. Concerning each of
the previously mentioned topics, I also describe several open problems I am interested in, some of which I
am currently analyzing, and some new interests.

Résumé

Ce mémoire présente de facon détaillée mon activité de recherche passée aprés mon Doctorat, mais sans
donner des preuves précises. Elle est organisée autour de quatre sujets : la théorie des représentations des
algebres de Yang-Mills et de super Yang-Mills; les algebres de Koszul et ses généralisations ; les applications
des A, -algebres dans l'algebre homologique, en particulier, dans la cohomologie et I’homologie de Hoch-
schild ; et des applications de la théorie des représentations dans la physique-mathématique, spécialement
dans la théorie quantique des champs. J’ai essayé en général de présenter les motivations qui m’ont mené
aux problemes considérés, dans quelques cas sous la forme d’exemple. Par rapport aux sujets mentionnés,
j’ai aussi indiqué quelques questions ouvertes et des problémes assez concrets que j'envisage traiter dans
l'avenir, ainsi que quelques nouveaux intéréts.
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Introduction

Présentation

Ce mémoire présente, sans preuves détaillées, les principaux résultats que j’ai obtenus aprés ma these
de Doctorat, ainsi que quelques articles moins importants qui sont seulement listés ci-dessous. J’espere
de cette facon donner une idée suffisamment précise de mon activité de recherche passée. Dailleurs, je
voudrais aussi illustrer mes perspectives a venir a partir de questions ouvertes ainsi que les nouvelles
lignes de recherche que j’ai abordées et que je souhaite continuer.

Je peux regrouper mes travaux autour des quatre thémes :
(a) les algebres de Yang-Mills et de super Yang-Mills;
(b) les algebres de Koszul et ses généralisations ;

(c) les A -algebres et ses applications dans ’algebre homologique, en particulier, dans la cohomologie et
I’homologie de Hochschild ;

(d) desapplications de la théorie des représentations dans la physique-mathématique, spécialement dans
la théorie quantique des champs.

C’est clair qu’il existe des intersections entre les points mentionnés et que les items précédents essaient
seulement de décrire mes sujets de recherche approximativement.

De facon plus détaillée, ma liste de publications dans des journaux a comité de lecture incluent :
(i) Publications sur la théorie des représentations et I’algebre homologique suivant ma thése de Master :

(a) (avec A. Solotar) Derived invariance of Hochschild-Mitchell (co)homology and one-point extensions.
J. Algebra 315, (2007), no. 2, pp. 852-873.

(b) (avec A. Solotar) Hochschild-Mitchell cohomology of linear categories. J. Pure Appl. Algebra 209,
(2007), no. 1, pp. 37-55.

(ii) Publications sur la théorie des représentations et I’algébre homologique suivant ma thése de Doctorat :

(a) (avec A. Solotar) Representation theory of Yang-Mills algebras. Ann. of Math. (2), 173, (2011), no.
2, pp- 1043-1080.

(b) (avec A. Solotar) Hochschild and cyclic homology of Yang-Mills algebras. J. Reine Angew. Math. 665,
(2012), pp. 73-156.

(iii) Publications sur la théorie des représentations et I’algebre homologique aprés ma these de Doctorat :

Ch.[0| (a) The Dixmier map for nilpotent super Lie algebras. Comm. Math. Phys. 313, (2012), no. 2, pp. 295~

328.
Ch.[2]| (b) Representation theory of super Yang-Mills algebras. Comm. Math. Phys. 320, (2013), no. 3, pp. 783-
820.

(c) (avec A. Rey) On a definition of multi-Koszul algebras. J. Algebra 376, (2013), pp. 196-227.
(d) On the multi-Koszul property for connected algebras. Documenta Math. 18, (2013), pp. 1301-1347.
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(e) (avec A. Solotar et M. Suérez-Alvarez) PBW-deformations and deformation a la Gerstenhaber of
N-Koszul algebras. J. Noncommut. Geom. 8, (2014), no. 2, pp. 505-539.

Ch.[2l| (f) Some remarks on representations of Yang-Mills algebras. J. Math. Phys. 56, (2015), 011702, 6 pp.
Ch.[l| (g) Spectral sequences associated to deformations. J. Homotopy Relat. Struct. 12, (2017), no. 3, 513-548.

(h) On the Merkulov construction of A.-(co)algebras. Accepté pour publication dans Ukrainian
Math. J. (2017). Disponible a https: //www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/
On-the-Merkulov-construction.pdfl

(i) Using torsion theory to compute the algebraic structure of Hochschild-(co)homology. Accepté pour
publication dans Homology Homotopy Appl. (2016). Disponible a https://www-fourier.ujf-

grenoble.fr/~eherscov/Articles/Using-torsion-theory.pdf.

Ch.[@| (j) A higher homotopic extension of persistent (co)homology. Accepté pour publication dans J. Homo-
topy Relat. Struct. (2017). Disponible a https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/
Articles/A-higher-homotopic-persistent-homology.pdf.

(k) (avec S. Chouhy et A. Solotar) Hochschild homology and cohomology of down-up algebras. Accepté
pour publication dans J. Algebra. (2017). Disponible ahttps://arxiv.org/abs/1609.09809.

(iv) Publications dans des domaines de recherche autres que les mathématiques (physique et économie) :

(a) (avec M. Ferreyra, A. Peuriot, G. Santiago et V. Sleszak) Espectroscopia de absorcion y optoaciistica
pulsada de N O,-N; en 532 nm. (Absorption and optoacoustic laser-beam spectroscopy for N O,-N, in
532 nm.). Anales AFA, Bahia Blanca, v. 16, 2004.

(b) (avec P. Minces et C. Nufiez) Winding strings in AdSs. J. High Energy Phys., no. 06, 047, (2006),
32. pp.

(c) (avec M. Richarte) Black holes in Einstein-Gauss-Bonnet gravity with a string cloud background.
Phys. Lett. B. 689, no. 4-5, (2010), pp. 192-200.

(d) Noncommutative valuation of options. Rep. Math. Phys. 78 (2016), no. 3, 371-386.

En outre, ma liste de préprints envoyés pour publication incluent :

1. Hochschild (co)homology of Koszul dual pairs. (2016). Disponible a https://www-fourier.ujf-
grenoble.fr/~eherscov/Articles/Hochschild-(co)homology-of-Koszul-dual-pairs,

2. Applications of one-point extensions to compute the A-infinity-(co)module structure of several Ext (resp.,
Tor) groups. (2016). Disponible a https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/
Applications-of-one-point-extensions.pdfl

3. Renormalization in Quantum Field Theory (after R. Borcherds). (2017). Disponible a https://www-
fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Renormalization-in-QFT.pdf.

4. On the definition of multi-Koszul modules. (2017). Disponible ajhttps: //www-fourier.ujf-grenoble.
fr/~eherscov/Articles/On-the-definition-of-multi-Koszul-modules.pdfl

Dans ce mémoire je vais seulement discuter les résultats dans les articles qui sont accompagnés d’une
référence a gauche indiquant le chapitre correspondant en rouge. En particulier, je vais organiser la pré-
sentation de ces travaux en six parties :

1. la théorie des représentations des super algébres de Lie nilpotentes (Chapitre[l) ;
les algébres de Yang-Mills et de super Yang-Mills (Chapitre[2) ;

les algebres de Koszul et ses généralisations (Chapitre[3) ;

I’algébre homologique et les A ,-algebres (Chapitre [4)) ;

la cohomologie et I'homologie de Hochschild des algebres graduées (Chapitre[5) ;

AT ARl S

la théorie de la renormalisation en théorie quantique des champs d’aprés R. Borcherds (Chapitre [6).


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/On-the-Merkulov-construction.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/On-the-Merkulov-construction.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Using-torsion-theory.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Using-torsion-theory.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/A-higher-homotopic-persistent-homology.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/A-higher-homotopic-persistent-homology.pdf
https://arxiv.org/abs/1609.09809
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Hochschild-(co)homology-of-Koszul-dual-pairs
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Hochschild-(co)homology-of-Koszul-dual-pairs
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Applications-of-one-point-extensions.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Applications-of-one-point-extensions.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Renormalization-in-QFT.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/Renormalization-in-QFT.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/On-the-definition-of-multi-Koszul-modules.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~eherscov/Articles/On-the-definition-of-multi-Koszul-modules.pdf

Discussion sommaire des travaux futurs

Par rapport a mes travaux envisagés, je souhaite continuer avec 1’étude des lignes de recherche sui-
vantes :

1. le calcul de la cohomologie et de ’homologie des super Yang-Mills équivariantes (voir Section[2.3) ;
la dualité de Koszul des algébres différentielles graduées (ou des A, -algebres) (voir Section[3.4) ;
I’étude la théorie des déformations des algebres multi-Koszul (voir Section ;

I'utilisation de la théorie des A, -algébres dans 1’algébre homologique (voir Sections [4.3]et ;

le calcul de la structure algébrique de la cohomologie et ’'homologie de Hochschild des algebres (voir

Sections|[5.5|et ;

6. la théorie de la renormalisation en théorie quantique des champs d’apres R. Borcherds (voir Section

6.4).

G 0N

Description breve du Chapitre

Ce chapitre décrit un résultat de la théorie des super algebres de Lie nilpotentes démontré dans [Her12] :
I’existence de l'application de Dixmier-Duflo, qui classifie les idéaux (bilatéres) maximaux de la super al-
gebre enveloppante U(g) d'une super algebre de Lie nilpotente g. Plus précisément, soit g = gy & g; une
super algebre de Lie nilpotente sur un corps k algébriquement clos et de caractéristique zéro. On dénotera
par Prim(U(g)) I’ensemble des idéaux primitifs, ou, de facon équivalente, maximaux, de la super algebre
enveloppante U/(g) de g et par Ad, le groupe adjoint de l’algébre de Lie nilpotente gy. Alors, I'application
de Dixmier-Duflo usuelle pour les algebres de Lie nilpotentes peut s’étendre au cas des super algebres de
Lie nilpotentes, i.e. il existe une application bijective

I:gj/Ady — Prim (U(g)) (0.0.1)

qui envoie une classe d’équivalence [A] d’une fonctionnelle linéaire A € gj; sous I'action du groupe Ad, vers
un idéal primitif I(A) de U(g) et qui coincide avec l'application de Dixmier-Duflo usuelle si g; = 0.

En principe, il pourrait sembler que le résultat précédent suit de facon directe du travail [Kac77| de V.
Kac (¢f. Thm. 7’, p. 82, ou il affirme que des résultats similaires sont aussi vrais pour des super algébres
de Lie complétement résolubles). Néanmoins, les Théoréemes 7 et 7’ dans [Kac77| contiennent une faute,
comme A. Sergeev explique dans [Ser99]. Plus précisément, la preuve d’un résultat essentiel dans la dé-
monstration de ces deux théorémes, a savoir I’item (a) du premier théoreme, est incorrecte, comme Sergeev
précise dans la Section 5 de son article. On veut par contre remarquer que les items (b), (c) et (d) du Théo-
réme 7 sont encore vrais pour des super algébres de Lie nilpotentes, comme on peut déduire a partir des
résultats dans [Ser99].

En outre, la construction dans [Her12] de I'application est completement explicite, une diffé-
rence majeure avec le point de vue dans [Let92]. L'ingrédient principal dans la construction du morphisme
c’est l'existence des polarisations pour les super algebres de Lie nilpotentes, une notion introduite
dans [Her12| et qui généralise la définition standard pour les algebres de Lie nilpotentes. Par ailleurs, une
conséquence de la description explicite de I’application (0.0.1)) —et qui ne suit pas des résultats dans [Let92]-
est 'isomorphisme U/(g)/I() ~ Cliffq(k) ®Ap(k) des super algebres, ou (p,q) = (dim(go/g{)\)/2, dim(gl/gi‘)) et
gt = g{)\ @gi\ est le noyau de la forme bilinéaire (x,y) — A([x,y]), pour x,v € g. On a aussi décrit les idéaux
maximaux de I’algebre sous-jacente a U/(g) et une propriété assez utile des stabilisateurs des idéaux primi-
tifs de la super algebre ¢/(g) : si k est un idéal de g, A € kj et g est le sous-espace de g formé par les éléments
x tels que A([x,k]) = 0, alors st(I(A),g9) 29" +k&, ou st(I(A),g) ={x eg:[x,I(1)] CI(A)}. Ce dernier résultat a
été 'une des motivations centrales de l’article [Her12], puisqu’il a été l'outil fondamental dans la preuve
du résultat principal du travail [Her13a] sur la caractérisation des quotients simples des super algebres de
super Yang-Mills (voir Chapitre [2).

xi



Description breve du Chapitre

Ce chapitre décrit les résultats démontrés dans les articles [Her13al et [Her15]. Les algébres de super
Yang-Mills YM(n,s)! ont été introduites par A. Schwarz et M. Movshev dans [MS06] et elles donnent une
description des équations de Yang-Mills dans la théorie de jauge super symétrique en physique en termes
de la théorie des représentations, ou n indique la dimension de l’espace de base et s la quantité de super
symétries. Grosso modo, ’algebre de super Yang-Mills est le quotient de l'algebre libre engendrée par des
générateurs donnés par les composantes des champs dans une théorie de jauge modulo I'idéal engendré
par les équations d’Euler-Lagrange associées. Elle est munie de fagon naturelle d’'une graduation de sorte
que YM(n,s)' devient une algébre graduée positivement et connexe. De plus, YM(n,s)" est par définition
l’algebre enveloppante d’une algébre de Lie graduée ym(n,s)', qui peut étre aussi regardée comme une
super algébre de Lie. En conséquence, on peut aussi considérer YM(n,s) en tant que super algébre. Cette
famille d’algebres graduées étend celle introduite par A. Connes et M. Dubois-Violette dans [CDV02], qui
sont appelées algebres de Yang-Mills : elles correspondent au cas s = 0 et sont donc dénotées par YM(#n). Ces
algeébres apparaissent aussi dans la théorie de jauge des D-branes et la théorie des cordes (voir [Nek03]).

Dans [Her13a] j’ai étudié les quotients simples des super algébres de super Yang-Mills YM(n,s)! et 'on
a obtenu en particulier les algébres des opérateurs différentiels de I'espace plat super symétrique. Plus pré-
cisément, le résultat principal dans [Her13a] dit que toute super algebre de Clifford-Weyl Cliff, (k) ® A, (k)
avec p >3, 0u p = 2 et g > 2, est un quotient des toutes les super algébres de super Yang-Mills YM(#,s)',
avec n > 3 et s > 1. Cela étend le résultat principal prouvé dans [HS11]. Ca nous donne en particulier des
solutions des équations de Yang-Mills dans la théorie de jauge super symétrique en termes des opérateurs
différentiels dans ’espace plat super symétrique. La méthode utilisée pour obtenir ces quotients a été celle
développée dans [Her12] et décrite dans le chapitre [1] : plus particuliérement, les Propositions 16 et 18
dans [Her12|] (voir Propositions et ont été fondamentales. En fait, la motivation principale
pour laquelle j’ai étendu dans [Her12] 'application de Dixmier-Duflo aux super algébres de Lie nilpotentes
c’était pour étudier les quotients simples des algebres de super Yang-Mills, vues comme des super algebres.

Dans larticle [Her15] j’ai trouvé d’autres solutions des équations de Yang-Mills dans la théorie de jauge,
différentes de celles décrites dans [HS11]]. Plus précisément, j’ai démontré que toute algébre de Lie libre
a deux générateurs est un quotient d’une algébre de Yang-Mills ym(n) avec n > 4. En conséquence, et en
employant des résultats de M. Kuranishi, et de C. H. Lu et Z. X. Wan, on trouve que toutes les algebres
enveloppantes des algebres de Lie semi-simples sont des quotients des algébres de Yang-Mills YM(n) avec
n > 4, ainsi que l'algebre de Witt, I’algébre de Virasoro et toutes les algebres de Kac-Moody affines. Si 'on
combine ce résultat avec le Thm. 1.1 dans [HS11], on obtient en particulier des solutions des équations de
Yang-Mills données par des opérateurs différentiels agissant sur les sections d’un fibré vectoriel tordu (sur
I'espace plat de dimension n > 4) associé a une représentation d’une algebre de Lie semi-simple, ou d’une
algebre de Kac-Moody affine. Par ailleurs, j’ai aussi montré que le résultat précédent n’est pas valable pour
ym(3), puisque sl(2, k) n’est pas parmi ses quotients.

Description breve du Chapitre

Dans ce chapitre on va décrire d’abord les résultats des articles [HR13] et [Her13b]. La notion d’algébre
de Koszul a été introduite par S. Priddy dans [Pri70], motivé par le travail [Kos50|] de J.-L. Koszul. Ces
algebres apparaissent de fagon naturelle dans le théorie des représentations (cf. [BGS88|, BGS96]), la géo-
métrie algébrique (cf. [Fr699]), les groupes quantiques (cf. [Man87])), et la combinatoire (cf. [HLO7]). Par
contre, elles sont quadratiques, i.e. de la forme T(V)/(R), avec R C V®2, ce qui restreint trés fortement les
exemples des algebres a traiter. R. Berger a généralisé dans [Ber0O1]] la notion d’algebre de Koszul (cf. aussi
[GMMVZ04]) pour les cas des algébres homogeénes, i.e. des algébres définies par T(V)/(R), ou R C V&N avec
N > 2. Elles sont appelées algébres de Koszul généralisées, ou N-Koszul si I’on veut souligner le degré de ’es-
pace de relations, dont le cas N = 2 coincide avec la notion introduite par Priddy. La définition introduite
par Berger partage beaucoup de “bonnes” propriétés avec la notion de Priddy, ce qui justifie la termino-
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logie. En particulier, I’algebre de Yoneda d’une algebre N-Koszul A est engendrée par ses composantes de
degrés 1 et 2 —on dit dans ce cas que A est K, (voir [CS08]))- et la structure algébrique du dual de Koszul
de A est calculée de facon immédiate a partir de celle de l’algebre A de départ. Ils existent par contre des
propriétés des algebres de Koszul qui ne sont pas satisfaites par les algebres de Koszul généralisées, e.g.
elles ne forment pas une classe fermée par l'opération de prendre le dual de Koszul ou par les extensions
d’Ore graduées, l'algeébre de Yoneda d’une algebre N-Koszul n’est pas formelle pour N > 3, etc.

Le but des articles [HR13|| et [Her13b|| c’est de construire une extension de la définition d’algebre de Kos-
zul pour des algebres graduées positivement et connexes mais pas forcément homogenes, i.e. des algebres A
de la forme T(V)/(R), ou V est un espace vectoriel gradué positivement et RC T(V), - T(V), est aussi gra-
dué mais il n’est pas nécessairement inclus dans une puissance tensorielle de V. La nouvelle définition doit
satisfaire quelques propriétés basiques, e.g. que l’algébre de Yoneda soit engendrée (en tant qu’algebre) par
les composantes de degré cohomologique 1 et 2 et que sa structure algébrique soit décrite de facon triviale
a partir de 'algebre A de départ. Dans l'article [HR13|], en collaboration avec A. Rey, on a travaillé en sup-
posant que V soit concentré en degré 1, une hypothese standard pour les algebres de Koszul généralisées,
mais qui n’est pas satisfaite par les algébres de super Yang-Mills (regardées comme des algebres graduées).
Comme il s’agit de I'un des exemples qui m’intéressait le plus, c’est pour cette raison que j’ai introduit dans
[Her13b|] une extension de la notion d’algebre de Koszul généralisée, appelée algébre multi-Koszul, qui est
valable pour toutes les algébres graduées positivement et connexes. Cette définition coincide avec celle que
I’'on a introduite dans [HR13] si V est concentré en degré 1 et, en particulier, elle coincide avec la notion
d’algebre de Koszul généralisée si l’algebre est homogene. En plus, les algebres multi-Koszul ont un com-
portement homologique assez semblable a celui des algebres de Koszul généralisées. En effet, il existe une
description directe de la structure d’A.,-algebre de l’algébre de Yoneda d’une algébre multi-Koszul, qui
rassemble celle du cas des algebres de Koszul généralisées. En outre, toute algébre multi-Koszul est aussi
IC2.

Finalement, dans la Section je vais présenter les résultats démontrés dans [HSSA14], en collabora-
tion avec A. Solotar et M. Suarez-Alvarez. Le principal résultat de l’article c’est que toute déformation de
PBW faible d’une k-algebre N-homogene A telle que Torg‘(k,k) soit concentré en degré N + 1 satisfait la
propriété de PBW. Cet énoncé est un cas particulier du principe de déformation de Koszul (voir [Dri92])) :
il a été démontré par A. Braverman et D. Gaitsgory pour le cas N = 2 dans [BG96|| et par R. Berger et V.
Ginzburg pour N quelconque dans [BG06]. On veut aussi mentionner que le cas général a aussi été traité
par G. Floystad et J. Vatne dans [FV06], mais il y a une erreur dans l’article mentionné. Plus précisément,
en employant la notation de ce travail, aprés I’identité définissant y sur la ligne 22 de la p. 122, les auteurs
affirment que y o o s’annule. Cela n’est pas forcement vrai, puisqu’il n’existe aucune identification cano-
nique de la résolution de Koszul K, dans la résolution bar B, compatible avec l'opération de prendre les
crochets [1,—]. En fait, on peut déja noter ce probleme a partir des définitions par récurrence des cochaines
du produit dans l'algebre déformée qui correspondent a une déformation de PBW faible dans la Prop. 2.11
dans [HSSA14].

Par ailleurs, les méthodes de l'article [BGO6| ne sont pas de nature homologique mais ils utilisent tres
fortement les propriétés du treillis des sous-espaces associés a une algebre N-homogene qui satisfait que
Tor?(k,k) est concentré en degré N + 1, tandis que le but de larticle [HSSA14] a été de démontrer le prin-
cipe de déformation de Koszul pour les déformation de PBW faibles a partir d’établir le lien entre les
déformation de PBW (faibles ou non) et les déformations (graduées) au sens de Gerstenhaber. Cela pourrait
permettre d’étendre la preuve dans [HSSA14] aux algébres qui ne sont pas nécessairement homogénes.

Description breve du Chapitre

Dans ce chapitre on va présenter les résultats des articles [Her17a] et [Her17c|. Dans l'article [Lap02], S.
Lapin a construit une suite spectrale multiplicative a partir d’'une déformation formelle A; d’une algebre
différentielle graduée (ou d’'une A, -algébre) A munie d’une autre bigraduation qui satisfait une certaine
compatibilité. En fait, le produit de cette suite spectrale est seulement I'ombre d’une structure multiplica-
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tive a homotopie pres sur la méme suite spectrale. De plus, comme le méme auteur a observé dans [Lap08]],
cette construction peut s’appliquer en particulier a une déformation obtenue a partir d’une filtration sur
l'algebre différentielle graduée (ou I’A,-algébre) A. Par ailleurs, étant donné une filtration quelconque
d’une algebre différentielle graduée (ou A, -algebre) A, on rappelle que 'on peut toujours construire une
suite spectrale multiplicative, que 'on appelle canonique (voir par exemple [McCO01[], Part I, ou [Wei94], Ch.
5). Le but de l'article [Her17a]| c’est de démontrer que la suite spectrale multiplicative définie par Lapin
dans le cas d’une algebre différentielle graduée (ou d’une A -algebre) munie d’une filtration est isomorphe
a la suite spectrale canonique. Une conséquence intéressante de ce résultat c’est que 1’on peut toujours mu-
nir une suite spectrale multiplicative canonique d’une structure fortement homotopique dont la produit
est la multiplication de départ. Un autre corollaire de nos résultats c’est que toute suite spectrale sur un
corps peut se construire a ’aide d’un complexe filtré.

L'une des motivations pour l'article [Her17al], c’était I’étude des structures A, sur la cohomologie per-
sistante, que I’'on a réalisée dans [Her17c|. Dans la Section [4.2]on va décrire briévement ces résultats. Plus
précisément, on a montré qu’il existe une pseudométrique sur I'ensemble des Ay-algébres munies d’une
structure de module sur la catégorie associée a un EPO P, satisfaisant quelques propriétés de finitude, qui
étend de fagon canonique la pseudométrique du goulot d’étranglement définit dans la théorie de cohomo-
logie persistante. En plus, la nouvelle pseudométrique est plus fine que celle du goulot d’étranglement et
elle est invariante par des quasi-isomorphismes d’Ay-algebres.

Description breve du Chapitre

Dans ce chapitre je vais raconter deux de mes derniers articles : [Her16al| et [Her16b]. Le but du premier
c’est de montrer qu’il est possible de calculer la structure d’algebre (et méme d’A,-algebre) de la cohomolo-
gie de Hochschild HH*(A) d’une algebre graduée positivement et connexe A au niveau de la résolution pro-
jective minimale P du A-bimodule A si I’on connait la structure d’A,-algebre du dual de Koszul Ext} (k, k).
De fagon analogue, étant donné un A-bimodule graduée quelconque M, on peut calculer la structure de
bimodule (et méme d’A,-bimodule) de 'homologie de Hochschild H,(A, M) sur la cohomologie HH®(A)
au niveau de la résolution projective minimale du A-bimodule A. On veut souligner que cette méthode
n’utilise pas de morphismes de comparaison avec la résolution bar (ou n'importe quelle autre résolution),
ni de relevement A : P - P®4 P de I'identité de A. Les formules qui décrivent les structures mentionnées
sont absolument explicites. En particulier, on déduit les expressions pour le produit cup calculées par R.-O.
Buchweitz, E. Green, N. Snashall et @. Solberg dans [BGSS08] dans le cas ou A est de Koszul et par Y. Xu et
H. Xiang dans [XX11] dans le cas ou A est de Koszul généralisée. On veut remarquer en plus que, grace a
un théoréme annoncé par B. Keller dans la Xeme ICRA a Toronto, Canada, en 2002, le calcul de la structure
d’A.-algebre de Ext} (k, k) se réduit a vérifier si une structure d’A,-algebre donnée satisfait une condition
assez facile a manipuler. Les avantages de cette nouvelle méthode sont clairs : on travaille sur un objet plus
petit que les résolutions de A, et I'on doit en principe vérifier qu’une structure A, satisfait une condition
assez simple, au lieu de construire des morphismes.

Par ailleurs, dans l’article [Her16b] jai étudié la relation entre la dualité de Koszul et le calcul de
Tamarkin-Tsygan. Cette derniere notion a été introduite par D. Tamarkin et B. Tsygan dans [TT05] dans son
étude de la géométrie non commutative du point de vue homologique initié par G. Rinehart dans [Rin63|,
basé sur le travail de G. Hochschild, B. Kostant et A. Rosenberg dans [HKR62|. Si A est une algebre diffé-
rentielle graduée A, le calcul de Tamarkin-Tsygan (HH®(A), HH,(A), B4) associé est formé par la cohomo-
logie de Hochschild HH*®(A) munie de sa structure d’algebre de Gerstenhaber, I’homologie de Hochschild
HH,(A), regardé comme module de Gerstenhaber sur HH®*(A), et 'opérateur de Connes B4 sur ’homologie
HH,(A). Dans l'article [Her16b] j’ai démontré que, étant donné une algebre différentielle graduée augmen-
tée A qui satisfait quelques propriétés de finitude, le calcul de Tamarkin-Tsygan (HH®(A), HH,(A),B,) de
A est dual au calcul de Tamarkin-Tsygan (HH®*(E(A)), HH,(E(A)), Bg(4)) du dual de Koszul E(A) de A. La
notion de dualité des calculs de Tamarkin-Tsygan a été introduite dans le méme article et elle veut dire
qu’il existe une paire (f,g), ou f : HH*(E(A)) —» HH*(A) est un isomorphisme d’algebres de Gerstenha-
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ber et ¢ : HH,(A)* — HH,(E(A)) est un isomorphisme de modules de Gerstenhaber sur HH*(E(A)) tel que
Bgayog=-go Bi, ou HH,(A) est un module de Gerstenhaber sur HH*(E(A)) via f et (-)* dénote le dual
gradué.

Description breve du Chapitre @

Dans ce chapitre, on va décrire seulement quelques résultats contenus dans le manuscrit [Her17d] en
raison de son extension. Le but de ce travail est en fait :

(i) de donner une formulation compléte et précise de la théorie de renormalisation dans la théorie
quantique des champs perturbative (pQFT), d’apres le point de vue introduit par R. Borcherds dans
[Borll]. En particulier, on a expliqué en détail les différents objets qu’il a considérés, ainsi que les
structures algébriques et topologiques qu’ils portent.

(ii) de donner une preuve exhaustive des Théoremes 15, 18, 20 et 21 dans [Bor11]] sur I’action simplement
transitive du groupe de renormalisation sur ’ensemble des mesures de Feynman associées a un pro-
pagateur du type coupe et sur I'existence des mesures de Feynman associées a tels propagateurs (voir
[Her17d], Thms. 6.0.8,7.3.8, 7.4.2 et 7.5.2). Pour pouvoir assurer l’existence des mesures de Feynman
on a été forcé a imposer une condition supplémentaire sur le propagateur qui n‘apparait pas dans
[Bor11] (voir Def. 7.3.4). On remarque par contre que cette derniere hypothese est vérifiée dans le cas
de la théorie des champs scalaires ou de la théorie des champs de Dirac.

Par contre, pour des raisons d’espace on va décrire grosso modo les définitions les plus importantes, pour
finalement limiter la présentation seulement a étudier certaines structures algébriques qui n'ont pas été
considérées par Borcherds de facon explicite (puisqu’elles ont été introduites simultanément ou méme pos-
térieurement) mais qui jouent un role important. Plus précisément, on va expliquer un ingrédient fonda-
mental dans la définition de mesure de Feynman donné par un couplage de Laplace qui est obtenu comme
une extension du propagateur. Ce point de vue a été expliqué en fait dans le cas particulier d’une théorie
quantique des champs de dimension zéro par C. Brouder, B. Fauser, A. Frabetti et R. Oeckl dans [BFFO04].
Par contre, dans la situation général on doit travailler dans le contexte des catégories 2-monoidales (aussi
appelées catégories duoidales), qui ont été introduites par M. Aguiar et C. Mahajan dans [AM10] (voir aussi
[BM12}/Str12]]), puisque 'on doit en général manipuler deux produits tensoriels différents. En fait, a partir
des objets utilisés par Borcherds, je me suis trouvé avec une notion de catégorie munie des 2 produits ten-
soriels qui satisfaisait des conditions de compatibilité et M. Street m’a indiqué trés gentiment par mail que
cette notion est un cas particulier de celle de catégorie 2-monoidale, qui existait déja depuis quelques ans.
Par ailleurs, pour pouvoir travailler avec la notion de couplage de Laplace dans ce contexte il faut considé-
rer une structure supplémentaire a celle de catégorie 2-monoidale, que j’ai introduite dans [Her17d|| et que
j’ai appelée encadrement. Le but de ce chapitre c’est d’expliquer ces constructions en détail.
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Chapitre 1

L’'application de Dixmier-Duflo des super algebres de Lie
nilpotentes

1.0.1. Le but de l'article [Her12]) c’est d’étendre l'application de Dixmier-Duflo aux super algebres de Lie
nilpotentes. Plus précisément, le résultat principal de ce chapitre donne une paramétrisation explicite des
idéaux primitifs de la super algebre enveloppante ¢/(g) d’une super algebre de Lie nilpotente g = gy ® g4
sur un corps k de caractéristique zéro et algébriquement clos. On suppose désormais ces hypothéses sur le
corps k. On va procéder a expliquer ces résultats plus en détail.

1.0.2. On remarque d’abord que les notions de super algebre de Lie résoluble et nilpotente sont les mémes
que dans le cas usuel. En plus, si la super algebre de Lie est nilpotente, les idéaux primitifs et les idéaux
maximaux coincident, comme le résultat suivant I'indique.

1.0.3 Proposition ([Let89], Prop. 3.3). Soit I un idéal (bilatére) de la super algebre enveloppante U(g) d’une
super algebre de Lie nilpotente g, différent de U(q). Alors, I est primitif si et seulement si I est maximal.

1.0.4. Pour paramétrer les idéaux primitifs, on introduit une définition de polarisation qui généralise la
notion usuelle (voir [Dix96], 1.12.8). On définit I'espace vectoriel £, = Hom(g, k) des formes linéaires paires
sur g, i.e. une forme lineaire A € g* appartient a L si elle s’annule sur g;. Alors, étant donné A € £, on défini
une forme bilinéaire super antisymétrique (, ), sur g par (x,y), = A([x,y]), pour tous x,y € g. On obtient a
fortiori une forme bilinéaire antisymétrique A, sur gy et une forme bilinéaire symétrique B, sur g;. On note
par g* le noyau de (,),, ce qui donne une sous-algébre de la super algébre de Lie g. D’aprés V. Kac (voir
[Kac77], p. 83), une sous-algebre I de la super algebre de Lie g est dite subordonnée a A si A([l,h]) = 0 et
I O g*. On définit une polarisation degen A € L, comme une sous-algebre subordonnée lx de la super algebre
de Lie g dont le super espace vectoriel sous-jacent est un sous-espace maximal totalement isotropique du
super espace vectoriel g muni de la forme bilinéaire (,),. Cette définition coincide avec la notion usuelle
de polarisation si g est une algébre de Lie (voir [Dix96|, 1.12.8). En plus, si A satisfait A([gg,go]) = 0, alors
cette notion de polarisation coincide avec celle de A. Sergeev dans [Ser99].

1.0.5 Proposition ([Her12|], Prop. 13). Soit g une super algébre de Lie résoluble. Alors, pour toute fonctionnelle
linéaire A € Ly il existe une polarisation en \.

Ce résultat nous dit précisément que ’ensemble des polarisations n’est pas vide.

1.0.6. Etant donné ) e Ly et i € Z/2Z, on définit deux (super) représentations F) ,; = k.v,;; de la super
algeébre de Lie 1 par x.v,; = AMx)v,y;, pour tout x € I, ou le degré de v, ; est i. L'importance de ces
représentations est expliquée par le théoréme suivant.

1.0.7 Théoreme ([Her12|], Thm. 3). Soit g une super algébre de Lie nilpotente et A € L une fonctionnelle linéaire.
Alors, il existe une polarisation Iy de g en A telle que le U(g)-module induit ind(F ), ;,9) = U(q) ®y () Fap,i est
simple.

1.0.8. Par définition, si 'on dénote par py,; le morphisme de structure de la représentation ind(F,y ;,9),
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alors le noyau de py, ; est un idéal primitif de la super algebre ¢/(g). Le résultat suivant montre que ce noyau
est indépendant de la polarisation ki et de I’indice i.

1.0.9 Théoreme ([Her12|], Thm. 4). Soit g une super algébre de Lie nilpotente et A € Ly une fonctionnelle linéaire.

Etant donnés deux polarisations by et i’ de g en A et deux indices i,j € Z/2Z, soient py; et Pw,j les morphismes de
structure des U(g)-modules ind(F) y,;,9) et ind(F) y,;,9). Alors, ker(py,;) = ker(py ;).

1.0.10. A partir du théoréme précédent, on peut définir I(A) pour A € £, comme le noyau de py;, pour une
polarisation quelconque Iy de g en A et un indice quelconque i € Z/2Z.

1.0.11 Théoreme ([Her12|], Thm. 5). Soit I un idéal primitif de la super algébre enveloppante U(g) d’une super
algebre de Lie nilpotente g. Alors, il existe A € L telle que I = I(A).

1.0.12. D’apres le dernier théoréme, on peut conclure que 'application
I:£g—>Prim(Z/{(g)) (1.0.1)

est surjective.

1.0.13 Proposition ([Her12], Prop. 15). Soit g une super algébre de Lie nilpotente et soit Adg le groupe adjoint
algébrique de 'algébre de Lie go. Le groupe Ad agit de facon naturelle sur g ~ L. Cette action est dite coadjointe.
Etant donnés A\, A € Ly, alors I(A) = I(X') si et seulement si A et \ appartiennent d la méme orbite de L sous
Paction coadjointe de Ad,.

1.0.14. En conséquence, on trouve que (1.0.1) induit une application bijective
I': Lg/Ady — Prim (U(g)). (1.0.2)

1.0.15 Proposition ([Her12], Prop. 16). Soit g une super algebre de Lie nilpotente et A € Ly une fonctionnelle
linéaire. Alors, U(g)/I1(A) = Cliff, (k) ® A, (k), oti (p,q) = sdim(g/h) est la super dimension de g/h, It est n’importe
quelle polarisation de g en A, Cliff,(k) dénote la super algébre de Clifford et A, (k) est l'algebre de Weyl.

Ce résultat est une conséquence de la description explicite des idéaux primitifs de la super algebre /(g)

donnée par (1.0.2).

1.0.16. Un autre corollaire, qui est tres utile pour 1’étude de la théorie des représentations des algebres de
super Yang-Mills, est le suivant. On rappelle d’abord quelques définitions. Etant donné un idéal k d’une
super algebre de Lie g et un idéal I de la super algebre U(k), le stabilisateur de I dans g, noté par st(I,g), est
le sous-espace du super espace vectoriel sous-jacent a g engendré par les éléments homogenes x € g tels que
ad(x)(I) C 1 (i.e. tels que [x,z] = ad(x)(z) € I, pour tous les éléments homogenes z € I). Il est facile a vérifier
que st(I, g) est une sous-algebre de la super algebre de Lie g qui contient k.

1.0.17 Proposition ([Her12], Prop. 18). Soit g une super algébre de Lie nilpotente, k un idéal de get A € Ly. On
dénote par g’ le super espace vectoriel formé par les éléments x € g qui satisfont A([x,k]) = 0. Noter que g’ est une
sous-algebre de la super algébre de Lie g. Alors, st(I(1),g) 29" +k&.

1.0.18. Il est intéressant a noter que l'on a I’égalité pour la proposition précédente dans le cas des algebres
de Lie nilpotentes (voir [Dix96[, Prop. 6.2.8). Par contre, on ne sait pas si c’est aussi vrai pour les super
algebres de Lie nilpotentes. Au moins cet auteur a parlé avec M. Duflo (en 2011), qui est un expert sur ce
sujet, et il n’était pas str si la derniére inégalité dans la Proposition[1.0.17]est en fait une égalité.



Chapitre 2

Les algebres de Yang-Mills et de super Yang-Mills

Dans [CDV02] (voir aussi [CDV07]]), A. Connes et M. Dubois-Violette ont introduit une famille d’al-
gebres, appelées algébres de Yang-Mills et dénotées par YM(n), ou n indique la dimension de 'espace de
base, dont la théorie des représentations permet d’étudier la théorie de Yang-Mills en physique. Plus pré-
cisément, I'algebre de Yang-Mills YM(#n) est le quotient de l’algébre libre a n générateurs Vy,...,V,, modulo
les relations données par les équations d’Euler-Lagrange d’une connexion V de Yang-Mills écrites en co-
ordonnées Vy,...,V,. En particulier, la théorie des représentations de ces algébres permet d’obtenir des
solutions des équations de Yang-Mills sur l'espace plat. On remarque que, par définition, YM(n) est l'al-
gebre universelle enveloppante d’une algebre de Lie ym(#n), pour tout n. Dans la premiére section on va
rappeler les résultats dans l’article [Her13a] sur les quotients simples des super algebres de super Yang-
Mills, tandis que dans la Section [2.2]on va présenter quelques résultats prouvés dans [Her15]) de la théorie
des représentations des algebres de Yang-Mills

2.1 Les quotients simples des super algebres de super Yang-Mills

2.1.1. Les algebres de super Yang-Mills ont été introduites par M. Movshev et A. Schwarz dans l’article
[MS06] (voir aussi [MovO05])). Elles généralisent les algebres de Yang-Mills mentionnées ci-dessus et, de
facon analogue aux algebres de Yang-Mills, elles permettent d’étudier la théorie de jauge super symétrique
en physique.

2.1.2. On va rappeler maintenant la définition d’algébre de super Yang-Mills. Elles ont plusieurs incarna-
tions différentes. On va se concentrer maintenant sur la version des super algebres de Lie. Soit V = Vy @ V;
un super espace vectoriel sur un corps k (de caractéristique zéro et algébriquement clos) de super dimen-
sion (n,s) € INZ, ou n+s>0, tel que V, est muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée g. Le
groupe algébrique SO(V), g) et donc l'algebre de Lie so(V), g) agissent sur V, (avec 'action standard). On
écrit V.=V (n,s), Vo = V(n)g et V; = V(s); pour remarquer la (super) dimension. On suppose en plus qu’il
existe une application linéaire I' : s2v1* — Vp. Soit B = By U B; une base homogene de V, ou By = {x1,...,x,}
et By = {zy,...,2}, avec |x;| = 0, pour tout i = 1,...,n, et [z,| = 1, pour tout a = 1,...,s, et soit B* = By U B}
la base duale de V* avec Ba ={x},...,x},} et B} ={z],...,z;}. On fixe l"ai'b = x;(F(zZ,zZ)), pouri=1,...,n et
ab=1,...,s, et g7 la forme bilinéaire symétrique non dégénérée inverse sur V3, i.e. g~! est la forme bili-
néaire symétrique non dégénérée sur V;j donnée par I'image de g par I'isomorphisme V) — Vj; défini par
v > g(v,—). Alors, la représentation matricielle de g~! relative a la base duale 3} est I'inverse de la matrice
de g relative a BBy et I'on peut écrire donc g/ = g’l(x;f, x;) et g ;i = g(xi, x;).

2.1.3. Soit £(V) la super algebre de Lie engendrée par le super espace vectoriel V. La super algébre de Lie de
super Yang-Mills associée a (V, g) et a I' est définie comme le quotient

ym(V,9)" = E(V)AR(V, g)"),
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ot R(V,g)! est le sous-espace du super espace vectoriel sous-jacent & £(V) engendré par les éléments

n

o 1 s ' n,.s.
ro,i = Z g]llg’lm[le [xlfxm” - E Z ral,h[zalzb]l ",a= eréyb[xifzb]r (2.1.1)

jlm=1 a,b=1 i=1 b=1

pour tousi =1,...,neta=1,...,s, respectivement. On considére aussi la super algebre universelle enve-
loppante YM(V, )T = U(ym(V,g)') de ym(V,g)' et que 1'on appelle la super algébre (associative) de super
Yang-Mills. Par définition, YM(V, ) est la super algébre donnée par le quotient de la super algébre ten-
sorielle T(V(n,s)) engendrée par V(n,s) modulo 'idéal (bilatére) engendré par le sous-espace R(V (1,5),g)
du super espace vectoriel F3T(V(n,s)), ou {F*T(V(n,5))}een dénote la filtration croissante canonique de la
super algebre tensorielle.

2.1.4. 1l est facile a vérifier que R(V,g)' est indépendant du choix de la base homogéne B, et donc on peut
supposer en outre que /3, est orthonormée. Dans ce cas R(V, )" est engendré par

n

1 S ) n S )
ri=) [ lgall-5 ) Tslzez) Ma=) ) T lxiz) (2.1.2)

=1 a,b=1 i=1 b=1

En fait, on va supposer que R(V,g)l est engendré par les éléments précédents. En conséquence, si le super
espace vectoriel V a super dimension (n,s), on peut dénoter les super algebres de Yang-Mills tout sim-
plement par ym(n,s)' et YM(n,s)!, respectivement. On écrira aussi R(1,s)! au lieu de R(V,g)!'. Noter que
ym(n) = ym(n,0)° est précisément l’algebre de Yang-Mills introduite par A. Connes et M. Dubois-Violette
dans [CDV02].

2.1.5. Par ailleurs, on voit bien que 1'on pourrait aussi considérer ym(n, s)"
duée, ou le degré de x; est 2 et celui de z, est 3 pour tousi =1,...,neta=1,...,s. En conséquence, YM(n,s)
peut étre aussi regardée en tant qu’algebre positivement graduée et connexe. Dans ce cas, on appellera plu-
tot ym(n, s)' l'algébre de Lie graduée de super Yang-Mills et YM(n, s)' 'algébre (associative) de super Yang-Mills.
De fagon générique, on pourrait dénoter n'importe quelle version de ces algebres graduées ou de ces super
algebres (de Lie ou associatives) simplement par algébre de super Yang-Mills, pour simplifier.

comme une algebre de Lie gra-
r

2.1.6. On dit que T (ou méme l’algébre de super Yang-Mills ym(n,s)') est non dégénéré(e) si n # 0 et qu'il
existe une fonctionnelle linéaire A € Vj telle que la forme bilinéaire AoI': V' ® V| — k est non dégénérée si
s # 0. On suppose désormais que toutes les algebres de super Yang-Mills sont non dégénérées.

2.1.7. On va énoncer quelques propriétés des algebres de super Yang-Mills. Pour cela, on rappelle d’abord
qu’'une algebre positivement graduée et connexe A est appelée AS réguliére (a gauche) de dimension d et
paramétre de Gorenstein € si elle a dimension globale (a gauche) d et

; k[€], sii=d,
Extl(k,A) ~

A( ) {0, sinon.
Par ailleurs, une algebre positivement graduée et connexe A est dite de Calabi-Yau graduée (a gauche) de
dimension d et parameétre € si elle a un résolution projective formée de A-bimodules de type fini, elle a
dimension globale d et elle satisfait (cf. [BT07], Def. 4.2)

Alt], sii=d,
0, sinon,

Extli (A, A%) ~ {

dans la catégorie des A°-modules a droite. Il existent aussi les notions évidentes d’algebre AS réguliére
a droite et de Calabi-Yau graduée a droite. Comme on travaille avec des algébres de Hopf graduées, les
définitions a gauche et a droite coincident, donc on omettra de les préciser.
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2.1.8 Proposition ([Her13al], Prop. 3). Soit (n,5) € (N xIN)\ {(1,0),(1,1)}. L'algébre graduée YM(n,s)' est AS
réguliere de dimension globale 3 et paramétre de Gorenstein 8. Elle est aussi de Calabi-Yau graduée de dimension
3 et la méme valeur du parametre.

La preuve du résultat précédent est une conséquence de la caractérisation explicite de la résolution pro-
jective minimale du YM(#n,s)' -module (a gauche ou a droite) k donnée dans [Her13a]), Prop. 2. Méme si ces
super algebres ne sont pas de Koszul, au sens introduit par R. Berger dans [Ber01]] (voir aussi [GMMVZ04]),
puisque elles ne sont pas homogenes, YM(n,s)r est multi-Koszul pour tout (n,s) € (N x IN) \ {(1,0),(1,1)},
une notion introduite dans [Her13b| (voir ibid, Exemple 3.22).

2.1.9 Théoréme ([Her13a]), Thm. 2). Soit n > 2. La sous-algébre de Lie graduée tym(n,s)’ = [ym(n,s)',ym(n,s)"]
est une algébre de Lie graduée libre.

La preuve de ce résultat suit des propriétés homologiques mentionnées ci-dessus.
2.1.10 Corollaire ([Her13a], Cor. 2 et 4). Soit n > 2, ou n =1 et s > 3. Alors, YM(n,s)r n'est pas noethérienne
(a gauche ou a droite). Pourtant, YM(n,s)' est cohérente (a gauche et a droite)

Ce résultat est une conséquence directe du théoréme précédent.

2.1.11. Le résultat fondamental de 'article [Her13al| est le théoreme suivant. Il décrit grosso modo certains
solutions des équations de Yang-Mills super symétriques par des opérateurs différentiels de I'espace plat
super symétrique.

2.1.12 Théoreme ([Her13al|, Thm. 4). Soient n,s,p,q € IN tels que n > 3 et s > 1. On suppose en plus que p > 3,
ou p =2etq>2. Alors, il existe un homomorphisme surjectif de super algebres

U(ym(n,s)") —> Cliff, (k) ® A, (k).

En outre, il existe £ € IN* tel que ce morphisme se factorise par le quotient U(ym(n,s)' /E¢ (ym(n,s)")), i.e.

U(ym(n,s)") Cliff, (k) ® A, (k)

\

U(qm(n,s)r/ngm(n,s)r)

La preuve du théoréme précédent utilise essentiellement des résultats sur I'application de Dixmier-
Duflo des super algebres de Lie nilpotentes démontrés dans [Her12] et mentionnés dans le chapitre précé-

dent (en particulier, les Propositions|1.0.15[et|1.0.17), et le fait que tym(n,s)’ est une super algébre de Lie
libre (voir Théoréme|(2.1.9).

2.2 Sur les représentations des algebres de Yang-Mills

2.2.1. Dans cette section on va présenter les résultats principaux du petit article [Her15]. Le but de ce tra-
vail c’est de répondre une question posée par J. Alev : quelles algébres de Lie (semi-simples) peut-on obtenir
comme des quotients des algebres de Yang-Mills ym(n), pour n > 3 ? Une autre raison pour laquelle on veut
trouver des quotients semi-simples de ym(n), c’est la suivante : si 'on combine les solutions des équations
de Yang-Mills par des opérateurs différentiels agissant sur un fibré de rang un sur l’espace plat trouvées
dans [HS12] avec des représentations d’algebres de Lie simples, on obtient des solutions des équations de
Yang-Mills par des opérateurs différentiels qui agissent sur des sections globales des fibrés vectoriels tordus
sur l’espace plat définis a partir des représentations d’algébres de Lie semi-simples mentionnées avant.

2.2.2 Proposition ([Her15], Prop. 2.1). Soit m € IN* et n > 2m. Alors, il existe un homomorphisme surjectif
d’algebres de Lie (graduées) de ym(n) vers t(m), Ualgébre de Lie libre a m générateurs.
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2.2.3 Corollaire ([Her15], Cor. 2.2, 2.3 et 2.4). Soit n > 4. Alors, toute algébre de Lie semisimple est un quotient
de l'algébre de Yang-Mills ym(n). En outre, I'algébre de Witt W) et l'algébre de Virasoro Vir sont des quotients de
ym(n), ainsi que toutes les algébres de Kac-Moody g(A) ou §(A) si v+ 2 > m, ou r est le rang de la matrice m x m
A (cela inclut en particulier toutes les algebres de Kac-Moody affines).

Ce corollaire est une conséquence directe de la proposition précédente et des résultats de la théorie de
Lie démontrés par M. Kuranishi dans [Kur51|] pour les algébres semi-simples, et par C. H. Lu et Z. X. Wan
dans [LW86]| pour les algebres de Kac-Moody.

2.2.4. La Proposition n’est pas valable pour n = 3, comme le résultat suivant le montre.

2.2.5 Proposition ([Her15|, Prop. 2.7). Soit ¢ : ym(3) — sl(2,k) un morphisme quelconque d’algebres de Lie.
Alors, I'image de ¢ est une sous-algebre de Lie résoluble de s1(2, k).

La preuve de la proposition précédente utilise des résultats fondamentaux de la théorie des algebres de
Lie nilpotentes, comme le théoreme de Jacobson-Morozov.

2.3 Perspective par rapport a ’homologie de Hochschild des algebres de super Yang-
Mills

Une question largement ouverte sur les algébres de super Yang-Mills YM(1,s)' est la cohomologie et
I’homologie de Hochschild et cyclique. Comme il s’agit des algébres de Calabi-Yau de dimension globale 3
(voir Proposition[2.1.8), il suffit de calculer les quatre groupes d’homologie de Hochschild. En plus, comme
on travaille sur un corps k de caractéristique zéro, la suite SBI, qui relie I’homologie de Hochschild et la
homologie cyclique, est scindée, ce qui réduit encore plus les groupes a calculer. La propriété de multi-
Koszulité de YM(n,s)' permet de simplifier encore plus les calculs : a partir de deux groupes d’homologie
on peut obtenir (au moins) les séries de Hilbert des autres. Par contre, les calculs a effectuer sont tres
loin d’étre triviaux, puisqu’il faut manipuler la théorie des représentations des algebres de Lie so(rn) pour
pouvoir controler les cocyles qui apparaissent dans les calculs homologiques qu’il faut réaliser. En principe,
on peut supposer en plus que I'application I' dans la définition d’algebre de super Yang-Mills est compatible
avec 'action de so(n) —ce que 1’'on a appelé “condition d’équivariance” de ’algébre de super Yang-Mills dans
[Her12]-. Il s’agit en tout cas d’'une hypothése qui est satisfaite dans les exemples qui proviennent de la
théorie de jauge super symétrique ([Her12|, p. 787).



Chapitre 3

Sur les algebres de Koszul et ses généralisations

3.0.1. Dans les trois premieres sections de ce chapitre on va présenter sans preuves détaillées les résultats
des articles [HR13|| et [Her13b]. Le but de ces articles c’est de présenter une extension de la notion d’algeébre
de Koszul (généralisée) pour des algebres graduées positivement et connexes, de sorte que l'algebre de
Yoneda satisfasse beaucoup des propriétés vérifiées par les définitions d’algebre de Koszul et d’algebre de
Koszul généralisée de S. Priddy et de R. Berger, respectivement. La différence la plus importante avec la
plupart des points de vue précédents (voir [GMO5,[LHL07,LS10])) c’est que 'on n'impose pas de conditions
sur les degrés de générateurs des modules projectifs de la résolution projective minimale du module trivial
k, mais I'on fixe “I’allure” de ces espaces vectoriels gradués. La raison pour laquelle on renonce a l’idée
d’imposer une condition sur les degrés mentionnés est expliqué dans la Section[3.1]avec un exemple assez
simple. Comme tous les résultats du premier article ont été démontrés dans le deuxieme (a partir d’autres
méthodes) pour une situation plus générale ou l'algébre graduée de départ n’est pas forcément engendré
en degré 1, on va se concentrer a expliquer ici seulement le dernier article.

Finalement, on va décrire dans la Section [3.5les résultats de I'article [HSSA14].

3.1 Un exemple intéressant

3.1.1. Soit k un corps. Etant donné s € Ny, on définit ¢, : N — IN par ¢4(2j) = sj, ¢ps(2j +1) = sj + 1,
pour tout j € IN. On rappelle qu’une algebre s-homogéne A = T(V)/(R), i.e. RC V®, ot s € N5,, est dite de
Koszul généralisée ou s-Koszul si la résolution projective minimale (P,,d,) du A-module a gauche k satisfait
que P, ~ AQE,, ou E, est un espace vectoriel gradué concentré en degré ¢(n), pour tout n € IN. De facon
équivalente, une algebre s-homogene A est de Koszul généralisée si et seulement si I'algébre de Yoneda
Ext$ (k, k) est engendrée (en tant qu’algebre) par Ext}q(k,k) et Exti(k,k) (voir [GMMVZ04], Thm. 4.1).

3.1.2. Plusieurs généralisations de la définition d’algebre s-Koszul que l'on trouve dans la littérature sont
décrites en termes des conditions sur les degrés possibles de l’espace gradué E,. On veut montrer avec
I’exemple suivant que ce point de vue contient un probleme fondamental. Par exemple, si I'on suit cette
idée avec une algebre A avec relations en degré par exemple 3 et 4, il serait tentant de penser que ’extension
de la notion de Koszul doit au moins inclure le cas ou le n-iéme module projectif de la résolution projective
minimale du A-module k est engendré en degré ¢3(n) et ¢p4(n), pour tout n € IN.

3.1.3. On considére les algebres B = k(x,y,z)/(x*y,z%x) et C = k(u)/{u*). 1l est facile a voir que C est 4-
Koszul, tandis que B est 3-homogéne mais elle nest pas 3-Koszul (puisque par exemple z2x?p est un gé-
nérateur minimal du degré 5 du noyau de la deuxiéme différentielle de la résolution projective minimale
du B-module k). On définit A = B C le produit libre de B et C, i.e. A = k(x,7,z,u)/(x*y,z?x,u*). Alors, la
résolution projective minimale du A-module k est de la forme

o ARku®) 5 S ARkt 5 AW 5 AR5 AQV 5 A >k — 0,



ou V = kx®k.y®k.zoku, R = k.x*yok.z2?x@ku*, W = k.z2x’y®k.u’ et les différentielles sont les évidentes.
Cela implique que le n-iéme module libre de la résolution projective minimale du A-module k est engendré
par un espace vectoriel gradué concentré en degrés ¢s3(n) et ¢4(n), pour tout n € IN. Par ailleurs, comme
A est un produit libre de B et C, I’algebre de Yoneda de A est le produit direct des algebres de Yoneda de
B et de C, ce qui implique que 'algebre de Yoneda de A satisfait les “mauvaises” propriétés des algebres
duales de Koszul d’une algeébre qui n’est pas de Koszul généralisée. Par exemple, comme B n’est pas 3-
Koszul, 'algebre de Yoneda de B n’est engendré (comme algébre graduée) par les composantes de degré
cohomologique 1 et 2, et en conséquence l'algebre de Yoneda de A n’est pas engendré (en tant qu’algebre
graduée) par les composantes de degré cohomologique 1 et 2.

3.1.4. Vu que le controdle sur les degrés des générateurs de chaque module projectif de la résolution projec-
tive minimale de k ne suffit pas pour éviter des exemples d’algebres dont l’algebre de Yoneda a les mémes
pathologies que dans le cas non Koszul généralisé, le point de vue que l'on a suivi dans [HR13|| et [Her13b|
c’est d’imposer plutot une condition sur ’espace vectoriel gradué total des générateurs de chaque module
projectif de la résolution projective minimale de k. On va procéder a I'expliquer dans la section suivante.

3.2 La définition d’algebre multi-Koszul

3.2.1. Soit k un corps. On dénote désormais par A = ®,cnA, une algebre unifére positivement graduée
et connexe, i.e. Ay = k. On suppose en plus que chaque composante homogene A, est de dimension finie
pour tout n € IN et soit Ayy = ®,en-A,. Lespace de générateurs (irréductibles) de A est une sous-espace
vectoriel gradué V C A, tel que la composition de l'inclusion précédente avec la projection canonique
Asg — Asp/(Asg.Asp) est une bijection. En conséquence, il existe un homomorphisme surjectif d’algébres
graduées 1t : T(V) — A. Si I dénote le noyau de 7t, on obtient A ~ T(V)/I, ou I C T(V)*? = T(V)5o® T(V)sg
est un idéal homogene de T (V). Soit R un espace de relations de A, i.e. un sous-espace vectoriel gradué de
I qui est isomorphe a I/(T(V)sg®I+1® T(V)sq) sous la projection canonique. De facon équivalente, un
espace de relations peut étre défini comme un sous-espace vectoriel gradué R C I tel que 1'idéal de T(V)
engendré par (R) coincide avec I et que

RO(T(V)s0®R®T(V)+T(V)®R®T(V)s50) = 0. (3.2.1)

On va écrire A = T(V)/{(R), ou R C T(V)>2,

3.2.2. Par ailleurs, on a introduit la définition suivante dans [Her13b], Subsection 3.1. Un sous-espace
vectoriel U C T(V) de l'algebre tensorielle d'un espace vectoriel V est dit fidéle de type tenseur-intersection a
gauche (resp., d droite) si (U@ W) N (U@ W,) = U (W) NW,) (resp., (W, @ U)N (W, U) = (W nW,)® U)
pour tous les sous-espaces vectoriels Wi, W, C T(V). En plus, U est fidéle du type tenseur-intersection s’il I'est
a gauche et a droite.

3.2.3 Proposition ([Her13b], Prop. 3.2). Soit U C T(V') un sous-espace vectoriel de I’algebre tensorielle engendré
par V. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) U est fidéle du type tenseur-intersection a gauche (resp., d droite).
(i) UN(U.T(V)sg) =0 (resp., UN(T(V)so.U) =0).
(iii) étant donné un ensemble fini I d’indices, une famille libre {u; : i € I} C U et une collection arbitraire
d’éléments w; € T(V) pouriel,si} ;cu; ®@w; =0 (resp., ) ;e w; ®u; =0), alors w; = 0 pour tout i € 1.

3.2.4. 1l est facile a voir que V et R sont des sous-espaces fidéles de type tenseur-intersection de T(V)
(voir [Her13b|, Example 3.3). On peut présenter les propriétés suivantes des sous-espaces fidéles de type
tenseur-intersection de T(V).

3.2.5 Corollaire ([Her13b], Rk. 3.4, Cor. 3.6, 3.7, 3.8 et 3.9). Soit V un espace vectoriel positivement gradué,
T(V) l'algébre tensorielle et U C T (V') un sous-espace fidele de type tenseur-intersection a gauche (resp., a droite).
Alors,



(i) si U’ C U, alors U’ est aussi fidéle de type tenseur-intersection a gauche (resp., a droite), et si W C T(V) est
fidéle de type tenseur-intersection d gauche (resp., a droite), alors U@ W C T (V) I'est aussi;

(ii) siU’ C U et W CW CT(V), alors on a les identités (U’ @ W)N (U W’)=U"Q@ W’ (resp., ( W U’)N
(WeU)=W’'®U’) des sous-espaces vectoriels de T(V);

(iii) si {U;}ier est une famille libre des sous-espaces vectoriels gradués de U, la famille de sous-espaces de T(V)
donnée par {U; @ T(V)};er (resp., {T(V)® U, }ier) est aussi libre;

(iv) si{W;};es est une famille libre de sous-espaces gradués de T(V'), la collection des sous-espaces de T (V') définie
par {U ® W} (resp., {W; ® U}i;) est libre;

(v) soient W C T(V), U’ et W’ deux espaces vectoriels gradués quelconques, et f : U — U’ et g: W — W’ deux
homomorphismes d’espaces vectoriels gradués, alors il existe un homomorphisme f @ g: U W - U @ W’
(resp., g f : WU — W’ ®U’) d’espaces vectoriels gradués qui envoie ) ; u; @ w; (resp., Y ; w; ® u;) vers
Lif(uj)®g(wj) (resp., }; g(wi)® f(u;)), oni uj € U et wi € W.

3.2.6. Etant dpnné deux sous-espaces vectoriels U et W de T(V), on écrira U.W au lieu de U® W et Ut
au lieu de U®, o i € N, pour réduire la notation. Pour tout i € N, on considére le sous-espace vectoriel de

T(V) donné par
N
'T=PH( ﬂv (N=), (3.2.2)

NeN j=0
ou la somme précédente est directe par le Corollaire On définit TN = O?IZOV(j).R(i).V(N’j) et 'on
remarque que °T = T(V).

3.2.7. Etant donné N € IN*, on rappelle qu’une partition 7i de N est une suite de nombres entiers non
négatifs 1 = (n;);en- € IN™Y) 3 support fini (i.e. n; = 0 pour presque tous i € IN*) telle que Yien+ti =N.La
longueur de la partition 7, qui sera noté par (1), est définie comme le plus grand nombre entier £ € IN* tel
que ny # 0. On dénote par Par/(N) 'ensemble de partitions de N de longueur inférieure ou égale a ¢, et l'on
écrit Par(N) au lieu de Pary(N). Si N = 0, on pose Par(0) = {0}.

3.2.8. Finalement, on définit par récurrence la famille {J;(V,R)};cn de sous-espaces gradués de T(V) de la
facon suivante. On pose Jo(V,R) = k. On va définir d’abord les espaces vectoriels indexés par des entiers
pairs. On suppose que l'on a défini Jo(V,R),J,(V,R),...,]2;(V,R), ou i € N. Alors, on pose

Jagis1)(V,R) = RE+D ( Z ( ﬂ V(’"l).]z,,l(V,R)...V(’”").]M(V,R).V“"””)). (3.2.3)
NelN* i1 € Par(i)
1t € Parj 1 (N)
Hy,i(V,R)
D’ailleurs, on définit
Lais1(V,R) = (V.2 V. R)) 0 24V, R).V) (3.2.4)

On écrira souvent J; au lieu de J;(V,R).

3.2.9. Noter les identités J; =V, J, = Ret J3 = (V.R) N (R.V) des sous-espaces vectoriels gradués de T(V).
Par ailleurs, on remarque que J; C RW) pour tout j € IN et, par conséquent, J»;,1 € (V. RU) N (RY).V), pour
tout j € N. En outre, la somme dans (3 est directe (voir [Her13b|, Subsection 3.2) et donc

]2(,-+1)=(@( ﬂ V(ml).Ian.V(mZ)...V(mi).IZni.V(’""“))]nR(i“). (3.2.5)

NeNs, ii € Par(i)
m € Parj 1(N)
3.2.10 Lemme ([Her13b|, Lemma 3.11). Soit {J;};en la collection de sous-espaces vectoriels gradués de T (V)
donnée par Jo =k, (3.2.3)) et (3.2.4). Alors, J; est un sous-espace vectoriel fidéle de type tenseur-intersection de
T(V), pour tout i € IN.



Ce résultat est une conséquence directe des inclusions évidentes J,; C RU) et J2j1 € (V.RUYN(RD.V), et
du Corollaire[3.2.5

3.2.11. On considere la famille de sous-espaces vectoriels gradués {ﬂf\ioV(l).]2j+1.V(N_l)}N€1N de l'algebre
tensorielle T(V), ou j € IN. Cette collection de sous-espaces vectoriels est libre, puisque le N-ieme membre
est inclus dans RU). VIN*1) et ]a famille {RU). V(N+D} . est libre en raison du Corollaire On pose

N
IT = @ ( ﬂ VO [y VD), (3.2.6)

NelN [=0

D’apres (3.2.5) on voit bien que J,; C I=1T pour tout j € N*.
3.2.12 Lemme ([Her13b], Lemma 3.12 et Cor. 3.13). Soit {J;};en la collection de sous-espaces vectoriels gradués

de T(V) définie par Jo =k, (3.2.3)) et (3.2.4). Alors, on a l'inclusion
Jivj €TiJj

pour tous i,j € IN, a l'exception du cas oui i et j sont impairs. Par ailleurs, si i, j € IN* sont impairs, on a I'inclusion
Jisj € (TOV)IT) 0 (1 TV ) 0 (10, T(V)).

3.2.13. On va introduire la notation suivante pour pouvoir manipuler les éléments de J;. Etant donnés des
sous-espaces vectoriels gradués Wy,...,W,, de T(V)sg, un élément w € W;...W,, C T(V)s( peut s’écrire
comme une somme finie

Zwu)lw(z)l e om-nlwm),
(w)

avec w(;) € W; pour tout i =1,...,m. Siles sous-espaces vectoriels W]-I,...,le de T(V)sq coincident avec
V CT(V)sg pour 1 < j; <---<j; <m,on va écrire une barre sur les facteurs wj),...,w(j,). De plus, on va
omettre le symbole de la somme pour simplifier.

3.2.14. Soit j € N. Par , on voit bien que, si @ € J,;,1, alors on peut I'écrire sous la forme w = @(1)|w )
et w = w(1)|@(2). On remarque que w(;) et w(y) ne représentent pas les mémes éléments dans ces deux écri-
tures de w. On peut donc considérer les éléments (7 ®id]2].)(a)) ®letl® (idjzj ®7)(w) dans A®J,; ® A, ou
7: T(V) — A dénote la projection canonique. De fagon équivalente, on peut les écrire comme 7t(@(1))|@(2)|1
et lw(y)|m(d(2)), respectivement. Ces éléments sont bien-définis par Corollaire On a donc une appli-
cation Jj;1 > A®J,; ® A donnée par

w = 1t(@(1))|w(2)|1 = Nl (o)),
ou sinon par
w = Alwo)l = 1wdp),
b

2j+1  A®Li 1 ®A = ABy; ® A I'extension A®-linéaire de 'appli-
cation précédente. Il s’agit d’'un homomorphisme de A-bimodules gradués.

sil'on regarde V dans A. On dénote par o

3.2.15. Par ailleurs, étant donné j € IN*, on considére I’application /= T — A®J»j-1 ®A d’espaces vectoriels
gradués définie par la somme des morphismes /-1 TN — A ®J2j-1 ® A des espaces vectoriels gradués que
l'on va procéder a décrire pour tout N € IN*. Si w € /"' TN, alors, pour tout 0 < I < N, on peut écrire

_ 1 1 ) NN (PN . 1 (N-I) AN 1214
w = w(1)|w(2)|w(3), ouwy,) €V, wpy € i etws eV . Pour tout 0 </ < N on consideére ’élément

. _ i 1 !
(), ) ®1dpy; @7 ) (@) = Tl Wy (@),
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dans A®Jyj-1 ® A. On veut souligner que ces €léments sont bien définis grace au Corollaire Cela
permet de définir une application /71T — A ®J2j-1 ® A d’espaces vectoriels gradués comme la somme des
applications /"' TN — A®],;_1 ® A considérées avant, i.e. on a

N

Wi ) mlwfy)lwf)(wl;).
=0

Linclusion Jp; € J=1T induit alors une application J2j > A®]J»j_1 ® A d’espaces vectoriels gradués. On va
dénoter par
33 A®L®A—A®] 1 @A

son extension A°-linéaire. L'application 63 j estun homomorphisme de A-bimodules gradués.

3.2.16. On a donc défini une famille {K;_g(A); = A®]J; ® A}ien de A-bimodules gradués munie des homo-
morphismes 6? : K _r(A); = Ky _r(A);_; de A-bimodules gradués pour tout i € IN*.

3.2.17 Proposition ([Her13b|, Prop. 3.14). Soit A une algébre positivement graduée et connexe, et soit {J;};en la
collection de sous-espaces vectoriels gradués de T (V') donnée par Jo = k, et . On considére la famille
{Ki-r(A); = A®]J; ® A}ien de A-bimodules gradués munie des homomorphismes 6] : Kp_r(A); — Ky _g(A);_; de
A-bimodules gradués pour tout i € IN*. Cette construction est en fait un complexe de A-bimodules gradués, i.e.
65’_1 o 55’ = 0 pour tout i € Ns,. En plus, ce complexe est exacte en degré homologique 1, i.e. Ker(éll’) = Im(élz’).

3.2.18. On va considérer l'laugmentation 68 : Ky _r(A)e = A du complexe précédent , ou 68 est le produit de
A. Alors, le complexe K;_g(A), coincide avec la résolution projective minimale du A-bimodule A jusqu’au
degré homologique 2. On l'appelle le complexe multi-Koszul de bimodules de A. De fagon semblable, on
définit le complexe augmenté (K(A),,d,) (resp., (K(A).,6,)) donné par (K;_g(A), ®4 k, 6! ®,4 idy) (resp.,
(k ®4 Ki_g(A),idg ®4 62)), et qui est appelé le complexe multi-Koszul a gauche (resp., a droite) de A. On
remarque que le complexe multi-Koszul a gauche (resp., a droite) de A coincide avec la résolution projective
minimale du A-module a gauche (resp., a droite) k jusqu’au degré homologique 2.

3.2.19 Définition ([Her13b||, Def. 3.15). Soit A une algébre positivement graduée et connexe. On dit que A est
multi-Koszul a gauche (resp., a droite) si le complexe multi-Koszul a gauche (resp., d droite) de A est exact en
tout degré homologique strictement positif.

3.2.20 Fait ([Her13b], Prop. 3.17, Rks. 3.16 et 3.18, Lemma 3.23 et Prop. 3.24). Soit A = T(V)/{R) une algebre
positivement graduée et connexe. Alors,

1. A est multi-Koszul a gauche si et seulement si elle est multi-Koszul a droite, et si et seulement si le complexe
multi-Koszul de bimodules de A est exact en tout degré homologique strictement positif ;

2. si A est multi-Koszul, le complexe multi-Koszul de bimodules (resp., a gauche, da droite) de A est une résolu-
tion projective minimale du A-bimodule A (resp., du A-module a gauche k, du A-module a droite k) ;

3. pour tout i € IN* Uapplication canonique J; 1 — Ker(0;) définie comme la restriction de 6;,1 est injective,
et le morphisme induit J;.1 — Ker(0;) ®4 k donné comme la composition de I'inclusion précédente et la
projection canonique Ker(6;) — Ker(0;) ®4 k est injectif pour tous les entiers i € IN* pairs ;

4. A est multi-Koszul si et seulement s’il existe un isomorphisme Tor’(k, k) = J,, d’espaces vectoriels gradués
pour tout n €IN;

3.2.21 Proposition ([Her13b]|, Prop. 3.20). Soit A = T(V)/(R) une algébre s-homogeéne, i.e. V est un espace
vectoriel de dimension finie et R C V® onse INs,. Alors, A est multi-Koszul si et seulement si A est s-Koszul au
sens de R. Berger. En outre, si A =T(V)/{(R) avec V est un espace vectoriel de dimension finie concentré en degré
1, alors A est multi-Koszul si et seulement si A est multi-Koszul au sens défini dans [HR13].

3.2.22.Exemple. Les algébres de super Yang-Mills YM(#,s)! non dégénérées introduites dans la Section
(en tant qu’algébres graduées, comme expliqué dans donnent un exemple d’algebre multi-Koszul
pour tout (n,s) € (NxIN)\{(1,0),(1,1)}, comme on peut vérifier d’apres la description explicite de la réso-
lution projective minimale du YM(#, s)f -module trivial k dans [Her13al), Prop. 2.
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3.3 La structure algébrique de I’algebre de Yoneda d’une algebre multi-Koszul

3.3.1. On va procéder maintenant a décrire la structure d’A_,-algébre augmentée de l'algebre de Yoneda
Exty(k,k) d’une algebre multi-Koszul A. On rappelle que, d’apres un théoréeme de T. Kadeishvili (voir
[Kad80])), I’algebre de Yoneda d’une algebre positivement graduée et connexe, étant la cohomologie d’une
algebre différentielle graduée (l'algebre différentielle graduée donnée par le dual de la construction bar
de A), a naturellement une structure d’A.,-algebre augmentée (unique a quasi-isomorphisme pres). Or,
Tor2 (k, k) est ’homologie d’une cogébre différentielle graduée —la construction bar de A- et elle porte donc
une structure d’A,,-cogebre coaugmentée (unique a quasi-équivalence pres), d’apres un théoréme de V.
Guggenheim (voir [Gug82], ou sinon [Her17b|] pour une autre preuve dans une situation un peu plus gé-
nérale). Comme la structure d’A,-algebre de Extj (k, k) est seulement donnée par le dual gradué de I’A,-
cogébre coaugmentée Tors (k, k), il suffira de décrire cette derniére structure. Les structures d’A,-cogébre
coaugmentée et d’A,-algebre augmentée sont appelées des modéles. En raison du Fait on travaillera
avec l'espace vectoriel gradué | = ®,,cn /-

3.3.2. La counité de ] est la projection canonique sur ], et la coaugmentation est donnée par l'inclusion de
Jo dans J. Pour tous i,i’ € IN, on considere I'application

i Jivie = Ji ® ]y (3.3.1)

donnée par 'inclusion canonique J;,;» CJ; ®Ji» si i ou i’ est pair (voir Lemme|3.2.12), et par la composition
de I'inclusion canonique J;,;» C T(V)®]; ®Ji» (voir Lemme |3.2.12) et I'application er(y)®idj, ®idj, si i et i’
sont impairs, ou er(y) : T(V) — k est la projection canonique.

3.3.3 Fait. Etant donnés deux entiers impairs i,i’ € IN*, Uapplication 1; ;» - ;i — J; ® J;» coincide avec la compo-
sition de l'inclusion J;,; CJ; ® T(V)® ]y dans le Lemme|3.2.12|et l'application idj, ® e(y) ®1idy,. Elle coincide
aussi avec la composition de U'inclusion J;,y C J;® ]y @ T(V) et idj, ®idj, ® eT(v)-

Ce résultat est une conséquence immédiate de (3.2.5).

3.3.4. Soient n >3 eti = (i,...,i,) € N" un n-uplet formé d’entiers impairs. On considére la décomposition

@( ﬂ vim) g vm) oy gy i), (3.3.2)

NeNs, rmePar,,q(N)

Soit pi, la projection de ce sous-espace vectoriel de ’algebre tensorielle sur la N-iéme composante, ou N €
IN>,. Par (3.2.5), on voit bien que J; ;...+j +2-» €st inclus dans (3.3.2). De plus, il est facile a vérifier (d’apres
(3.2.4), le Lemme [3.2.10| et la Proposition 3.2.3) que la n-ieme composante est incluse dans J; ® ---®J; .

Enfin, pour tout n > 3 et tout n-uplet (iy,...,1,) formé d’entiers impairs, on définit I'application
Liyyin * Jiy4etipr2-n = Jiy ® - ®J;, (3.3.3)

donnée par la composition de I'inclusion de J; ...4i 42—, dans (3.3.2), la projection pf; et I'inclusion de la
n-ieme composante de (3.3.2) dans J; ®---®]J; .
3.3.5 Proposition ([Her13b||, Prop. 4.4). Soit A une algébre multi-Koszul et soit {];};en la collection des sous-

espaces vectoriels de T(V') donnée par Jo =k, (3.2.3) et (3.2.4). On définit | = ®;cN];, muni d’une graduation
homologique induite par I'indice i. On pose

(i) Ay:] —]®] tel que Ay, = Zézo lei—¢, pour tout i € IN;

(ii) pour tout n>3, A, : ] — J®" tel que A,lj, = Y 1, ;i , ot la somme est indexée par les n-uplets (iy,...,i,) de
nombres entiers impairs tels que i} + -+ + i, + 2 —n =i, pour tout i € IN.

En conséquence, | est une A,-cogébre coaugmentée pour Ay = 0, les comultiplications A, et A, n > 3, la counité
donnée par la projection canonique sur ]y et la coaugmentation définie par Uinclusion de J dans |.
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3.3.6 Théoreme ([Her13b[, Thm. 4.1 et Thm. 4.8). Soit A une algébre multi-Koszul et soit {J;};en la collection
des sous-espaces vectoriels de T (V) donnée par J = k, et (3.2.4). Alors, la structure d’A,-cogébre coaug-
mentée sur | est un modéle pour Torl(k,k). En conséquence, les Ay -algébres augmentées Exts (k. k) et J* sont
quasi-isomorphes.

La preuve de ce résultat utilise fortement la structure d’A,-cogebre coaugmentée sur J trouvée dans la
Proposition et un théoreme annoncé par B. Keller dans la Xeme ICRA, a Toronto, Canada, en 2002.
Pour une preuve de ce dernier résultat, voir [Her13b|], Thm. 4. 7.

3.3.7 Proposition ([Her13b], Prop 3.31). Soit A = T(V)/{R) une algébre multi-Koszul, ot1 V et R sont de di-
mension finie. Alors, l'algébre graduée sous-jacente d Extz(k,k) = Eth(k,k) est engendrée (en tant qu’algébre) par
Ext}“(k,k) et Exti(k,k), i.e. A est K, (au sens de T. Cassidy et B. Shelton, voir [CS08])).

Ce résultat est une conséquence de la description explicite de la structure d’algebre de Extj(k, k) =
Ext% (k, k) dans le Théoreme

3.4 Perspective par rapport a la dualité de Koszul

I existent encore plusieurs questions ouvertes sur la propriété de multi-Koszulité. En particulier, une
question intéressante est si I’algebre sous-jacente a I’algebre duale de Koszul £xt5 (k, k) d’une algebre multi-
Koszul A est aussi multi-Koszul. La réponse a cette question est en effet oui si A est homogéne, comme
on peut démontrer a partir des résultats bien établis dans [GMMVZ04]. Il serait intéressant de connaitre
la réponse dans le cas général a cause de deux raisons fondamentales. D’abord, cela permettrait de mieux
comprendre la dualité de (multi-)Koszul. D’autre part, comme le dual de Koszul d’une algebre est en prin-
cipe une A -algebre, la réponse mentionnée pourrait apporter un éclairage sur une question posée par Yu.
Manin dans [Man88] et pour laquelle il a eu plusieurs essais de réponse (voir [Bez94,PP05,HWO08]) : com-
ment est-ce que l'on peut généraliser la notion d’algébre de Koszul aux algebres différentielles graduées ?

Par ailleurs, comme indiqué par E. Marcos, il serait utile d’avoir une notion de “module de Koszul” sur
les algeébres multi-Koszul, qui étend la notion de module de Koszul des algebres de Koszul généralisées (voir
[GMMVZ04]). Je travaille en ce moment sur le sujet et en fait j’ai déja une définition qui généralise celle
des modules de Koszul sur des algebres N-Koszul que j’ai appelée module multi-Koszul ([Her17e])), basée
sur quelques discussions avec Marcos. Il restent encore plusieurs questions ouvertes sur la catégorie des
modules multi-Koszul. Par exemple, il serait intéressant de comprendre si le dual de Koszul d’un module
multi-Koszul l'est aussi (comme dans le cas d’algebres homogenes) et de savoir si la catégorie de modules
multi-Koszul sur une algebre multi-Koszul est fermée par I'opération Q%(~) donnée par le double syzygie.
On remarque que la réponse a cette question est affirmative dans le cas des algebres homogenes.

3.5 Les déformations de PBW des algebres de Koszul généralisées

3.5.1. Dans cette section on va présenter les principaux résultats de 'article [HSSA14], en collaboration
avec A. Solotar et M. Suarez-Alvarez. Le but du travail c’est de démontrer, a partir des outils homologiques,
que toute déformation de PBW faible U d’une k-algébre N-homogene A telle que Tor} (k, k) est concentré
en degré N + 1 satisfait la propriété de PBW. Cet énoncé, appelé de facon générale le principe de déformation
de Koszul, a été démontré par A. Braverman et D. Gaitsgory pour le cas N = 2 dans [BG96] et par R. Berger
et V. Ginzburg pour le cas général dans [BG06|. Par contre, la preuve qu’ils ont donnée n’est pas basée sur
des outils de l’algebre homologique mais sur des propriétés des treillis de sous-espaces vectoriels associés
A une algébre homogene. Le but de larticle [HSSA14] c’est de démontrer le principe de déformation de
Koszul a partir d’établir le lien entre les déformation de PBW (faibles ou non), considérées par R. Berger et
V. Ginzburg, et les déformations au sens de Gerstenhaber.

3.5.2. Soit k un anneau semi-simple qui inclut un corps F de caractéristique zéro tel que k¢ = k ®p k° est
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semi-simple et soit A = T(V)/(R) une k-algébre N-homogéne (i.e. R C V®N). Comme d’habitude, tous les
produits tensoriels sans aucune décoration seront sur k, i.e. ® = ®. On remarque d’abord que l’algebre ten-
sorielle T(V) = @, V®" est munie d’une filtration croissante {F"},,cn, out F = 69510 V® . On veut considérer
les k-algébres filtrées U = T(V)/(P) avec P C FN telles que

1. R=my(P), ot mty : T(V) — V&N est la projection canonique,

2. U est munie de la filtration induite par celle de I’algébre tensorielle T(V),

3. le morphisme surjectif p : A — gr(U) d’algebres graduées induit par la projection T(V) — U est un
isomorphisme.

On dit dans ce cas que U est une déformation de PBW de A, ou que U satisfait la propriété de PBW.

3.5.3. La condition que p soit injectif est équivalente a une suite infinie d’égalités sur certains k-bimodules
qui s’écrivent en termes de V et R. Plus précisément, si l'on définit L, = Y ;,;,.y V®'PV® C T(V), pour
n €N, l'algebre filtrée U satisfait la propriété de PBW si et seulement si

L,nF"'=L,,, (3.5.1)

pour tout n € IN* (voir [BGO6||, Prop. 3.3). En fait, il suffit seulement de vérifier 1’identité précédente pour
n> N. Légalité (3.5.1) pour n =N, i.e. Ly NFN~! = Ly_;, peut s’exprimer de fagon équivalente par

PnFN-1 =, (3.5.2)
tandis que (3.5.1) pour 7 = N + 1, c’est a dire Ly,; NFN = Ly, est équivalent a
(VeP+PoV)NnFN CP. (3.5.3)

L'algebre U est dite une déformation de PBW faible de A si seulement les identités (3.5.2) et (3.5.3) sont
vérifiées.

3.5.4. Sil'on suppose que (3.5.2) est satisfaite, alors I'application 7ty : FN — V®N établit une bijection entre
P et R = 7ty (P). Dong, il existe une application k®-linéaire ¢ : R — FN‘I telle que id—@ est I'inverse de 7y |p,
ie. P={r—q@(r):re R}. On écrira ¢ = Z]N;01 @j, ol @j : R — V® est la composition de ¢ et la projection
canonique FN=! — V&, Dans ce cas, I'identité (3.5.3) est équivalente a (p® 1y — 1y ® @)(Ry41) € P (voir
[BGO6|, Prop. 3.5), ou sinon

(pn-1®1y =1y ®@pn_1)(RN41) CR (3.5.4)
Poo(pn-1®1y =1y ®@N_1)(Ry4+1) =0, (3.5.5)
((Pj o(pn-1®1ly — 1y ®@pNn-1) + (-1 @1y —1y ®(Pj—l))(RN+l) =0, (3.5.6)

pour tout 0 < j < N (voir [BG06], Prop. 3.6).

3.5.5. La notion de déformation graduée d’une algebre graduée est essentiellement la méme que celle que
M. Gerstenhaber a considérée dans [Ger64], Sec. 1.2-1.5, mais ou l'on pose que la variable formelle a degré
1, i.e. une déformation graduée d’une k-algébre graduée A est une structure de k[#h]-algebre sur A[h], ou h
a degré 1, telle que A[h]/(f) ~ A. On notera la déformation graduée typiquement par Ay. Dans ce cas, on
peut considérer 'algebre Aj/(fi—1), qui est munie d’une filtration de la fagon suivante. D’abord, il existe
une application k°-linéaire A — Ay/(h—1) donnée par la composition de I'inclusion canonique A — Ay, et
la projection projection Ay, — Ap/(h—1). On considere la filtration sur A;/(h— 1) induite par I'application
précédente et la filtration de A induite par sa la graduation.

3.5.6. On rappelle que, étant donné une algébre B pourvue d’une filtration croissante {F® B}, 'algébre de
Rees associée est la k[#1]-algebre graduée

R(B) = { Y bt Test fini et b e PiB},

i€l
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considérée comme sous-algebre de B[#] avec le produit trivial qui étend le produit de B et munie de la
graduation avec B concentré en degré zéro et h en degré 1. Il est facile a vérifier que R(B)/(h—1) ~ B et
R(B)/{h) = gr(B) (cf. [CG97||, Cor. 2.3.8). En outre, R(-) définit un foncteur de la catégorie des k-algebres
filtrées dans la catégorie des k[h]-algebres graduées.

3.5.7. On verra maintenant que l'algebre graduée associée a I'algebre filtrée A;/(h—1) est isomorphe a A.
On considere l'application k°-linéaire p’ : A; — A (il ne s’agit pas d’'un morphisme d’algebres) donnée
par Z;":O ujhj - Z;n:o aj. On voit bien que p” préserve les filtrations induites par les graduations et que
p’((h—1)b) = 0, pour tout b € A;,. En conséquence, p’ induit un isomorphisme de k-bimodules filtrés p* :
Ap/{h—1) — A, l'inverse étant l'application A — A;/(h—1) mentionnée dans Ainsi, p* induit un
isomorphisme de k-bimodules gradués p : gr(As/(h—1)) — gr(A) = A.

3.5.8 Proposition ([HSSA14|, Prop. 2.5). Soit A une algébre graduée et soit Ay, une déformation graduée de
A. Alors, il existe un isomorphisme canonique de k[h]-algébres graduées R(Ap/(h—1)) — Ay, tel que le homo-
morphisme induit A ~ R(Ap/(h—1))/(h) — Ap/{h) =~ A est Uidentité, ou A ~ R(Ax/(h—1))/{h) est donné par la
composition de I'inverse de p et I'isomorphisme canonique d’algebres graduées gr(Ap/(h—1)) = R(An/{h—1))/{1).
En particulier, les foncteurs Ay +— Ap/{h—1) et U — R(U) sont des quasi-inverses.

3.5.9. On va préciser maintenant le lien entre les déformation faibles de PBW de A et ses déformations
graduées. Pour cela, on remarque seulement que 1'on a (partiellement) construit dans [HSSA14], Section
1, des morphismes de complexes d, : K,(A) — C,(A) et T, : C4(A) — K,(A), et une homotopie s, : Co(A) —
C.(A), tels que 7, o G, = idg,(a) pour @ = 0,...,3 et idg,(a) = Go 0 To = Dey1 0S¢ +Se_y 0 by, 0t C4(A) est la
résolution réduite de Hochschild de A et K (A) est la résolution de bimodules de Koszul de A. Le résultat
suivant nous dit comment construire une déformation de PBW faible a partir d’'une déformation graduée.

3.5.10 Proposition ([HSSA14], Prop. 2.11). Soit x le produit d’une déformation graduée Ay, de A donné par

axb=ab+ Zi,bi(a,b)hi,

i>1

oit P; : (A/k)®* > A (resp., {7 : Co(A) — A) sont des applications k°-linéaires (resp., A°-linéaires) qui satisfont
une certaine condition de normalisation (voir [HSSA14], 2.3). On définit (p;]_]- = 1,[1]7052, pour j=1,...,N. Alors,

les morphismes induits qy_j; : R — FN~1 satisfont (3.5.4), (3.5.5) et (3.5.6), et ils définissent par conséquent une
déformation de PBW faible.

3.5.11. Réciproquement, la proposition suivante nous dit comment construire une déformation graduée a
partir d’'une déformation de PBW faible.

3.5.12 Proposition ([HSSA14], Prop. 2.13). Soit U = T(V)/(P) une algébre filtrée avec P C FN et soit A =
T(V)/{R), avec R = nty(P) € VON. On suppose que Tor‘;(k,k) est concentré en degré N + 1 et que U est une
déformation de PBW faible de A, i.e. que (3.5.2) est vérifié et que les applications k°-linéaires ¢; : R — Ve (pour
j=0,...,N—1) qui décrivent P satisfont (3.5.4), (3.5.5) et (3.5.6). On pose (l,b]’«)N =@n-_joTppourj=1,...,Net
zéro sinon. On définit Pi C,(A) — A pour j € IN* par récurrence. D’abord, on pose 7 = (ip;)~. Soit j € N* et
I'on suppose que I'on a défini iy,..., ;. On pose N = d(lp;+] )~ osa+sq(P1,..., ;) 05y et Y= (¢;+1)~—17]7+].
Alors, ¢, définissent une déformation graduée de A.

3.5.13 Théoréme ([HSSA14], Thm. 3.1). Soit A une algébre N-homogéne qui satisfait que Tor?(k,k) est concen-
tré en degré N + 1 et soit Ay une déformation mduée de A dont le produit est donné par des applications

{w;: (A/k)®? — A}jen- D’apres la Proposition |3.5.10} on construit des applications {¢; : R — V®j}ogj<N et l'on
obtient donc une algébre filtrée U = T(V)/(P), ou P = {r— ?I:Bl @;j(r): r € R}. Alors, il existe un isomorphisme de
k-algébres filtrées U — Ay/(h—1).

Réciproquement, soit U = T(V)/(P) une algébre filtrée avec P C FN et soit A = T(V)/(R) l'algébre N-
homogéne associée avec R = 1ty (P) € VON, qui satisfait que Tor?(k,k) est concentré en degré N + 1. On suppose

que U est une déformation de PBW faible de A et U'on définit la déformation graduée Ay, de A en employant la
Proposition|3.5.12 Alors, il existe un isomorphisme de k-algébres filtrées U — Ay/(h—1).
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En conséquence, dans le deux cas U est une déformation de PBW de A et le morphisme

At gr(U) — gr(Ay/(h—1)) LAy
est l'identité.

3.5.14. Le théoreme précédent implique que toute déformation de PBW faible d’une algebre N-homogene
A qui satisfait que Tor?(k, k) est concentré en degré N +1 est en fait une déformation de PBW. Cela démontre
le principe de déformation de Koszul énoncé dans En plus, Ay/(h—1) et U sont deux déformations
de PBW de A équivalentes. Ainsi, la construction de la Proposition donne une application

{classes d’équiv des défo. gr. de A} — {classes d’équiv. des défo. de PBW de A}

et elle coincide avec Ay, = Ap/(h—1). On va prouver en plus que cette application est en fait une bijection.
3.5.15 Théoréme ([HSSA14], Thm. 3.3). Soit A une algébre N-homogeéne qui satisfait que Tor?(k,k) est concen-
tré en degré N + 1 et soit Ay une déformation graduée de A dont le produit est donné par des applications
{) (A/k)®? — A}jens. D'apres la Proposition on construit des applications {¢; : R — V®j}05j<N et Uon
obtient donc une algébre filtrée U = T(V)/(P), ott P = {r — ?1261 @j(r) : r € R}. Alors, il existe un isomorphisme
de k[h]-algébres graduées R(U) — Ay, tel que le morphisme induit A ~ R(U)/(h) — Ay/(h) ~ A est l'identité, ot
Papplication A ~ R(U)/{h) est celle décrite dans la Proposition

Réciproquement, soit U = T(V)/(P) une algébre filtrée avec P C FN et soit A = T(V)/(R) l'algébre N-
homogéne associée avec R = 1ty (P) € VON, qui satisfait que Tor?(k,k) est concentré en degré N + 1. On suppose
que U est une déformation de PBW faible de A et l'on définit la déformation graduée Ay, de A en employant la Pro-
position Alors, on trouve de nouveau qu’il existe un isomorphisme de k|[h]-algébres graduées R(U) — Ay,
tel que le morphisme induit A ~ R(U)/(h) — Ap/(h) ~ A est l'identité, ou Uapplication A ~ R(U)/(h) est celle
décrite dans la Proposition[3.5.8]

3.5.16. Le théoréme précédent nous dit tout simplement que les déformations graduées de A données par
R(U) et Ay, son équivalentes, et par conséquent la construction de la Proposition|3.5.12|induit une applica-
tion

{classes d’équiv. des défo. de PBW de A} — {classes d’équiv des défo. gr. de A}

et elle coincide avec U +— R(U).

3.5.17. En bref, on peut résumer 'information acquise avec le diagramme suivant

classes d’équiv. des
défo. de PBW de A

K

classes d’équiv. des
défo. gr. de A

classes d’équiv. des
défo. de PBW faibles de A

Les deux premiers paragraphes des Théorémes et dissent précisément que ces applications
sont bien définies et que le diagramme est commutatif. Le principe de déformation de Koszul (i.e., le dernier
paragraphe du Théoréme|[3.5.13) est alors une conséquence immédiate de la commutativité du diagramme
et le fait que les foncteurs A, — Ay/(h—1) et U > R(U) sont des quasi-inverses (voir Proposition [3.5.8).
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3.6 Perspective de recherche par rapport aux déformations de PBW des algebres gra-
duées

Le point de vue présenté dans la Section pour démontrer le principe de déformation de Koszul a
partir d’exprimer le lien entre les déformations de PBW faibles d’une algebre homogene A qui satisfait
une condition supplémentaire sur Tor?(k,k) et ses déformations graduées (au sens de Gerstenhaber) peut
s’appliquer plus en général aux algeébres graduées positivement et connexes. Le candidat de condition ho-
mologique a imposer suit précisément de la définition d’algebre multi-Koszul, i.e. Tor?(k, k)~ V®RNRRV.
Dans ce cas il faudrait étendre les constructions dans les Propositions et aux algebres gra-
duées positivement et connexes pour construire des déformations de PBW faibles a partir des déformations
graduées et vice versa. L'application la plus intéressante que j'envisage pour ’énoncé du principe de défor-
mation de Koszul dans ce cas serait d’étudier les déformations de PBW des algebres de super Yang-Mills
décrites dans la Section [2.1] Cela étendrait les résultats dans [BDV06] pour les algébres de Yang-Mills. On
veut remarquer que la version super symétrique des algebres de Yang-Mills considérée dans ce dernier ar-
ticle (et qui a été définie dans [CDVO07|)) n’est pas équivalente a celle que l'on a présentée dans la Section
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Chapitre 4

L’algebre homologique et les A-infini-algebres

4.1 Les suites spectrales et 1a théorie des déformations des A -algebres

4.1.1. La notion de suite spectrale est due a J. Leray dans son article [Ler46|. Elle a été présentée de facon
plus algébrique par J.-L. Koszul dans [Kos47a| (voir aussi [Kos47b]). D’ailleurs, W. S. Massey a introduit
la définition de couples exactes (voir [Mas52] et [Mas53]]), comme une fagon tres systématique pour pro-
duire des suites spectrales. L'un des exemples le plus important de couple exacte de Massey est donné a
partir d’'un complexe muni d’une filtration. De cette fagon, a partir de tout complexe filtré on a une couple
exacte, ce qui donne enfin une suite spectrale, que l'on appellera canonique (voir par exemple [McCO1],
Part I). D’apres [McC99], la notion de suite spectrale considérée dans le travail de Leray est ce que 'on
appelle suite spectrale multiplicative, i.e. une suite spectrale pourvue d’un produit tel que chaque page de-
vienne une algebre différentielle graduée. On rappelle que dans ce cas la structure d’algebre graduée sur
chaque page d’une suite spectrale multiplicative est donnée a partir de la cohomologie de la page précé-
dente. L'exemple standard pour produire une telle suite spectrale est a partir d’une algebre différentielle
graduée (ou d’une A -algébre) munie d’une filtration. En outre, Massey a étudié dans [Mas54] la structure
algébrique nécessaire sur une couple exacte de sorte que la suite spectrale associée ait une structure multi-
plicative. On veut remarquer que dans la définition standard de suite spectrale (e.g., [Wei94], Ch. 5) chaque
page est pourvue en plus d’une bigraduation et la différentielle satisfait une condition de compatibilité
avec la bigraduation qui dépend du niveau de la page. Néanmoins, pour simplifier cette explication, on
omettra la bigraduation, méme si 'on fera quelques remarques par rapport au role qu’elle joue.

4.1.2. Par ailleurs, S. Lapin a construit dans [Lap02] une suite spectrale multiplicative a partir d’'une dé-
formation formelle d’une algebre différentielle graduée (ou d’une A, -algebre). Il faut aussi imposer une
condition sur la déformation formelle pour que la suite spectrale associée ait une bigraduation et que les
différentielles soient compatibles avec la bigraduation. On dira dans ce cas que la déformation formelle est
bigraduée. Comme il est indiqué dans [LapO08]], on peut construire cette suite spectrale a partir de la dé-
formation formelle bigraduée associée a toute algebre différentielle graduée (ou A,,-algébre) munie d’une
filtration. On veut remarquer que Lapin n’a jamais considéré cette bigraduation qui est typique en algebre
homologique. Par contre, ses motivations sont plutot liées a la topologie algébrique, ou l'on n’utilise pas
ce degré supplémentaire. En tout cas les objets qu’il a étudié et ceux considérés dans ce mémoire sont
essentiellement les mémes (a ces degrés pres).

4.1.3. Le résultat suivant a été essentiellement démontré par Lapin dans [Lap02], Thm. 3.1 et Cor. 3.1, a
partir de la théorie de la perturbation homologique, méme s’il a été énoncé d’une facon différente. Je l'ai
démontré en employant la méthode de I'obstruction de Kadeishvili.

4.1.4 Théoreme ([Her17b|, Thm. 3.7). Soient k un corps, A une Ay,-algébre munie d’une filtration compatible
et Ay, une déformation formelle bigraduée de A. On considére H®(A) pourvu de la structure d’A,-algébre et du
quasi-isomorphisme f, : H*(A) — A d’A..-algebres donnés par le théoreme de Kadeishvili. Alors, il existe une
déformation formelle bigraduée H®*(A);, de H*(A) et un quasi-isomorphisme f, : H*(A)y, — Ay, de déformations
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formelles bigraduées d’A,-algebres, i.e. tel que le diagramme suivant

Y f.
H*(A)y —— Ay,

.

H*(A) ——= A

est commutatif, ou les deux fleches verticales sont les projections canoniques. En outre, toutes ces structures de
déformations formelles bigraduées de H®(A) sont quasi-isomorphes.

4.1.5. On va maintenant présenter la construction de la suite spectrale de Lapin. Il faudrait en principe
imposer des bigraduations compatibles sur les A, -algébre, mais on les omettra pour simplifier. Soit (4, m,)
une A,-algébre minimale (i.e. my = 0) et soit (Ay, #1,) une déformation formelle bigraduée A, ou l'on dé-
note 1, = Y ;N 1,1t pour tout n € IN*. On définit I'algébre différentielle graduée projetée P(Ay) de Ay, comme
I'algebre différentielle graduée sur k dont ’espace sous-jacent est A, munie de la multiplication m, et la dif-
férentielle rfz% Il est facile a vérifier que P(Ay,) est une algebre différentielle graduée. On regardera P comme
un foncteur de la catégorie des déformations formelles bigraduées vers la catégorie des algebres différen-
tielles graduées. Soient Ay, et By deux déformations formelles bigraduées des A, -algébres minimales A et
B, et soit (f,, fo)ecn+ un morphisme de déformations formelles bigraduées de Ay, vers By. Son image par P
est un morphisme d’algebres différentielles graduées de P(A;) dans P(By) donné par f;. En particulier, ce
foncteur envoie des quasi-isomorphismes vers des isomorphismes.

4.1.6. Par ailleurs, on définit la déformation translatée T(Aj) de Ay comme I’A -algébre sur k[#] dont la
structure de k[h]-module sous jacent coincide avec celle de Aj mais les multiplications sont données par
rﬁ;r = 1i;h'~2. Noter que i 1 est bien défini puisque m! = 0. En outre, en raison de 'homogénéité de cette
définition, l’identité de Stasheff SI(n) pour T(Ay) est équivalente a I'identité de Stasheff SI(n) pour Ay mul-
tipliée par #("~3). Si Ay, est unifére, T(A) l'est aussi. En outre, T(Ap) est une déformation formelle bigraduée
de P(Ap). On peut considérer T comme un foncteur de la catégorie des déformations formelles bigraduées
des A,-algébres minimales vers la catégorie des déformations formelles bigraduées des A,,-algebres. En
effet, soient Ay et By deux deux déformations formelles bigraduées des A,,-algebres minimales A et B, et
soit (fu, fo)ecn+ UN morphisme de déformations formelles bigraduées de Ay, vers By, L’image de (f.,f,).ew
par T est la paire fl, (f)), ot T(f) est le morphisme de T(A) dans T(B) dont la i-iéme composante | T(f);
est donnée par fih'~!, pour tout i € IN*. L’identité sur les morphismes des A, -algébres MI( ) pour T(f), est
équivalente a I'identité sur les morphismes des A,,-algébres MI(n) de f, multipliée par #("~?), De nouveau,

I'unité est compatible avec ces constructions. Noter en plus que T préserve des quasi-isomorphismes.

4.1.7. On va utiliser le Théorémepour produire une collection de déformations formelles bigraduées.
Soit (°A,%m,) une A,,-algébre et soit (" Ay, %11, ) une déformation formelle bigraduée de °A. Par le Théoreme
il existe une déformation formelle bigraduée (H*(°A)s,%1i1,) de 1’A-algébre (H*(°A),m,), qui est
quasi-isomorphe avec la déformation formelle bigraduée donnée et qui satisfait par construction °m{ = 0.
Alors, on peut considérer la déformation formelle bigraduée T(H*(°A)y,) de P(H*(°A)y). On va les écrire ' Ay,
et 1A, respectivement. Si 'on répéte ce processus, on obtient alors une collection d’algebres différentielles
graduées {"A},cn avec ses déformations formelles bigraduées "Ajy correspondantes, pour tout r € IN, telle
que T(H*("A)y) = "D A, et P(H®("A)y) = (DA, ot H*("A)y, est la déformation formelle bigraduée de H*("A)
donnée par le Théoreme I1 est direct que la collection d’algebres différentielles graduée {"A},cy est
une suite spectrale multiplicative.

4.1.8 Définition (Lapin). Soit (°A,%m,) une A.,-algébre sur un corps k et soit (°Ay,*1,) une déformation for-
melle bigraduée de °A. La suite spectrale {" A},eN construite dans est appelée la L-suite spectrale multipli-
cative associée a la déformation formelle bigraduée *Ay, de 04,

Lapin n’a jamais fait de facon explicite cette définition mais elle est sous-entendue dans son travail.

4.1.9. La construction de la L-suite spectrale multiplicative associée a une déformation formelle bigra-
duée est tres compliquée, puisque elle fait intervenir le Théoreme qui n’est pas explicite. En effet,
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la construction de la déformation formelle bigraduée H*(A); de H*(A) dépend de beaucoup de choix et
elle est loin d’étre simplement calculée en général. On va donc montrer une fagon équivalente de traiter la
construction de Lapin.

4.1.10. Soit (A,m,) une A, -algebre sur un corps k munie d’'une déformation formelle bigraduée (Ay, 111, ).
On définit I’A,-algebre D(Ay) sur k[#] dont I’espace sous-jacent est

{a € Ay, il existe b € Ay, tel que #i1(a) = h.b},

muni des applications rﬁ? = hi‘znﬁi|D(Ah), pour i € IN*. On remarque ces multiplications sont bien définies,
i.e. 'image de erP est incluse dans D(Ay).

4.1.11 Lemme ([Her17b|, Lemma 5.3). L'opérateur D défini dans|4.1.10|induit un foncteur de la catégorie des
déformations formelles bigraduées d’A.,-algébres dans elle méme. En effet, soient Ay et By deux déformations
formelles bigraduées des A, -algebres A et B, respectivement, et soit (f,, fo)eeN: un morphisme de déformations

formelles bigraduées de Ay, vers By,. L'image de ce morphisme par D est la paire (f1,D(f)), dont le morphisme D(f)
de T(A) dans T(B) a la composante i-ieme D(f); donnée par h"lfi|D(Ah), pour i € N*.

4.1.12 Lemme ([Her17b], Lemma 5.4). Soit (A, m,) une A,-algébre sur un corps k munie d’une déformation
formelle bigraduée (Ay,1,). Si A est minimale, i.e. my = 0, alors D(Ay) = T(Ap). En outre, le foncteur D préserve
des quasi-isomorphismes.

Le résultat précédent implique en particulier que le foncteur D coincide avec le foncteur T dans le
domaine de définition du dernier.

4.1.13 Proposition ([Her17b], Prop. 5.5). Soit (A,m,) une Ay-algébre sur un corps k munie d’une déforma-
tion formelle bigraduée (Ay,1,). Alors, les déformations formelles bigraduées D(Ay) et T(H®(A)y) sont quasi-
isomorphes.

Ce résultat est une conséquence immédiate du lemme précédent.

4.1.14. En particulier, étant donné une A -algébre (A, m,) sur k munie d’'une déformation formelle bigra-
duée (Ap, 111, ), on définit une suite de déformations formelles bigraduées ("A;,"11,), pour r € N, ou le r-ieme
terme de la suite est donné par 'application du foncteur D" a Ay, et D? est le foncteur identité. On note que
cette suite de déformations formelles bigraduées est définie de facon explicite, une différence majeure avec

la suite de déformations formelles bigraduées considérée dans
La propriété la plus importante du foncteur D est la suivante.

4.1.15 Fait ([Her17b|, Fact 5.6). Soit B une A -algébre sur un corps k munie d’une filtration (qui satisfait
quelques hypothéses de complétude) et soit Ay = Repep(B) I’A,-algébre de Rees associée 4 B. Etant donné s € IN,
le complexe sou-jacent de D*(Ay).h° coincide avec le k[h]-module différentiel gradué

‘D=(hH ((FPB Ndg' (FP*B)) ®k.h’f’+5) C Bok[Ht!], (4.1.1)
pPEZ

associé au complexe filtré (B, dg), oti dg est l'opération my de I’A,-algébre B, et le complexe sous-jacent au quotient
D3(Ay)/{h) coincide avec le gradué associé

FPBNd;!(FP+B
€= @( p+1 dljl( p+1+s) ) (4.1.2)
o7 \FPBNdg!(F B)

au complexe filtré (B, dg). Les identifications précédentes sont compatibles avec les produits donnés par m;.

D’apres le fait précédent, on peut introduire des structures d’A,-algebres sur les complexes (4.1.1) et
@E1.2).
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4.1.16 Théoreme ([Her17b], Thm. 5.8). Soit Ay, une déformation formelle bigraduée d’une A,-algébre A sur un
corps k. On considere la collection des Ay,-algeébres {"A},en, chacune d’elles munie d’une déformation formelle
bigraduée " Ay, pour r € IN, définie dans Par ailleurs, on définit ("A;,"A’), pour r € N, o1 "A; = D"(Ay),
DO dénote le foncteur identité et TA’ = "A}/(h). Alors, " A’ est une A,-algebre et " Aj est une déformation formelle
bigraduée de "A’. En outre, les déformations formelles bigraduées ("Ay,"A) et ("A},"A’) sont quasi-isomorphes
pour tout r € IN*.

Le théoréeme précédent montre précisément que la construction de Lapin est en fait équivalente a celle
que l'on a introduite dans ce qui était 'une de buts de l'article [Her17b|. L'autre des buts c’est le
corollaire suivant, qui dit que la structure multiplicative de la L-suite spectrale multiplicative associée a
une déformation formelle bigraduée définie a partir d’une filtration d’une A, -algebre coincide avec la suite
spectrale multiplicative canonique.

4.1.17 Corollaire ([Her17b], Cor. 5.9). Soit B une A,-algébre sur un corps k munie d’une filtration (qui satisfait
quelques hypothéses de complétude) et soit Ay = Repep(B) I’A,-algébre de Rees associée a B, ce qui donne une
déformation formelle bigraduée de I’ A ,-algébre A = Grp.g(B). Alors, la L-suite spectrale multiplicative associée d
la déformation Ay, de A (voir Définition est isomorphe a la suite spectrale multiplicative canonique associée
aB.

Ce corollaire est une conséquence directe du Théoréme [4.1.16]et du Fait ainsi que des quelques
résultats basiques de la théorie des couples exactes (voir [Her17b], Prop. 2.1). Une autre conséquence de ce
corollaire c’est qu’il nous permet de considérer une structure associative fortement homotopique sur toute
suite spectrale multiplicative canonique, donnée par la suite des déformations formelles bigraduées dans

ou dans|4.1.10} de fagon compatible avec le produit de départ.

4.1.18. On peux résumer 'information établie jusqu’au présent par le diagramme suivant :

classes d’équiv. des
couples exactes mult.

classes d’équiv. des
suites spectrales mult.

classes d’équiv. des
algébres d.g. filtrées

classes d’équiv. des
défo. form. bigr. d’A,-alg.

ou les deux applications supérieures ont été définies par Massey, comme on a rappelé dans[4.1.1} 'applica-
tion R(—) est donnée par la construction de Rees usuelle (voir ) et la fleche restante est celle introduite
dans la Définition Le contenu du Corollaire [4.1.17] —et I'un des buts les plus importants de l'article
[Her17a]- est précisément que le diagramme précédent est commutatif.

4.1.19. Dans [Her17a|, Prop. 4.2, on a démontré que I’application R(-) est en faite surjective. De facon ana-
logue, [Lap01], Prop. 3.2, nous dit que I'image de la restriction de I’application introduite dans la Définition
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au sous-ensemble formé par les déformations formelles bigraduées ou toutes les multiplications m;
valent zéro si i > 2 est 'ensemble des toutes les suites spectrales (multiplicatives avec le produit trivial).
Une conséquence immédiate de ces deux affirmations et la commutativité du diagramme précédent, c’est
que toute suite spectrale sur un corps est obtenue a partir d’'un complexe filtré.

4.2 Une structure fortement homotopique sur la cohomologie persistante

4.2.1. Dans cette section on va présenter de facon sommaire les résultats de l'article [Her17c|]. Pour les
expliquer, on rappelle d’abord que le but de la théorie de la (co)homologie persistante c’est, grosso modo,
définir des notions de “distance” entre complexes filtrés (qui satisfont quelques hypothese de finitude)
sur un EPO P. On adresse le lecteur aux ouvrages [EHO8|| par H. Edelsbrunner et J. Harer, ou a l'exposé
tres complet [EH10] par les mémes auteurs, ou sinon a l’article [ZC05] par G. Carlsson et A. Zomorodian.
L’idée pour construire ces distances peut étre expliquée de la fagon suivante : d’abord on note que par la
construction de Rees on peut associer a tout complexe C filtré sur P un complexe D de modules sur
la catégorie P associée a P. Ensuite, le n-iéme groupe de cohomologie H"(D) de ce complexe porte donc
une structure de module sur P et d’aprés un théoréme de type Azumaya-Krull-Schmidt (qui est valable
grace aux hypotheses de finitude sur le complexe filtré) on peut décomposer H"(D) comme une somme
directe unique (a2 permutations prés) des modules indécomposables k; sur P, qui sont paramétrés par des
intervalles I dans P. Finalement, on associe a chaque complexe filtré C ci-dessus une application qui en-
voie (n,1) dans la multiplicité de k; dans la décomposition de H"(D), que I'on appelle code-barre de degré n
associé au complexe filtré. La méthode standard pour construire la distance entre deux complexes C et C’
filtrés sur P, c’est de donner une pseudométrique fixe sur 'ensemble des code-barres de degré quelconque
et calculer cette pseudométrique entre les code-barres associées pour chaque degré donné n. Une pseu-
dométrique typique c’est la pseudométrique du goulot d’étranglement. L'idée de l’article [Her17c] c’est la
suivante. On suppose que C est en fait une algebre différentielle graduée filtrée et, donc, par le théoréme
de Kadeishvili la cohomologie de I’algebre différentielle graduée de Rees porte une structure d’A,-algébre
sur k. On montre qu’il existe une extension de la pseudométrique considérée ci-dessus qui tient compte
aussi des structures d’A,-algebres.

4.2.2. Soit (P,>) un EPO (ensemble partiellement ordonné) muni d’un produit associatif et commutatif
*: P x P — P qui satisfait la propriété de monotonie, i.e. étant donnés p; > pj et py > p5, ou p1,p2,py,ps € P,
alors p; % py > p; * p5. On va considérer la catégorie associée P a 'EPO P dont les objets sont les éléments

de P et pour toute paire d’éléments p’,p € P tels que p > p’, on a un unique morphisme wg :p — p’ dans P.
Il n’y a pas d’autres morphismes, et les compositions et les identités sont déterminées de fagon univoque.
Elle est appelée la catégorie associée a 'EPO P.

4.2.3. Soit (C,dc) un complexe P-filtré, i.e. C = @,czC" est muni d’une filtration décroissante {FPC}yep
formée par des sous-complexes, c’est a dire FPC = &,,czFPC" est donné par FPC" = FPCNC", d-(FPC) C FPC
et FPC D FP'C, pour tous p,p’ € P tels que p < p’. On suppose en plus que (C,d¢) est muni d’un produit
associatif de sorte que C devient une algebre différentielle graduée et la filtration est multiplicative, i.e.
FPC-Fi1C C FP¥IC, pour tous p,q € P. Si P a ’'unité 0 pour % et (C,d¢) a I'unité 1¢, on suppose en plus que
1c € FOC. Dans ce cas, le complexe D = %D défini dans donne une algebre différentielle graduée,
avec le produit (et I'unité) induit(s).

4.2.4. On rappelle qu’un module sur P est un foncteur covariant de P dans la catégorie des k-espaces vecto-
riels et, de facon équivalente, un module gradué (resp., complexe de modules) sur P est un foncteur covariant
de P dans la catégorie (abélienne) des k-espaces vectoriels gradués (resp., complexes de k-espaces vecto-
riels). On peut regarder D comme un complexe D de modules sur P. En effet, pour tout p € P, on pose
D(p) = FPC et pour a)g on définit ﬁ(wﬁ ) comme l'inclusion canonique D? — DP’ de complexes. Si 1'on
prend la cohomologie ponctuellement, i.e. si I’'on considére la composition H® o D, on trouve un module
gradué sur P, qui s’appelle la cohomologie persistante (compléte) du complexe filtré C et que l'on dénotera
par H*(D). De fagon analogue, pour tout n € Z, le n-iéme groupe de cohomologie de D est un module sur
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P, que I'on dénote par H"(D) et qui est appelé le n-iéme groupe de cohomologie persistante du complexe filtré
C. Il est clair que
H*(D) =~ (H H"(D).

nezZ
Etant donné p’,p € P tels que p > p’, le n-iéme groupe de cohomologie persistante PH;p,(C) du complexe filtré

C de p dans p’ est I'image du morphisme wg’ par le foncteur H"(D), c’est a dire, 'image de l'application
H"(FPC) — H"(FP'C)
induite par I'inclusion canonique FPC — FP'C.

4.2.5. Une partie non vide I C P est appelée un intervalle si, étant donné p’,p” € I et p € P tels que p’ < p <
p”, alors p € I. On dénote par Zp I’ensemble des intervalles de P. Un code-barre est une application Zp — IN.
Un intervalle est dit borné d gauche (resp., a droite) s’ils existent p € P\ I et p’ € I tels que p < p’ (resp.,
p > p’). Etant donné un intervalle I C P, il définit un module k; sur P, appelé module du type intervalle,
par kj(p) =k si p €I et k;(p) = 0, sinon. En plus, on pose kl(a)g )=idysip,p’eletpzp’ et kl(wg ) =0,
sinon. D’aprés un théoréme de W. Crawley-Boevey, si M est un module sur P tel que M(p) est de dimension
finie pour tout p € P, alors M est une somme directe (unique a permutations pres) des modules de type
intervalle (voir [CB15], Thm. 1.1). On suppose d’abord que le complexe filtré C satisfait que les H"(FPC)
est de dimension finie pour tout n € Z et tout p € P. On dit qu’un intervalle I C P est une barre de degré
n associée d C avec multiplicité non nulle si le module de type intervalle k; apparait dans la décomposition
unique du module H"(D) sur P. On va dénoter par GZp I’'ensemble d’applications qui envoient des paires
(n,I) dans un nombre entier non négatif, oi n € Z et I C P est un intervalle. Etant donné un intervalle I C P
et n € Z, on dénote par CB(C) l'application qui envoie (I, #) dans la multiplicité de k; dans la décomposition
du module H"(D) sur P mentionnée avant, et on 'appelle le code-barre associé au complexe filtré C.

4.2.6. La situation d’intérét pour le calcul de I’homologie persistante est donnée par C = C*(X, k), ou X
est un ensemble simplicial (ou topologique). Dans ce cas C est une algebre différentielle graduée pour le
produit cup et 'unité donnée par l'application C,(X, k) — k dont la restriction a C,(X, k) est zérosi n # 0
et envoie le 0-simplex vers 1 (voir [Hat02]], Ch. 3, Sec. 2, ou [FHTO01], Ch. 10, (d)). Par contre, étant donné
une filtration quelconque de 'ensemble simplicial X indexée par (disons) les nombres entiers Z (comme
d’habitude en topologie algébrique), la filtration induite sur C*(X, k) n’est pas en général multiplicative si
l'on utilise le produit des nombres entiers (voir [Shi76])). C’est précisément ce phénomeéne qui a lieu avec les
filtrations considérées dans I’homologie persistante. Dans ce cas, il faut considérer plutot le produit dans
P =7Z donné par p* p’ =inf(p,p’).

4.2.7. La méthode la plus standard pour définir une distance entre des complexes filtrés, c’est de définir
des pseudométriques sur l’espace des code-barres de degré quelconque : étant donnés deux complexes
filtrés C et C’ on calcule la pseudométrique entre les code-barres associées. On suppose pour cela que P
est muni d’une métrique dp telle que la topologie d’ordre est induite par cette métrique et elle satisfait
dp(p,p”) = dp(p,p’) +dp(p’,p”), pour tous p,p’,p” € P tels que p < p’ < p”. Etant donné I € P, on définit sa
longueur ¢(I) comme le supremum de I'ensemble

{dP(P,:P) :p/,peltel quep’ < p},
Plus généralement, si S C P est une partie non vide, on définit £(S) comme le supremum de I’ensemble
{eay:1ezpetics).

En plus, on pose (@) = 0. On définit maintenant la métrique d sur I'ensemble Zp LI {+} de la facon suivante.
D’abord, étant donnés deux intervalles I et ] dans P, on pose

d(I,]):max(e((zm])\[),e((m])\])), A =dsT) =012 et d(x)=0.
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Etant donnés deux code-barres S et S’ de degré n, i.e. des applications qui envoient (1,1) dans un nombre
entier non négatif, ou I C P est un intervalle, la pseudométrique du goulot d’étranglement entre S et S’ est
définie par

dg(S,S)=  inf sup d(51,$), (4.2.1)
PEPMISS") (4 42)elPl

ou $; et §, dont des éléments de Zp LI {+}, et I'on rappelle que PM(S,S’) est 'ensemble des applications P de
[Pl = ((Zp U{*}) x (Zp U {+})) \ {(+,#)} dans IN qui satisfont que, pour tout I € Zp, on a

Z P(L,$)=S(I) et Z P31 =S(I).

§’eTplif{+} SeTpli{+}

Finalement, on définit la pseudométrique totale du goulot d’étranglement entre les complexes filtrés C et C’
(ou entre ses complexes de Rees associés)

dp(H*(D), H*(D')) = sup,,. dg(H"(D), H"(D')). (4.2.2)

4.2.8. En tout cas, on trouve que le complexe D = "D dans est une k-algebre différentielle graduée
(munie d'un degré interne donné par l'indice qui provient de P), que l'on a appelée algebre (différentielle
graduée) de Rees. D’apres le théoréme de Kadeishvili, sa cohomologie porte une structure d’A,-algébre
(unifére) sur k, et cette structure est unique a isomorphisme d’A,-algebres pres. De facon équivalente, le
premier terme D = H*(D) du systéeme des couples exactes associée a (C,d¢) est de fagon naturelle une A, -
algebre (unifere) sur k. On suppose en plus qu’il existe un sous-EPO P, C P discret qui satisfait que pour
tout p € P il existe p’ € P, tel que FPC = FP'C et les intervalles dans ’ensemble des barres associées a C
avec multiplicité non nulle sont de la forme I = {p € P: p” = p} avec p” € P,,ou{p e P: p” = p > p’}, avec
p” > p’ dans P,. En remplacant D par ’algebre de Rees associée a la filtration indexée par P;, on voit que
cela implique que la nouvelle algébre différentielle graduée de Rees D a une action naturelle de k[#] et en
fait D est une algebre différentielle graduée sur k[#].

4.2.9. On définit Aﬁin I’espace vectoriel formé par les A_,-algébres minimales (avec une P;-graduation) H =
®pep, ®nez HP", ou P C P est une partie discrete et fermée de P munie du produit associatif et commutatif
*, et H est pourvu d’une structure de module sur P, pour I'application p — @,z HP"™. On suppose que le
produit de H est bilinéaire pour I'action de k[#]. A partir de 'inclusion P, C P on peut donc considérer H
de facon canonique comme un module sur P.

4.2.10 Proposition ([Her17c|, Prop. 3.2). Soit N € IN* LI {+oo} et soit dg la pseudométrique du goulot d’étran-
glement définie sur I'ensemble de code-barres dans (4.2.2). 1l existe une pseudométrique dpg  sur l'espace Aﬁir‘
qui coincide avec la pseudométrique d si N = 1 et qui est plus fine en général. Elle est invariante par rapport aux
quasi-isomorphismes des structures d’Ay-algébres dans Aﬁin,

La construction de la pseudométrique d ) est réalisée de fagon explicite pour tout N dans [Her17c].
Par contre, comme elle est un peut technique, on préfere seulement d’esquisser 'idée de la construction
pour N = 2. Elle est faite dans ce cas en trois étapes :

1. D’aprés les commentaires dans H et H’ sont dans ce cas des algebres sur k[#], puisque elles
sont obtenues comme la cohomologie des algébres différentielles graduées D et D’, respectivement.
Par rapport a la structure de k[#i]-module, H et H’ se décomposent donc en termes des modules de
type intervalle. On écrit alors H" =~ ®je],,k1j et (H')" ~ @y, kI]_r,, pour tout n € Z. On pose | = U,ez],

et ]’ =U,ez],. Sij€],, on écrit |j| = n, et de méme pour j’ €],

2. Le produit de H donne une application kljl ®k[h] inz — H, pour tous j; et j, dans J, dont I'image est un
sous-k[#]-module de H, et il s’écrit donc comme une somme directe Sjel;, s, klj des modules de type
intervalle de la décomposition de H, et de méme pour H’. Cela nous donne un code-barre Hjl-iljl-?]z' de

degré |j;| +|j»| pour toute paire (jj, j») € J*> et de méme pour H’.
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3. Etant donné i € IN* et un ensemble X, on dénote par X[l ’ensemble des application de {1,...,i} dans
X. On définit la pseudométrique du goulot d’étranglement de type A, entre les algebres (H,m) et (H’,m’)

par
INU [p(L)1 |+ +lp@@)1] 7 yr\|P(L)2l+-+(i)al
83'2((H’m)’ (H',m )) = inf isillpz dB(H(/)(l)ll,...,(P(ih L (H )4)(1)22,...,4)(1')2 ’ )’ (4.2.3)
pe(y Pyl
nez

ou l'infimum est considéré sur I’ensemble d’uplets (P,),cz € [1,ezPM(J,,,];,) et I'on dénote ¢(j) =
(@)1 P()2), (1 €] UL P(j)2 €] U}, pour tout j=1,2.
En général, il faut aussi appliquer une procédure générale due a C. Himmelberg de passage au quotient de
la pseudométrique de la forme (4.2.3) par rapport a une relation d’équivalence (voir [Him68]).

4.2.11. On veut remarquer que la structure d’Ay-algebre considérée dans la proposition précédente n’est
pas sur k[h] en général, mais sur k. Autrement dit, il n’y a pas en principe de compatibilité entre cette
structure et celle de module sur P. Par ailleurs, avec les résultats dans [Her17a] (adaptés au cas ou les
indices ne sont pas forcément de nombres entiers), on trouve qu’il existe une structure d’A.,-algebre sur
k[#] dans un espace &, qui est quasi-isomorphe comme A, -algébre sur k[fi] avec D, minimale au sens de
S. Sagave (voir [Sagl0]]) et qui est quasi-isomorphe (mais seulement en tant qu’A.,-algébre sur k) avec D.
Le passage de & vers D implique alors une perte d’information assez importante. Ce serait intéressant de
savoir si 'on peut quand méme définir une généralisation de la notion de cohomologie persistante (et de la
pseudométrique considérée ci-dessus) au niveau de I'espace &, qui semble par contre assez compliqué de
manipuler.

4.2.12.Exemple. On va présenter le calcul suivant, qui est une variation d’un exemple dans [BM15]. Dans ce
cas, on va donner deux complexes filtrés dont la pseudométrique du goulot d’étranglement vaut zéro, mais
tels que la pseudométrique djz, est différente de zéro. On définit les espace topologiques Y = (S v S7 v
53% vV 84) Ug, ef Ug, eg etX=Y Ug, et ol S]-2 dénote la j-iéme copie d'une sphere S2, ¢* est une 4-cellule, 61-6
sont deux 6-cellules pouri=1,2 et

g1 = lidgs,idgz ] +[idga, [idga, lidgz,idgs ]l g = lidgsidgz], g5 = [idgz,idgz].

On note que X est simplement l'espace K et Y est Ky dans [BM15]], Section 3. On consideére la filtration
croissante de X donnée par F,X = X, F1X =Y et FyX = 0. Par ailleurs, on définit les espaces topologiques
Y/ =SPVS;vSivStvsivSyet X' =Y v S* ou S? dénote la j-ieme copie de S°, pour j = 1,2. On
considere la filtration croissante de X’ de la forme F,X’ = X’, F{X’ = Y’ et FyX’ = 0. Dans ce cas, I'EPO P’
est formé par 3 éléments {0 < 1 < 2} avec l'opération i»* j = min(i, j). Il est facile a voir que les filtrations
décroissantes induites sur les complexes de cochaines singulieres sont multiplicatives pour cet ensemble
d’indices. On regarde P’ dans R et, donc, on peut supposer sans perte de généralité que la longueur de
I'intervalle | — c0,0] est 2¢, avec € > 0, tendis que les longueurs de ]0,1] et ]1,2] sont 1. On dénote par D et
D’ les algebres différentielles graduées de Rees par rapport a P’. Il est facile a vérifier que (avec des calculs
similaires & ceux qui apparaissent dans [BM15])

k'10,0' SiOZO,
k.a, ®k.a, ®k.al, sie=2,
. 20 0 20 * R kby,, sie=4,
H (D)O = k.b4,0 ®k'b4,0’ Sle = 4, H (D)l = 0 ! sinon
k.86,0 © k.86 o sie=6, ’ ’
0, sinon,

et H*(D), = 0. La structure de module sur P’ dans H*(D) est déterminée par ’action de w(l) dans H*(D),,
puisque le reste est trivial. Celle-la est donnée par envoyer by | dans b} .

A partir d’'un argument assez simple qui concerne seulement la connaissance des cohomologies des
spheéres et des bouquets, on déduit que la structure de module de H*(D’) sur P’ est décrite de la méme fagon
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que H*(D) et elles sont donc isomorphes. En particulier, la distance du goulot d’étranglement considérée
dans cohomologie persistante vaut zéro.

On va démontrer que la distance dg, entre les mémes objets n'est pas nulle. D’abord, il est clair que
1g,0 est 'unité de H*(D) et de H*(D’), respectivement. Par ailleurs, un argument standard de topologie
algébrique nous dit le produit de H*(D’) est trivial, i.e. le produit de deux éléments dans H>%(D’) est zéro.
Cependant, a partir des techniques de théorie d’homotopie rationnelle (aussi rappelées dans [BM15]), le
produit dans H>?(D) est donné par

ayoVUayg=asoUayg=byg  azoUbso=baoUano=gs0  a50Ubso=baoVUas,=gso

Les autres produits de H>?(D) valent zéro. La définition de dp , implique que la distance entre H*(D’) et
H*(D) vaut £.

4.3 Perspective par rapport a la structure fortement homotopique sur la cohomologie
persistante

4.3.1. Comme indiqué dans il serait intéressant d’étudier 1I’A,-algébre & sur k[h], qui est quasi-
isomorphe comme A -algébre sur k[#] avec l'algebre différentielle de Rees D, minimale au sens de S. Sa-
gave, et qui est quasi-isomorphe avec D (mais seulement en tant qu’A,-algebres sur k). Uexistence de I'A -
algébre Z sur k[#1] est une conséquence de la Proposition[4.1.4] En particulier, il serait intéressant de savoir
si 'on peut définir une généralisation de la notion de cohomologie persistante et de la pseudométrique
considérée dans la Proposition au niveau de l'espace I, qui semble par contre assez compliqué de
manipuler.
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Chapitre 5

La cohomologie et ’homologie de Hochschild des algebres
graduées

5.0.1. Dans ce chapitre on va décrire les résultats démontrés dans les articles [Her16a] et [Her16b]. Dans
le premier travail j’ai démontré qu’il est possible de calculer la structure d’algebre (et méme d’A,-algebre)
de la cohomologie de Hochschild HH®(A) d'une algebre graduée positivement et connexe A sur un corps k
au niveau de la résolution projective minimale P du A-bimodule A sil’'on connait la structure d’A,-algébre
du dual de Koszul €xtA(k,k). De méme, soit M un A-bimodule graduée, on peut calculer la structure de
bimodule (et méme d’A.,-bimodule) de ’homologie de Hochschild H*(A, M) sur la cohomologie HH*(A)
au niveau de la résolution projective minimale du A-bimodule A. La différence principale avec les points de
vue précédents c’est que la nouvelle méthode n’utilise pas de morphismes de comparaison avec la résolution
bar (ou n'importe quelle autre résolution), ni de relévement A: P — P®4 P de l'identité de A. Les expression
du produit cup et cap sont absolument explicites : dans le cas particulier ou A est de Koszul on trouve
I’'expression du produit cup calculé par R.-O. Buchweitz, E. Green, N. Snashall et @. Solberg dans [BGSSO08|,
tandis que si A est de Koszul généralisée on trouve les expressions du produit cup de Y. Xu et H. Xiang dans
[XX11]. On veut noter que les expressions pour le produit cap ne semblent pas d’avoir été décrites avant.
En outre, on remarque que, a partir d'un théoreme de B. Keller, le calcul de la structure d’A,-algebre de
£ xtz(k,k) se réduit a vérifier si une structure d’A_,-algebre donnée satisfait une condition élémentaire.

Dans l’article [Her16b], j’ai étudié la relation entre la dualité de Koszul et le calcul de Tamarkin-
Tsygan. Plus précisément, si A est une algebre différentielle graduée A qui satisfait quelques propriétés
de finitude, le calcul de Tamarkin-Tsygan (HH®*(A),HH,(A),B4) de A est dual au calcul de Tamarkin-
Tsygan (HH®(E(A)), HH,(E(A)), Bg(a)) du dual de Koszul E(A) de A. La notion de dualité des calculs de
Tamarkin-Tsygan a été introduite dans le méme article et elle veut dire qu’il existe une paire (f,g), ou
f : HH*(E(A)) — HH*®(A) est un isomorphisme d’algébres de Gerstenhaber, ¢ : HH,(A)* — HH,(E(A)) est
un isomorphisme de modules de Gerstenhaber sur HH®(E(A)) tel que Bga)0og =-go Bi, ou HH,(A) est un
module de Gerstenhaber sur HH®(E(A)) via f et (-)* dénote le dual gradué.

5.1 Les résultats de I’article [Her16a] en un coup d’ceil : le cas des algebres de Koszul

5.1.1. Dans cette section on va présenter les résultats de l’article [Herl6al] dans la cas particulier d’une
algebre de Koszul. Cela va nous permettre d’illustrer les idées fondamentales du travail mentionné ci-
dessus et en méme temps de donner une preuve assez directe du principal résultat dans [BGSS08| sans
faire aucun calcul. Par contre, cela va simplifier de facon assez importante les outils nécessaires par rapport
au cas général, puisque l'on n’aura pas besoin de la théorie de torsion des A,,-algeébres topologiques.

5.1.2. On suppose désormais que k est un corps. On rappelle qu’un élément de Maurer-Cartan a d’une al-
gébre différentielle graduée augmentée (A,dy), est un élément a € A! tel que da(a)+a’ = 0. Si A est muni
d’une graduation supplémentaire qui n’est pas de nature homologique (typiquement appelée graduation
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d’Adams), on va supposer que a est homogene de degré zéro pour l'autre graduation. On peut dans ce cas
considérer I'algebre différentielle graduée augmentée tordue (A, dp ,), ou dp , = dp+ad(a) mais on ne change
pas la structure algébrique restante de A. Si (M, d);) est un A-bimodule différentiel gradué, le bimodule dif-
férentiel gradué tordu (M, dyy ,) sur (A,dp ,) est défini de fagon équivalente.

5.1.3. Etant donné une algebre différentielle graduée augmentée A et une cogeébre différentielle graduée
coaugmentée C, soit A = Hom(C, A) 'algebre différentielle graduée augmentée munie du produit de convo-
lution et les unité et augmentation évidentes. Une cochaine tordante T est un élément de Maurer-Cartan
de A qui satisfait que €4 o T = To#c = 0, ou €4 est 'augmentation de A et 7¢ est la coaugmentation de
C. On dénotera l'algebre différentielle graduée augmentée tordue de A par Hom"™(C, A), et on I'appellera
I'algebre de convolution tordue. En outre, si M est un A-bimodule différentiel gradué, M ® C est un bimodule
différentiel gradué sur A a partir de

¢-(m®c)-Pp=(=1)P(c3))-m.p(c1)) ®c(z),

oumeM,ceC, A(g)(c) = ¢(1) ® ¢(2) ® ¢(3) est la notation usuelle de Sweedler pour le coproduit itéré de
C, ¢, € Hom(C,A) et € = degypdegc + degc(z)(degm + degc(y) + degc(y) + deg). La torsion du bimodule
différentiel gradué précédent sera dénotée par M ®, C et appelée le produit tensoriel tordu. Il est facile a
vérifier que M ®, C est un bimodule différentiel gradué sur Hom"(C, A). On rappelle que, étant donné une
algebre différentielle graduée augmentée A, il existe une cogebre différentielle graduée coaugmentée B*(A)
associée naturellement, dont 1’algebre graduée sous-jacente est la cogebre tensorielle T(I4[1]) et I, dénote
le noyau de l'augmentation de A, et une la cochaine tordante t4 : B¥*(A) — A, appelée universelle, définie
comme la composition de la projection canonique B*(A) — I4[1], 'inverse du morphisme de suspension
I4[1] — I4 et moins 'inclusion canonique Iy — A.

5.1.4 Fait ([Her16b]], Fact 2.1). Soit A algebre différentielle graduée augmentée sur k et soit T4 la cochaine tor-
dante universelle. Alors,

(i) il existe une identification canonique entre le complexe Hom e(Bar(A),A) qui calcule la cohomologie de
Hochschild de A et Hom™ (B*(A), A). En outre, le produit cup du premier complexe coincide avec le produit
de convolution du deuxiéme complexe.

(ii) il y une identification canonique entre le complexe M ® e Bar(A) qui calcule I'homologie de Hochschild de
A d coefficients dans M et le produit tensoriel tordu M ®,, B*(A). En plus, la structure de bimodule du
premier complexe sur Hom 4e(Bar(A), A) donnée par les produits cap coincide avec la structure de bimodule
du deuxiéme complexe sur Hom™ (B*(A), A).

5.1.5. Soit A = T(V)/(R) une algébre quadratique, i.e. R C V®2, sur un corps k. On suppose que A est de
Koszul et 'on considére la cogebre différentielle graduée Torf(k,k) munie de la différentielle nulle, ou le
degré cohomologique de la composante Torf(k, k) est —i (voir [PP05], Ch. 1, Section 1, pp. 4-5). La structure
de cette cogebre différentielle graduée et son quasi-isomorphisme avec la construction bar B*(A) de A, que
l'on décrira dans les lignes suivantes, est bien connue et 1'une des propriétés les plus importantes de la
théorie des algebres de Koszul. On a les isomorphismes canoniques Tor’é(k,k) ~k, Tor’{‘(k,k) ~ Vet

L\S}

Z’*
Torl(k, k)~ |V @Re V&), (5.1.1)
j

Il
o

pour tout i € IN5;,. On pose Cy = k, C; = V et 'on définit C; comme l'expression a droite dans si
i € N,,. On peut donc identifier C = ®;cC; avec TorZ (k, k). A partir de cet isomorphisme le coproduit A
est donné de la maniere suivante. La composition de la restriction de A a C; avec la projection canonique sur
Ci®C;j»,oui=1i"+i",est'inclusion canonique C; C C;®C;~ de sous-espaces vectoriels de T(V). La counité
est la projection canonique de C sur Cy = k et la coaugmentation est I'inclusion canonique de k = Cy dans

C. 1 est clair que C est cocomplete. On rappelle que l'application f : C — B*(A) induite par les inclusions

C; CV® - I,4[1]%,
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pour tout i € N, est un quasi-isomorphisme de cogebres différentielles graduées coaugmentées cocomplétes
(en fait, c’est équivalent a la propriété de Koszul de A). Il est facile a vérifier que la cochaine tordante
T = T4 0 f est donnée de maniére explicite par 'application dont la restriction a V est moins l'inclusion
canonique V — A et la restriction a C; est zéro pour tout i € IN\ {1}.

5.1.6 Pr0p051t10n ([Her16b], Prop. 2.2). Soient A une algébre de Koszul sur un corps k, M un A-bimodule
et C = Torl(k,k) la cogébre différentielle graduée coaugmentée et cocompléte décrite ci-dessus. On considére le
quasi- zsomorphlsmef C — B*(A) rappelé avant. On pose T = 40 f. Alors, l'application Hom(f,A) est un quasi-
isomorphisme d’algébres différentielles graduées augmentées de Hom™ (B*(A), A) dans Hom™(C,A) et idy; ® f est
un quasi-isomorphisme de bimodules différentiels gradués sur Hom"(B*(A), A) de M ®, C dans M ®,, B*(A), out
M ®, C a une structure de bimodule différentiel gradué sur Hom™(B*(A), A) d partir de Hom(f,A).

En conséquence, on trouve un isomorphisme HH®(A) — H®*(Hom"(C, A)) d’algebres graduées et un isomor-
phisme Hy(M ®; C) — H,(A, M) de bimodules gradués sur HH®(A), out H,(M ®, C) est un bimodule gradué sur
HH®(A) via HH*(A) —» H*(Hom"(C, A)).

La preuve de la proposition précédente peut se diviser en deux parties. Dans la premiére étape on
utilise la description générale des complexes donnée dans le Fait [5.1.4|avec les propriétés générales de la
torsion de structures pour assurer que les applications Hom(f, A) et idy;® f sont des morphismes d’algebres
différentielles graduées et de bimodules différentiels gradués, respectivement. Enfin, on démontre que ces
deux applications sont des quasi-isomorphismes a partir d’'un argument standard sur la comparaison des
résolutions. Noter que la partie concernant la cohomologie de Hochschild dans la proposition précédente
implique le théoreme principal dans [BGSS08].

5.2 Quelques constructions avec A_,-cogebres
5.2.1. Dans cette section on va commencer a expliquer les généralisations fortement homotopiques des
constructions utilisées dans Elles seront nécessaires pour le Théoréme5.4.3]

5.2.2. Soit C une A, -cogebre coaugmentée et A une algebre différentielle graduée augmentée. On considere
le complexe d’espaces vectoriels H = Hom(C,A) muni de la structure d’A,,-algébre augmentée suivante,
appelée A,-algeébre de convolution, ou m? est donnée par la différentielle usuelle d4 o ¢ — (—l)deg¢¢ o Af,

mli(p) ®- @ p,) = (-1)"deedrrrdegdutl) [0 o (4 @ @ p,) 0 AS (5.2.1)

pour 11> 2, Lyom(C,A) = 14 © €C €t €xom(C,4)(P) = €4 0 P onc(1).

5.2.3. Si f, : C — D est un morphisme d’A,,-cogebres coaugmentées, pour tout n € IN* on définit le mor-
phisme
(fu)s : Hom(D, A)®" — Hom(C,A) (5.2.2)

d’espaces vectoriels gradués et degré cohomologique 1 —n par (f;).(¢) =¢p o f; et

(f)e(Pp1 @ ®p,,) = (-1)degdiru) W o (¢ @@ p,) 0 f,

pour n > 2. Alors (5.2.2) est un morphisme d’A,-algébres augmentées. En particulier, le dual gradué C* de
C a une structure d’A,-algebre augmentée.

5.2.4. Si M est un A-bimodule différentiel gradué sur une algebre différentielle graduée augmentée A et
C est une A, -cogebre coaugmentée, alors M ® C est un A,,-bimodule sur Hom(C, A) avec les morphismes
ny 6®C dy ®idc +idy ® AL et, pour p+g>1,

myeC (1 ®-- ®¢p (M) @Y @ @1,

(5.2.3)
((Pl q+2) ¢p q+p+1) (4’1( ) qu( ))®Cq+1)
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ou A;§+q+1( c)= €(1)® " ®C(psg+1) €t

P
€’ =pq+degcdegm+(p+q+ 1)Zdeg({)i + Z degc(rydeg ¢;
i=1 1<i<p
g+2<i’ <q+i

. (5.2.4)

+ Z degc(jrydeg; + degm+Zdegch+l +Zdeg¢] Zdegc

1<j<qg
1<j/<j

Si M est un module différentiel gradué a gauche (resp., a droite) sur A, on peut le regarder comme un
A-bimodule différentiel gradué en employant l'augmentation €4, i.e. a.m.a’ = €4(a’)a.m (resp., a.m.a’ =
€a(a)m.a’). On le dénotera par M., (resp., ., M).

5.2.5. Si g: M — N est un morphisme de A-bimodules différentiels gradués sur une algebre différentielle
graduée augmentée A et C est une A,-cogebre coaugmentée, alors g®id¢ : M®C — N®C est un morphisme
strict d’A-bimodules sur Hom(C, A).

5.2.6. Soit f, : C — D un morphisme d’A_,-cogeébres coaugmentées et soit A une algebre différentielle
graduée augmentée. Il induit un morphisme d’A.,-algebres augmentées (f,). : Hom(D,A) — Hom(C, A),
comme indiqué dans (5.2.2). En particulier, étant donné un A-bimodule différentiel gradué M, cela permet
de regarder M ® C comme un A,-bimodule sur Hom(D, A). Alors, la collection de morphismes

F,q:Hom(D,A)*! ® (M & C)®Hom(D,A)®" - M®D (5.2.5)
donnés par
Fpop1® - 0¢,0(mec)op @ 0,)
~1) (¢1(dige2))-- Dp(digepen) ) 11 (d1))- . Yo (dig)) @ digi1),

OU fpig41(c) =d(1)® - ®d(piq41) et €’ est donné par la méme expression que €’ dans (5.2.4) si 'on remplace
c(i) par d(;), définit un morphisme d’A,,-bimodules sur Hom(D, A).

(5.2.6)

5.3 Latorsion d’A_,-algebres

5.3.1. Dans cette section on va expliquer les généralisations fortement homotopiques de la théorie de tor-
sion utilisée dans Elles seront nécessaires pour le Théoreme[5.4.3

5.3.2. Soit (A, m,) une A,-algeébre augmentée topologique et compléte (voir [LHO03|], Ch. 6). On rappelle que
cela implique qu’il existe une topologie complete du sous-espace vectoriel sous-jacent a A donnée par un
suite décroissante {F"A},cn de sous-espaces vectoriels —considérés comme une famille de voisinages de
l'origine- telle que les morphismes m;, avec i € IN*, et €4 sont des applications contractantes par rapport
a la filtration. On rappelle que k est muni de la filtration discréte {F"k},en ou Fk = k et F"k = 0 pour
tout n € IN*. De méme, un morphisme entre deux A, -algébre augmentées topologiques est un morphisme
fo d’A,-algebre augmentées tel que f; est une application contractante par rapport aux filtrations, pour
tout i € IN". Les notions d’A,,-bimodule topologique et de morphisme d’A,-bimodules topologiques sont
claires.

5.3.3. Soit a € F'A de degré cohomologique 1 (et degré d’Adams zéro). On dit que a satisfait 1'équation de

Maurer-Cartan si 1)
Z(—l) > m,(a®") (5.3.1)
nelN*

converge vers zéro. On dénote I'ensemble des éléments qui satisfont 1’équation de Maurer-Cartan par
MC(A).
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5.3.4. Etant donné [,n € N, on définit
p;z . A®n BN A®(l+n)
M

de la fagon suivante. Si n = 0, on pose pf (1;) = a®, aveca® =1, €k.Sin>1,

pla(x1® - ®x,) = Z )Y a® ®@x ©a®2 ®x, @ ®a® @ x, ®a®,
iEIN”*U

ouw” = 27:21 l]-(degxl +---+deng,1 +j-1).

5.3.5 Fait ([Her16a], Fact 3.6). Soit (A, m,) une A,-algébre augmentée topologique et compleéte. On dénote I'unité
par 14 et Uaugmentation par € 4. Soit a € MC(A). On pose

1(1+1)
=) (=1)°7 "m,0pf, (5.3.2)
leN

pour tout n € IN*. Elle est bien définie puisque la somme est convergente. En plus, (A, m3) est une A.,-algébre
augmentée topologique et compléte avec unité 14 et augmentation € 4.

5.3.6. Soient a € MC(A) et f, : A — B un morphisme d’A.-algébres augmentées topologiques complétes.
On définit I'image b de a par f, comme 1’élément de B donné par la somme de la série convergente

Z(—l)@”fn(a@’”)- (5.3.3)

nelN*

5.3.7 Fait ([Her16a], Facts 3.7 et 3.8). Soit f, : A — B un morphisme d’A.,-algébres augmentées topologiques
complétes et soit a € MC(A). Alors, I'image b de a par f, satisfait I’équation de Maurer-Cartan. En plus, si l'on
définit

a WD gy a
fi=) (1) e,

leN

alors f,! est bien défini pour tous n € IN* et f est un morphisme d’A.,-algébres augmentées topologiques de
(A, m?’“) dans (B, m?’b).

5.3.8. Soit M un A,-bimodule sur une A -algebre augmentées topologiques complete A. On dit que M est
presque discret s’il existe une filtration croissante {F;M};cy de sous-A.,-bimodules de M (i.e. I'inclusion de
F;M dans M est un morphisme strict d’A,,-bimodules sur A) qui est exhaustive (i.e. U;enF;M = M) et telle
que, pour tout i € N il existe £ € N qui satisfait que m, (0 @m® w’) = 0 pour tous m € F;M, w € I1,[1]%P
et w’ € I4[1]% tels que w ® w’ € F{(I4[1]®(P+9). On rappelle que I, est le noyau de laugmentation de
A. De méme, étant donnés deux A.,-bimodules presque discrets M et N sur une A, -algébre augmentées
topologiques compléte A, avec les filtrations croissantes {F;M};c et {F;N};cN, respectivement, et f, o : M —
N un morphisme d’A.,-bimodules sur A, on dit que f, , est presque discret (par rapport aux filtrations) si pour
touti €N, f, ,(Io[1]P @ F;M ®[4[1]7) C F;N pour tous p,q € N et il existe £ € N" tel que f, (0 ®@m®w’) =0
pour tous m € F;M, w € I4[1]%P et w’ € I4[1]® tels que w @ w’ € F{(I4[1]®(P*9). On a des résultats similaires
aux faits précédents pour les A,,-bimodules presque discrets et les morphismes presque discrets des A,,-
bimodules (voir [Her16a], Facts 3.9-3.10).

5.4 Les résultats de l’article [Her16a]

5.4.1 Lemme ([Her16a], Lemmas 3.12 et 3.13). Soient C une A.,-cogébre coaugmentée munie d’une graduation
d’Adams connexe et A une algébre différentielle graduée augmentée. On considére I’A,-algébre de convolution
H = Hom(C,A). Elle a une topologie oii F''H est la partie de H donnée par les applications qui s’annulent sur
le sous-espace F;_1C de C formé par les éléments de degré d’Adams inférieur ou égal d i — 1. En plus, H est une
A-algebre augmentées topologiques compléte.
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Dailleurs, on suppose en plus que M est un A-bimodule différentiel gradué. Alors, I’A,-bimodule M ® C est
presque discret pour la filtration croissante F;(M ® C) = M ® F;C. En outre, si f, : C — D est un morphisme
d’A,-cogebres coaugmentées munies d’une graduation d’Adams connexe, alors le morphisme induit de M ® C
dans M ® D est presque discret.

5.4.2. Un cochaine tordante généralisée (ou homotopique) de C dans A est un élément 7 € MC(Hom(C, A)) tel
que €4 0o T et T o )¢ valent zéro. L'équation (5.3.1) se réécrit de la fagon suivante :

dA oT+ Z(_l)i(i+l)/2+l’4f4i) 0’l'®i OAZ‘ =0, (541)
ieIN*

ou //LX) : A® — A est I'application induite par le produit de A. La torsion de ’A,,-algébre Hom(C,A) par T
est appelée I’A,-algebre de convolution tordue et sera dénotée par Hom™(C,A). La torsion de I’A,-bimodule
M ® C par t est appelée le produit tensoriel tordu (de M et C par 7) et on I’écrira M ®, C.

5.4.3 Théoréme ([Her16a], Thm. 4.3). Soit A une algébre (Adams) graduée positivement et connexe, soit C une
A,-cogebre coaugmentée minimale (i.e. Ay = 0) telle qu’il existe un quasi-isomorphisme d’A,-algebres augmen-
tées

Exts (k, k) — C¥,

et soit T la cochaine tordante induite par le théoréme de Keller (voir [Herl6al, Thm. 4.2). Alors, il existe un
quasi-isomorphisme d’A.,-algebres augmentées du complexe standard C*(A,A) qui calcule la cohomologie de
Hochschild de A dans Hom™(C, A), ce qui en particulier induit un isomorphisme d’algébres graduées de HH®(A)
dans H®*(Hom™(C, A)).

Etant donné un A-bimodule gradué M et le quasi-isomorphisme d’A,-algébres augmentées précédent, il existe
un quasi-isomorphisme d’A,-bimodules sur C*(A,A) de M ®, C dans le complexe C,(A, M) qui calcule I'homo-
logie de Hochschild de A a coefficients dans M. 1l induit en particulier un isomorphisme de bimodules gradués de
H (A®,; C)dans H,(A,M) sur HH®(A).

5.5 Perspective par rapport au calcul de la structure algébrique de 1a cohomologie et
I’homologie de Hochschild

Une question assez naturelle c’est si le Théoreme est valable sans ’hypothése que l’algebre A soit
graduée positivement et connexe. Dans ce cas il existe une notion de dualité de Koszul due a L. Posit-
selski : en général, le dual de Koszul d’une algebre différentielle graduée unifére non augmentée est une
A.-algebre courbée. Il serait intéressant de savoir si ’'on peut trouver alors la structure algébrique de la co-
homologie et de ’homologie de Hochschild d’une algebre quelconque, a partir d’une extension convenable
au cas courbé des résultats mentionnés dans les trois sections précédentes. En outre, il serait intéressant
de savoir s’il est possible de déduire de facon directe (i.e. sans faire des calculs soumis aux choix qui ne
sont pas canoniques) la structure d’algebre de Gerstenhaber de la cohomologie de Hochschild a partir de la
connaissance de la structure d’A,-algebre (courbée) du dual de Koszul et possiblement d’autres informa-
tions du type homotopique. Ce dernier probléme est trés compliqué, donc il serait intéressant de pouvoir
le comprendre méme dans des situations tres particulieres.

5.6 Les résultats de l’article [Her16b|

5.6.1. On va rappeler dans cette section les résultats prouvés dans [Her16b]. Dans cet article j’ai démon-
tré que, étant donné une algébre différentielle graduée augmentée A qui satisfait quelques propriétés de
finitude, le calcul de Tamarkin-Tsygan (HH*(A), HH,(A),B4) de A est dual au calcul de Tamarkin-Tsygan
(HH*(E(A)), HH,(E(A)), Bg(4)) du dual de Koszul E(A) de A. Cela généralise des résultats par B. Feigin et B.
Tsygan dans [FT87] pour I’'homologie de Hochschild des algebres de Koszul, et par Y. Félix, L. Menichi et
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J.-C. Thomas dans [FMTO05] pour la cohomologie de Hochschild des algebres différentielles graduées sim-
plement connexes. Le point de vue fondamental que l'on va utiliser c’est la description de la cohomologie
de Hochschild d’une algebre différentielle graduée augmentée comme une algebre de convolution tordue et
de I’homologie de Hochschild & partir d’un produit tensoriel tordue (voir Fait[5.1.4). On commence d’abord
avec le résultat général suivant et 1'on rappelle que (—)* dénote le dual gradué.

5.6.2 Proposition ([Her16b], Prop. 3.2). Soient C une cogébre différentielle graduée coaugmentée et A une al-
gébre différentielle graduée augmentée. On suppose que les deux sont munies d’une graduation supplémentaire,
appelée d’Adams, qui est localement de dimension finie. Alors, C* est une algébres différentielle graduée augmen-
tée et A¥ est une cogébre différentielle graduée coaugmentée. Si T € Hom(C,A) est une cochaine tordante, alors
™ € Hom(A*, C*) I'est aussi et il existe un isomorphisme d’algébres différentielles graduées augmentées

Hom™(C,A) —> Hom™ (A*,C*) (5.6.1)

donné par ¢ — ¢*. A partir de cet isomorphisme, le bimodule différentiel gradué C* @+ A* sur Hom™ (A*, c#)
devient un bimodule différentiel gradué sur Hom™(C, A). En outre, l'application

C*ou A* — (A®, C)* (5.6.2)
donnée par (g f) > ((a®c) > f(a)g(c)) est un isomorphisme de bimodules différentiels gradués sur Hom™(C, A).

5.6.3. Soit A une algebre différentielle graduée augmentée sur un corps k. D’apres B. Keller, on rappelle que
le dual de Koszul de A est I'algebre différentielle graduée augmentée B*(A)¥, ou B*(A) est la construction
bar de A (voir [Kel94]], Section 10.2). On va dénoter le dual de Koszul de A par E(A).

5.6.4. On suppose désormais que A est munie d’une graduation supplémentaire, typiquement appelée
graduation d’Adams, de sorte que A est Adams connexe (voir [LPWZ08])). Par ailleurs, on rappelle qu’il
existe un quasi-isomorphisme canonique E(E(A)) — A d’algebres différentielles graduées augmentées : a
des identifications preés, il s’agit de la counité de la paire des foncteurs adjoints donnée par la construction
bar et la construction cobar. Si 'on prend le dual gradué de I'application précédente, on trouve un quasi-
isomorphisme f, : A* — B*(E(A)) de cogébres différentielles graduées coaugmentées.

Le premier résultat important de l’article [Her16b]| est le théoréme suivante.

5.6.5 Théoreme ([Her16b|, Thm. 3.3). Soit A une algébre différentielle graduée augmentée sur un corps k et
munie d’une graduation supplémentaire (appelée graduation d’Adams) de sorte que A est Adams connexe. On a
un quasi-isomorphisme d’algébres différentielles graduées augmentées

HomTE(A>(B+(E(A)),E(A)) — Hom™ (B*(A),A) (5.6.3)
donné par la composition de Iapplication ¢ + ¢ o B4 et (5.6.1). Par conséquent, (5.6.3)) induit un isomorphisme
HH*(E(A)) » HH*®(A) d’algébres différentielles graduées augmentées.

Par ailleurs, on a un quasi-isomorphisme
#
(A®., BY(A)) — E(A)®y,, BY(E(4)) (5.6.4)

de bimodules différentiels gradués sur Hom ™ A (BT (E(A)), E(A)) dont le domaine est un bimodule différentiel
gradué sur Hom™ 4 (B*(E(A)), E(A)) via (5.6.3). Il est donné par la composition de 'identification canonique
(A®,, B"(A)* ~ E(A) ® A* (voir (5.6.2)) et id ® f4. Par conséquent, on a un isomorphisme HH,(A)* —
HH,(E(A)) de bimodules gradués sur HH®(E(A)).

La preuve du théoreme précédent est immédiate a partir de la description de la cohomologie de Hoch-
schild et de I’homologie de Hochschild dans le Fait

5.6.6 Théoréme ([Her16b|, Thm. 3.4). Soit A une algebre différentielle graduée augmentée sur un corps k et
Adams connexe, comme dans le théoréme précédent. L’ isomorphisme

HH*(E(A)) - HH*(A) (5.6.5)
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induit par le quasi-isomorphisme d’algébres différentielles graduées augmentées (5.6.3)) est compatible avec les
crochets de Gerstenhaber, i.e. il s’agit d’un isomorphisme d’algébres de Gerstenhaber.

La preuve du résultat précédent se base dans la construction d’'une comparaison entre les complexes
qui calculent les cohomologies de Hochschild respectives a partir de la résolution bar réduite décrite dans

le Fait[5.1.4

5.6.7. Soit A une algebre différentielle graduée augmentée. On rappelle que 'opérateur de Connes B, est
I'endomorphisme de degré cohomologique —1 du complexe A ®,, B*(A) donné par

n

Ba(o® il I} = ) (D 1A @il Aalol-- A, (5.6.6)
i=0

ou A; € A, pour j=0,...,n, € = (Z};})deg/\j)—i et el = (¥
(11)). On considére I'algebre différentielle graduée augmentée k[e]/(¢?), o € a degré cohomologique —1 (et
degré d’Adams zéro) et la différentielle est triviale. Il s’agit donc d’une algebre commutative au sens gradué.
Lopérateur de Connes B, définit une action a gauche de k[e]/(e?) sur A ®¢, BT(A) via €-v = BA(v) et donc
une action a droite via 'identité v-e = (—=1)4¢8%¢. v, pour v € A®;, B*(A) homogéne. En effet, il s’agit d"une
conséquence des identités Bf\ =0et B,oD’ = -D"o By, ou D’ est la différentielle de A ®,, B*(A) (voir
[Tsy04], Prop 2.1). En outre, ces deux actions commutent et alors A ®,, B*(A) est un bimodule différentiel
gradué sur k[e]/(e?). Par conséquent, HH,(A) est un bimodule gradué sur k[¢]/(¢?). Enfin, étant donné un
bimodule différentiel gradué M sur k[e]/(¢?), on va utiliser la convention suivante (seulement d’intérét
dans le cas M = A ®,, B"(A)) pour 'action a gauche sur le dual gradué M* (et donc aussi pour l'action a
droite via la regle de signes de Koszul) :

deg ;) —n+i (voir [Tsy04], Section 2.1,

n
j=i+1

(e f)(m) = —(~1)48S f (em). (5.6.7)

Noter que le choix de signes provient de regarder k[e]/(¢?) comme l’algébre universelle enveloppante de
l'algebre de Lie graduée k.e.

5.6.8 Proposition ([Her16b], Prop. 3.5). Soit A une algebre différentielle graduée augmentée sur un corps k et
Adams connexe, comme dans le théoréme précédent. On regarde HH,(A)* et HH,(E(A)) comme des bimodules
gradués sur k[e)/(e?). Alors, isomorphisme

HH,(A)* — HH,(E(A)) (5.6.8)

induit par le quasi-isomorphisme (5.6.4)) est un morphisme de modules gradués sur k[e)/(e?).

5.6.9. Soit A une algebre différentielle graduée augmentée. On rappelle que les actions a gauche et a droite
de l’algebre de Lie graduée HH®*(A)[1] sur le module de Lie HH,(A) sont données par les commutateurs gra-
dués des actions correspondantes de I’algebre Hom™ (B*(A), A) sur A®, B*(A) avec I'opérateur de Connes
B, . En effet, 'action de Lie a gauche de ¢p € Hom™ (B*(A), A)sur A € A®;, Bf(A), qui sera dénotée par L¢(/i),
est donnée par L¢(i) =e-(¢p-A)—(~1)489¢.(e- ). L'action a gauche sur I'espace dual gradué (A Oy B*(A))*
est donnée par la formule usuelle de la théorie des représentations de Lie : L¢(i’) = —(—1)degA'degd 7 Ly,
ou A’ € (A®;, B (A))* (voir [Tsy04], Sections 2 et 4).

5.6.10 Théoreme ([Her16b|, Thm. 3.6). Soit A une algébre différentielle graduée augmentée sur un corps k et
Adams connexe, comme dans la proposition précédente. Alors, l'isomorphisme (5.6.8) est un isomorphisme de
modules de Gerstenhaber sur HH®(E(A)), i.e. est un isomorphisme de bimodules gradués sur HH®*(E(A)) et un
isomorphisme de modules de Lie sur sur HH®(E(A))[1]. En outre, avec cette identification lopérateur de Connes
dans HH,(E(A)) se correspond avec moins le dual de I'opérateur de Connes de HH,(A).

Le théoreme précédent est une conséquence directe des définitions rappelées dans du Théoreme

et de la Proposition [5.6.8]
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5.6.11. On rappelle la définition suivante introduite dans [Her16b], Section 3.5. On dit qu’un calcul de
Tamarkin-Tsygan (H*,H,,d) est dual & un autre calcul de Tamarkin-Tsygan (H* ,H,,d) s’il existe une paire
(f,g)ou f: H* — H* est un isomorphisme d’algebres de Gerstenhaber, g : Hf — H, est un isomorphisme
de modules de Gerstenhaber sur H* tel que d o g = —g o d¥, ot H, est un module de Gerstenhaber sur H*®
via f. La conclusion finale de l'article [Her16b] est la suivante.

5.6.12 Corollaire ([Her16b|, Cor. 3.7). Soit A une algebre différentielle graduée augmentée sur un corps k et
Adams connexe, comme dans le théoreme précédent. Alors, le calcul de Tamarkin-Tsygan de E(A) est dual d celui
de A.

5.7 Perspective par rapport au calcul de Tamarkin-Tsygan et la dualité de Koszul

Une question assez naturelle c’est si le Corollaire[5.6.12]est valable sans I’hypothése que 1’algébre A soit
augmentée. Comme mentionné dans la Section dans ce cas il existe une notion de dualité de Koszul
due a Positselski et le dual de Koszul d’une algebre différentielle graduée unifére non augmentée est une
algebre différentielle graduée unifére non augmentée courbée. Il serait intéressant d’étudier s’il existe une
notion naturelle de calcul de Tamarkin-Tsygan pour le cas courbé et si 'on peut démontrer une dualité
entre les calculs de Tamarkin-Tsygan correspondants. En outre, il serait intéressant de savoir si la dualité
entre les calculs de Tamarkin-Tsygan des algebres différentielles graduées (augmentées) est en fait 'ombre
d’une dualité plus canonique au niveau des structures fortement homotopiques des complexes de la coho-
mologie et ’homologie de Hochschild des algebres duales de Koszul. En fait, le quasi-isomorphisme entre
les structures de B,,-algébres des complexes de cohomologie de Hochschild d’une algebre différentielle
graduée augmentée et son dual de Koszul peut se déduire des résultats de Keller dans [Kel03]. Par contre,
il n’est pas clair comment procéder pour I’homologie de Hochschild.
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Chapitre 6

La théorie de la renormalisation en théorie quantique des
champs d’apres R. Borcherds

6.0.1. Dans l’article [Bor11]], R. Borcherds a introduit un nouveau point de vue sur la théorie quantique des
champs. Il partage par contre plusieurs points d’intersection avec des travaux précédents, e.g. ceux de E.
Stueckelberg et A. Peterman dans [SP53|], de O. Steinmann dans [Ste71[], de H. Epstein et V. Glaser dans
[EG73|, de R. Brunetti et K. Fredenhagen dans [BF00Q], de S. Hollands et R. Wald dans [HWO01,HW02] entre
d’autres. Néanmoins, il existe quelques mérites dans ’exposition de Borcherds qui ne se trouvent pas en
principe dans les autres articles. Par exemple, les constructions que 'on va considérer sont tres générales
et n'exigent pas que l'espace-temps soit globalement hyperbolique. En outre, il n’est pas nécessaire d’im-
poser de condition de finitude sur n’importe quel degré d’homogénéité des distributions involucrées (voir
[Her17d], Rk. 6.0.10).

6.1 Lathéorie quantique des champs en deux mots

6.1.1. On va procéder maintenant a décrire quelques ingrédients de la théorie quantique des champs. On
expliquera seulement ce dont on aura besoin dans la suite. On fixe désormais une variété différentielle
réelle M de dimension finie #, un fibré vectoriel (réel ou complexe) E sur M de rang r et un nombre entier
i € N. On suppose que M est muni d’un ordre partiel <C M x M (i.e. une relation réflexive, antisymétrique
et transitive) qui est fermé (i.e. < est une partie fermée de M x M). L'ordre < est appelé la relation causale de
l’espace-temps M. Deux parties Z,Z’ C M sont dites séparées de genre espace si ((ZxZ')U(Z'x Z))Nn <= 0.
Ce choix sera appelé la donnée (initiale) de la théorie quantique des champs (QFT) d’ordre i.

6.1.2. On dénote par J'E le fibré des jets d’ordre i de E et par T(E) les sections globales (C*®) de E, que
l'on appelle l'espace des champs classiques. On définit alors 'espace des dérivées (d’ordre i) des champs clas-
siques par T(J'E), espace des lagrangiens (d’ordre i) par SCOO(M)F(]iE) et l'espace des densités lagrangiennes
(d’ordre i) par T(Vol(M)) ®ce(m) Scm(M)F(]iE), ou Vol(M) dénote le fibré vectoriel (de rang 1) de densités
de M. On remarque que, étant donné un C*(M)-module X, Sceo()X est l'algebre symétrique de X dans
la catégorie monoidale des C*(M)-modules. On va dénoter I'(Vol(M)) ®ce(nr) Scoo(M)F(]iE) par Z(M,E) et
[.(Vol(M)) ®ce(m) SCM(M)I‘(]iE) par Z; (M, E). On veut remarquer que ces espaces sont naturellement mu-
nis d’une topologie localement convexe bornologique et compléte. Finalement, on définit I’espace des actions
(non locales) comme l'algébre symétrique S (M, E) de I'espace sous-jacent a & (M, E) dans la catégorie mo-
noidale CLCSyp des espaces localement convexes convenables munie du produit tensoriel convenable ®/g.

6.1.3 Définition. D'apres [Bor11], Def. 9, on définit une mesure de Feynman w comme une fonctionnelle li-
néaire continue w : SZ; (M, E) — C satisfaisant w(1g) = 1.

6.1.4. En physique par contre, on n’est pas intéressé a toutes les mesures de Feynman dans la définition
précédente, mais seulement a celles qui peuvent se construire a partir d’autres objets plus simples, appelés
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propagateurs et qui forment les briques fondamentaux de la théorie.

6.1.5 Définition. Un propagateur A associé a une donnée initiale de QFT d’ordre i est une application bilinéaire
continue A A
A :T(Vol(M) ® J'E)@T( Vol(M) ® ]'E) - C.

On dénote I'espace des propagateur par Prop;(M, E). Il s’agit d'un C*=(M x M)-module. Un propagateur A est dit
local si A(o,0”) = Ao/, 0), pour tous 0,0’ € T, (Vol(M) ® J'E) dont les supports sont séparés de genre espace.

6.1.6. On va utiliser la description suivante de ’espace des propagateurs.
6.1.7 Lemme ([Her17d], Lemma 5.4.3). Il existe un isomorphisme C*®(M x M)-linéaire et continue

Prop; (M, E) = fiomce (e, c= (T E)&sT('E), 2/ (M x M)), (6.1.1)

ou D'(MxM) indique Uespace des distributions sur M x M au sens de L. Hormander (voir [Hor03]) et Hom dénote
I'espace des applications continues et C*(M)® C*(M)-linéaires. En plus, le codomaine de (6.1.1) est isomorphe

d l'espace ' (M x M, (I'E®J'E)*) des distributions d valeurs dans les sections du fibré ('E=J'E)".

6.1.8. On aura besoin d’une condition sur le propagateur A qui permette le produit des distributions dans
I'image de I'application associée (6.1.1). Cette condition fait intervenir la notion de front d’onde WE(A(o, 0”))
de I’évaluation de la distribution associée a A en 0,0’ € T'(J'E). Pour la définition du front d’onde d’une
distribution et ses propriétés, voir [Hor03], Ch. 8.
6.1.9 Définition. D’apreés [Borll|, Def. 7, on dit qu’un propagateur A € Prop;(M,E) est pré-coupe avec une
famille de cones propres fermés et convexes {%}pem, ot Sy C Ty M, si
(i) pour tout (v,w) € WF;, 4)(A) avec (p,q) € M xM, ona —v € P, et w € o, et en plus A s’écrit comme une
somme infinie d’éléments u @ u’, ot u,u’ € D' (M, (J'E)*) tels que WE,(u) C =%, et WE,(u) C P, ; pour
tous p,q € M;
(ii) pour tout (v,w) € WF(W,)(A) avecpeM, onaw=-v.

6.1.10. La seule information que l'on veut retenir de la définition précédente c’est que les distributions qui
vont bientdt apparaitre pourront étre multipliées grace a la condition introduite avant. On voit bien que
I'on peut aussi introduire d’autres conditions sur le propagateurs pour que les produits des distributions
induites soient bien définis. En fait, dans [Her17d] on a aussi besoin de considérer le cas ou les distributions
induites par A sont des fonctions continues et 1’on utilise le produit usuel pour ces fonctions. Pourtant,
dans ce mémoire on va se restreindre a considérer seulement le cas pré-coupe pour simplifier, bien que les
arguments et les constructions soient les mémes.

6.1.11. Soit A € Prop;(M, E) un propagateur pré-coupe et soit A € ﬁomcoo(M)®Coo(M)(r(]iE) ®T(J'E), 2" (M x
M)) l'application donnée par le Lemme D’aprés [Borl1], A induit une unique application

A (S Homcm(M)®Cm(M) (Scoo(M)r(]ZE) ® Scw(M)F(]iE),Q’(M X M))

donnée par Ay, 1p) =1p2, 00 1)y € C*(M) est la fonction constante unité de M et de méme pour 1,2,
A(1py,01...0,) =0 pour tous oy,...,0, € [(J'E) et n € IN*, et

; Y Aoy, 1) .- -Moy o), sin=meN",
A07...0,,T1...Ty) = { CESn (6.1.2)

0, sinon,

pour tous 07q,...,0,,T1,...,Ty €C(J'E) et n,m € IN*.

6.1.12. Le point important que 'on veut traiter dans ce mémoire c’est I’affirmation suivante : dans le para-
graphe avant la Déf. 9 dans [Bor11]], Borcherds dit essentiellement qu’il construit des applications

A §™(Scony T ('E)@pS™ (Scoan T(I'E)) — 2/ (M™ x M™) (6.1.3)
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pour tous m,m’ € N, a partir de I'application A, de sorte que A = GBm,m/e]NA""m' est un couplage de Laplace.
Ce couplage de Laplace serait fondamental dans la définition de mesure de Feynman associée a un propa-
gateur (voir [Borl11], Def. 9, ou sinon [Her17d|], Def. 5.7.9). La notion de couplage de Laplace est connue
avec plusieurs noms différents, e.g. structure co-quasi-triangulaire (sans la condition d’inversibilité), bica-
ractere; et il semble qu’elle a été introduite pour la premiére fois par P. Doubilet, G.-C. Rota et J. Stein (voir
[DRS74], Section 7, (1)). 1l s’agit d’une application (,) : C® C — A dans une catégorie monoidale &, ou C
est une bigebre (avec unité 7j¢ et counité ec) et A est une algebre (avec unité 7,4), qui satisfait que

<CC/,d> ={c d(l)) : <C/, d(2)>l (C,dd’) = (C(l)ld> : (C(Z)l d/>,
(,yo(nc®idc) =(,)olidc®nc) =na0ec,

pour tous ¢,c’,d,d” € C, ou 'on utilise la notation de Sweedler Ac(c) = ¢(1)®c() et Ac(d) = d(;)®d ) pour le
coproduit de C. On a écrit pour simplicité la définition pour le cas d’une catégorie monoidale € concréte,
mais le cas général est clair. Pour une tres belle explication du role des couplages de Laplace dans QFT (de
dimension zéro), voir 'article [BFFO04] de C. Brouder, B. Fauser, A. Frabetti et R. Oeckl.

6.1.13. Il existe par contre un probléme avec l'affirmation de Borcherds : C = §(Scm(M)F(]iE)) est une al-
gebre pour le produit tensoriel convenable ®g sur k, tandis que la structure de cogebre de Scm(M)r(]iE)
est avec le produit tensoriel ®c«(yr), ce qui ne s’étend pas de fagon canonique a une structure de cogebre
pour C par rapport a un produit tensoriel (en principe inconnu), qui est différent de ®g. Cela indique déja
que la notion de bigebre que C devrait porter ne se réalise pas dans une catégorie monoidale, mais dans
une catégorie avec deux produits tensoriels a priori différents. En outre, il n’est pas possible de construire
“de fagon naturelle” une structure de cogebre sur C qui étend le coproduit de Scm(M)T(]iE). C’est pour ¢a
que l'on va utiliser la cogebre tensorielle C = T(SCM(M)I‘(]iE)) a la place. Le fait que ce choix est en fait
compatible avec toutes les autres constructions de la théorie quantique des champs que l'on a étudié dans
[Her17d] est loin d’étre évident.

6.2 Les catégories 2-monoidales encadrées

6.2.1. La définition suivante peut se trouver dans [AM10], 6.1.

6.2.2 Définition. Une catégorie monoidale double est un quintuplet (€,®¢,lg, Re,Ig), 0ii (€,0¢,lg) et
(€¢,R¢,Ig) sont des catégories monoidales. Elle est dite symétrique s’il existe en plus un morphisme naturel

T tel que (6,®¢,lg, T) est une catégorie symétrique monoidale. Une catégorie 2-monoidale est une catégorie
monoidale double munie d'un morphisme naturel

ShA,B,C,D : (A ®'~E§ B) X (C ®(g D) — (A X C)®g (B X D) (621)
dans € et trois morphismes
e lgRe leg = 1Ig, Agily—=Ixg@zly et v:iig—lg, (6.2.2)

dans € qui satisfont les conditions suivantes. On dénotera les isomorphismes d’associativité et les unités d gauche
et d droite de (€,R¢,Iy) par 5 y ,, €% et %, respectivement, et ceux de (€,®¢,lg) par ag? vz ff? et 1‘58(),
respectivement.
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(i) Etant donné des objets X1,Y1,X5,Y,,X3,Y3 de €, les diagrammes suivants

(X1 8¢ Y1) By (X287 Y2)) By (X3 8% V3)

. X
Sth,Yl,Xz.Yz E%IdX3®gY3 WYI’XZWYZ'X:;@%Y:’}

((X18g X2)@g (Y1 By V2))Be (X38¢ V3) (X1 8¢ Y1) R (X280 Y2) Ry (X380 Y3))

shx; kg Xp,Y1 B Y2,X3,Y3 idx; ee Y1 B shxy,v),x3,73
((X] R X2) M X3 Yl R Ys) Rz Y3 (X1 ®g Y1) IZ% (X2 Mg X3 (Y2 Mg Y3))
R0 %0,%; B “Yk A ng? X3,Y28¢ Y3
Xlﬁ (X7 Ry X3) Ylﬁ (Y2 Ry Y3)
3 % X3)) 3 7 Y3)) (6.2.3)
et
X] R Y1) ®¢ (X Ry Y2 ®¢ (X3 R Y3)
shxy,xp,v1,, 8% 1dx3gy' wjﬁyl XpRg Yy, X3Rg Y3
(X1 8¢ X2)By (Y1 8¢ V)0 (X38g V3) (X1 B Y1)8g (X2 8¢ Y2)@g (X3 8e Y3))
shx®¢ X.X3,Y] @ Y2, Y3 idx)me, Y1 ®% shx),x3,,73
(X1 8¢ X2) @ X3)Re (Y184 Y2)®% Y3) (X By Y1)®g ((X2 8% X3)Be (Y28 V3))
® ®
@X1,Xy,X3 ¥C O“Yh Aﬂ%xal”ﬂz@% Y3
(X1®<5(X2®%X3))E<g (Y1®<'6(Y2®(6 Y3)) (6.2.4)

sont commutatifs.

(ii) Le triplet (Ig, pg, v) est une algébre unifére dans la catégorie monoidale (6 ,R¢,Ig) et le triplet (Ig,Ag, v)
est une cogébre counifére dans la catégorie monoidale (€ ,®¢,Ig).

(iii) Pour toute paire d’objets X et Y dans €, les diagrammes

A@ E%IdX@)({ Y 1dX®(6 yRg A®
[gRe (X Qg V) —— ([g®¢ Ix) K¢ (X Q¢ Y) (X®z Y)Ry [y —— (X Q¢ Y) Ry (Ig ®% Iy)
zjf%% Y LShIE,IE,X,Y 2l7‘§®% Y lShX,Y,Ing
(tRowty)™! (rRozry) !
X®<(Yﬁ-(1 Ry X) Q¢ (IgRe Y) XQp Y ——— (X Ry Iy) ®¢ (Y B¢ Ig)
et
®IZI<(€§ V?IZI%V?
(Io®z X) By (Ig®z Y) ——— XRg ¥ (X @z Ig) By (Y ®g Ig) — = XRg Y
lShIg,,X,I@,Y el(fﬁ?&gy)‘l lth,1®,y,1® (Vﬁ?ggy)_l L?
F4®®?§1dX|ZZ/Y lXmz%(Y@Z’Vlz
(I Re Ig) @7 (X Ry V) —— Ig ®¢ (X Ry Y) (XRe Y)®¢ (lgRg Ig) — (X Rg V) ®¢ Ig
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commutent.

De plus, on dit qu’'une catégorie 2-monoidale (¢, ,ls, Re,Ig, sh) est symétrique si la catégorie monoidale
(€,9¢,1g) est munie d’une tresse symétrique t telle que (€ ,Q¢, lg, T) est une catégorie monoidale symétrique,
(In, Ag, v) est une cogébre counifére cocommutative dans (6, , Lg, T) et pour tout 4-uplet d’objets A, B, C et D
dans € le diagramme

sha,B,c,0

(A®¢ B)Ry (C®y D) —= (ARg C)®¢ (BR¢ D) (6.2.5)

L 7(A,B)®7(C,D) jr(mz C.Brg D)

shpap,c
(B®s A) Ry (D®¢ C) —— (BRy D) ®¢ (AR C)
commute.m

6.2.3 Définition ([Her17d|, Def. 3.2.6). Une catégorie 2-monoidale symétrique (€ ,®¢, Ig, T, Re, Ig, sh) est dite
encadrée s’il existe une catégorie monoidale (€', R, Iy, ') et un foncteur fidéle F : ‘6 — € qui est monoidal
faible et symétrique pour la structure monoidale symétrique (6, ®g, Iy, T) avec les morphismes de cohérence @ et
@2, et qui est monoidal strict pour (6, R, Iy) avec les isomorphismes de cohérence g et 1, tels que

©2(A,B)Rg @2 (C,D)

F(A)Re F(B)Ry F(C)Re F(D) F(A®¢ B)Ry F(C®¢ D) (6.2.6)
idp(4)Re’ Ta(F(B),F(C))Reg idp(p) ¢2(A®%B,C®<gD)Lz
F(A) Ry F(C) Ry F(B) Ry F(D) F((A®¢ B) By (Co D))
| $2(4,C)mg 2 (B,D) LP(shA,B,c,m

¢2(ARg C,DRe D)

F(ARg C)Ry F(BRg D) F((A Reg C)®¢ (BngD))

commute pour tous les objets A, B, C et D de €, ainsi que

€I’,

L@y I —2 1 1 — L Fy) (6.2.7)
Wo%”%l & (e lz
F(Iy) Ry F(Iy) 0 ol F(Iy) I &g I, F(Ag)
Ebz(I@J@)l? / l/)ogz’l/)ol?
F(pz) E(v) P2(Ig, I
F(lg B¢ Ig) —— F(lg) F(Ig) F(Ig) Ry F(ly) — F(Iy ®% Ig)

o11 l'on dénote les isomorphismes de I'unité a gauche et a droite de €’ par €y, et v, respectivement.

6.2.4. 1l existent plusieurs exemples de catégories 2-monoidales, mais dans ce mémoire on va se concen-
trer sur le cas suivant, qui ne semble pas d’avoir été observé avant. Soit A une algébre unifére commu-
tative dans une catégorie symétrique monoidale (6,®¢, Iz, T) qui est cocompléte et telle que le produit
tensoriel commute avec les colimites a chaque coté. Soient TA = @,,nA®¢™ la construction tensorielle et
YA = @,,enX™A la construction symétrique, dont la composante de degré zéro est l'unité I¢ de €. On
considére que TA est munie de la structure canonique de cogébre counifére colibre cocompléte dans €,
avec le coproduit donné par la deconcaténation et XA est une sous-cogebre counifére cocommutative de
TA. Pour simplifier on va supposer sans perte de généralité que € est une catégorie concrete. On consi-
dére en plus que TA est muni du produit suivant. Etant donné deux éléments o € A®4™ et ¢’ € A®¢™ , son
produit est zéro si m = m’, et c’est le produit usuel de I'algébre A®¢™ induit par celui de A si m = w’, i.e.

1. Noter que cette définition de catégorie 2-monoidale symétrique coincide avec la notion de catégorie 2-monoidale ®¢-
symétrique dans [AM10], Def. 6.5. Comme dans les exemples qui nous intéressent K¢ ne sera jamais tressé, on peut écarter toute
mention explicite du produit tensoriel ®¢ dans la définition de symétrie pour des raisons de simplicité.
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(aql...lap)(ail.. lay,) = (aa})l...|(aya;,), ot 'on a utilisé des bars au lieu de tenseurs. En d’autres termes, TA
est la somme directe des algebres uniféres commutatives A®¢" dans €, pour tout m € IN. Il est facile a vé-
rifier que TA devient ainsi une bigebre counifére (mais non unifére) commutative. Par ailleurs, A est une
sous-bigebre counifere (mais non unifere) de TA, qui est commutative et cocommutative. Ces structures de
bigebres sont appelées induites et on les dénotera par #TA et #X A, respectivement.

6.2.5 Lemme ([Her17d], Lemma 3.3.4). Les bigébres *T A et X A définies avant ont suffisamment d’idempotents

{1%”’},,1611\1 (voir [Her17d]|, 1.5.6) et le dernier ensemble est un monoide avec unité pour le produit 1%’”1?’”’ =

li’(mm ) et 'unité 1%0. En conséquence, les catégories des modules dans € (firmes au sens de D. Quillen) sur *T A

et YA (voir [Her17d], 1.5.4) ont une structure monoidale symétrique pour le produite tensoriel usuel ®ur 4 et
®wuy A, respectivement.

6.2.6. Pour réduire la notation on va écrire B au lieu de #TA ou #XA et l'on dénotera par gMod(%) la
catégorie des B-modules dans 6 mentionnée dans le lemme précédent. Elle est munie donc d’une structure
monoidale symétrique donnée par le produit tensoriel ®g, que l'on dénotera simplement par ®, l'unité B
et la tresse induite par celle de €. 1l s’agit de la structure monoidale usuelle de 1’algébre commutative.
Par ailleurs, étant donné deux objets X et Y dans gpMod(%), le fait que B est une bigebre nous dit que 'on
peut utiliser son coproduit pour définir une structure de module sur B dans X ® Y, que 'on va dénoter
par X ® Y. De méme, la counité de B donne une structure de module sur B dans l'unité Iy de €. On
peut conclure que gMod(%) muni du produit tensoriel R et 'unité I est une catégorie monoidale. Elle
apparait typiquement dans le théorie d’algébres de Hopf. Alors, gMod (%) est naturellement une catégorie
monoidale double symétrique. La proposition suivante nous donne I'exemple le plus important pour ce
mémoire de catégorie 2-monoidale symétrique encadrée.

6.2.7 Proposition ([Her17b|, Prop. 3.3.9). Soit A une algebre unifére commutative dans une catégorie symé-
trigue monoidale (6,®¢,l¢,T) qui est cocompléte et telle que le produit tensoriel commute avec les colimites
d chaque coté. Soit B = FTA la bigébre counifére (mais non unifére) commutative dans € définie dans
Alors, la catégorie monoidale double symétrique g Mod(€) est en fait une catégorie 2-monoidale symétrique en-
cadrée via le foncteur d’inclusion dans €. La structure d’algébre unifére de ¥T A de cette catégorie 2-monoidale
est précisément celle décrite dans[6.2.4et la structure de cogébre counifére de I est la triviale.

6.2.8. La définition suivante peut se trouver dans [AM10]], 6.5, sous le nom de bimonoide.

6.2.9 Définition. Soit (€, ®¢, Ig, Ry, Ig, sh) une catégorie 2-monoidale. Une bigebre unifére et counifere rela-
tive a cette catégorie 2-monoidale est un objet B de 6 pourvu des structures suivantes :

(i) une structure d’algébre unifére (B, p, 1) par rapport a (€6, R¢, Ig);
(ii) une structure de cogébre counifére (B, A, €) par rapport a (€,®¢,lg);

telles que les diagrammes

By B B®y B

Arg A 1oz p

(B®¢ B)®y (B®% B) ~ (BRy B)®% (BRg B)
SNB,B,B,B
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et

Bry B— B B B—2-B&,B (6.2.8)
NI ANE N

= v A@
[y Ry lg — I Iy ——————1I Iy — Iz ®¢ Iy

commutent.

6.2.10 Proposition ([Her17d], Prop. 3.4.6). Soit A une algébre unifére commutative dans une catégorie symé-
trigue monoidale (€ ,®¢,l¢,T) qui est cocompléte et telle que le produit tensoriel commute avec les colimites a
chaque coté. Soit (C,A, €) une cogebre counifére dans la catégorie monoidale symétrique yro Mod(€) munie du
produit tensoriel ®ur 4. On rappelle que 4, Mod(€) a en fait une structure de catégorie 2-monoidale symétrique

encadrée (voir Proposition .
On définit A\TC = @,,,en C®" avec

(i) une structure d’algébre unifére dans la catégorie monoidale p 4 Mod(€') munie du produit tensoriel ® par
le produit usuel de concaténation induit par R et I'unité donnée par I'inclusion canonique de Iz = C®° dans
ATC;

(ii) une structure de cogébre counifére dans la catégorie monoidale y7oMod(€) munie du produit tensoriel
®ura, 0l la counité est donnée par le morphisme dont la restriction a C¥™ est la composition de e®™ et le

produit
(FTA)R™ — FTA,

et le coproduit est le morphisme dont la restriction d C®™ est la composition de A®™, le morphisme canonique

shs: (C®ury C)Igm — CcBm RrTA ceEm, (6.2.9)

induit par sh et le morphisme canonique
cum Qur A cEm — ATC®uraaTC.

Alors, A\TC est une bigébre unifére et counifére relative d la catégorie 2-monoidale symétrique ppo Mod(€). En
plus, A\TC est cocommutative (par rapport da ) si C lest.

6.2.11. On explique brievement la situation qui nous intéresse et 1'utilisation des résultats précédents pour
le probléme adressé dans[6.1.13]: on considére 1’algébre commutative A = C*°(M) dans la catégorie monoi-
dale symétrique 6 = CLCSyp des espaces localement convexes et convenables, munie du produit tensoriel
convenable ®3. D’apres on a la bigebre counifere (mais non unifére) commutative B = ¥T A munie d'un
ensemble d’unités locales. On considére donc la catégorie 2-monoidale symétrique des modules g Mod(%)
définie dans la Proposition et encadrée dans € via le foncteur d’inclusion. Soit C = SCoo(M)r(]iE) la
cogebre coaugmentée cocommutative colibre dans la catégorie monoidale symétrique 4 Mod(%’) munie du
produit ®4. A partir de la projection canonique B = #T A — A on voit bien que C est aussi naturellement une
cogébre counifére dans la catégorie monoidale symétrique x4 Mod(%¢’) munie du produit tensoriel ®ur4.
D’apreés la Proposition on construit donc ToC, dont ’espace sous-jacent est TSCM(M)F(]Z'E). Elle est
une bigeébre unifere et counifere relative a la catégorie 2-monoidale symétrique x74 Mod(%).

6.3 Les couplages de Laplace dans QFT

6.3.1. On présente maintenant la définition de couplage de Laplace dans le contexte d’une catégorie 2-
monoidale symétrique encadrée. On veut noter que 1’on a besoin de ’encadrement dans la définition.
6.3.2 Définition ([Her17d], Def. 5.6.2). Soit (¢ ,®%, Ig, T, Ry, Ig, sh) une catégorie 2-monoidale symétrique en-

cadrée dans (6’,Rg, Iy, T') via le foncteur F (voir Définitions et . Etant donné une bigebre unifere
et counifere (C, uc,Yc, Ac,€c) relative d la catégorie 2-monoidale précédente et une algébre unifére (A, pa.e,Hae)
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dans (6,®¢, Ig), un couplage de Laplace a gauche sur C relatif a la catégorie 2-monoidale symétrique encadrée
précédente et d valeurs dans A est un morphisme (,): C Rg C — A dans € tel que le diagramme suivant

idp ()R 12(C,C) idp ()R F(uc) foXs
F(C) e F(C)megr F(C) 2 H Oy mger F(C g €) 2L b ymager B(C) —2 Y, Femy )
lF(Ac)Eglidp(C)IZkglidp(C) lF«'»
F(C®y C) By F(C)Reg F(C) F(A)
idp(ceq )87 92(C.C) TPWM)
(Ce®g C,C® (she,c,c,c) K(()eg ()
F(C®y C)ry F(Coy ) Y—~>((TaC ®4 C)Ry (C Oy C)‘j SC—CC>CF((C By C)®y (CRy C)) W% Lt Ay A)
(6.3.1)
commute dans €’ et
idcRg
Crg Iy —— 1 Cmg C (6.3.2)
jv?ﬁ l< )
€cC MA¢

commute dans 6. De facon analogue, étant donné une bigébre unifére et counifére (C, uc,tc, Ac,€c) relative
d la catégorie 2-monoidale précédente et une algebre unifére (A, pa ,,1ay) dans (6,0¢,1lg), un couplage de
Laplace a droite sur C relatif d la catégorie 2-monoidale symétrique encadrée précédente et a valeurs dans A est
un morphisme (,): C R C — A dans € tel que le diagramme suivant

F(C)By F(C) By o) st o & C) By F(C) Hremeridre) Loy ag F(C) —2 9 by ©)
jidP(C)g‘é’idP(C)g‘é’F(AC) lF(M)
F(C)rRg F(C)Ryg F(C®¢ C) F(A)
92(C,C)RgidF(cey ) TF(FAM)
F(Coy C)mgr F(Cay ) e ZH{(C oy C)mg (Cag C)) meSEH((C g C) o (C g O Lo B(A e )
(6.3.3)
commute dans €’ et
Iywg C — 12 cm, C (6.3.4)
jf? lm
C €c I® MA» A

commute dans €.

6.3.3. On va désormais se concentrer a expliquer la construction du couplage de Laplace a partir d’'un
propagateur A qui est pré-coupe. On adressera les problémes indiqués dans[6.1.13]en employant les struc-
tures racontées dans On utilisera donc les notations indiquées la-bas. Or, la bigébre unifére et cou-
nifére relative a la catégorie 2-monoidale dans la définition précédente du couplage de Laplace va étre
B= TSCDO(M)F(]iE). Il faut décrire ’algebre dans le codomaine du couplage de Laplace. Plus précisément, il
va avoir deux structures différentes d’algébre (que l'on appellera “gauche” et “droite”) sur le méme espace
D/ (M) et une application (,): BRB - D (M) telle que (,) est un couplage de Laplace a gauche pour
la structure d’algebre a gauche de & &/ (M) et un couplage de Laplace a droite pour la structure d’algebre a
droite de I/ (M).
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6.3.4. On va maintenant introduire des applications C°°(M)®/3m®ﬁ C“(M)&’ﬁm’—linéaires et continues

®lgm

N ’ - - . ® / ’ ’
A (ScopnyTUE)) " 8(ScopnyTUTE)) " — /(M x M™) (6.3.5)
pour tous m, m’ € IN, qui satisfont les conditions suivantes. On définit

®/3m ®/50

A0 (SconTU'E)) " = (sCm(M)r(ﬂE))é’ﬁm@ﬁ(scm(M)r(]fE)) — D' (M" x M) =~ ' (M™)
® &gm

A o | | (6.3.6)
Ao (Scop TU'E)) " = (Scopn T U7E)) " @p(Scou T UE))

— Z'(M°xM") =" (M"™)

comme la composition de la counité de (Scw(M)I‘(]iE))®ﬁ'" et 'inclusion canonique de C®(M)®"™ dans
2’(M™) donnée par les distributions C*® de M™.

6.3.5. Soient m, m” € IN*. On considere 1'application des variétés différentielles

ddiag,, . : M"xM" — [ (MxM)
(j’]‘/)GN;mXNgm’

donnée par (ddiag,, ,.(p,p"))j,j)) = (pj,p]’-,), pour tous j,j’, ou p = (py,...,pm) EM™ et p’ = (p,...,p,,) € M™,
On définit A" comme la seule application C‘X’(M)@ﬁm@ﬁ C*(M)®"™ _linéaire et continue qui satisfait que

Amen' (1), 6™, 2. 2" ) = ddiag:n'm,( o[ 12A(ct 70y)) (6.3.7)

ou 61,...,6”1,7'1,...,1"”’ € Scm(M)F(]iE), on a remplacé les produits tensoriels par des barres verticales, les
(m”)

-+ ®ceo (M) O(m) Pour le coproduit des éléments ¢ € Scw)['(J'E). Ces applications sont bien définies (voir
[Her17d], 5.6.8).

produits indexés par j et j’ sont externes et I’on utilise la notation de Sweedler A (]iE)((f) = 0(1)®c= (M)

6.3.6. Or, on considere 'espace
, =2
D 9’(meMm)=(@9’(M'")) . (6.3.8)
m,m’eIN melN

Dong, il s’agit en principe d’un objet dans urce(pr)Mod(€'). On rappelle que 9y, ,» dénote la delta de Kro-
necker de m, m’ € N. Etant donné my, m,, m’ € IN*, soit

ddiag,, .t MM X M™ — (M™ x M™) x (M™2 x M™)

l'application (p,p’) + (p1,p’, P2, p’), ou p = (p1,p2) avec p; € M™/ et p’ € M™. Lapplication ddiagm;mi,m2 :

M x M™+M — (M x M) x (M™ x M™2) est définie de la méme fagon. A partir de ces application on in-
troduit les produits (partiellement définis) -¢ et -,. sur l'objet (6.3.8) dans la catégorie monoidale symétrique
CLCSyp des espaces localement convexes convenables de la maniére suivante :

(i) élément 1 € k ~ k®gk = D' (M° x M) satisfait que
liev=vel=6pg,,v et 1, v=v-.1=0g,v,

sive P’'(M™ ><Mm'), pour tous m,m’ € IN;
(i) étant donné u € Z'(M"xMO) et v e @' (MOxM™), avec m,m’ € N*, on pose u-¢v =v-pu=0=1u-, v =
Ve u;
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(iii) pour tous u € @' (MO x M™) et v e @' (M x M) (resp., u € Z'(M" x M°) et v € Z’'(M™ x M?)), avec
m,m’ € IN*, les produits partiellement définis sont donnés par (s’ils existent)

Uy ¥ = Oy tiv € D (M™) =~ Q' (MO x M™) (resp., UV =0puveD' (M") =D (M™ xMO)),
tandis que u -p v (resp., u -, v) est le produit externe

uRY e (M™™) 2P/ (MOx M™™)  (resp., umv € Z'(M™") = Z'(M™"™ x M));

(iv) pour tous my,my,my,m, € N*, u € ’'(M™ xM"‘i) etve P’/ (M™ xM""Z), on pose
U eV = O m, ddiag:nl;mi’m,z(ulzv) (6.3.9)

et

Uy V= Ot ) ddiag’;nl,mz;m; (umv). (6.3.10)

Noter que (6.3.9) et (6.3.10) sont définis si les pull-backs existent.

Les produits -¢ et -, ne sont pas par contre #TC*(M)-linéaires pour la structure de module sur #T C*®(M)
de I'espace (6.3.8).
6.3.7 Définition ([Her17d|, Def. 5.6.12). Soit A € Prop;(M, E) un propagateur pré-coupe. On considere l'objet
(6.3.8). Soit D4 (M) le sous-module sur *TC®(M) de engendré par des itérations finies des applications
des produits -¢ et -,. d des éléments dans 'image des applications {Am'””}mymfeN. Ces produits sont bien définis.
On considére deux nouvelles structures de "' T C®(M)-module sur Uespace sous-jacent d et, donc, sur le
sous-espace D&/ (M). La premiére, appelée structure a gauche, est donnée par la structure de * T C*® (M )-module
du facteur gauche dans la décomposition (6.3.8). La structure a droite est définie par la structure de *TC®(M)-
module du facteur droite dans la décomposition (6.3.8). On dénotera D/ (M) muni de la structure a gauche
(resp., a droite) par D ¢(M) (resp., D . (M)).

6.3.8 Lemme ([Her17d|, Lemma 5.6.14). 2% ¢(M) (resp., D ,.(M)) est une algébre unifére dans la catégorie
monoidale symétrique npconyMod(€') munie du produit tensoriel ®urce vy pour la multiplication -¢ (resp., -,.).

6.3.9. On présente maintenant le résultat fondamental qui adresse les problémes expliqués dans[6.1.13

6.3.10 Proposition ([Her17d], Prop. 5.6.15). Lapplication A = Y mmeN Am™ est un couplage de Laplace d
gauche (resp., da droite) dans la bigébre unifére et counifére TSCoo(M)l"(]iE) relative a la catégorie 2-monoidale
symétrique nrconvryMod(€) et d valeurs dans l'algebre uniféere D4 ¢(M) (resp., D ,.(M)). En particulier par-
ticulier, on a

AT (1, v;) = ZAm'ml (1), v1) -¢ A2 (1), v2), (6.3.11)

et
Aml+m21m’(u1u2’v) — ZAml,m’(ullv(l)) .V Amz,in’(uz’ v(z))’ (6312)

pour tous m,m’,my, my, mj, mj € N.

6.3.11. On peut se demander si I'on pourrait prouver des résultats similaires pour §scm(M)r(]iE) au lieu
de TSCOO(M)F(]iE), comme Borcherds semble d’indiquer. Le probléme avec ce dernier espace c’est qu’en
principe il n’est pas un module dans x7ce(y)Mod(€) mais dans uyceryMod(€). Par contre, méme si
FYX.C*®(M) est une bigeébre counifére commutative et cocommutative avec un ensemble d’unités locales,
nyceo(M)Mod(€) nest pas nécessairement une catégorie 2-monoidale avec la structure induite par celle de
ﬂTcm(M)MOd(%) (VOir [Her17d], 35)
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6.4 Perspective

Dans le manuscrit [Her17d] on a démontré la premiere partie des résultats dans l’article [Borl1], bien
qu’il ait fallu changer quelques structures et imposer des conditions supplémentaires. En gros, on a réussi
a prouver les Théorémes 15, 18, 20 et 21 dans [Bor11]. Il reste par contre I’étude des résultats concernant
la construction de la théorie quantique des champs avec des interactions. En tout cas, j’ai presque fini la
premiére étape dans cette démarche, i.e. la construction de la théorie libre dans un espace-temps courbe,
bien qu'ils restent encore quelques bréches.
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