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Résumé. On généralise d’abord le théoréme de prolongement L? d’Ohsawa-Takegoshi-
Manivel au cas des jets de sections holomorphes d’un fibré en droites hermitien au-dessus
d’une variété kihlérienne faiblement pseudoconvexe. On donne ensuite une démonstration
simple, en étudiant un courant de type (1,1), d'un résultat d’Uhlenbeck et Yau qui avait
permis d’établir la correspondance de Kobayashi-Hitchin sur les variétés kahlériennes
compactes. Dans la troisieme partie on étudie une conjecture sur l'existence de régu-
larisations des courants quasi-positifs fermés, avec controle des masses de Monge-Ampere,
qui permettrait d’obtenir une nouvelle caractérisation des variétés de Moishezon géné-
ralisant celles de Siu et de Demailly qui répondaient a la conjecture de Grauert-Riemen-
schneider. On donne une estimation uniforme de la perte de positivité dans le théoreme de
régularisation des courants de Demailly et on obtient une version effective de la génération
globale des faisceaux d’idéaux multiplicateurs sur un ouvert pseudoconvexe de C".

Mots-clés : Courant quasi-positif fermé, ensemble analytique, faisceau d’idéaux multi-
plicateurs, faisceau de jets, fibré holomorphe hermitien, fonction plurisousharmonique,
masses de Monge-Ampere, nombre de Lelong, sous-fibré faiblement holomorphe, variété
kahlérienne faiblement pseudoconvexe

Abstract. We generalize first the Ohsawa-Takegoshi-Manivel L? extension theorem to the
case of jets of sections of Hermitian holomorphic line bundles on weakly pseudoconvex
Kéhler manifolds. Then we give a new simple proof of a theorem of Uhlenbeck and Yau
that was the main technical difficulty in their proof of the Kobayashi-Hitchin corres-
pondence on compact Kéahler manifolds. This is done via a (1,1)-current interpreted a
posteriori as the curvature current of some quotient bundle. Thirdly, we investigate a
conjecture on the existence of regularizations of closed almost positive currents whose
Monge-Ampere masses are under control on a compact not necessarily Kéhler manifold.
This would yield a new characterization of Moishezon manifolds generalizing those of Siu
and Demailly given in response to the Grauert-Riemenschneider conjecture. We give a
uniform estimate of the loss of positivity in Demailly’s regularization-of-currents theorem
and an effective version of the global generation property of multiplier ideal sheaves on
pseudoconvex open sets of C”.
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Chapitre 0

Introduction

L’objectif de cette these est d’établir des résultats effectifs en géométrie analytique
complexe en vue d’applications a l’étude des variétés compactes, non nécessairement
kahlériennes, par exemple en termes d’existence de courants positifs fermés. La motivation
premiere était de poursuivre I’étude de certaines questions soulevées par la solution donnée
par Y. T. Siu ([Siu84, 85]) a la conjecture de Grauert-Riemenschneider ([GR70]) et
par la généralisation, via des inégalités de Morse holomorphes, due a J.- P. Demailly
([Dem85]). Malgré des avancées importantes dans cette direction, comme celles de L.
Bonavero ([Bon93]), de S. Ji et B. Shiffman ([JS93]), ou celle plus récente et spectaculaire
de J.- P. Demailly et M. Paun ([DP01]), beaucoup reste a faire et un certain nombre de
conjectures semblent encore hors de portée.

Deux types de méthodes effectives sont au coeur de cette these. D'une part, il est fait
un ample usage d’estimations L2, notamment le théoréme de prolongement d’Ohsawa-
Takegoshi-Manivel ([OT87], [Man93]), le théoreme de division de Skoda ([Sko72b], [Sko78]),
et les estimations L? de Hormander pour l'opérateur de Cauchy-Riemann ([Hor65]).
D’autre part, la théorie des courants (quasi)-positifs fermés, initiée par P. Lelong ([Lel57]),
est au centre des préoccupations de la derniere partie. Le théoreme de régularisation des
courants de J.- P. Demailly ([Dem92]) constitue a la fois I'instrument et le point de départ
des investigations dans cette partie.

Voici une description des problemes abordés dans la these.

Premieére partie: une généralisation du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi

Soit X une variété complexe faiblement pseudoconvexe de dimension n, munie d’une
métrique kdhlérienne w, et Y C X une sous-variété lisse fermée de codimension r définie
comme le lieu des zéros d'une section holomorphe s € H°(X, E) d'un fibré holomorphe
hermitien £ — X de rang . T. Ohsawa et K. Takegoshi ([OT87]) ont résolu le probleme
du prolongement des fonctions holomorphes, avec estimations de la croissance L?, de la
sous-variété Y a la variété ambiante X. Ultérieurement, L. Manivel ([Man93]) a généralisé
ce résultat dans le cadre plus géométrique des sections holomorphes d’un fibré hermitien
satisfaisant certaines conditions de positivité.

Le premier objectif de cette these a été celui de généraliser le théoreme de prolongement
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L? d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel au cas des jets de sections dun fibré hermitien. Soit L un
fibré en droites hermitien satisfaisant certaines conditions de positivité, et k& > 0 un entier.
Alors, tout “k-jet transverse a Y,” a savoir toute section du faisceau de jets L ® OX/JIQH,
qui satisfait une certaine condition de croissance L?, peut étre prolongée en une section
holomorphe globale de L sur X, avec controle de la norme L? sur un compact arbitraire
de X.

Pour un k-jet f € HO(X, A"T* X ®L&0Ox /J%) et une fonction p > 0, nous définissons
en tout point y € Y la norme ponctuelle pondérée par p et associée a la section s, comme

IVf2 VR FI?
o7 (y) + Y (),
A7 (ds)2F e+ A7 (ds)2F 200
ol f € H (U, A"T% ® L) est un prolongement local de f & un petit voisinage U C X de
y, et VIfe C°(U,AN"Tx ® L ® SjN;‘,/X) est construit a l'aide de la connexion de Chern
du fibré vectoriel holomorphe A"T*X ® L, canoniquement muni de la métrique induite

par la métrique de L et par w. Nous définissons ensuite la norme L?k) pondérée de f par:

12 oy (W) = 1P (y) +

12,0 = /|f\sp(k A (ds)| 2 dVyo.

Pour tout entier £ > 0, on note également
JF L HYX, AT @ L) — HY(X,A"T% @ L ® Ox /9%

le morphisme de groupes de cohomologie induit par la projection naturelle Ox — O/ J’f/“.
Avec ces notations, notre premier résultat s’énonce de maniere précise sous la forme
suivante.

Théoreme 0.0.0.1 Soit X une variété complexe faiblement pseudoconvexe de dimension
n, munie d’une métrique kdhlérienne w, L un fibré en droites holomorphe hermitien, & un
fibré holomorphe hermitien de rang r sur X, et s € HY(X,E) une section génériquement
transverse a la section nulle. On définit :

Y :={zreX;s(z)=0,A"(ds)(x) # 0},

une sous-variété de X de codimension r. Supposons aussi que, pour un entier k > 0,
la (1,1)-forme i©(L) + (r + k)id'd"log|s|* est semipositive et qu’il existe une fonction
continue o > 1 sur X telle que les deux inégalités suivantes soient satisfaites sur X :

(0) iO(L) + (r + k) idd"log |s|? > o1 LOE)s:5)

s
(b) [s| < e

St Q C X est un ouvert relativement compact, on définit une fonction poids p = pg > 0

1
par ply) = - )
) D5, Tsun DT+ D)

ou D désigne la connexion de Chern de E.



Alors, pour tout ouvert 2 C X relativement compact et pour tout k-jet
fe HY(X,A"T% @ L® Ox/I5) tel que

/ |f|s or (k) |AT ds)|” QdVyw < 400,

il existe Iy, € HO(X, A"y ® L) tel que JFFy, = f et

|Fk|2 / 2
dv, < c* A"(ds)|*dVy,,
/Q |s[2" (= log |s])2 |f|s ) | (ds)|=dVy,
ot C’ﬁk) > 0 est une constante ne dépendant que de r, de k, de E, du diamétre de €0, et
de sup |[1©(L)]].
Q

La principale difficulté dans la démonstration de ce résultat consiste a obtenir I'unifor-
mité de la constante dans I'estimation finale. Comme pour le théoreme d’Ohsawa-Take-
goshi, l'intérét réside dans la partie quantitative du résultat. La dépendance par rapport
a s des estimations finales est completement explicitée dans le choix de la fonction poids
p. La constante O™ est indépendante de s. Nous appliquons essentiellement les inégalités
de Cauchy dans des cartes. Pour éviter I’apparition dans les estimations de croissance du
rayon (incontrolable) des cartes de coordonnées holomorphes locales de X, nous utilisons
I’application exponentielle et un théoreme de comparaison de type Rauch pour des variétés
riemanniennes completes.

Deuxieme partie: une preuve simple d’un résultat d’Uhlenbeck et Yau

Soit (E, k) un fibré vectoriel holomorphe de rang r muni d’une métrique hermitienne
C*> au-dessus d’'une variété kdahlérienne compacte X. Un sous-faisceau analytique cohérent
F C O(E) du faisceau localement libre O(FE) associé a E peut étre vu comme un fibré
avec singularités. En fait, J est localement libre dans le complémentaire d’un ensemble
analytique S C X de codimension > 2. Il correspond ainsi a un fibré vectoriel holomorphe
Fsur X \ S. Le sous- fibré F' — FE|x\g peut étre muni de la métrique déduite de A, et la
projection orthogonale 7 : Ejx\g — F définit une section C*° sur X \ S du fibré vectoriel
holomorphe End F, satisfaisant les relations:

(x) w=7" =72 (Id—7m)o D't =0

sur X'\S, ou D" est la partie de type (0, 1) de la connexion de Chern sur End E associée a la
métrique induite par h. La deuxiéme relation exprime le fait que la structure holomorphe
de F' est la restriction de la structure holomorphe de Ejx\s. Un argument standard de
théorie des courants implique que les 1-formes C* sur X \ S, D'm et D"x, définissent des
1-formes L? sur X apres prolongement par 0 sur S.

Par conséquent, tout sous-faisceau analytique cohérent F de O(FE) définit une section
7 € L3(X,End E) de I'espace de Sobolev des sections L? dont les dérivées premieres sont
encore L?, qui est C* dans le complémentaire d’'un ensemble analytique de codimension
> 2 et qui vérifie les relations ().



Le deuxieme objectif de la these a été celui de redémontrer I’affirmation réciproque de
facon relativement élémentaire. Cette réciproque avait été énoncée et démontrée par K.
Uhlenbeck et S. T. Yau ([UY86, 89]) comme une étape essentielle dans leur démonstration
de l'existence d'une unique métrique d’Hermite-Einstein dans tout fibré holomorphe stable
au-dessus d’une variété kahlérienne compacte. K. Uhlenbeck et S. T. Yau prouvaient ainsi
la correspondance de Kobayashi-Hitchin entre les fibrés holomorphes d’Hermite-Einstein
et les fibrés holomorphes semi-stables sur une variété kahlérienne compacte.

Il était déja connu, grace a des résultats de S. Kobayashi et M. Liibke, que tout fibré
d’Hermite-Einstein est semi-stable et se scinde en une somme directe de fibrés stables.
Le résultat important de K. Uhlenbeck et S. T. Yau affirme la réciproque, beaucoup
plus délicate, a savoir que tout fibré holomorphe stable E sur une variété kahlérienne
compacte admet une unique métrique d’Hermite-Einstein. La subtilité technique dans
leur démonstration consiste a produire un sous-faisceau destabilisant de F, si une certaine
suite de métriques construites sur £ ne converge pas pour définir a la limite une métrique
d’Hermite-Einstein. Ce probleme était résolu par le théoreme suivant dont nous donnons
une nouvelle démonstration.

Théoréme 0.0.0.2 Soit (E, h) un fibré holomorphe de rang r muni d’une métrique hermi-
tienne C* au-dessus d’une variété complexe kihlérienne compacte X et m € L?(X, End F)
tel que 7 = 7 = 7% et (Idg — 7) o Dy 47 = 0 presque partout.

Alors il existe F C O(FE) sous-faisceau analytique cohérent de O(F) et S C X sous-
ensemble analytique de codimension > 2 tels que:

]) TIx\s € COO<X \ S,EndE)
2)m=n*=n%et (Idg —m)o D}y ygm =0, sur X \ S
8) Fix\s = mx\s(Eix\s) = Ejx\g est un sous-fibré holomorphe de Ejx\s.

La démonstration donnée par K. Uhlenbeck et S. T. Yau a ce théoreme est extrémement
technique et n’est pas tres instructive. Notre approche est assez élémentaire et étudie un
(1, 1)-courant qui correspond a posteriori au courant de courbure d’un fibré quotient de E.

Troisieme partie: vers une régularisation des courants avec controle des masses
de Monge-Ampere

Les efforts de recherche dans cette direction trouvent leur origine dans la conjecture de
Grauert-Riemenschneider ([GR70]) et dans ses solutions et généralisations. Le but est celui
de comprendre la géométrie des variétés complexes compactes en termes de 'existence de
fibrés holomorphes (ou, plus généralement, de classes de cohomologie de type (1,1) non
nécessairement entieres) satisfaisant des conditions de positivité.

Le critere de projectivité de Kodaira, caractérisant la projectivité des variétés com-
pactes en fonction de l'existence de fibrés en droites amples, est peut-étre le premier
résultat fondamental dans cette direction, datant des années 1950. La notion d’amplitude
elle-meéme illustre les liens profonds entre les aspects algébrique et analytique de la
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géométrie des fibrés vectoriels. En fait, d’un point de vue algébrique, un fibré en droites L
sur une variété compacte X est dit ample si 'espace des sections globales de L®* définit un
plongement de X dans un espace projectif PV, pour k >> 1. L’amplitude est ainsi définie
par 'abondance des sections globales. Du point de vue de la géométrie différentielle, le
fibré en droites L est dit ample s’il possede une métrique hermitienne C'*° dont la forme de
courbure est définie positive. Ces deux définitions sont en fait équivalentes, et I'existence
d’un fibré en droites ample sur une variété compacte X est une condition nécessaire et
suffisante pour que X soit projective.

La notion de projectivité peut étre affaiblie en une version biméromorphe donnant
lieu a la notion de variété de Moishezon. Une variété compacte X est dite de Moishezon
si sa dimension algébrique (i. e. le degré de transcendance du corps K (X) des fonctions
méromorphes sur X) est maximale, égale & n = dim¢X. De méme, la notion d’amplitude
d’un fibré en droites a un correspondant biméromorphe plus faible, la notion de fibré gros.
Algébriquement, le fibré en droites L sur la variété compacte X, dim X = n, est dit gros
si la dimension h°(X,m L) des espaces de sections globales de ses puissances tensorielles
L®™ est de ordre de croissance maximal, & savoir m”™, pour m >> 1. Ainsi, 'espace
HO(X,L®™) des sections globales de L®™ définit un plongement biméromorphe de X
dans un espace projectif, pour m >> 1. La aussi, des équivalents analytiques existent.

Le plus remarquable est celui donné par Y. T. Siu ([Siu85]) en démontrant une
version généralisée de la conjecture de Grauert-Riemenschneider. Elle affirme qu'un fibré
en droites L sur une variété compacte X est gros des que L possede une métrique
hermitienne C'*° dont la forme de courbure est semi-positive partout et définie positive
en un point. Un résultat complémentaire de S. Ji et B. Shiffman ([JS93]) affirme que
I'existence d’une métrique hermitienne, éventuellement singuliere, dont le courant de
courbure est strictement positif (courant kdhlérien dans leur terminologie), est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’un fibré en droites L — X sur une variété compacte
soit gros. Cette deuxieme caractérisation ne demande plus la régularité de la métrique
hermitienne, mais demande en contrepartie une condition plus forte de positivité.

Un progres substantiel dans cette direction a été fait en 1985 par J.- P. Demailly
([Dem85]) peu apres le résultat de Y. T. Siu ([Siu85]). Ses inégalités de Morse holomorphes
ont permis de généraliser encore davantage le théoreme de Siu, en affaiblissant I’hypothese
de positivité sur la courbure du fibré L. Un autre progres important, le théoreme de
régularisation des courants, du également a J.- P. Demailly ([Dem92]), a permis a S. Ji et
B. Shiffman d’obtenir le résultat mentionné ci-dessus, simultanément avec un travail de
L. Bonavero ([Bon93]) qui obtenait indépendamment un résultat équivalent.

Notre travail dans la derniere partie de la these s’est concentré sur une généralisation
du théoreme de régularisation des courants de J.- P. Demailly, qui n’existe encore que
conjecturalement, et qui permettrait de faire un autre progres substantiel dans la conti-
nuation de ceux décrits ci-dessus. Elle permettrait, entre autres, d’obtenir une version
singuliere des inégalités de Morse holomorphes de J.- P. Demailly (une telle version, due
a L. Bonavero ([Bon93)), existe déja dans le cas particulier d'une métrique ayant un type
spécial de singularités, appelées analytiques). Elle permettrait aussi d’obtenir le résultat
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suivant qui englobe les résultats de Siu et de Ji-Shiffman mentionnés plus haut.

Conjecture 0.0.0.3 Soit L — X un fibré en droites sur une variété complexe compacte
de dimension n. Alors L est gros si (et seulement si) il existe une métrique hermitienne
h, éventuellement singuliere, sur L, telle que

iOn(L) >0 sur X et / (104(L)ee)™ > 0,
X

ot Oy (L)q. désigne la partie absolument continue du courant de courbure.

Voici le cadre de ces questions. Soit T' = a+i90p un courant quasi-positif, d-fermé, de
bidegré (1,1) sur une variété complexe compacte X, ou « est une (1, 1)-forme réelle C*°
et o est une fonction quasi-psh. Soit v une (1, 1)-forme réelle continue telle que T > 7.
Le théoreme de régularisation de J.- P. Demailly ([Dem92]) affirme, entre autres, que T
est la limite faible d’une suite (7,,) de courants fermés réels lisses de bidegré (1, 1), dans
la méme classe de cohomologie que T, éventuellement avec une partie négative. La partie
négative peut étre bornée en fonction des nombres de Lelong de T' et de la géométrie de
la variété ambiante X.

Une autre version de ce théoreme concerne la régularisation par des courants a singu-
larités analytiques. Le courant quasi-positif T = a+i90¢ est dit & singularités analytiques
si son potentiel quasi-psh ¢ est a singularités analytiques. Ceci signifie qu’il s’écrit locale-
ment sous la forme:

o =S log(|fi]* + -+ |fn]?) + v,

ol fi, ..., fn sont des fonctions holomorphes, v est une fonction localement bornée et ¢ un
réel positif. Il est possible d’approcher T par des courants T}, = « + i00¢,, & singularités
analytiques sans modifier de maniere significative les nombres de Lelong. L’avantage par
rapport a la version précédente est que la perte de positivité est maintenant négligeable.

Théoréme 0.0.0.4 (Demailly, 1992.) Soit T = « +i00¢ un courant quasi-positif, d-
fermé, de bidegré (1,1) sur la variété complexe compacte X, ot « est une (1,1)-forme
réelle C™ et ¢ est une fonction quasi-psh. Soit v une (1,1)-forme réelle continue telle que
T > v et w une métrique hermitienne C* sur X .

Alors, il existe une suite de fonctions quasi-psh ., telle que chaque @, est a singu-
larités analytiques et :

. | log | 1
(@) (o) < o) < sp o(0)+ 0 (LB i )

par rapport 4 des ouverts de coordonnées qui recouvrent X, pour tout r > 0 tel que
la boule B(x,r) est incluse dans un tel domaine de carte. En particulier, (vn,) converge
ponctuellement et en norme L' (X) vers ¢ (et donc les courants T,, = a-+iddp,, convergent
faiblement vers T lorsque m tend vers +00), et :

(1) V(@) — — < V(pm,x) < v(p, ), pour tout = € X ;
m

(ii1) T = o+ 100 > ¥ — € w, avec &, > 0 qui décroit vers 0.
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Néanmoins, ce théoreme ne donne pas de controle des masses de Monge-Ampere des
courants T,, + €,, w lorsque m — +00, a savoir un controle asymptotique des expressions

/(Tm+5mw)k/\wn_k, k=1,...,n,
X

les intégrales étant calculées sur les ensembles des points lisses des courants. Le résultat
envisagé est le suivant.

Conjecture 0.0.0.5 Sous les hypotheses du théoréme 0.0.0.4, on peut choisir la suite
(T)m de sorte que:

lim &, /(Tm +emw) AW =0,

m—-+00
X

pour tout k =1,... n.

Nous esquissons maintenant les idées envisagées pour résoudre ce probleme et les
quelques résultats préliminaires obtenus.

La premiere étape consiste a trouver une estimation des réels ¢, qui mesurent la perte
de positivité de T,, par rapport a 7. Nous obtenons cette estimation en rendant effectifs
une partie des arguments de 'article initial de J.-P. Demailly [Dem92]. Les estimations
L? de Hérmander jouent un role essentiel.

Proposition 0.0.0.6 Sous les hypothéses du théoreme 0.0.0.4, si le courant quasi-positif
fermé T = a+id0p de bidegré (1,1) vérifie T > v sur une variété hermitienne compacte
(X,w), pour une (1,1)-forme réelle v de classe C', alors les courants régularisants
T,, — T peuvent étre choisis tels que

- C
Ty = a+i00Yy > v — —=w, pour une constante C > 0 indépendante de m.

m

Une variante de ce résultat donne une meilleure estimation pour la perte de positivité
des courants régularisants T}, si la forme 7 est supposée de plus fermée et de classe C*.

Proposition 0.0.0.7 Soit (X,w) une variété hermitienne compacte et T = a + i00p un
courant quasi-positif fermé de bidegré (1,1) qui vérifie T > ~ pour une (1,1)-forme réelle

v supposée fermée et de classe C™. Alors les courants régularisants T,, — T" donnés par
le théoreme 0.0.0.4 peuvent étre choisis en sorte que

= C
Ty =a+ 1000, >v7— —uw,
m
pour une constante C' > 0 indépendante de m.
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Dans la procédure locale d’approximation d’une fonction psh par des fonctions psh
a singularités analytiques, J.-P. Demailly utilisait de maniere essentielle le théoreme
d’Ohsawa-Takegoshi en un point. Dans ce nouveau contexte, nous avons besoin de savoir
estimer une des dérivées partielles de la fonction construite par extension. Le théoreme
d’Ohsawa-Takegoshi sera appliqué maintenant sur une droite pour construire une fonction
holomorphe de n variables, avec estimations L?, & partir d'une fonction holomorphe définie
sur une droite complexe. Cette fonction d’une variable complexe, qui sera prolongée, est
construite en résolvant un probleme de théorie du potentiel en une variable.

Ce résultat, combiné avec le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi appliqué sur une droite,
nous permet de controler la croissance des potentiels locaux des courants 7),, qui approchent
le courant initial 7. Pour obtenir le résultat global envisagé, on peut éclater le faisceau
d’idéaux globalement défini J(mT") dans la variété X. Il est essentiel d’arriver a controler le
nombre de cartes dans la variété éclatée. Pour cela, une version effective, avec estimations,
du théoreme de Nadel ([Nad89]) affirmant la cohérence des faisceaux d’idéaux multipli-
cateurs, semble nécessaire. Le résultat suivant répond partiellement a ce probleme.

Théoreme 0.0.0.8 Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur un ouvert pseudoconvezxe
borné Q@ C C" de diamétre d, m un entier positif, et (0., j);>0 une base orthonormée
quelconque de [’espace de Hilbert

Ha(mep) ={f € O(Q); [o [ €72 d\ < +o0}.

Alors, pour tout point x € Q et tout 0 < r < 1 tel que B(xz,r) CC , il existe une

5 I r  (r)ynt+2
constante C(n) > 0 ne dépendant que de n, telle que pour v’ = nC(n)<d) on a la

propriété suivante : pour toute section f € T'(B(xz,7),I(mey)) avec

/ |f?e™?™d\ = C; < +o0,
B(x,r)

il existe des fonctions holomorphes by, ; € O(B(x,r")), j > 0, telles que

+o00
=2 bmjom; surB(z,r),
=0

et
+oo
1 C(n),(r/d)>+?)
sup Y by, ;> < C;.
B(x,r") jZO ! (1 - 7”/d)Q d

Ceci donne une version effective de la génération du faisceau d’idéaux multiplicateurs
J(mep) par ses sections globales. Il serait souhaitable d’obtenir la génération de ce faisceau,
avec estimations, par un nombre fini, contrélable, de sections globales o, ; sur tout ouvert
relativement compact €' CC 2. Ceci pourrait étre vu comme une version effective de la
propriété noethérienne forte des faisceaux cohérents IJ(mep).
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Chapitre 1

Un théoréme de prolongement L? de
jets de sections holomorphes d’un
fibré en droites hermitien

Soit (X,w) une variété kdahlérienne faiblement pseudoconvexe, Y C X une sous-variété lisse
fermée définie par une section holomorphe d’un fibré vectoriel sur X, et L un fibré en droites
hermitien possédant certaines propriétés de positivité. Nous démontrons que pour tout entier
k > 0, toute section du faisceau de jets L ® Ox /J];H, satisfaisant une certaine condition L2,
peut étre prolongée en une section holomorphe globale de L sur X avec controle de la croissance
L? sur un compact arbitraire de X. En particulier, si Y est un point, ceci donne I’existence
d’une fonction holomorphe globale, avec contréle de la norme L%, pour laquelle on a prescrit les
valeurs de toutes les dérivées jusqu’a 'ordre k en un point. Ce résultat généralise les théoréemes
de prolongement L? de Ohsawa-Takegoshi et de Manivel au cas des jets de sections d’un
fibré en droites. Une difficulté technique est d’assurer 'uniformité de la constante intervenant
dans l'estimation finale. Nous utilisons pour cela I'application exponentielle et un théoreme de
comparaison de type Rauch pour des variétés riemanniennes completes.

1.0.1 Introduction

Le théoreme de prolongement de fonctions holomorphes, avec controle de la croissance
L?, d’'une sous-variété d'une variété complexe a cette variété tout entiere, di & T. Ohsawa
et K. Takegoshi ([OT87]), a été généralisé par L. Manivel ([Man93]) dans le cadre plus
géométrique des sections holomorphes d’'un fibré hermitien. L’objectif de ce travail est
de généraliser le théoréme d’extension L? d’Ohsawa-Takegoshi-Manivel au cas des jets
de sections d'un fibré en droites hermitien au-dessus d’une variété complexe kahlérienne
faiblement pseudoconvexe. Nous nous proposons ainsi de résoudre le probleme plus général
suivant:

Probléeme. Etant donné une variété analytique complexe X, une sous-variété lisse 'Y,
un fibré en droites hermitien L sur X et une section holomorphe f de L surY satisfaisant
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de bonnes propriétés L2, trouver une extension holomorphe de f a X, ainsi qu’une esti-
mation L* de celle-ci, ayant en plus, localement sur'Y, des dérivées partielles prescrites
Jusqu’a un certain ordre donné d’avance.

Précisons d’abord le cadre. Soit X une variété analytique complexe de dimension n
et Y C X une sous-variété lisse fermée. Pour tout entier &k > 0 considérons les faisceaux
de jets suivants: le faisceau des k-jets “totaux”, défini comme étant le faisceau associé
au fibré dont les fibres sont (J*Ox), = Oxx/(m';rg} Ox.), pour tout x € X, ot my,, est
I'idéal maximal de Ox ,, ainsi que le faisceau des k-jets “transverses a Y,” défini comme

étant le quotient (‘)X/J’f,ﬂ. Siz €Y, il existe des coordonnées locales zy,...,z, sur un
voisinage U de x, centrées en z, telles que Y NU = {2 = -+ = 2z, = 0}, ou 7 est la
codimension de Y dans X. On note z = (z1,...,2,) et 2/ = (241, -+ ,2,) si bien que 2’

est la coordonnée sur Y. Par rapport a ces coordonnées, les fibres en x des deux faisceaux
de jets 'écrivent: (J5Ox)e = { 30 aapz®2}1(0x/T5 )y = { 3 aapz®2"}. Ceci
lal+]B|<k la|<k,B
montre que le faisceau J*Ox est localement libre, tandis que Ox/ J’;H ne l'est pas.
Considérons également le schéma non-réduit Y *+D défini par le faisceau d’idéaux
J’;H, ce qui signifie que Y**Y =Y en tant quespaces topologiques, et que son faisceau
structural est donné par Ox/ J'f/*l. Nous allons prolonger des (n,0)-formes holomorphes
définies sur Y**tD & valeurs dans un fibré en droites L — X, c’est-a-dire des sections
fe H(XAT*X @ L ® Ox/T5).
Supposons dorénavant que la sous-variété Y C X est définie comme

Y ={xe X;s(x)=0,A"(ds)(x) # 0},

pour une section s € H°(X, ), génériquement transverse a la section nulle, d’un fibré
vectoriel holomorphe hermitien E de rang r. Supposons aussi X munie d’une métrique
kahlérienne w.

Nous allons définir maintenant, pour tout k, la norme L?k) d’un k-jet. Soit donc
f e HYX,A"T*X ® L ® Ox/I%™). Le fibré vectoriel holomorphe L' := A"T% ® L
est canoniquement muni d’'une métrique induite par la métrique initiale de L et par
la métrique de référence w de X. Soit V la connexion de Chern associée a cette métrique
de L' et V = V1Y 4 V%! sa décomposition en sa partie (1,0) et sa partie (0,1). Fixons
un point quelconque y € Y et soit U un voisinage de Stein dans X. Le morphisme
HO(U,L') — H°(U,L' ® Ox /%™, induit au niveau des espaces de sections locales par le
morphisme surjectif de faisceaux L' — L' ®Ox /I5+! est alors surjectif. Soit f € HO(U,L')
un relevement local de f.
Considérons maintenant le morphisme C* de fibrés T* Xy — N;/X qui représente le
scindage C'*°, orthogonal pour w, de la suite exacte:

0— N}

x 2 TP Xy = T7Y = 0.

Soit Vf = VM f € HOU,I ® T*X). On pose Vf € C®(U,L' ® Ny /x), obtenu par la

projection naturelle de V°f via le morphisme surjectif de fibrés T*X y — Ny /X Alors
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VLOVIf) e C®(UL'®N Y/X ®T*X). On a noté ici par le méme symbole V la connexion
de Chern associée a la métrique induite canoniquement sur L' @ Ny y/x bar w et par la

métrique de L', et V1 sa composante de type (1,0). Posons V2f € C>°(U,L' ® SN Ny x),

la projection de V»9(V!f) via les morphismes surjectifs de fibrés:

N)*//X ® T*XIY — NY/X ® N*/X — SN, Y/X

Supposons que l'on ait déja construit Vi—1 f € C>(U,L’®S77tN, Y/X) Alors Vl’O(ijlf) €
C®(U,L'®S"~1 N} x@T*X ). Comme précédemment, V désigne ici une nouvelle connexion
sur un nouveau fibré, & savoir la connexion de Chern du fibré L' @ S7'N /x muni de la
métrique induite canoniquement par w et par la métrique de L, et V50 sa composante

de type (1,0). Posons Vif € C®(U,L' ® S Ny x), la projection de VHO(VI=1f) via les
morphismes surjectifs de fibrés:

SITING

x @T*X — ST7INY  ® Ny x = SINY .

On a ainsi construit par récurrence V7 f € C>(U,L ® SjN;/X) pour tout entier positif 7.

Les normes ponctuelles | f|2(y), . ..,|V*f|2(y) sont ainsi bien définies en tout point y € ¥
par rapport aux métriques induites canoniquement sur les fibrés respectifs par la métrique
de L' et la métrique de référence w sur X.

Définition 1.0.1.1 Pour un k-jet transverse f € HY (U, A"T*X @ L ® Ox /I5tY) et une
fonction p > 0 sur U on définit, en tout point y € Y NU, la norme ponctuelle pondérée
par p et associée a la section s, comme :

V'
Ar(ds) P )

et la norme L ponderee comme :

[V FP
[Ar(ds)PF e

(y) +

12000 @) = | FIP(y) + (v),

12,0 = ﬂmwmwmwwu

Exemple 1.0.1.2 Considérons le cas ou X = () est un ouvert pseudoconvexe borné
de C" qui contient 0, z = (z1,...,2,) est la coordonnée sur C" et ¥ = {2 = --- =
2z, = 0} N Q. Prenons F = Q x C" muni de la métrique triviale plate, L = Q x C et

_ 21 2r 2 _ 1 |zt
s = - . - . Pour tout z € Q.|s(2)|* = 52— < La donnée du
ediam@’ ’edlamﬂ) € Qs(2)] e? (diamq)z — 62

jet f est alors la donnée de fonctions holomorphes aq, |a| < k, sur Y. Sa norme L? est
donnée par:

s Jaol aa N
ﬂmwwdmdmj/m TVt Y [
e MTPR e



|aoz|2
dVy .
+Z/ )2 A" (ds) 255 prlrtR)

lal=ky

Il est bon de remarquer que la norme |f|? ) (k)(y) du k-jet f au point y € Y ne dépend

pas du choix du relevement local ]f . En fait, si f € H°(U,L') est un autre relevement de
fiv € HY(U,L' ® OX/JI;,H), alors f et f ont le méme jet transverse d’ordre k£ sur U NY

(égal a fiy). Ceci entraine que Vif = ij en tout point de U N'Y, pour tout entier
j=0,..., k.

Notation 1.0.1.3 (a) Pour un k—jet transverse f € H'(UA"TY @ L ® Ox /I5Y), notons
Vif= (V]f)|Umy, pour tout j =0, ...,k et un relevement quelconque f € HY(U,A"T3®L)
de f.

(b) Pour tout entier k > 0, notons
JECHY X AT @ L) — HY(X,A"T% ® L ® Ox /95

le morphisme de groupes de cohomologie induit par la projection naturelle O x — OX/J';H.
Nous pouvons énoncer maintenant le théoreme d’extension de jets.

Théoréme 1.0.1.4 (Théoréme principal) Soit X une variété complexe faiblement
pseudoconvexe de dimension n, munie d'une métrique kahlérienne w, L un fibré en droites
holomorphe hermitien, E un fibré holomorphe hermitien de rang r sur X, et s € H(X,E)
une section génériquement transverse a la section nulle. On définit :

Y :={zx e X;s(x)=0,A"(ds)(z) # 0},

une sous-variété de X de codimension r. Supposons aussi que, pour un entier k > 0,
la (1,1)-forme i©(L) + (r + k)id'd"log|s|* est semipositive et qu’il existe une fonction
continue o > 1 sur X telle que les deux inégalités suivantes soient satisfaites sur X :

(a) (L) + (r + k) idd" log s[> > a—t LOL)S:5)

B
(b) |s| <e .
S1 Q) C X est un ouvert relativement compact, on définit une fonction poids p = po > 0

1
par p(y) = :
) D5, Tsun DT+ Dl

ou D désigne la connexion de Chern de E.

Alors, pour tout ouvert 2 C X relativement compact et pour tout k-jet
fe HY(X,A"T: @ L® Ox/I5Y) tel que

/ Kilks o) [N (ds)]” 2dVy. ., < 400,
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il existe Iy, € HO(X,A"Ty @ L) tel que J*Fy, = f et

‘F’f|2 k / _
dVx,., < O 2 [AT(ds)|72d
/Q 5[ (= log |s])2 Vxw <G g |f15, . ey [N (ds) |77 dVy o,

ot O > 0 est une constante ne dépendant que de r, de k, de E et de sup |[iO(L)||.
Q

Explications. (a) La section s € H°(X,E) induit un morphisme de fibrés vectoriels
ds : Tx — FE dont le noyau est Ty. Ainsi ds induit un isomorphisme de fibrés vectoriels
ds : Tx /Ty — E et donc une section A" (ds) partout non-nulle du fibré A"(Tx /Ty )*®détE.
La norme |A"(ds)]| est calculée par rapport a la norme induite par w sur A"(Tx /Ty )* et
celle induite par la métrique de E sur détE. La notation |[i©(L)|| désigne la norme du
tenseur de courbure de L vu comme (1,1)-forme sur X. Remarquons aussi que seule
I'hypothese (a) est essentielle: si (a) est satisfaite pour un choix de la fonction a@ > 1,
on peut toujours réaliser (b) en multipliant la métrique de E par un poids suffisamment
petit e7X°¥ ol ¥ est une exhaustion psh de X et y une fonction réelle convexe croissante.
La propriété (a) est maintenue apres multiplication de la métrique de L par le poids

1 .
e~ (rktag )xo¥ “avec o = inf a(x).
rzeX

(b) Il serait souhaitable d’étendre ce résultat au cas des formes différentielles D”-
fermées de bidegré (0, ¢). La difficulté provient du fait que 'opérateur d n’est pas hypo-
elliptique en bidegré (0,q), ¢ > 1. C’est pourquoi la régularité de la solution n’est pas
garantie. Cette difficulté, déja présente dans le travail de L. Manivel ([Man93]), n’a pas
encore été surmontée. Nous renvoyons pour des détails a ([Dem99], §5).

(c) Le résultat précédent s’étend directement au cas ou le fibré en droites L est muni
d’une métrique hermitienne singuliere. En fait, un poids local ¢ pour la métrique de L
s’écrit comme la limite décroissante d’une famille de fonctions p. = @ * p. € C'* obtenues
par convolution avec des noyaux régularisants. Comme la constante ™ e dépend que
de la croissance de la forme de courbure {90y, une méme constante existe pour tous les
. L’estimation pour ¢, avec cette méme constante, est alors obtenue par passage a la
limite quand € — 0.

Le théoreme suivant est un cas particulier du théoreme principal pour un ouvert
pseudoconvexe borné 2 C C".

Théoreme 1.0.1.5 Soit 2 C C" un ouvert pseudoconvere borné et Y C ) une sous-
variété lisse fermée définie par une section s € H°(X, E) d’un fibré holomorphe hermitien
E de rang r dont la forme de courbure est bornée. Supposons que |s| < e™! sur Q. Soit
p > 0 la fonction poids définie par:

1
| Ds M| sup([[D?s¢|| + || Dsel[)’
£eq

ply) = |

ou D est la connexion de Chern de E.
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Alors, pour tout entier positif k et toute fonction psh o sur ), il existe une constante
Cﬁk) > 0 ne dépendant que de E, de Q) et du module de continuité de o, telle que pour

toute section holomorphe f de Og/ﬂ@“ qui vérifie

/|f\s o \A” ds)| 2 e ?dVy < +oo,

il existe une fonction holomorphe Fj, sur §) telle que J*Fj, = f et

|Fk5|2 — k 2 r 9 _
| g = e <O [V a7
Y

Le cas ou Y = {z} est un point est particulierement intéressant. La donnée du jet f
en 2o est la donnée de nombres complexes a, € C, |a] < k, a = (ay,...,a,). On prend
s = (ediam Q)~! (2 — 29) vu comme section du fibré trivial £ = Q x C" . Il est clair que
|s| < e !et que:

/‘f|s o) [N (ds)[ P €77 = ( ) |aa|2> e~ #=0),

la|<k

Comme —log|s| = Llog|s|™® < 1[s|™, pour tout e > 0, on peut remplacer dans le
dénominateur |s|**(— log| )2 par |s|?("=%). Nous obtenons ainsi le

Corollaire 1.0.1.6 Soit 2 C C" un ouvert pseudoconvexe borné et un point zy € €.
Alors, pour tout entier positif k et toute fonction psh ¢ sur ), il existe une constante
C > 0 ne dépendant que du module de continuité de ¢, telle que pour tous scalaires
a, € C, o] < k, il existe une fonction holomorphe f sur Q de sorte que f(z9) = ao,
8af(zo) = o, 1 < || <k et

0z
‘f|2 —p(z) C(k) 2
ot W) S g | 2l

Q

la|<k

Dans la premiere partie de la démonstration du théoreme 1.0.1.4, nous reprenons
les idées de la démonstration initiale d’Ohsawa et de Takegoshi ([OT87], [Ohs88]) sous
la forme plus géométrique adoptée par Manivel ([Man93]) et simplifiée par Demailly
([Dem99]), que nous adaptons a notre situation plus générale. La démonstration repose

r “la technique des bosses” qui consiste a concentrer la courbure du fibré L sur un
voisinage de la sous-variété Y. Ceci mene naturellement a définir un nouvel opérateur de
courbure et & démontrer un théoréme d’estimations L? qui est une adaptation de celui
de Hormander a cet opérateur de courbure modifié. L’outil principal est une inégalité
de type Bochner-Kodaira-Nakano, due a Ohsawa [Ohs95]. La démonstration se poursuit
par la résolution d’une équation de l'opérateur O, avec estimations L?, & l'aide de ce
théoreme modifié de Hormander. Cette partie occupe le paragraphe 1.0.3 et est commune
aux démonstrations des théoremes 1.0.1.4 et 1.0.1.5.
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Dans la deuxieme partie de la démonstration du théoreme 1.0.1.4, 'objectif principal
est d’assurer I'uniformité de la constante qui apparait dans I’estimation L?. Nous traitons
séparément les théoremes 1.0.1.4 et 1.0.1.5 pour démontrer la partie quantitative du
résultat. Au paragraphe 1.0.4, une application des inégalités de Cauchy nous permettra
d’obtenir un controle de la croissance du k-jet d’une fonction holomorphe en fonction de
la croissance de cette méme fonction et d’achever ainsi la démonstration du théoreme
1.0.1.5. Pour avoir des estimations L? intrinseques et indépendantes du rayon des cartes
de coordonnées holomorphes locales de X dans le théoreme 1.0.1.4, nous utiliserons
I’application exponentielle pour nous ramener a une étude dans l'espace tangent a X
en un point. La technique des champs de Jacobi nous permettra d’établir un résultat de
géométrie riemannienne, voisin du théoreme de comparaison de Rauch, au paragraphe
1.0.5. Au paragraphe 1.0.6 nous obtenons I'estimation finale dans le théoreme principal a
I’aide du lemme de Garding sur les solutions des équations elliptiques. Enfin, au paragraphe
1.0.7, nous nous affranchissons de la restriction faite au cours de la démonstration sur la
sous-variété Y d’etre lisse et fermée, par un petit argument standard bien connu.

1.0.2 Rappels et préliminaires

Version modifiée de I’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano

Soit (X,w) une variété kdhlérienne munie d'une métrique kahlérienne complete w,
(E,h) un fibré en droites hermitien sur X et D la connexion de Chern associée. On note

O(E)=D?>=D'D"+D"D" € C*(X,A"'T*X ® End F)

le tenseur de courbure de E. On considere également l'opérateur L = w A ». Pour tout
bidegré (p, q) on définit 'opérateur hermitien de courbure associé par :

A, = [0(D),A] = [iO(E), Ay,

agissant sur C®(A”1T% ® E) a valeurs dans C*°(AP9T% ® E). Alors, on a la version
classique de ["inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano:

10"l + D™ ul|* > ([(O(E),Au]u.u),

pour tout u € D(X,APITY @ E).

L’ingrédient essentiel dans la démonstration du théoreme de prolongement d’Ohsawa-
Takegoshi [OT87, Ohs88] était une version modifiée de cette inégalité. Elle a ensuite été
améliorée par Ohsawa [Ohs95] sous la forme suivante :

Proposition 1.0.2.1 (Inégalité fondamentale de courbure.)

Soit (X,w) une variété kihlérienne, la métrique kihlérienne w étant arbitraire (pas
forcément complete), (E,h) un fibré hermitien sur X, et n, A > 0, des fonctions C*
sur X.
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Alors, quel que soit u € D(X,AP1T% @ E), on a:
172 + A2) D™ul[* + ||n% D"ul[? + ||A2 D'ul]? + 2||A\"2 d'p Aul]? >
> ([niO(E) —id'd"n — i\ d'n A d'n, A u,u).

Pour démontrer cette inégalité, on a besoin de relations de commutation modifiées. C’est
I'objet du lemme suivant:

Lemme 1.0.2.2 Soit L:=w Ae ,A:=L* etn >0, une fonction C*. Alors:
(a)  [d'n, Al =i(d"n)*, [d"n, A] = —i(d'n)*
(L, (d'n)*] = —id"n, [(d"n)*, L] = —id'n.

(b) lid'n A d"n, Al = d'n(dn)* — (d"n)* (d"n) = (d"n) (d"n)* — (d'n)*d'n, ou (d'n),(d"n)
désignent les opérateurs d'n A e, respectivement d'n A e, (d'n)*, (d'n)* désignent leurs
adjoints hilbertiens, et id'n A\ d"n désigne l'opérateur idn Nd"'nNe.

Preuve. (a) Il suffit de démontrer la quatrieme relation. Les trois autres seront déduites
de celle-ci en prenant le conjugué ou l’adjoint. Il faut donc démontrer que pour toute
(p,q)-forme v, on a:

[(d"n)*,Llv = —idnAv<e (d'n)*(wAv) —wA ((d'n)*v) = —idnAwv.

Soit z € X un point quelconque et zy,...,z, des coordonnées locales centrées en x. Par
rapport a ce systeme de coordonnées, on a:

(@m0 =32 2o

J

En fait, (u,(d"n)*v) = (d"n Aup) = [ E —dz; Nuw) dV =

= [ (d5 nugtodV = [ T ﬁwmf« T2 (L),
J
pour tous u,v a support compact.

On obtient alors: [(d"n)*,L]jv = Z g—; B%J_J (WAv) —wA (X g—; B%jjv) =

J

—zwxgjww+z%w<%J>zﬁ%m@%w=
=22 (1) A

Comme il s’agit d’établir une relation point par point, on peut supposer que

w =1 Y dz; Adz, au point z ou l'on se place. On obtient alors:
k
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a%jjw =—i Y dz N ((%szk) = —idz;.
k

Ceci montre que [(d"n)*,Lljv = —i > % dzj Nv = —id'n Awv, pour tout v.
; j
(b) En fait, [idn A d"n,A] =idnANd'nA —iNdnAd'n=

=idnA(d'mA—ANd"n)+idnANAd'np—i(Adn—dnAAN)d'n—
—idnANANd'n=

— idn A [d'n,A] — i [Adn] d'n = d'y (d'n)* + d ()"
On a utilisé les relations obtenues au point (a).
La deuxieme égalité est équivalente a:

[(d'n,(d'm)*] = [d"n,(d"n)*]. En coordonnées locales z1, . ..,z,, on a:

[dz; A e, %Jo] = 0,1, et [d"n,(d"n)*] = > g—; g—%. En prenant le conjugué, on obtient la
J
méme expression pour [d'n,(d'n)*], d’ou I'égalité. O

Preuve de la proposition 1.0.2.1. Considérons les opérateurs de Laplace-Beltrami
“perturbés”:

DD +D™D" = n[D',D*]+ [D'm] D" + [D™n] D’
— TIA/ _"_ (d,TI)D * (d,’I])*Dl,
DD+ D"*nD" = y[D".D"] + [D" ] D"* + [D"* ] D"
— nAI/ + (dl/n)D * (dl/n)*D/l.

En soustrayant la premiere égalité de la deuxieme et en utilisant I'identité de Bochner-

Kodaira-Nakano A” — A" = [i©(F),A], on obtient:

D'nD"* 4+ D"*nD" — D'nD™* — D"*nD’' =
(1) =nlO(E)A]+ (d"n)D"* — (d"n)*D" + (d'n)*D' — (d'n)D".
Par ailleurs, I'identité de Jacobi donne:

[D”’[dln’AH - [d/n’[A’DHH + [A’[D”’d/n“ =0,

les relations de commutation fondamentales donnent [A,D"] = —iD"™*, et les relations de
commutation modifiées donnent [D” d'n] = —(d'd"n) et [d'n,A] = i(d"n)*. Nous obtenons
finalement :
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i[D" (d"n)*] +ild'n, D] — [A,(d'd"n)] = 0,
ce qui montre que:
d'd"y, N = (D" (@"n)"] + [D'* '] = D"(d"n)* + (d"n)* D" + D*(dn) +
+(d'n)D"™.
On rajoute ceci a ’égalité (1) pour obtenir:
D'nD"* + D"*nD" — D'nD™* — D*nD’ + [id'd"n,A] =
= n[iO(E),A] + (d"n) D™ + D"(d"n)* + (d'n)* D'+ D™*(d'y).

Nous appliquons cette identité a une forme u € D(X,APIT¥ ® FE) et nous en prenons le
produit scalaire avec u. Nous obtenons alors:

(DD Yuu)) = (nD"*u,D"*u)) = ||n=D"*u|?,
et 'analogue de cette relation pour les autres termes. Ces identités impliquent ainsi:
It D" ul[? + lln D"ul? = | D'ul? = |1 Dl ? =
= ([iO(E) — id'd"n,AJuu) + 2Re{(D"*u,(d"n)*u) + 2Re({(D'u,d'n A u)).
En négligeant le terme négatif —||nz D'ul|2—||nz D*ul|? et en rajoutant les carrés suivants :
[[A2 D™ u||” + 2Re((D"*u,(d"n) ) + [|]A"2 (d"n)*ul > > 0,
A2 D'ul[? + 2Re((D'u,d'n A u)) + [|A"2d'n Aul|2 > 0,
nous obtenons:
107 + XD a2 + [ D"l + ||\ Dl ? + A—Sdn Al ? + A (@) al?
> ([1iO(E) — id'd"n, Au,u).
Le point (b) du lemme précédent donne:
(d'n)*(d'n) — (d"n)(d"n)* = [id"n A d'n,A],

Xy Aull? — [AE (@) ul2 = — (A A d'p,Alu,a),
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Nous n’avons plus qu’a rajouter la seconde identité a la derniere inégalité pour obtenir le
résultat. O

Dans le cas particulier des (n,q)-formes, les formes D'u et d'n A u sont de bidegré
(n+1,q), et donc nulles, et I'inégalité précédente devient :

(2 + A2)D"™*u||? + ||nz D"u||? > ([niO(E) — id'd"n — ix~‘d'n A d"n,Aluu).

Théoréme d’existence L2. L’inégalité fondamentale de courbure permet de déduire un
théoreme d’existence L? analogue & celui de Hormander [Hor65, 66] dans le contexte d’'un
opérateur de courbure modifié. Il s’agit de la

Proposition 1.0.2.3 Soit (X,w) une variéte kihlérienne. La métrique w n’est pas néces-
sairement complete mais on suppose que X admet une métrique kdahlérienne complete.
Etant donné un fibré vectoriel hermitien (E.h) et n,A > 0 des fonctions lisses bornées
sur X, on consideére l'opérateur de courbure :

B:= By, = MiO(E) —idd"n—ix""d'nAd'n, A,

agissant sur les sections du fibré A™MT% @ E, pour un certain q¢ > 1, et on fait ’hypothese
que B est défini positif en tout point de X.

Alors, pour tout g € L*(X,AN"T% ® E) tel que D"g =0 et

/ (B™'g,g)dV,, < +o0,
X

il existe f € L*(X, A" Ty @ E) tel que D"f =g et

/X (4t NPV, <2 /X (B~g,g) V..

Preuve. Il s’agit de résoudre I’équation D" f = ¢. La solution f satisfera alors la relation
{v,g) = (v,D"f) = (D™v,f), pour tout v € L*(X,A™T% ® E). Trouver f revient
a trouver l'application linéaire ((-, f)). Ceci revient a estimer la norme de I’application
linéaire D"*v +— (v, g)).

Soit v € L*(X, A™T% ® E), un élément quelconque. Placons-nous d’abord dans le cas
oil la métrique w est complete; on a alors (KerD”)* = ImD"* ¢ KerD"*. En utilisant la
décomposition v = v + vy € (KerD") @ (KerD")* et le fait que g € KerD”, on déduit de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(gD 2 = (g0 2 = [(B2B 2 g0 |* = [(B 29, B3ur)|* <

< ||B 2g|P||B2wi|? = [ (B 'g.9)dVis [y (Boy,or)dV..

On a utilisé partout le fait que l'opérateur B est autoadjoint, et donc B: et B2 le
1 1
sont aussi. Les opérateurs B2 et B~z sont définis en considérant la forme diagonalisée de
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I'opérateur B et en prenant respectivement les puissances % et —% de ses valeurs propres.
On voit donc que la condition que B soit défini positif en tout point est essentielle.
Comme v, € KerD"*, et donc D"*v = D"*vy, la proposition 1.0.2.1 implique:

/ (Boy,o0)dV,, < [|(n% + A2)D"™v,|[2 + |[nz D"w, |2 = ||(n? + A7) D"*v|?,
X

si v € DomD"*. On trouve donc:

[(g.oN]* < </X<B_1g,g)de) [1(n% +A2) D™,
Il existe, par conséquent, w € L*(X,A™9T% ® E) tel que:

[wll* < [((BT'ggdV et
{v.g) = (2 +X2)D™*vw), pourtout g € DomD” N DomD"™*.

Alors f = (n2 + A2)w satisfait D”f = g, et comme (72 4+ A2)2 < 2(n + A), [ satisfait
aussi 'estimation L? requise. Si w n’est pas complete, on consideére w, = w + W, olt W est
une métrique kahlérienne complete. La conclusion est obtenue par passage a la limite. La
technique est standard. O

Dans la démonstration du théoreme d’extension de jets on sera amené a appliquer ce
théoreme pour une métrique modifiée du fibré dans lequel on se place, qui est obtenue en
multipliant la métrique lisse initiale par le poids |s|72+%) qui est singulier sur
Y = {s = 0}. Comme les estimations L? présentées antérieurement sont valables unique-
ment pour une métrique lisse sur une variété kahlérienne complete, on se restreindra a
X\Y. Il faut donc s’assurer que X\Y porte une métrique kiahlérienne complete.

Lemme 1.0.2.4 (voir, par ex, [Dem82]) Soit (X,w) une variété kihlérienne faiblement
pseudoconveze, b une ezhaustion psh et X, = {x € X;¢(x) < ¢}, pour ¢ € R. Soit
Y = {s =0} C X, un sous-ensemble analytique défini par une section s € H°(X,E) d’un
fibré vectoriel hermitien (E,h) sur X.

Alors, pour tout ¢ € R, X \Y porte une métrique kihlérienne compléte.

Idée de preuve. Comme 9(X.\Y) = 0X. U (Y N X,), on doit assurer la complétude
pres de 0X, et pres de Y N X,.. Pour dX. on a besoin, grosso modo, d'une fonction C'*
qui s’approche de +o0o quand on s’approche de 0X,. Prenons, par exemple, — log(c — ).
Pour Y N X,, on a besoin d’une fonction C'™° qui tende vers +oo quand on s’approche
de Y N X.. Prenons, par exemple, x(log|s|?), o x: R — R est une fonction convexe
décroissante telle que tl}l_noo X(t) = oo.

On prend alors @ := w +id'd"(x o 7) + id'd" log(c — ¥)~, on 7 = log |s|*. O

1.0.3 Démonstration du théoreme 1.0.1.4

Supposons que l'ensemble des singularités ¥ = {s = 0, A"(ds) = 0} de Y est vide, ce
qui signifie que Y est une sous-variété lisse fermée de X. Cette restriction sera levée par un
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argument standard au paragraphe 1.0.7. Nous allons procéder par récurrence sur k > 0.
Le cas k = 0 est le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi. Supposons le théoreme démontré pour
k — 1. Considérons la suite exate de faisceaux:

0 — S*Ny x — Ox /Iy — Ox /Ty — 0
et soit J*1f € HO(X,A\"T% ® L ® Ox /%) I'image de f € H(X,A"T% ® L ® Ox /I
par le morphisme de groupes de cohomologie obtenu apres tensorisation a gauche de la

suite exacte par A"T% ® L. Par hypothese de récurrence, il existe 1 € HO(X, A"Tx ® L)
tel que:

JHLE, = JF1f et

| Fra]?
q |5]?"(—1log|s])

v, < Y /Y I, e [AT(dS)[2 Ve,

ot OV > 0 est une constante comme dans I'énoncé du théoreme 1.0.1.4. Ainsi I'image
de f— JFF, € HYX,AN"T% ® L ® Ox /%) dans HO(X,A"T% @ L @ Ox/I%) est
JE1f — JF1E, 1 = 0. Ceci permet de voir le jet f — J*Fj,_; comme une section globale
holomorphe (sur V) du faisceau A"Ty @ L @ S*Ny = AT @ L@ SPE,.

Prolongement C*> du jet. Nous commengons par construire un prolongement f €
C>(X,A"T% ® L) du k-jet holomorphe f € H(X,A"T% @ L ® Ox/I5) & I'aide d’une
partition de I'unité. Considérons un recouvrement de Y par des ouverts de coordonnées
U; C X sur lesquels les fibrés E et A"T% ® L sont triviaux. Soit e; une section holomorphe

sans zéros de A"T'yx ® Ly, et sy,...,s, des fonctions holomorphes sur U; telles que
sy, = (s1,...,8,) dans une trivialisation de Ejy,. Les fonctions si,...,s, définissent
des coordonnées holomorphes transverses a Y sur U;. Soit ZEi) = (zﬂl,...,z,(f)), des

coordonnées holomorphes sur Y'NU;. Sur Y NU; on peut écrire le jet f comme fjyny, = w;®

eilynu;, avec w; € HO(Ui,OX/J];+1). La donnée du k-jet local w; est la donnée de fonctions

holomorphes ag)(zzi)) sur Y N U;, indexées sur les multi-indices o = (o, ..., a;,) € N7,

avec |a| < k. On pose:
fils,2(5) = (22 aalz;) s*) @ € HO(U;, A"T3 @ L).

o° f; . .
Alors —f(O, 24) = a((j)(zzi)), pour tout a, |a] < k, et f; définit ainsi un prolongement
SCV

local holomorphe du jet f de U; NY a U;. Soit 0; € D(U;) une partition de 'unité telle
que > 60; = 1 sur un voisinage de Y. Alors

f=30:fi € C®(X,A"T; ® L),

définit un prolongement C'*° du jet f. De plus, on a:
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D'"f = Zd”@i A fi, D'f=0 suy,

car tous les fl prennent la méme valeur en tout point de Y et >~ d"6; = 0 sur Y. De méme,
i

pour tout multi-indice a = (o, ...,a,) € N, |a| < k, si on dérive localement D" f dans

les directions s = (sq,...,s,) transverses a Y, on obtient :

“D'H=> Y ( )Dﬁ d"0)ANDPf, =0 sur,
B<a i
car pour o — f3 fixé, tous les D fz prennent la méme valeur en tout point de Y (comme
prolongements a 'ordre £ du méme jet transverse f). La sous-variété Y = {s = 0} étant
supposée lisse, le développement de Taylor de D” f prés de Y montre que le prolongement
C* construit pour f vérifie:

|D"f| = O(|s|*) au voisinage de Y.

Construction des poids; méthode des bosses. Comme on ne connait pas f loin de
Y, on va considérer une troncature a support dans un voisinage tubulaire de Y. Soit :

s

e2

GH-D ::9( )(f Fr_1) € O®(X,A"Ts ® L),

ott § : R — R est une fonction C™ telle que § = 1, sur | — 00,3], et Suppd C | — co,1].

k—1)

11 est clair que Supp GV  {|s| < €}. Nous allons résoudre I'équation :

(%) D"u.=D"GI Y,

|uc|”
|s[20r+5)
assure que u. ainsi que tous ses jets d’ordre < k s’annulent sur Y. Soit ¢/ une exhaustion
plurisousharmonique de X et X, = {¢ < ¢} CC X, pour tout réel c. L’idéal serait de
résoudre 1’équation (x) sur X. Pour des raisons techniques qui apparaitront dans la suite,
on va résoudre ’équation (x) sur X \Y,, qui est encore une variété kdhlérienne compleéte

avec la condition supplémentaire € Lio o au voisinage de Y. Cette condition

grace au lemme 1.0.2.4. Le prolongement holomorphe du jet f sera GUH Y Ue + Fj_1.
La solution finale sera obtenue par passage a la limite avec ¢ — oo et ¢ — 0.
Considérons maintenant les fonctions suivantes :

= log(|s|2 + 82), Ne =€ — xo(0e), A\e 1=

ol xp :] — 00,0] =] — 00,0], xo(t) =t — log(1 — ¢), pour tout ¢t < 0, ayant les propriétés
suivantes: x(t) <t, 1<x;<2, x'(t) = ﬁ

La fonction 7. est proche de +o0o au voisinage de Y et décroit quand on s’en éloigne. Elle
permet ainsi de concentrer la courbure de L sur un voisinage de Y. On définit un nouvel
opérateur de courbure:
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B. = [n. (iO(L) + (r + k) id'd"log |s|?) — id'd"n. — \_'id'n. A d'n., Al

dont on démontre 'estimation :

B€ Z 2?5\2 (d//ﬁe)(d//ﬁe)*a

en tant qu’opérateur sur les (n,q)-formes. Des calculs faciles montrent que:

{ S S} d// _ {s,D’s}

/
do. = 15|z + &2’ T IsPre
Jd" {D's,D's} {s,D"D's} {D's,s} N{s,D's}
0. = - :
5| + €2 5|2 + €2 (|s|> +€2)?

Par ailleurs, O(F) = D? = D'D” + D"D’ et comme D”s = 0, par holomorphie de s,
D"D's = ©(E)s. Ceci donne finalement :

i{D's,D's}  i{D's,s} A{s,D's} {iO(E)s,s}

'd/d/l —
S P R (PE R E PR
{D's,s} N{s, D’
On utilise I'inégalité de Lagrange: i{D’s, D's} > HD's, 8}‘ ‘2{8’ s} pour obtenir :
s
o, > AP (ARl — i, e, — M)

Par ailleurs, d'n. = —xy(0:) d'o., d'n. = —x((0:) d"o. et

—id'd"n. = x{(o.)id'd"o. + xg(oc)ido. Nd"o. >
2 "
s (s S0 it i, - 20012

2ls*  xo(o2)? |5 + &2

On multiplie la métrique initiale de L par le poids |s|~2"+%) : 1a courbure de cette nouvelle
métrique est :

iO(L) + (r+ k) id'd"log|s|> > a”! {Z|@ |(2 +)5€25}

Y

grace & 'hypothese (a). L’inégalité reste valable avec le dénominateur |s|? + &2 & la place

de |s|?, grace & la semipositivité du terme de gauche. Par ailleurs, |s| < e ™ < e™!, ce qui

entraine 0. < 0 pour € petit, et
Ne >e—o0.>¢e—log(e ™ +&?).

On a: n. > 2a, pour € < g(c) assez petit. Ceci et les inégalités précédentes entrainent :

n-(10(L) + (r + k) id'd" log |s|*) — id'd"n. — / (o0 2 ml’n8 d"n. > id'n. N d"n.,

&2
2[s]?
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/ 2
sur X.. On pose A\, = XO//(%)
Xo(oe)

n-(10(L) + (r + k) id'd"log |s|?) — id'd"n. — A\ id'n. Ad'n., A] >
2 2
,L~d/775 /\ d/,ng, A:| — (d”ng)(d”ng)*

et 'on obtient :

B, :

v

€
2|s[? 2[s]?
en tant qu’opérateur sur les (n,q)-formes. Pour la derniére égalité nous avons utilisé le
point (b) du lemme 1.0.2.2.

Résolution du 0 avec estimations L?. Nous résolvons maintenant 1'équation (%)
a l'aide de la proposition 1.0.2.3. Au lieu de travailler sur X, nous nous plagons sur
I'ensemble relativement compact X.\ Y., ou Y, = Y N X, = Y N {¢ < ¢}. Ainsi nous
évitons la singularité du poids |s| 2% le long de Y. Pour résoudre I’équation (%), il faut
vérifier que la condition L? requise a priori dans la proposition 1.0.2.3 est satisfaite. Des
calculs faciles montrent que:

D'GETY = gl 4 g, ol
82 s
V= (1 + Do (Yd"o. A (f = Fiy),

¢ =0 D" (f - B ).

Comme gg) converge uniformément vers 0 sur tout compact quand ¢ tend vers 0, il n’aura
aucune contribution dans la limite. En fait, Supp (¢*) c {|s| < €} et |¢?| = O(]s|F*1),

car on avait montré plus haut que |D”f| = O(|s|**!) au voisinage de Y. Ceci entraine:

[ (Bl g2) s v = Ofc),

Xc\Ye

si B. est uniformément localement borné inférieurement au voisinage de Y. Sinon, on
résout 1'équation approximative D"u + dzh = ge, O 0 > 0 est petit (voir [Dem99],
Remarque 3.2, pour les détails). Comme il n’y a essentiellement aucune difficulté, on peut
supposer pour la clarté de 'exposition que 'on a la borne inférieure souhaitée pour B..

Quant a gél), on obtient ’estimation suivante:

- 2\ 2
[ g gyt <s [ 7= mepe(BE) e av

Xc\Ye Xe\Ye
En fait,
gV = 1+ R R (o) d e A (F = Faa),
B < A (d” e)* 1(dn) g

et donc:
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(BN (d"n. A, (d"ne Aw)) < ZE (@)~ (d"n) T (d e A w),(dne Aw)) =
2fs|

M

2
(uu) = 2Lig||u|2

2s|?

De plus, "= <2 et (1+ E—‘;)X{)(Us)_l <2, sur Supp gt C {|s| < €}. Ceci entraine:
s|? r
(B9, gy < 80/ ()2 f - B2

Siz = (z,...,2)est un systeme quelconque de coordonnées locales transverses a Y, on a:

‘8‘27’ ‘z|2r

A7 (ds)] A7 (dz)*

les normes étant calculées pour les sections A"(ds) € H°(X,A"(Tx/Ty)* ® détE) et
A"(dz) € H(U, A" (T /Ty)*) par rapport aux métriques induites sur les fibrés respectifs
par w et par la métrique donnée sur E.

L’intégrande de la derniere intégrale s’écrit localement, apres le changement de variable
5~ €8, comme:

(f = Fi)(es2)P (1)

, —_—

R[S0 | ()27 dV,(es,2") =
= Beos P OUsP? o
o £2k|5|2(r+k) |A7”(ds)|2# wi$,2).

Comme J*1f — J*=1F,_; =0, le développement en série de Taylor nous donne:

N o8l gatB(f_F )
(f - Fk71><887’z/> = Z (Z + /B)' gjaaggk )(O,Z )80{86 =

|+ B>k

ok 10°(f = Fie1) 10 o gl 8=k gorB(f — Fy) 0
= E g S Tl 0 )=

lor|=k loo|+|8|=k+1
=c"(f = J*F_) () + O(Jes|"™) = e VH(f — JFF_1) () + O(Jes|M™).

La premiére somme ne porte que sur les multi-indices a et [ tels que si |a| + |5] = k,
alors |a| = k.

F_ F. |2
‘(f k 21}3(88,2 )‘ COnverge vers |Vk<f— Jka—l)(Z,)‘Q, (Cf. la notation
€

1.0.1.3), uniformément sur tout compact, quand & — 0.

Ceci montre que

Nous avons donc démontré que:

[ B2l gl s av, <

Xc\Ye
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k(f_ JkR 2
§8 / |f F_ |2@’(‘ ‘ ) | | —2(r+k) dV —)80 /‘v (f J k*l)‘ dVY7w’

r+k

A7(ds)[* -

X\Ye Ye

oit Cyp 1m / 9’(|z|2)2 iN"(dz) N A (dz)'

|2[207+H)

2€C7 |2|<1
On remarquera que |V*(f — J*F,_1)| = | f — J*Fy._1], ot | f — J*Fy_1] est la norme de la
section :

f— J¥Fi € HO(Y,A"T ® L® S*N;, )

par rapport a la métrique induite sur SkN;/ + par la métrique de référence w sur X. En

fait, SkNy/ x est un sous-fibré de (SkTX)|y ; on considere la métrique induite sur SkNy/ e
par restriction.

La condition L? requise a priori par la proposmon 1.0.2.3 est donc satisfaite. La
solution u.. de l'équation (x) D"u. . = D'GFY = g(l) + g(2) sur X \Y. vérifie alors
I’estimation :

el / e
1 : dV B < 2 dv w S
( ) / |S|2(7‘+k)<— 10g<‘3‘2+82))2 X,e = (7}5+)\€)|S|2(r+k) X,
Helve XY
VE(f = TP )P
<2 [ (B g.gls| 0y L < 16C /' U= TR gy, 4 0Ge).
A7(ds)|* -

Xc\Ye

Nous avons utilisé les estimations évidentes suivantes:
= log(]s|* + €2) < log(e™* + &%) < —2a + O(e?) < =2+ 0O(&?),

e =€ — xo(o:) < (1+0(¢))o?

A= BEE — (1-0.)?+ (1-0.) < 3+ 0(e))o?
e+ A < (44 0(e))o2 < (4+ O(e))(—log(Is|* +£2))*.
Le prolongement de f a X \Y. est donné par:
F2 = GE Y —ue. + Fiy.
Localement en un point arbitraire de Y, ceci signifie que toutes les dérivées partielles

d’ordre < k de FC(IZ) sont prescrites par f. La fonction GP Y est € sur un voisinage
tubulaire de Y et Supp GV Y ¢ {|s|] < e}. Ceci implique que:
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2) / GUE 2 IVe < Const
(s[> +2) (= Tog(|s]* +22))* " = (loge)?

c

Comme :

/ |UC5|2 AV < / |Uc,€|2 AV
[sP" (= log([s[? +€2))> " = |52 0) (— log([s[? + €2))>

Xc\Ye Xc\Ye

(1), (2) et I'hypothese de récurrence sur la norme L? de F},_; entrainent I'estimation :

/ |FC |2 dVy ., <
(Is]2 + e2) (—log(|s)2 +€2))2 1 =

Xc\Ye

\VF(f — JFFe_1)|? / | Fre_1|? Const
<16C, dVy o dVx o+ ——= <
- / s T TP CloglslE VR T (loge)?

\VF(f — J*Fy1))? (-1 / Ly Const

dVy ) A" (d d —

rk/ IA"(ds) QTtk wJFC |f| (k-1 A (ds)| 77 dVy,w + (loge)?
|VF(JFFy )2 Const

<C(’“/ A"(ds)| 2 dVyy, + 16 Cyp o
e I @ Vi + (@)= T (loge)

on O = Y 1160,

Nous avons aussi D" FC(IZ) = 0 sur X.\Y,, par construction. Cette relation s’étend de X.\Y.

a X, car Fc(l? est Lfoc au voisinage de Y,. Ceci est assuré par le lemme standard suivant
sur l'opérateur 0 (voir par ex. [Dem82]).

Lemme 1.0.3.1 Soit Q) un ouvert de C" et Y un sous-ensemble analytique de ). Soit v
une (p,q — 1)-forme a coefficients L?oc et w une (p,q)-forme a coefficients L%oc telles que

d"v =w sur Q\Y (au sens des distributions). Alors d"v = w sur €.

Lellipticité de I'opérateur 0 en bidegré (0,0) assure que U est C°. Par conséquent, Fc(l?

est aussi C'™°.

On a obtenu ainsi une famille de solutions (F’c(l?)E et des estimations L? de celles-ci sur
Iouvert X, relativement compact dans X. En extrayant une limite faible quand ¢ — 0,
on obtient une solution F.*)
compact X, pour tout ¢ > 0.

et une estimation L? de celle-ci sur ouvert relativement
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1.0.4 Estimation de la solution dans le théoreme 1.0.1.5

Pour obtenir les estimations finales dans les théoremes 1.0.1.4 et 1.0.1.5, il reste a

[VF(IPE )P
r 2#
J v

Nous traitons dans ce paragraphe le cas du théoreme 1.0.1.5 ou I’étude est facilitée par
le fait que la variété ambiante est un ouvert {2 C C". Nous allons utiliser les inégalités de
Cauchy (ou, ce qui revient au méme, la formule de Parseval). Dans le cas plus général du
théoreme 1.0.1.4, une telle approche donnerait une constante qui dépendrait du rayon
des boules de coordonnées holomorphes locales de X. Comme ceci est une quantité
incontrolable, on évitera cet arbitraire dans les paragraphes suivants au moyen de ’appli-
cation exponentielle qui remplacera localement la variété ambiante X par son espace
tangent en un point.

estimer : Viw-

Soit w la métrique kahlérienne standard sur 2. La courbure de E étant bornée, il
existe une constante M > 0 telle que iO(F) < Mw ® Idg. Posons L = Q x C, muni de la
métrique de poids e‘“"‘AV'Q, avec une constante A > 0. Si 'on pose a@ = 1, la condition
(a) du théoreme 1.0.1.4 est équivalente a:

O(E
idd"o + Aidd"|2) + (r + k) id'd" log |s? > 7{263 |25’3}.
S

Comme id'd"p > 0, id'd"log|s|> > _{OE)sish op 1OE)sish Muw, cette relation est

|s]? Is

satisfaite des que A est choisi assez grand. Ce choix de A dépend de la borne M du
tenseur de courbure de F.

Soit ¢ : £ — R une exhaustion psh C'*° de €, a savoir une fonction telle que les ouverts
de niveau 2, := {¢ < ¢} sont relativement compacts dans €2, pour tout ¢ > 0. On peut
supposer que £ = €, pour un ¢, et notons Y, := Y N Q.. Considérons un recouvrement
de Y. par des ouverts U;, 7 = 1,...,p, tels que sur chaque U; il existe des coordonnées
locales z = (¢/,2"),2' = (21,....%), 2" = (%41, ...,2,) de sorte que Y NU; = {7z = 0}.
Choisissons un tel U; et supposons que U; = B'(0, p) x B"(0, p) C B(0, pv/2), ot B'(0, p)
est la boule de rayon p de C", B”(0, p) est la boule de rayon p de C"™" et B(0, pv/2) est la
boule de rayon pv/2 de C™. Le jet V*(J*F,_,) s'écrit sur U; comme > 2 Ph1(0,2") 2

al 9l
|a|=k
et sa norme est donnée par:
3"‘Fk71(0 Z//) 2
k( 1k 2 _ 9z’ ) —20(0,2"")—2A|2" |2
V(T Fia) —% e .
La formule de Parseval appliquée pour 2 € B'(0, p) nous donne:
0%Fy_y "2
Const =1(0,2") p2lel
F 3 AN/ 2d)\ / — Oz « >
[ IRaEeEa) - ¥ s
2'€B'(0, p) “ )
*Fi—1 "2
1) 2 2k
> Z 95 ( ) 14 ’
- al 2(r + k)

o=k
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ou Const est une constante universelle. Par suite:

2.

|a|=k

2
€f2<p(0,z”)f2A|z”\2

O“F),_
af’ka 1 (O,Z”)

o!
|A7"(ds) (O,Z”)

k 22"~ p(0,2")) L2
< Const = oy "’* Fea (2,22 ),
|Ar(ds)(0,z”)\2rf

<

2'€B’(0, p)

pour tout z” € B”(0, p), ot on a noté
| Fr1(2,2")||? = |Feea (2,272 e~ 202 e~ 24P+
la norme de la section Fj,_; dans le fibré L. Par une incohérence de notation, cette norme

de fibré || || est celle que 'on avait notée | | dans I’hypothese de récurrence (cf. le début
du paragraphe 0.3). Soit £ un module de continuité pour ¢, a savoir une fonction telle que:

0(2,2") = ¢(0,2") < e(]2]),  V(',2") € UUj,

et £(9) J 0, lorsque 6 | 0.

Comme ¢(]2|) < e(p), pour 2’ € B'(0, p), la derniere inégalité devient :

2.

|a|=k

2
€f2<p(0,z”)f2A|z”\2

O“F),_
af’ka 1 (O,Z”)

al

A" (ds)(0,2"))]
2+ k) sipray oI5 (~log]s(z, "))
r+k

pAr k) (o', 2)eU; |A™(ds)(0,27)>"
F._ m\||2
/ || k (Z 7Z )|| d)\(Z/)7
|s(

Z’,Z”)|2T (_ log |S(Z’,Z”)|)2
Z'€B'(0, p)

<

r+k
2 r

< Const

pour tout z” € B"(0,p). Les propriétés topologiques usuelles de Y assurent qu'’il existe
un entier positif N tel que le recouvrement (U;); de Y. peut étre choisi avec la propriété:
#{7;U; 2 y} < N. Une intégration par rapport a z” dans l'inégalité précédente, une
sommation sur j et des majorations évidentes entrainent :

[VH (R )l
INCO

Vi < Croig N M () s 20 +40) / | Fe I
yw = Y7, p 2(r+k) | |2r 10g| |)2

X,ws

rY2r (] 2
M) = sp I (Clogls( )

(', 2" |A7(ds)(0,2")|*

Le rayon p des cartes locales sur lesquelles la sous-variété Y peut étre redressée s’obtient
via le lemme élémentaire suivant qui est un raffinement du théoreme d’inversion locale

et C, = Const 2(r + k).
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précisant la “taille” de la boule sur laquelle on a un difféomorphisme local.

Lemme 1.0.4.1 Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et
f U — F une application de classe C' telle que sa différentielle df, : E — F en un point
a € U est un 1somorphisme bicontinu.

Alors le voisinage ouvert V' de a, donné par le théoréme d’inversion locale, sur lequel
f est un difféomorphisme sur l'image contient la boule B(a,p), ot :

1
7 S Gup [l FlD)
£elU

Nous avons rejeté la démonstration élémentaire de ce lemme, qui s’obtient facilement
de celle du théoreme d’inversion locale, dans I'annexe A. Comme la sous-variété Y est
définie par la section s € H°(X, E), nous en déduisons l'expression explicite pour la
fonction poids p annoncée dans les énoncés des théoremes 1.0.1.4 et 1.0.1.5. En fait, si
6 : Ey — U x C" est une trivialisation de Ejy et (eq,...,e,;) le repere holomorphe
correspondant de Ej, la restriction de s a U s’écrit de maniere unique comme

s=Y0;Rej, o; € O(U).
j=1

Si D est la connexion de Chern du fibré holomorphe hermitien F, 'opérateur D s’écrit
comme

Ds~ypgdo+ ANo,

ou A = (a;) est la matrice de 1-formes qui représente la connexion D dans la trivialisation
6. Les coefficients aj; de A étant localement bornés (par des constantes qui dépendent
donc de E), le lemme 1.0.4.1 et U'expression de d en fonction de D montrent que le rayon
de la boule de coordonnées sur laquelle Y peut étre redressée au voisinage d’un point
y € Y est minoré par

1
[1Ds, ] Slgp(HD%gH + | Dsell)”

Cply)=C

la constante C' > 0 dépendant uniquement de F.
Ceci acheve la démonstration du théoreme 1.0.1.5.

1.0.5 Un théoreme de comparaison de type Rauch

Rappelons que le cadre du théoreme 1.0.1.4 est une variété kdahlérienne (X,w). Pour
que les estimations finales soient indépendantes du rayon des boules de coordonnées
holomorphes locales de X, nous préférons travailler sur I’espace tangent a X en un
point. L’application exponentielle identifie localement X a son espace tangent. Pour
estimer la déviation de la métrique tirée en arriere de w sur 'espace tangent par rapport
a la métrique euclidienne standard de C", nous avons besoin d’établir un résultat de
géométrie riemannienne voisin du théoreme de Rauch (voir, par ex, [BC64], p. 250). La
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démonstration de ce résultat ne sera qu'une légere adaptation de la démonstration du
théoreme de Rauch et utilisera la théorie des champs de Jacobi et un lemme élémentaire
de type Gronwall.

Soit (M,g) une variété riemannienne complete, m € M un point quelconque et exp,, :
T,.M — M, l'application exponentielle au point m. Notons Id := Idy, y et, pour un
point arbitraire = € T,,, M, considérons I’application linéaire tangente (ou la différentielle)
Tyexp,, : TnM — Tep, ()M de exp,, au point z. On identifie T,,M et Toy, @M via
I'isométrie définie par le transport parallele le long de la géodésique issue de x. Notre
objectif est d’estimer :

|| Toexp, — 1d]|

en fonction de ||z||, quand z varie dans I'espace tangent T, M. Soit u € T,, M, ||u|| = 1,
et v, la géodésique issue de u. Ainsi, on a:

Yu(0) = m et v,(t) = exp,,(tu),
pour tout ¢ dans l'intervalle de définition de ~,. Nous rappelons qu'un champ de vecteurs
Y le long de la géodésique v, est dit champ de Jacobi s’il vérifie ’équation différentielle
du second ordre:

Y" + R(v,,Y )y, =0,

ou R est le tenseur de courbure de (M, g), défini comme R(X,Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+
Vix,y1Z. Cest un fait bien connu que la différentielle de I'application exponentielle est
donnée par un champ de Jacobi. Plus précisément, pour tous u,v € T,, M, on a la relation:

(Trexp,,)(tv) = Y(1),

ou Y est I'unique champ de Jacobi le long de =, tel que Y(0) =0 et Y'(0) = v.
Supposons maintenant que la courbure sectionnelle de (M,g) est bornée, a savoir qu’il
existe une constante k£ > 0 telle que:

pour tout point p € M et tout plan P C T,M, ou K(p,P) désigne la courbure sectionnelle
du plan P. Pour estimer ||Texp,, — Id||, on a besoin d’estimer :

[(Thwexp,, ) (tv) = 1d(tv)[| = [[Y'() = Y'(0)¢]],

quand t varie dans R. Nous avons ainsi besoin d’une estimation de Y sachant qu’il vérifie
une équation différentielle linéaire du second ordre. Le lemme élémentaire suivant, de type
Gronwall, donne I'estimation nécessaire.

Lemme 1.0.5.1 Soit v : [0,7] — R, une fonction de classe C?, v > 0, telle que v(0) = 0,
V'(0) = A et

—kv <v" <kv, sur[0,1],

ot k > 0 est une constante. Alors:
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Aﬁ sin(vVkt) < v(t) < Aﬁ sinh(vVkt), pour tout t € [0,T].

Preuve. Démontrons d’abord l'inégalité de droite. Soit u la solution du probleme de
Cauchy u” = ku avec conditions initiales u(0) = 0 et «'(0) = 1. Alors, u(t) = ﬁ sinh(v/kt).
En particulier, u > 0, et u(t) = 0 si et seulement si ¢ = 0. Par hypothese, on voit que:

%”Sk::%l<:)(v’u—vu’)/§():>v’u—vu’§0,

sur [0,7]. Ceci implique :

Nt

(L) <0= 49 < 20,),

N

pour tout t € [0,7]. Par conséquent,
o(t) < 2(0,) L sinh(v/Ft),
pour tout ¢ € [0,T]. Par ailleurs, on voit que:

ot) Y v(0) _
«(04) = lim 765 = Tim &8 = 7y = A,

ce qui démontre I'inégalité de droite. Démontrons maintenant 1'inégalité de gauche.

Soit u la solution du probleme de Cauchy uv” = —ku avec conditions initiales u(0) = 0
et v/(0) = 1. Alors, u(t) = ﬁ sin(v/kt). En particulier, u > 0, et u(t) = 0 si et seulement
si t = 0. Par hypothese, on voit que:

%”2—kz%(z)(v’u—vu’)/ZOjv/u—vu’ZO,

sur [0,7]. Ceci implique :

(2 2 0= 1 > 2(0,),

pour tout t € [0,7]. Par conséquent,
o(t) 2 2(04) L sin(V),

pour tout ¢ € [0,7]. Comme précédemment, %(04) = Z/Egg = A, ce qui établit I'inégalité
de gauche. O

On va maintenant appliquer ce lemme aux composantes Y; du champ de Jacobi Y =
(Y1, ... ,Ya,), qui sont des fonctions réelles satisfaisant Y;(0) = 0, Y/(0) = v;, et —kY; <

Y < kY;, pour tout j = 1,...,2n, ol 2n est la dimension réelle de la variété M et
v = (v, ... ,Vs,) sont les composantes de v € T}, M ~ R?". On obtient :
sinh \/Et .
1Y;(8) — Y}0)]] < [S28650 g jjoy]],  powr j=1, ... 2n,
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si 'on tient compte également de l'inégalité sinx < x < sinhz, pour x > 0. Une
sommation pour j =1, ... ,2n donne:

sinh(Vk
V() = Y7(0)¢]| < [ — g o],

pour tous ¢, v, u. On obtient ensuite, apres division par ¢:
inh(Vkt
1(Thuexp,,)(v) — Td(v)]] < [ — 1],
inh(vkt
[Tuuexp,, — 1a]] < [S2RE) _q)
pour tous ¢, u. Si on pose x = tu, on trouve:

sinh(V||z)) _

— <

, pour tout xz € T, M.

Comme sinhz > x, pour tout x > 0, la valeur absolue est superflue dans le terme de
droite. On a ainsi démontré la

Proposition 1.0.5.2 Sl existe une constante k > 0 telle que:
pour tout point p € M et tout plan P C T,M, alors:

sinh(v/k]|«])

||T£BeXpm - IdH S - an.na 17

V|||

pour tout x € T,, M.

Remarque. Le théoreme de comparaison de Rauch donne une estimation de ||7,exp,,||-
La proposition ci-dessus estime 1'écart entre T,exp,, et Tpexp,, = Id. Elle est donc
légerement plus générale.

1.0.6 Estimation finale

Pour finir la démonstration du théoreme 1.0.1.4, il reste a obtenir un controle uniforme

VAR
J 1)

Fixons un point yo € Y C X et considérons l'application exponentielle ® = exp, :
T,,X — X. La métrique kahlérienne w sur la variété faiblement pseudoconvexe X peut
étre rendue complete par un procédé standard bien connu. On peut donc supposer, sans
perte de généralité, que l'application exponentielle est définie sur 'espace tangent tout
entier. Soit wy la métrique kahlérienne standard de ’espace euclidien 7,, X ~ C". Notre
premier objectif dans ce paragraphe est de trouver une formule explicite du rayon de la
boule de I'espace tangent T,, X sur laquelle on peut comparer les métriques ®*w et wy.
Posons::

Vy.w. (cf. la fin du paragraphe 1.0.3)
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(0.6.1) r(yo) =sup{r >0; sup r**||VO(Tx)(z)|| <1072},
z€B(yg, 1)
0<i<m

olt @ > 0 est une constante qui sera précisée par la suite et V'O(Ty) désigne la dérivée
d’ordre [ du tenseur de courbure O(7x) vue comme section de classe C*° du fibré
AYIT% @ Hom(Tx, Tx). Localement, ceci revient a dériver les coefficients de ©(Tx). En
particulier, on a:

—2a
sp 0Tyl < 1275
x€B(yo,(y0))

et donc I'encadrement suivant pour la courbure sectionnelle de la variété X :

pour tout p € B(yo,(yo)) et tout P C T,, X, plan de 'espace tangent en yy a X.
Ceci montre que I'hypothese de la proposition 1.0.5.2 est satisfaite dans la boule
B(yo,7(yo)). On obtient alors:

sinh(v/k[|v]|)

V||
pour tout v € T, X, tel que [[v|| < r(yo). Si ||T,exp,, —Id|| < 1, 'application T,exp,, est

inversible. Par conséquent, exp, est une immersion sur B(0,r(yo)) C Ty, X, si

%\/‘W < 2 pour tout v avec ||v|| < r(yo). Il suffit pour cela d’avoir:

(%) HTveXpyO —1d|| <

(1) =IO 9,

Par ailleurs, on cherche une valeur de la constante a pour qu’on ait I’encadrement :

(x%)  jwo < explw < 2wy,  sur la boule B(0,r(yo)) de T, X.
Pour avoir cet encadrement, il suffit d’avoir :

L < |[Texp,, || <2
pour tout v € T,,, X avec ||v|| < r(yo). On déduit de (x) que:

_ sinh(vE[Pl) < sinh(VEl[[v]])
2= =7 < MMTvexpy | < =000

pour tout v € T, X,||v|| < 7(yo). Ceci montre qu'il suffit d’avoir % < 3, pour tout

v tel que ||v]| < r(yo) = %. L’encadrement (xx) est donc garanti des que la constante a

vérifie I'inégalité :
sinh(10—%) 3
(2) =<3

En résumé, on a démontré le
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Lemme 1.0.6.1 Pour un choiz de la constante a > 0 qui vérifie l'inégalité (2) et pour
7(yo) défini par la relation (0.6.1), Iexponentielle ® = exp, est une immersion et l’enca-
drement (%) a lieu, sur la boule B(0,r(yo)) de l'espace tangent T, X.

Le lemme 1.0.4.1 montre qu'il existe des coordonnées locales holomorphes ¢ = ({’, ("),
=G, ¢), ¢"= (G, -+, G) sur la boule B(0,7) C T,,X telles que la sous-variété
=Y N B(yo,r)) C B(0,r) est définie par les équations ¢’ = 0, pour le rayon

1
6 {] D5yt o sgp(H(D%gHwo + |[Dsellws)

r=p(yo) =

De plus, 'encadrement (xx) implique que:

1
(= —1 2
24{[Dsyit | Slgp(HD Sellw + || Dse |

) =ro(vo)-

Dans les expressions ci-dessus, tous les sup sont calculés sur les & € B(yo,7(yo)). Notons
3
dorénavant :

(0.6.2) r1(yo) = min(r(yo), 7o(yo))-

Rappelons que Fy,_; € HY(X, A"T%® L) est le prolongement du jet f € H(X, A"T%®
L® OX/J'f/H) a l'ordre £ — 1, donné par I’hypothese de récurrence du théoreme 1.0.1.4
(cf. le début de 1.0.3). Le fibré en droites holomorphe L' = A™T% ® L est muni d'une
métrique hermitienne C* h. Considérons le fibré en droites C*° ®* L’ muni de la métrique
¢*h et la section ®*Fy,_, € C>*(T,, X, d*L').

Soit Jx € End(Tx) la structure complexe de la variété X et J = ®*Jx la structure
presque complexe induite sur T;,) X. Si Jj est la structure complexe canonique de 7}, ~ C",
I'application ® n’est pas (Jy,Jx)-holomorphe, mais elle est (.J,Jx)-holomorphe. Si i©(L’)
est la forme de courbure (de type (1,1)) de (L', h), ®*(i©(L’)) est une forme de type
(1,1), pour J, sur T, X.

Lemme 1.0.6.2 [l existe une fonction réelle p € C*° sur la boule B = B(0,71(yo)) de
Uespace tangent T, X telle que i0;0;0 = ©*(iO(L')) et

sup [¢| < C'sup |[@*(iO(L"))],
B B
ot C' > 0 est une constante qui ne dépend que de r1(yo)-

Démonstration. Dans des coordonnées réelles x1,...,xs, sur B, la 2-forme réelle d-

fermée ®*(1O(L')) s’écrit: O*(1O(L')) = > v;j dx; A dx;, pour des fonctions v;; € C(B).
i<y

Le lemme de Poincaré donne la formule explicite :

Ulz) =3 ( /0 1tvij(tx) dt) (2; dw; — x; dz;),

1<J
pour une solution C*° de I'équation dU = &*(i©/(L')) sur B. On voit que:
U =() < C |9 (GO(L) (39,
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avec une constante C; > 0 qui dépend uniquement du rayon de B. Par rapport a la
structure presque complexe J, la 1-forme réelle U se décompose en U = UYWY 4 U,
avec U%' = UL0. Alors dU = 9;U%' + 9;U%, car dU est de type (1,1) pour J. La
structure presque complexe J est intégrable, comme image réciproque d’une structure
presque complexe intégrable. Soit (z1, ..., z,) des coordonnées J-holomorphes complexes,
centrées en 0, sur un voisinage de la boule B C T, X. On a, bien sir, 0;U%! =0 sur B.
Grace a 'encadrement (%*) reliant les métriques w et wy, on peut supposer que la boule B
est J-pseudoconvexe (sinon, on multiplie le rayon r;(y) par une constante fixe). Comme
pour une structure presque complexe intégrable on a le méme formalisme que pour une
structure analytique complexe, un résultat classique sur la résolubilité de 'opérateur 0
dans des domaines strictement pseudoconvexes bornés & bord C? de C" (voir, par ex,
[HL84], théoreme 2.3.5.), donne 'existence d’'une constante Cy > 0 ne dépendant que du
rayon de la boule B et d’une solution de ’équation 9;v = U%! sur B obtenue explicitement
par une formule intégrale, telle que:

10l () < C2 (U |Loe(8) < 2C2 [|U]] Lo+ (5)-

Alors ¢ =i(v — v) est la fonction recherchée. O

Comme ¢ est une immersion sur B(0,r1(yo)), il existe V' C B(0,71(yo)), voisinage
de 0, tel que ¢ réalise un difféomorphisme de V' sur un voisinage U de yy dans X. Soit
Y : U — V le diffomorphisme inverse. Dans une trivialisation locale de L’ au voisinage
de yo, la section Fj,_ s’écrit: Fj,_; = u®e, avec un repere local holomorphe e. La fonction
v = uo® est alors O sur V et ’holomorphie de u entraine: d(vo)) = 0. Siz = (21, ..., 2,)
est un systeme de coordonnées locales holomorphes sur U, ceci signifie que v est solution
du systeme elliptique suivant :

3% 81/_11' _ _
(% * %) ZaCJ 95, ZaCJ 75, =0, k=1,...,n.

Nous rappelons maintenant un résultat standard de théorie des opérateurs différentiels.
Il s’agit du lemme de Garding qui donne un controle de la croissance des dérivées d'une
solution d’une équation elliptique en fonction de la croissance de cette solution. Ce résultat
joue le role des inégalités de Cauchy dans le cas non holomorphe. On désigne par H JI-OC
I'espace de Sobolev des fonctions localement L? dont toutes les dérivées au sens des
distributions jusqu’a l'ordre j sont encore localement L?, et par || ||; sa norme de Sobolev.
Nous renvoyons pour des détails a [Agm65] (lemme 6.1 et théoremes 6.2-6.7, pag. 53-67).

Théoréme 1.0.6.3 (théoréme 6.5 de [Agm65]) Soit Q un ouvert de R™ et Aq(z,D),
. An(x,D) des opérateurs différentiels d’ordres my, . .., my respectivement, a coefficients
al, € C*, formant un systéme elliptique dans €. Sozt ue Ly () tel que Aju € H)*(Q),
pour tout 1 =1,...,N.
Si j =min(my + kq,...,my + ky), alors u € H}OC(Q). De plus, pour tout ) CC Q, il
existe v = v(A;, Y Q) tel que:

N
lullj,or < v (2| ATu

i=1

ki, T ||u||0,9)7
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ot la constante v = Const pN KM, Const étant une constante universelle, p = p(n,l) =
card{a € N"[|a| =1}, K = sup |day(§)|, M= sup |aj(z)|.

Ee |a|<l,i zelY, |a|<li

Dans [Agm65] la dépendance de la constante v des données du probléme n’est pas
explicitée, mais elle se déduit facilement des démonstrations des théoremes 6.2 — 6.7.
Aussi, I'énoncé y est donné dans un contexte légerement plus général ou les coefficients
des opérateurs A;(x,D) sont seulement supposés “s-lisses”.

Comme v est solution du systéme elliptique (xx*), le théoreme précédent montre qu’on
a ’estimation :

2

0%v
o'«

(0,¢")

sup
11¢”1< 571 (vo) la|=k

< /‘ (¢, 2 A(C C,
B(0,7r1(y0))

ou 7, = Const py max(sup||d5w|| supHd Y|]), pr = Card{a||a] = k} et Const est

une constante umverselle Pour les normes suivantes calculées dans le fibré hermitien
(®d*L’, ®*h) avec le poids local ¢:

2

e 20 (¢ ¢ = ol ¢M)[P e,

ac a ( <”> = ac a ( C”)

on obtient 'estimation :

>

k
¢ l|< 3 (o) 1217

s [ IR0 dxe e,

B(0,71(y0))

ac a O Cl/

et encore, grace au lemme 1.0.6.2,

3) /’ 3

lerl|< L (o) 1I=F

0 < 4 Oy (/ o(¢, IR AN, ¢,

B(0,71(y0))

ag a 0 g//

. 2C sup |[i©(L')]| , .
ol la constante Cpy =e U ne dépend que de la croissance de la courbure de L'.

Il nous reste a déduire de 'estimation (3) pour v une estimation analogue pour w. Si
z est la variable sur U C X et ( est la variable sur V' C T}, X, le changement de variable
¢ = 1(z) entraine l'estimation suivante pour u:

(4) Ml gy <5 Co 3y, U CC T,

olt 7 = Const py, sup ||dy]|, Const étant une constante universelle.

1<I<k
EeU

La proposition 3 nous a déja donné une estimation de la norme de la différentielle
de ¢ et donc implicitement de la différentielle de 1. La formule obtenue pour 7 exige
également une estimation de la croissance des différentielles d’ordre < k de ). Il est clair

que sup ||d || est majoré par une constante ne dépendant que du rayon 7 (yg) de la boule

1<i<k
£eU
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sur laquelle on se place. Nous avons rejeté les calculs, qui ne sont pas tres intéressants,
dans I'annexe B.
Nous pouvons conclure maintenant que la constante Cﬁk) de I’énoncé du théoreme
1.0.1.4 ne dépend que de 7, de k, de E et de sup ||[i©(L)|].
Q

1.0.7 Le cas d’une sous-variété singuliere

Un argument standard montre que la restriction imposée au début du paragraphe
1.0.3 sur I'ensemble des singularités ¥ = {s = 0,A"(ds) = 0} de Y d’étre vide est inutile.
En fair, 'hypothese faite sur s € H°(X, E) d’étre génériquement transverse a la section
nulle signifie que I'ensemble ¥ est rare dans Y. On peut toujours trouver une hypersurface
complexe Z C X telle que ¥ C Y NZ C Y. Si la variété ambiante X est de Stein, il est
bien connu que le complémentaire d’une hypersurface est aussi de Stein. On peut alors
appliquer le théoreme 1.0.1.4 a la variété de Stein X \ Z et utiliser le lemme 1.0.3.1 pour
effectuer un prolongement & travers Z, ce que les estimations L? obtenues autorisent. Dans
le cas général d’une variété ambiante X faiblement pseudoconvexe, on peut appliquer le
cas Stein sur des boules de coordonnées U; pour construire des prolongements holomorphes
locaux f; du jet f satisfaisant des estimations ij | £i12]s]7%" (= log |s|) 2 dV < 400, et on
pose foo = 3.6, f;, avec une partition de l'unité (6;);.

j

Annexe A : Démonstration du lemme 1.0.4.1

On peut supposer a = 0 et £ = F. Considérons la fonction g : U — F,
g(x) = df ' [f(a+ ) — f(a)].
Alors, g(0) =0 et dgy = Idg. Comme g est de classe C, il existe r > 0 tel
que B(0,r) C U et pour tout x € B(0,r), on a:
(1) ||dg. — dgol| = ||dg, — Idg|| < %, pour tout « € B(0,r).
Le rayon r peut étre estimé a ’aide du théoreme des accroissements finis. En fait :

|ldg.: — dgol| < (sup [[d*¢]]) [|=]| < 7 sup ||d?ge]l,
geu eu

1

pour tout x € B(0,r). Il suffit donc de prendre r = ~—————
25up |2 g¢ |
€

, pour que la propriété (1)
soit vérifiée sur B(0,r). Comme ||dg, || —||dgo|| < ||dg. —dgo||, on obtient aussi ||dg,|| < 2,
pour tout z € B(0,r).

La démonstration du théoreme d’inversion locale montre que 'ouvert V' sur lequel g
est un difféomorphisme sur I'image est donné par:

V =g 1(B(0,2)) N B(0,r).

Alors gy : V. — B(0,5) est un difféomorphisme. Il faut donc estimer le diametre de cet

ouvert V. Pour x,y € V quelconques on a:
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Hg(x) = gl < ( sup ||dgell) [lz — yl| < 3]z =yl
€€B(0,r)

En prenant le sup sur z,y € U, on obtient:

5= sup |lu—u|| = sup [[g(z) —g(y)l] < 3 sup |lz—yll
u,veB(O,g) z,yeVv z,yeV

< 32rayon(V),

2

d’ou
1

r
rayon(V) > - = —————.
V)2 5= Goup 1]

&eU

Revenons maintenant a f. La définition de g implique immédiatement les identités
suivantes:

dga: = dfgl o dfa—l—x et d2ga: = deI © d2fa+xa
d'ott ||dge|| < [|df, ] [|d? fara| et

sup |[d?ge|| < ||df || sup ||d®fe|l,  (car a est supposé nul).
geu EeU

On obtient finalement :

1
(Ildfa1]) (sup [ fe][)
&eU

rayon(V') > 5

Annexe B: Controle des différentielles supérieures de ¢

Proposition 1.0.7.1 S7%l existe une constante k > 0 telle que
pour tout point p € M et tout plan P C T,M, alors:

2 1 sin(Vk||z|])
1226]] < &y (cosh (VA z||) — “2klaib)

pour tout x € T,, M.
Démonstration. La preuve s’obtient facilement de celle de la proposition 1.0.5.2. En
dérivant 'expression (dy,¢)(tv) = Y (t) par rapport a ¢, on obtient :

pour tout ¢. Ensuite, pour la fonction v considérée dans le lemme 1.0.5.1, on obtient
facilement ’encadrement :

Acos(Vkt) < v'(t) < Acosh(VEt), Vt e [0,T].

44



Il ne reste plus qu’a appliquer a Y l'estimation obtenue pour v avant de conclure. O

Des dérivations successives en ¢ de l'expression de (d?,¢)(tu,tv) ci-dessus donnent
I'identité suivante pour les différentielles d’ordre supérieur de ¢ :

(2) (@), tuto) = 3 (1) 1y betn ),

= (p—1-1)!

pour tout p € N;p > 1. L’argument tu est itéré (p—1) fois. Par conséquent, une estimation
de ||d},¢|| sera obtenue des que I'on aura estimé les dérivées successives de Y. Rappelons
que Y vérifie I’équation :

Y+ R(Y)d =0

ou on a noté ¢ = 7, la géodésique issue de v € T;; X. Une dérivation de cette équation
par rapport a I’argument ¢ entraine:

Y® 4 (VR)((,Y)d + R(¢,Y')d =0,

car ¢ = Ducd = 0, ¢ étant une géodésique. En itérant cette dérivation on obtient
facilement, par récurrence, ’expression :

p
(3) YO LS ()(TRI(CYP D) =0, WpeNp2 1
=0

Par définition de 71 (yo) on a:

VR 1072k _ KD

| | < ST T = g

sur B(yo,m1(Yo)), pour tout [ = 0,...,m. Les relations (3) montrent que I’estimation des
dérivées de Y se ramene a une estimation des dérivées d'une fonction v comme dans le
lemme 1.0.5.1, vérifiant de plus les inégalités suivantes:

(4) _Z( )]f0+fz =D < P+2) < Z( )10 2 v(p D)

pour tout p = 0,...,m. Pour p = 0 cette condition est celle du lemme 1.0.5.1. Sa
démonstration nous a déja donné les estimations suivantes pour v, v’ et v”:

Aﬁ sin(v/kt) < w(t) < Aﬁ sinh(v/kt),
Acos(Vkt) < v'(t) < Acosh(Vkt),
—AVEsinh(VEt) < v"(t) < AVksinh(Vkt).

En faisant p = 1 dans les relations (4) on obtient 1’encadrement :

3) k2
v<v(<kv+ma,

10 a
et les estimations obtenues pour v et v’ entrainent l’estimation suivante pour v :

— Ak(cosh(vVkt) 4+ 10%sinh(Vkt)) < v®)(t) < Ak(cosh(vEt) + 10 sinh(v/kt)).
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Les relations (4), pour p = 2, deviennent :

"o_ k2 v — (4) " k2
—kv 27550 — 105 2av<v < kv + 2455 —’ +10 5=V

Les estimations obtenues précédemment pour v,v’,0” entrainent I’estimation suivante pour
4).
v

0@ ()] < AkZ((1 + 1022 sinh(v/kt) + 210 cosh(+/(kt))

Une récurrence sur p entraine finalement, grace aux inégalités (4), I’estimation suivante
pour tout [ =0,...,m

WD ()| < Ak'z (Py(1) sinh(Vkt) + P3(l) cosh(vkt)),

ott Py(l) = 100=2a 4 10092 4 5 est un polynome de degré [ — 2 en 10% et Py(l) =
(1—2)10U=32 1 5 est un polynome de degré [ — 3 en 102. Il existe, pour chaque [, un M (1)
tel que:

Py(1) < M(1)(100=2)a - 100=Ha 4 ... et
Py(1) < 107*M(1)(10U¢=2)e 4 100=4e 4 ..., Ceci implique :

00(6)] < ANI()E'S (sinh (V/Fe) + 10~ cosh(v/F)), pour tout 1
oll on a noté M(l) = M(I)(100=2)a 4 10(=Ha 4 ...,

En vue de I'estimation de ||d},#||, en tenant compte de 1’égalité (2), on obtient finalement :

M3

=0
p—1 -
< A N — - 1) (sn (V) + 107 cosh(VRY)
et
= "~ i ~%cos
Hd (bH S g (]E[i;_l)l')'MQ? - 1)Slnh(\/Et)+t1£H h(\/Et)
="
< M(p)>. (ﬂ%)(sinh(\/ﬁt) +107¢ COSh(\/Et))
1=0
= M(p) (11__tt;p (sinh(v/kt) + 10~ cosh(vV/kt))
En posant x = tu, on a ||z|| = t||u|| = t. Ceci donne I'estimation :

(5)  [ldal| < M(p) 2ol (sinh (V|| ]) + 10 cosh(v/Fl]])).

pour tout € T;,, X et tout p € N,p > 1.

46



Chapitre 2

Une preuve simple d’un résultat
d’Uhlenbeck et Yau

Un sous-fibré d’un fibré hermitien (F,h) peut étre défini par la projection orthogonale sur
ce sous-fibré. Un sous-fibré faiblement holomorphe d’un fibré holomorphe hermitien sera par
définition une projection orthogonale 7 qui est dans 'espace de Sobolev L? des sections L? ayant
leurs dérivées dans L? et qui vérifie de plus (Id — ) o D"7 = 0. Nous redémontrons ici qu’un
sous-fibré faiblement holomorphe de (F,h) définit un sous-faisceau cohérent de O(F), c’est-a-
dire un sous-fibré holomorphe de F en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension
> 2. Ce résultat est un point technique essentiel dans la démonstration d’Uhlenbeck et Yau
de la correspondance de Kobayashi-Hitchin au-dessus de variétés kahlériennes compactes. Nous
donnons une preuve beaucoup plus simple de ce résultat en utilisant des techniques L?. L’idée
est de construire des sections locales méromorphes de Im 7 qui engendrent localement les fibres.
Nous faisons d’abord la construction sur toute sous-variété de dimension 1 de X et I’étendons
ensuite a l'aide d’un théoreme de type Hartogs du a Shiffman.

2.0.8 Introduction

Soit (E, h) un fibré vectoriel holomorphe de rang r muni d’une métrique hermitienne
C sur une variété kiahlériennne compacte X et soit F C O(FE) un sous-faisceau analytique
cohérent du faisceau localement libre O(F) associé a E. Le faisceau F est sans torsion,
comme sous-faisceau cohérent d’un faisceau sans torsion. Il est classique qu’un faisceau
cohérent sans torsion est localement libre dans le complémentaire d’un ensemble analytique
de codimension > 2 (voir, par exemple, [Kob87], V.5). Ceci permet de voir F comme un
fibré avec singularités. Plus précisément, il existe un sous-ensemble analytique S C X,
codim S > 2, et un fibré holomorphe F' sur X \ S, tels que:

\KJFX\S = O(F)
Comme Fx\s — O(E|x\s) est un sous-faisceau analytique de O(E|x\s), F' — E|x\g est
un sous-fibré vectoriel holomorphe de Ejx\s. Munissons le sous-fibré F' de la métrique

hermitienne déduite de h et considérons la projection orthogonale 7 : Ejx\g — F. Alors
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7 peut étre vu comme une section C* sur X \ S du fibré vectoriel holomorphe End E
satisfaisant les relations:

0.1) 7=71"=nx2 (Id=m)oD'nr =0

sur X \ S, ou D" désigne la partie de type (0,1) de la connexion de Chern sur End E
associée a la métrique déduite de h. La derniere relation exprime le fait que la structure
holomorphe de F' est la restriction de la structure holomorphe de E|x\g5. Soit @ le fibré
quotient de Ejx\g par F et considérons la suite exacte de fibrés holomorphes sur X \ S

0 — F — Ex\g — Q —0.

On munit ) de la métrique quotient déduite de h, et on considere aussi le fibré en droites
déterminant dét () muni de la métrique induite par la métrique de (). Sa forme de courbure
i9(dét Q) = Trg(10(Q)) = Tre(i©(Q)) est une (1,1)-forme C'* semi-positive sur X \ S

donnée par la formule:
i09(dét Q) = Trp(iO4(E) @) + Trep(iD'n A D"r), (voir (2.5)).

Comme codim S > 2, la (1, 1)-forme C* Trg(iD'm A D"7) est de masse localement finie
au voisinage de S. En d’autres termes, tout x € S admet un voisinage U C X tel que:

/ Trg(iD'm A D"7) Aw™™ ! < +oo,
U

oll w est une métrique hermitienne quelconque sur X. Ceci résulte d’un résultat général
de théorie des courants affirmant que si 7" est un courant positif fermé de bidegré (p, p)
(ou de bidimension (n —p,n — p)) dans le complémentaire d’un sous-ensemble analytique
A de codimension > p+ 1, alors la masse de T est localement finie au voisinage de A (voir
[Sib85], p. 178, corollaire 3. 2).

Ceci montre en particulier que la (1,1)-forme Trg(¢D'm A D”m) prolongée par 0 sur
S est L' sur X. Comme |Trg(iD'm A D"7)| domine |D'w|? et |D"7|?, les normes étant
considérées dans les fibrés respectifs, on voit que D'm et D”m sont des 1-formes L? sur
X\ S. Toute projection étant L> et, par compacité de X, implicitement L?, la projection
7 appartient a I'espace de Sobolev L? des sections L? de End E dont les dérivées premiéres
au sens des distributions sont encore L?.

Cette discussion est résumée par la

Remarque. Tout sous-faisceau analytique cohérent F de O(E) définit une section m €
L3(X,End E) qui est C™ sur le complémentaire d’un ensemble analytique de codimension
> 2 et qui vérifie les relations (0.1).

L’objectif de ce travail est de redémontrer, par des méthodes relativement élémentaires,
laffirmation réciproque, énoncée et démontrée dans [UY 86, 89]. Plus précisément, nous
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démontrons le résultat suivant:

Théoréme 2.0.8.1 Soit (E, h) un fibré holomorphe de rang r muni d’une métrique hermi-
tienne C™ au-dessus d’une variété complexe kihlérienne compacte X et € L3(X, End E)
tel que m =7 = 72 et (Idg — 7) o D 4um™ = 0 presque partout.

Alors il existe F C O(FE) sous-faisceau analytique cohérent de O(F) et S C X sous-
ensemble analytique de codimension > 2 tels que:

]) TIx\S € COO(X\S,EndE)
2)m=n*=n%et (Idg —m) o Dy qypm =0, sur X \ S

3) Fix\s = mx\s(Ejx\s) = Eix\s est un sous-fibré holomorphe de Ejx\s.

Dans tout ce qui suit L?(X,End F) désigne I'espace de Sobolev des sections L? du
fibré holomorphe End E dont les dérivées d’ordre 1 sont aussi L?. On considere sur End E
la métrique déduite de h et on note Dy 45 la partie de type (0,1) de la connexion de
Chern associée.

Une section m € L3(X,End E) vérifiant les hypotheéses du théoreme 1 sera appellée
sous-fibré faiblement holomorphe de E.

Nous rappelons que si F est un faisceau cohérent sans torsion sur une variété kahlérienne
complexe compacte (X, w) de dimension n, le degré de F est défini comme:

deg (F) = /X (F) Awn

ou ¢;(F) désigne la premiere classe de Chern de F. Nous rappelons aussi que ¢;(F) est
défini en toute généralité pour tout faisceau cohérent F comme ¢ (F) = ¢(dét F), ou
dét F est le fibré (en droites) déterminant associé a F.

La pente de F est définie comme étant le rapport :

) = BT

Avec ces notations on dit, d’apres Takemoto ([Tak73]), que F est semi-stable si pour tout
sous-faisceau cohérent F avec 0 < rangJF’, on a:

p(3") < p(3).

Si de plus I'inégalité stricte:

u(3F) < pu(3)
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a lieu pour tout sous-faisceau cohérent F avec 0 < rangd’ < rangd, on dit que F est stable.
Un fibré vectoriel holomorphe E sur X est dit semi-stable (resp. stable) si le faisceau des
germes de sections holomorphes associé O(FE) est semi-stable (resp. stable).

Nous rappelons aussi que si (F, h) est un fibré holomorphe hermitien de rang r sur une
variété complexe hermitienne (X, w), on dit que (E, h) est un fibré d’Hermite- Einstein sl
existe une constante réelle A telle que:

Tr,,(i04(E)) = A - g,

ot O(E), A - = D? est la forme de courbure de (E, h) définie par la connexion de Chern
D associée a la métrique hermitienne h.

Le théoreme 2.0.8.1 est un point technique crucial dans la démonstration donnée par
Uhlenbeck et Yau ([UY 86, 89]) du fait que tout fibré holomorphe stable au-dessus d’une
variété kihlérienne compacte porte une unique métrique d’Hermite-Einstein. Dans [UY
86, 89] les auteurs prouvent ainsi la correspondance de Kobayashi-Hitchin qui affirme
grosso-modo 1'équivalence entre les fibrés holomorphes d’Hermite-Einstein et les fibrés
holomorphes semi-stables sur une variété kahlérienne compacte. Que tout fibré d’Hermite-
Einstein soit semi-stable et se scinde en une somme directe de fibrés stables avait déja été
démontré par Kobayashi et Liibke [Kob87, LT95].

La réciproque, beaucoup plus difficile, affirmant que tout fibré holomorphe stable sur
une variété kahlérienne compacte admet une unique métrique d’Hermite-Einstein, a été
démontrée par Uhlenbeck et Yau [UY 86, 89]. L’idée de la démonstration est la suivante.
La métrique h de E étant fixée, toute autre métrique hy; de classe C° sur E est de la
forme:

ha(s,t) = h(f(s),1),

pour toutes sections s et t de E, ou f € C°(X, End E) est un endomorphisme autoadjoint
(par rapport a h) et défini positif de E. Alors h; est une métrique d’Hermite-Einstein si et
seulement si f est solution d’une équation nonlinéaire aux dérivées partielles. Les auteurs
considerent une équation perturbée dépendant d’'un parametre € qu’ils résolvent, obtenant
une solution f.. Une des deux situations suivantes se produit. Ou bien f. converge vers un
endomorphisme fy quand ¢ tend vers 0, auquel cas ils démontrent que fy définit en effet
une métrique d’Hermite-Einstein, ou bien f. ne converge pas, auquel cas ils démontrent
que 'hypothese de stabilité sur E est violée en produisant un sous-faisceau déstabilisant
de O(F). C’est dans la construction d'un tel sous-faisceau déstabilisant que le théoreme
2.0.8.1 intervient de maniere décisive.

La démonstration, extrémement technique, n’est pas tres instructive. C’est pourquoi
on souhaite donner une démonstration plus naturelle du théoreme 2.0.8.1, en construisant
des sections locales méromorphes de Im 7 qui engendrent localement les fibres. Le faisceau
cohérent F que 'on cherche a construire sera défini par ses sections locales.
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2.0.9 Rappels et préliminaires: cas C*

On commence par étudier le cas ot 7 est une section C'™° de End E. Ceci est nécessaire
pour fixer les idées et les notations, d’autant que c’est le cas auquel on sera amené a
posteriori en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension > 2.

Considérons donc la situation suivante. Soit (£, h) un fibré holomorphe hermitien et
m € C°(X,End E) tel que m = 7 = 72, L’opérateur 7 est donc un morphisme C'* de
fibrés de E dans lui-méme. Soit D" la connexion de type (0,1) qui représente la structure
holomorphe de E. Ainsi D" est une collection d’opérateurs

D" C®(X, AMT*X @ E) = C(X, APHT*X ® E),

pour tout (p, q).

Soit F' := Im7 C F, sous-fibré C* de E. Il est facile de voir que F est un sous-
fibré holomorphe de E si et seulement si (Id — 7) o D" o = 0, ce qui équivaut a (Id —
m)oDp 4 pm = 0. Ceci exprime la condition que la restriction de D" a C*°(X, AP T* X ® F)
prend ses valeurs dans C (X, AP9TIT* X ® F). Réciproquement, tout sous-fibré holomorphe
F de E apparait comme Im7, pour une section 7 € C*°(X,End E) satisfaisant les
conditions 7 = 7* = 72 et (Id — 7) o Df 4zm™ = 0. Ceci permet donc d’identifier un
sous-fibré holomorphe d’un fibré holomorphe hermitien avec la projection orthogonale sur
ce sous-fibré.

Supposons dorénavant que (Id — 7) o D 4 zm = 0 et considérons le fibré holomorphe
quotient @ := E/F et la suite exacte de fibrés holomorphes:

0—F - E 200,

ou j = m est l'inclusion de F' dans E et ¢ = Id — 7 est la projection de E sur (). On
munit F et () des métriques induites par la métrique h de E et on considere j* : E — F
et g* : ) — FE, les adjoints hilbertiens de j et de g par rapport a ces métriques. Ainsi
J* est donné par 7 et g* est donné par Id — 7. Les morphismes j et g sont holomorphes,
tandis que j* et g* sont C'"*°. On a donc les relations suivantes:

Di-/lom(F,E)j =0 Dﬁom(FvE)ﬂ- =0
Dﬁom(EQ)g =0 < Dﬁom(EQ)(Id —7) =0.

Il est bon de remarquer que g* est un scindage C'*° de la suite exacte, donc () peut étre
vu comme un sous-fibré C'° de E. D’autre part, () est muni d’une structure holomorphe
(la structure holomorphe quotient) qui n’est pas, en général, la restriction de la structure
holomorphe de E. En fait, la structure holomorphe de E se restreint a () pour donner la
structure holomorphe quotient de @ si et seulement si 7 o D”"n = 0. Compte tenu de la
propriété (Id — 7) o D" = 0, ceci équivaut & D”7 = 0. Par conséquent, Id — 7 réalise un
scindage holomorphe de la suite exate si et seulement si D”7m = 0.
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Dans le scindage C*°, F' ~ F'@ @, la connexion de Chern de E se décompose en

(2.1)  Dg= ( DﬁF BBQ* )

ou Dp et Dg sont les connexions de Chern de F' et de () et
B e C™(X,A\T*X @ Hom(F, Q)), * € C=(X,A"'T*X @ Hom(Q, F)).

La forme [ est appelée la deuxieme forme fondamentale de la suite exacte. Les formes S
et 0* sont déterminées par les formules suivantes:

g* ° 6 = Di—lom(F,E‘)j = B =4go° Di—lom(F,E)j7
j © 6* = _Dglom(Q,E)g* = /B* = _j* © Dglom(Q,E)g*'

A ! / " __ 1 : :
Notons dorénavant D' = Dg 45 et D" = Dyf 5. La remarque suivante nous sera utile
dans les calculs.

Remarque 2.0.9.1 Pour tout 7 € C®(X,End E) tel que 71 = 7 = w2, les égalités
suivantes sont équivalentes :

(a)(Id=7m)oD"n=0; (b) D'mo(ld—7m)=0
(c)moD'm=0; (d) D'mom=0.

Preuve. L’équivalence de (a) et de (b) s’obtient par passage aux adjoints, car m = 7*.
Par ailleurs, si on applique D’ & I'égalité m = 72 on obtient D'm = D'rom + wo D', ce
qui donne I'équivalence de (b) et de (c). L’égalité (d) est obtenue de (c) par passage aux
adjoints. O

Ceci nous permet en particulier d’exprimer [ et * en fonction de 7. En fait, g o

Ditom(r,r)J €st égal en tout point de F" & (Id — ) o D'm = D'm, d’aprés la relation (c). De
méme, —j* oD’P’Iom(Q 9" est égal en tout point de @ a —moD"(Id—n)=moD"nw = D",
d’apres la relation (a). Compte tenu des formules précédentes, on voit que les formes [

et 0* sont déterminées par les égalités suivantes:

(00 w__ (0 B
(2.2) Dﬂ—(ﬁ(]), D7T—<O ())'

En particulier, comme D”7 = 0 est la condition pour que Id — 7 réalise un scindage
holomorphe de la suite exacte, on retrouve ainsi le résultat classique affirmant que {5*}
dans H'(X, Hom(Q, F)) = H*' (X, Hom(Q, F')) est I'obstruction au scindage holomorphe
de la suite exacte.

Il est connu que la courbure de E s’exprime par rapport au scindage C*° E ~ F @ Q
comme :
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O(F) = B*AB —Diporiom
(23) @<E) = ( Dﬁom(F,Q)ﬁ @(QP)I _(%Ij\)ﬁ* )

d’ott les formes de courbure de F et de () s’expriment par les formules:
(24) OF)=0O(E)r+B"AB,  O(Q)=06(E)q+ AP,
ol on a noté O(E)jp = j* 0 O(E) o jet O(E) g =goO(L)og"

Dans le cas particulier ou ©(E) = 0, on voit que ©(Q) = B A f* et donc iO(détQ) =
Trg(i©(Q)) = Trg(iB A 5*). Les formules (2.2) entrainent :

(2.5)  iO(dét Q) = Trg(iD'n A D7),
car i A f* est a valeurs dans End @) et donc Trg(i8 A 8*) = Tro(if A B*). De plus, la

(1,1)-forme scalaire Trg(iD'm A D"m) est d-fermée comme forme de courbure d'un fibré
vectoriel holomorphe (identité de Bianchi).

Rappelons brievement les notions de positivité de Griffiths [Gri66] et de Nakano [Nak55].
Pour un fibré holomorphe hermitien (£, h) sur une variété complexe X notons O(FE) la
forme hermitienne sur 7X ® E associée a la forme de courbure de Chern O(E).

Définition 2.0.9.2 Le fibré vectoriel hermitien (E, h) est dit

(a) positif (resp. semi-positif) au sens de Nakano si ©(E)(t) > 0 (resp. ©(E)(t) > 0)
pour tout tenseur non nul T € TX ® F.

(b)  positif (resp. semi-positif) au sens de Griffiths si O(E)E ® v) > 0 (resp.
O(FE) (¢ ®v) > 0) pour tout tenseur non nul décomposable ¢ @ v € TX ® E.

On écrit dans ce cas :

O >ant (Zanr) 0, et respectivement © >Nk (>Nak) 0.

Les formes de courbure des fibrés F' et () satisfont alors les propriétés suivantes de
positivité.

Proposition 2.0.9.3 i) i A B* >t 0;
i) if* A B <xax 0.

Preuve. Par rapport a des coordonnées locales zq,...,z, sur X, les formes [ et *
s’écrivent:
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b= Zdzj ® B, ou B; € Hom(F, Q) et
j
B = Z dz; ® B7, ou f € Hom(@Q, F') est 'adjoint hilbertien de ;.
J
On obtient i8 A §* = ZZ dzj N\ dz, ® B;Br et
j
1PN B =— zjjdzj A dzp @ BrB;.

Pour les formes hermitiennes associées a i3 A 5* et a i8* A 3, notées de la méme fagon,
on trouve:

BAB(E®s, @)= %fj&(ﬁ;: 5,07 - '),
BAB(E®s,E@s)=p" (§®3),
iBFABERs,ERs) = - %5@;% 5, 0 - '),
iB* A Bu,u) = —|B - uf?,

ce qui prouve les inégalités i) et ii). O

2.0.10 Le cas général

La situation présente dans le théoreme 2.0.8.1 est similaire a celle considérée au
paragraphe précédent a ceci pres que 7 n’est plus C'°°, mais seulement dans l'espace de
Sobolev L? et que les propriétés que vérifie 7, & savoir 7 = 7 = 72 et (Id — ) o D" = 0,
ne sont satisfaites que presque partout. Comme 7 est une projection, elle est implicitement
L. On a donc:

7€ L}(X,End E) N L*(X,End E).

La dérivée D" est calculée au sens des distributions. Dans ce contexte D”7 est un
(0,1)-courant sur X a valeurs dans End E. Démontrer le théoréme revient essentiellement a
démontrer qu’en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension > 2 on est ramené
a la situation décrite précédemment.

Le fibré F := Im est défini presque partout comme fibré L?, & savoir la fibre F}
est définie comme Im 7, pour presque tous les points z € X et les matrices de transition
dépendent de facon L? de x. De méme, le fibré quotient Q est défini presque partout comme
fibré L2. Les formules mentionnées au paragraphe précédent pour § et 5* serviront de
définitions cette fois-ci. Posons donc f3 et 3* le (1,0)-courant L? & valeurs dans Hom (F, Q),
respectivement le (0,1)-courant L? & valeurs dans Hom (Q, F'), déterminés de maniere
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unique par les égalités:

(00 w__ (0 B
- (38). me(37)

ou D'mw et D" sont calculés au sens des distributions. Le produit 5 A 8* définit ainsi un
(1,1)-courant L' & valeurs dans End E.

On observe que les équivalences établies dans la remarque 2.0.9.1 restent valables dans
ce contexte plus général, 'argument étant le méme. On peut donc faire la

Remarque 2.0.10.1 Pour tout # € L3(X,End E) tel que 7 = 7 = w2, les égalités
sutvantes au sens des courants sont équivalentes :

(3.a) (Id—=m)oD"mr=0; (3.b) D'mo(Id—m)=0
(3.c) mo D'mr =0; (3.d) D'mom=0.
Pour démontrer que le fibré FF = Imm est holomorphe en dehors d’un ensemble

analytique de codimension > 2, il suffit de construire des sections méromorphes locales
de F' qui engendrent F' localement ( car les sections méromorphes sont holomorphes dans
le complémentaire d’un ensemble analytique de codimension > 2). Pour ce faire, 'idée
est de construire des sections holomorphes locales de F' @ dét ) qui engendrent ' ® dét ()
localement. Par ailleurs, nous construirons localement une section J-fermée qui engendre
dét @ localement. Une division des sections holomorphes locales de F'®dét () par la section
locale de dét () produira les sections méromorphes voulues de F'.

Dans la construction d’une section holomorphe locale de dét @ le (1,1)-courant Trg(75A
f* 4+ iO(E)|g), qui sera a posteriori le courant de courbure de dét ) dans la métrique
déduite de la métrique quotient de (), joue un role essentiel. On note, comme d’habitude,
iO(E)jg = (Id —7) 0iO(E) o (Id — ).

Faisons maintenant 'observation suivante.

Remarque 2.0.10.2 La restriction du courant Trg(ifAS*+ (Id—7)0i©®(E)o(Id—m)) a
presque toute droite complexe contenue dans un domaine de carte de X définit un courant
d-fermé.

Démonstration. L’argument est presque trivial. L’existence d’une restriction d’une fonc-
tion L' & presque toute droite résulte du théoréme de Fubini (avec une restriction qui
est L' sur cette droite). Pour le voir, on commence par considérer un systeme de droites
paralleles a une direction donnée. Maintenant, tout courant de bidegré maximal est fermé.
En particulier, les courants de bidegré (1,1) sont fermés sur les sous-variétés complexes
de dimension 1. O

En vue du théoreme 2.0.8.1, le probleme étant local, on peut raisonner sur un ouvert
U C X tel que Ejy ~ U x C". Quitte a rétrécir U, la courbure de E peut étre rendue
positive sur U par un changement de métrique. Soit en effet :

hi(z) = h(z) - e~
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une nouvelle métrique sur Ejy, avec un scalaire m positif, ot z = (z1,...,2,) sont des
coordonnées locales sur U. Comme::

O, (E) = iO4(E) + mid'd"|2|* ® 1dg,

on voit que 10y, (E) > ew®Idg, pour un certain € > 0, si m est suffisamment grand, car la
(1,1)-forme id'd"|z|? est > 0. Par ailleurs on a: Trg(i3 A %) > 0 au sens des courants, car
la proposition 2.0.9.3 reste valable dans le cas des courants avec la méme démonstration.
Ainsi le courant :

Trg(iB A B*+ (Id — m) 09O, (F) o (Id — 7))

est un (1,1)-courant positif sur U. De plus, ce changement scalaire de métrique préserve
la propriété de m d’étre auto-adjoint.

Convention. On suppose dorénavant que, localement, la courbure de E est positive.

Nous pouvons maintenant en déduire le

Corollaire 2.0.10.3 Le (1, 1)-courant Trg(iB A B* + (Id — ) 0iOy, (E) o (Id — 7)) admet
un potentiel local plurisousharmonique sur presque toute droite complexe incluse dans un
domaine de carte de X.

Ceci signifie que pour tout point x € X et presque toute droite complexe L par rapport a
un systeme de coordonnées locales au voisinage de x, il existe une fonction sousharmonique
pr telle que:

i00¢;, = Trg(iB A B* + (Id — ) 010y, (E) o (Id — 7)),

localement sur L.

Démonstration. Par le lemme de Poincaré, tout courant d-fermé est localement d-exact
et donc aussi d0-exact par le lemme du 09. Quitte & rétrécir I'ouvert trivialisant U, on
peut supposer qu’il existe une fonction ¢y comme dans 1’énoncé.

Le courant ci-dessus étant positif, le potentiel ¢y, est sousharmonique. O

2.0.11 Un lemme sur les distributions

Une des principales difficultés de la démonstration du théoreme 2.0.8.1 provient de
I'insuffisante régularité des expressions qui contiennent 7 et des dérivées de m. Certains
produits de courants correspondants ne sont pas définis car les distributions ne peuvent
pas étre multipliées. L’objectif de ce paragraphe est de donner un résultat élémentaire
de théorie des distributions qui nous permettra de donner un sens aux calculs qui vont
suivre.

Précisons quelques notations d’abord dans le contexte de 'espace R™. Comme notre
probleme se pose localement sur une variété, on sera amené a travailler sur des ouverts
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de l'espace euclidien. Pour tout réel s, on note:

(V1)

L ={ue ' (R") | i € Ly, (R"), (1 +[¢[)

loc

-a(§) € L*(R")}.

Ceci est I'espace de Hilbert L?(R") relatif a la mesure (1+|£|?)%d¢/(2m)™. Notons || - || sa
norme. Pour un entier positif s, H* désigne I'espace des fonctions L? sur R" dont toutes
les dérivées partielles au sens des distributions jusqu’a I'ordre s sont encore dans L?(R™).
Il est classique que la transformée de Fourier réalise une isométrie de H*® dans L? vus
comme sous-espaces de 'espace des distributions tempérées .’ (R").

On consideére aussi les espaces localisés L2 ). des distributions u telles que pu € L,
pour toute fonction test ¢. On observe que l'on a la propriété suivante: si u est a support

2 . . , o . _ ] . N . 2
compact dans L .., alors il existe une décomposition u = Z D?v; + v, ou vj € Ly 1o
J

pour tout j et v € L§+2,loc et les v; et v sont a support compact. En effet, 1'égalité
précédente équivaut a:

a(&) = 22&0,(€) +0(§), Ve,

Il suffit de prendre 0;(¢) := S a(€) et 9(€) = —L7a(€), pour j =1,...,n. On obtient
alors:

(L+]€[2)FH0,(6) = CHERRE (14 je)5a(e) < (1+ |eP)Fa(e) € L2 et

s+2 .

L+ g7 0(e) = (L+ [§])2a(6) € L2,

ce qui démontre la décomposition de wu.
En particulier, siu € L?, alors pour toute fonction test ¢ € D(R™) on a la décomposition :

ou =Y 1;DIv; + v,
J

avec v; € L2, v € L2, et ¢; et ¢ des fonctions test. Ainsi, pour s = —1, toute
fonction L2 s’écrit localement comme une somme de dérivées partielles d’ordre 1, au
sens des distributions, de fonctions L?, modulo une fonction L?. On définit par analogie
'espace (L') des distributions tempérées qui apparaissent localement comme une somme
de dérivées partielles d’ordre 1, au sens des distributions, de fonctions L!. On a les
inclusions :

L' — (LYY — D,

olt D désigne l'espace des distributions d’ordre 1. La topologie de (L')’ sera par définition
la restriction de la topologie de Dj.

Lemme 2.0.11.1 L’application
(f,9) = upy de L3 x L%

1, loc

dans (L')

1, loc
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est bien définie, bilinéaire et continue, ot uys, désigne la distribution définie comme :
< g, p >= —Z/ngj(ijsO) + /fwhso,
J

pour toute fonction test ¢ et toute décomposition locale g = Y. 0; - D?g; + vh, avec
J
gj € L2, hel? et 0,1 des fonctions test.

Démonstration. Comme f est une fonction L%’IOC, 6;fp est L? & support compact et

donc D?(8; f) est une fonction L? & support compact, quelle que soit la fonction test .
Par conséquent, ¢g;D?(6;f¢) est une fonction L' & support compact, comme produit de
deux fonctions L2 De plus, la fonction fihe est L' & support compact, ce qui montre
que l'expression de < uys4, ¢ > a bien un sens. On obtient :

| <upp>| = ’Z/ngj<9jfg0)|—|—‘/fwhgp'
Z/|9j|-|Dj(9jf<p)l §+’/fz/)h<p’
Sl (100502 + ([ ([ 1o

la derniere inégalité étant 1'inégalité de Holder. Comme :

IN

IN

/\Dj(ejﬂf))l2 < 2 [(ID7fPI0;e1” + | fPID(0;0)) <
< 2/fI1 - (sup o] + sup [ D),

on obtient :
, 1
| < ugge > | < V2If]r- <Z||ngo+ ||h||1) - (sup |@]? + sup | D7)z,
J

pour toute fonction test ¢. Ceci montre que uy, est une distribution d’ordre 1 pour toutes
fonctions f € L 1. et g € L2 De plus, cette formule garantit la continuité de uys, en
feteng.

Il reste & justifier que uy, € (L'). Comme D?(0; fp) = (DI f) - (8;0) + f - D(0;¢), la
définition de uy, entraine:

1,loc*

<upg, > = —Z/ngj(Djf)so—Z/(fgj)Dj(eij/fwhw:
= —Z/ngj(Djf)sHZ/%Dj(fgj)so+/ow,

pour toute fonction test ¢. Donc:

upg =>20;D7(fg;) — >-0;9;D7 f + U fh
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au sens des distributions. De plus, on a localement :
g;Dif e L' — (LYY, fg;e L', fhell,

comme produits de deux fonctions L?, et donc aussi D?(fg;) € (L'). Ces relations
montrent que uys, € (L'). O

2.0.12 Démonstration du théoréme 2.0.8.1

Nous allons procéder en plusieurs étapes.

e Premiere étape: réduction au cas de la courbure nulle
Pour simplifier les calculs dans la suite, on montre que 'on peut se ramener localement
au cas ou la courbure de E est nulle. Le lemme élémentaire suivant nous sera utile.

Lemme 2.0.12.1 Soit E un espace vectoriel complexe de dimension r et F' un sous-
espace vectoriel de dimension p. Considérons deur métriques hermitiennes h et hy sur E
et w, mo les projections orthogonales pour h et respectivement hg de E sur F.

Si E = F @ F (respectivement E = F @ FhLO) est la décomposition orthogonale de
E pour h (respectivement hy), alors il existe un automorphisme v : E — E tel que
v(F)=F, v(F") = Fy., et h(s,t) = ho(vs,vt), pour tous st € E.

De plus, pour tout tel v les projections m et m sont reliées par la relation : mop = vrv~!.

Preuve. Soit fi,..., f, une base h-orthonormée de E telle que fi, ..., f, soit une base de
F. De méme, soit ey, ..., e, une base hp-orthonormée de E telle que ey, .. ., e, soit une base
de F. On définit v : E — FE par v(f;) = eg, pour k = 1,...,7. On voit que v(F) = F
et v(F;-) = Fy; par construction. Comme ho(vf;, vfi) = ho(e;, ex) = ;6 = h(f;, fx), pour
tous j,k =1,...,r, on a aussi h(s,t) = ho(vs, vt), pour tous s,t € E.

Il reste & vérifier 'égalité my = vrv~t. Il suffit de la vérifier sur F et sur FhLO . Soit
£ € F. Alors £ = mp€ et v 16 € F. En particulier, mv~1¢ = v71¢. Ceci entraine que
vt = vt = € = mo€. Légalité sur F est démontrée. Soit maintenant 7 € Fj-. On
a: mn =0 et v ln € F-, donc mv~ln =0, ce qui démontre 1'égalité sur F,i) O

Corollaire 2.0.12.2 Soit (E,h) un fibré holomorphe de rang v muni d’une métrique
hermitienne C™ au-dessus d’une variété complere X et m € L3(X,End E) tel que m =
7 =m? et (Idg — m) o D, 4z = 0 presque partout. Notons F = Imr. Soit U un ouvert
sur lequel le fibré E est trivial et ho la métrique triviale plate sur Ejy ~ U x C". Soit
m € L1 (U,End E) la projection orthogonale pour la métrique hy de Eyy sur Fiy.

Alors il existe v € C°(U,End E) tel que (Id —m)ovom =0 (ou de fagon équivalente,
(Id —mp) ovomy=0), mpovo (Id —m) = 0 presque partout sur U et h(s,t) = ho(vs,vt),
pour tous s,t € Eyy. De plus, my = vrv~t presque partout sur U.

Lemme 2.0.12.3 Sous les hypotheses du corollaire 2.0.12.2 la projection my vérifie aussi :
(Id — mp) o D"my = 0 presque partout sur U.
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Ce résultat correspond a posteriori au fait que la structure holomorphe de F' comme
sous-fibré holomorphe de E sur le complémentaire d’un ensemble analytique ne dépend
pas du choix de la métrique.

1

Preuve. Comme 7y = vrv™", on obtient :

(Id = my) o D"1y = (Id —my) o D"vomovt
+ (Id—wvrvHovoD'mrouvt
+ (Id—wvrv HovoroD'(vh).

Les expressions ci-dessus sont bien définies au sens des distributions car v est C*. Le
deuxieme terme de la somme précédente est égal a:

1

voD'mrovt—vomroD'rov !t =0,

car D"m = mo D" et la soustraction de deux expressions L? est bien définie. Le troisieme
terme de la somme est égal a:

vomoD"(vY) —vorovtovomroD'(v7t) =0,

car tov tovom =72 =7 et la soustraction de deux expressions L? est bien définie. La

somme est donc réduite a son premier terme, d’oui:
(@)  (Id —mg) o D'y = (Id — mg) o D"vomouv L.
Appliquons lopérateur D" a I'égalité (Id — m) o v o m = 0. On obtient :
(b) —D'movom+(Id—nm)oD"vor+ (Id—m)ovoD'nr=0.
Comme D"n = 7o D"7, on voit que:
(Id=7)ovo D't = ((Id—ﬂ')OUOﬂ') oD"m =0,
car I'expression entre paratheses est nulle. L’égalité (b) devient :
(¢ D'movom=(Id—m)oD"vor.

Par ailleurs, pour tout £ € F il existe n € E tel que v(w§) = 7, car v conserve Im 7.
Comme D"7om =0 d’apres la relation (3. d), on obtient:

(Dm0 vo)(€) = D'r(u(n€)) = (D' o)) = 0,

pour tout £ € E. Par conséquent, D"movom =0 et donc on voit via (¢) que: (Id —7) o
D"vom =0. Ceci équivaut a: D"vor = 7o D"vor. En appliquant 'opérateur Id — 7y a
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cette derniere égalité on obtient :
(Id = mp) o D"vorm = (Id —my) omo D"vorm =0,

car (Id—mp)om =0 ( Im7m = Im mg et (Id — mg) omg = 0). Finalement, I’égalité (a) donne:
(Id — m) o D"my = 0, ce que l'on cherchait a démontrer. a

Le lemme 2.0.12.3 nous permet de nous ramener localement au cas d’un fibré plat. En
fait, le probleme étant local, on peut supposer dorénavant, quitte a remplacer localement la
métrique initiale h de E par la métrique plate hg, que i©(E); = 0 sur 'ouvert trivialisant
U.

e Deuxieme étape: réinterprétation de Im

Pour démontrer le théoreme 2.0.8.1 nous allons montrer que le fibré L? F = Im 7 est
localement engendré par ses sections méromorphes locales. Comme précédemment, nous
allons nous inspirer de la situation C*> considérée dans le lemme tres simple suivant.

Lemme 2.0.12.4 Soit (E, h) un fibré holomorphe hermitien de rangr et m € C*°(X,End E)
tel que m = 7 = w2 et (Id — 7) o D"w = 0. On fait I’hypothése que la courbure de (E, h)
est nulle. Soit p le rang de w et ¢ = r—p. On considére le sous-fibré holomorphe F' = Im
de E et la suite exacte de fibrés holomorphes :

0—F -2 FE-2%0Q—0,

ou j est l'inclusion et g = Id — 7w est la projection sur le fibré quotient Q. Alors il existe
un morphisme holomorphe de fibrés:

AHE ® AQY -2 F,

qui a pour image F'. Plus précisément, si eq,...,e, est un repere local holomorphe et
orthonormé de E et K = (k; < ... < k) est un multi-indice, on considére la section
locale holomorphe de détQ) = A1Q) définie comme :

vK:(Id—ﬂ)ekl/\~-~/\(1d—7r)ekq: Z DJK'€J

|/|=q
ot Dy est le mineur correspondant aux lignes J = (j1, ..., jq) et auz colonnes K = (k; <
... < kq) de la matrice qui représente Id —m dans le repére considéré et ey == ej A+ --Nej,
pour tout J = (Ji,...,7J,). On lui associe la section locale holomorphe de ANQ* définie
comme :
> Dk -¢;
ool — |7]=q
K > Dkl
|J1=q
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Alors pour tous multi-indices I = (i1 < ... < ig41) et K = (k1 < ... < ky), le
morphisme o est défini localement par la relation :

g1 HZ D - €5(engiy)
_ J|=q
6.1 ole; @ vt) = —1)t. -e;.
( ) ( I K) ;( ) ‘Jz|: |DJK|2 1
=q

En particulier, il existe un morphisme holomorphe de fibrés :
ATE 5 E® détQ

qui a pour image F' @ détQ, déduit de o en tensorisant a droite par détQ) = ANIQ. Les
morphismes o et u sont reliés localement par la relation :

ule
0'(6]@1)]_(1) _ ( I)’
(%7¢

la division étant effectuée dans le fibré en droites détQ).

Ce lemme montre que le fibré F ® dét (@) peut étre obtenu comme l'image d’une
projection holomorphe de A1 E. Il nous sera utile par la suite parce que la projection de
E sur F n’est pas, en général, holomorphe.

Preuve. Le fibré quotient ) peut étre vu comme sous-fibré C* de E via l'inclusion

C* @ ‘U B, Ceci définit inclusion C*® détQ = ANQ) — AE et la décomposition

orthogonale AE = A1Q @ (A1Q)*. L'élément vy,' de ATE* vérifie les égalités:
vil(vg) =1 et v(€) =0, pour tout £ € (AQ)*.

Ceci justifie la notation vy' et montre que vy € AQ* = (détQ)~'. Nous devons
montrer que Imo = F. L’inclusion F' C Imo est évidente. En fait, pour tout s € F|,
o(s Nvg @ vg') = vt (k) - s = s. Démontrons maintenant I'inclusion Imo C F. On a:
vt € NMQ* — AE*, Dinclusion étant holomorphe. Vu comme élément de AE*, vy est
défini par:

v;(l(ejl Ao A ejq) = vl}l((ld —mej, A--- A (Id — 7T)6jq),

pour tous 1 < j; < ... < j, < r. Par conséquent, pour tout multi-indice I = (i; < ... <
ig41) ON a:
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q+1
a(e;@v;{l) = lzl(—l)lv[_(l(eil/\-~-/\éil/\-~-/\eiq+1)eil

=1

q+1 —
= S (=Dloyt <(Id — ey Ao A(Id—m)e, A--- A (Id — 7T)e,~q+1) e,

q+1

— ;(_1)1 o—<(Id —meg A Aey A A(Id =T, ® vKl)
g+1

— ;(_1)l g((Id _ 71-)61.1 A A €, AR, (Id — 71-)equrl X ’l}l_(l)
g+1

= 1—21<_1)l vt ((Id —mey A A(Id—=m)e, Ao Ald — W)eiqﬂ) ey, .
Ceci montre que o(e; @ vy') € F, pour tous multi-indices I et K, car me;, € F' pour tout
1;. On a, par conséquent, Imo C F. O

Revenons a la situation du théoreme 2.0.8.1. La section 7 considérée est L?. Fixons un
repere holomorphe local eq, ..., e, de E sur un ouvert U et notons, comme précédemment,
p le rang presque partout de F' = Imm et ¢ = r — p. Pour un point fixé o € U on peut
supposer que ej(Zg), - . ., €4(xo) est une base de Q, et e,4+1(z0), . . ., e, (xo) est une base de
F,,. Il est évident alors que (Id —7)e;(xg) = e;(xo), sij € {1,...,q} et (Id—m)e;(xo) = 0,

sij € {q+1,...,r}. Pour toute matrice a = (ax, ;) 1<r<q avec ayj € C et (ax,;)1<r<q = Idca,
1<j<r 1<j<q
définissons les sections locales holomorphes de E sur U :

T
Sk = y.apjej, pourk=1...,m
i=1

et la section locale de AYE sur U :
To=Id—m)sy A+ A(Id—m)s, € L3N L*>.

La section 7, est une combinaison linéaire des sections vg de dét () considérées dans le
lemme 2.0.12.4. A posteriori, 7, sera une section holomorphe locale de dét (). De plus,
Ta(x0) = e1(zo) A -+ - Aey(xg), done |7,(x0)| # 0. En nous inspirant de la formule (6.1) du
lemme 2.0.12.4, nous obtenons

Corollaire 2.0.12.5 Pour un fibré hermitien (E,h) et une section m € L3(X,End E)
vérifiant les hypotheses du théoreme 2.0.8.1, le morphisme local de fibrés Aq“EW - Eu
défini par la formule :

v _ u\er
(62) er=eq A Aei,, —roler @) = (T )‘,
pour tout I = (1 < iy < ... <igy <), vérifie Inmy = Imwv. Ici o et u sont définis par

les mémes formules que dans le lemme 2.0.12.4.

e Troisieme étape: un lemme de type Lelong-Poincaré
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Comme Im 7 = Im v localement, il suffit de démontrer que pour tout multi-indice I tel
que |I| =g+ 1,on a: D"(v(er)) = 0 au sens des courants pour conclure que Im 7 définit
un fibré holomorphe en dehors d'un ensemble analytique de codimension > 2. Bien que

la formule D”(v(es)) = 0 soit formellement vraie, ceci n’est pas défini a priori car - ne

a

définit pas nécessairement une distribution. (Les coefficients de 7, sont des fonctions L?
et leurs inverses ne sont que des fonctions mesurables.)

Pour surmonter cet obstacle, commencons par observer qu’a posteriori la formule de
Lelong-Poincaré appliquée a la section holomorphe 7, du fibré (a posteriori) holomorphe
dét () entraine:

iaglog |7_a| = [Za] - i@(dét Q) = [Za] - %TIE(ZB A 6*)7

ol on a noté [Z,] le courant d’intégration le long du diviseur Z, des zéros de 7, et |7,| la
norme quotient dans dét @ de 7, (égale d’ailleurs a la norme de 7, dans AYF). La courbure
de E étant supposée nulle, iO(dét Q) = Trr(if A 8*). Comme [Z,] est un (1, 1)-courant
positif, il vient :

i001og |7,|*> > —Tre(iB A 5%).

Cette situation, qui a lieu a posteriori, peut étre retrouvée en calculant 90 log |, |*
(la norme étant considérée dans AYE). Nous allons donc démontrer par calcul direct
la derniere inégalité.

Rappelons que 'on a noté Dg = D'y + D7, la décomposition de la connexion de Chern
Dpg associée a la métrique hermitienne C>° de E en sa partie (1,0) et sa partie (0,1).
Considérons les opérateurs suivants:

D := (Id = ) o Dy ;

qui représentent les projections de D et respectivement D7. A posteriori, Dy et Dy
seront la partie (1,0) et respectivement (0,1) de la connexion de Chern associée a la
métrique quotient sur le fibré () que I'on construira.

Pour ne pas avoir de problemes de dénominateurs, nous allons calculer i99 log(|7,|* +
6?), pour des réels 6 > 0 que nous ferons finalement tendre vers 0. Le lemme suivant
fournit I'argument essentiel de notre démonstration.

Lemme 2.0.12.6 Si (E,h) est un fibré holomorphe de rang v muni d’une métrique
hermitienne C* de courbure nulle, alors pour tout § >0 on a:
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_ Ta, Ta7Ta}/\{Ta7 s Ta}
- Dae ta dé o Dae to dét
00 log(|r* +0%) = iy L
B { détedéte™ ™
T

2 .
> _hﬁ% CTrg(if A ),

o

q
D/détQTa = > (Id—=m)sy A--- A Dg ((Id - W)Sk) A A(Id—m)s, et

k=1

q
DIC/ZtQ : Z(Id—ﬁ)sl/\---/\D’é((ld—ﬂ)sk)/\---/\(Id—ﬂ)sq

k=1

Un mot d’explication est nécessaire pour justifier les expressions écrites ci-dessus. Rappe-
lons que 7 € L®(X,End F) N L?(X,End F). Comme les coefficients de Dd toTa sont

des fontions L? (comme produits d'une fonction L? par ¢ — 1 fonctions L), le courant

/ . 7 . N . 1 .
{DdetQTa’ DdétQTa} est bien défini comme (1,1)-courant a coefficients L' (produits de

deux fonctions L?). Il en est de méme pour le (1,1)-courant {D:iétQT“’ Tat M7, Dijgs QTa}.

Par ailleurs > est une section L? de AYE. En fait, c’est une section L? comme produit

' a5

de la section L? 7, par la fonction L> |

m. De plus, ses dérivées premieres :

T T
D) = mpem D7 = Gt D{7a 7o}

sont encore L2, car |Ta‘21+62 et gtz sont L et D, et D{74,7,} sont L2
Le lemme 2.0.11.1 implique alors que le (1,1)-courant :

{ d Ta,Ta}
éto det _ '
et = 40g o Pagt o To e}

est bien défini, ayant pour coefficients des distributions (L!)" obtenues comme produits
d’une distribution L2, par une fonction L?.

Démonstration du lemme 2.0.12.6. La courbure de E étant supposée nulle, le repere
local e, ..., e, peut étre choisi paralléle pour la connexion de Chern de (E, h). Ceci signifie
que Dize; = 0 et DYe; = 0, pour tout j = 1,...,r. La section 7, de AYE s’écrit localement
dans ce repere comme :

Ta = Z (Iljl...Cquq<Id—7T)€jl/\"'/\(Id—’ﬂ')ejq.

J1ses Jg

Les opérateurs D'y, et D:ié ainsi que les opérateurs D}, et D" dét o’ peuvent eétre

tQ’
appliqués a 7, et donnent :

DiopTa=— 2 iy -..aq, y (Id—=m)ej A---AND'm(ej ) A--- A (Id —m)ej,;
k

Jis-- Jq
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DaétQTa = — Z A4y - - .aqjq~zk:(1d—7r)ej1/\~ . ~/\(Id—7r)oD’7r(ejk)/\~ . ~/\(Id—7r)ejq;

J1sees Jg
DiopTa=— 3> Qij ---Aqj, - ;(Id —mej, A~ AND"m(ej ) A A (Id = 7)ej;
J1seeerda
Ic/létQT“ == > aiy .. .aqjq-;(ld—w)ejl/\- ~A(Id=m)oD"m(ej, )A---A(Id—7)e;, .
J1s Ja

Les courants D'y, 57, et D}, T, sont bien définis comme courants a coefficients L?. En fait,
leurs coefficients apparaissent comme produits d’un coefficient L? de D'w(e;,) (respecti-

vement D"m(e;, )) par des coefficients L> de (Id—m)e;, . Les courants DldétQT“ et DéétQTa

sont & coefficients L?, car (Id — 7) o D'm et (Id — 7) o D7 le sont. Comme :

(Id—m)oD'n=D'w

grace a la relation (3. ¢), on voit que DaétQTa = D)\qpTa. Notons dorénavant cette valeur
commune par D'7,. La relation (3. a) montre que (Id — m) o D7 = 0, ce qui entraine que
D", 1,=0.

dét g

Commencons par démontrer I'inégalité qui figure dans la conclusion du lemme 2.0.12.6.
Le (1,1)-courant i{D'r,, D', } est positif et I'inégalité de Lagrange montre que 'on a:

i{D'7a, T} N0, D'10} < |1a|? - i{D'1o, D'},

. AD'1q,D'1a}  AD'7a,Ta}NTa, D'1a}
au sens des courants. Par conséquent, i T re? (ERE e

courants. Nous allons montrer maintenant 1'égalité suivante:

> 0, au sens des
() D oPictgm ™ = 1Tl Tre(5 A 5),

ce qui démontrera 'inégalité du lemme. Comme :

D//

détQ<<Id —m)e;) = —(Id — 1) o D"x(e;) =0,

pour tout j, on obtient :

ch/létQDaétQTa = _j1¥j aij, - - - Qgj, - ;(Id —m)ej, A+ A (Id —m) o D"D'm(ej, ) A
A (Id = m)ey, .

Par ailleurs, I'opérateur D’ appliqué a l'identité (Id — 7) o D”7 = 0 donne:
—D'tAND"m+ (Id—m)o D'D"m =0,

au sens des courants. Une explication est nécessaire ici pour justifier l'existence des
courants qui apparaissent dans la formule ci-dessus. Les courants D'm et D”m sont a
coefficients L?, donc D'm A D"m est un courant de bidegré (1,1) & coefficients L'. Le
courant D'D"7 est a coefficients L? | (comme dérivées secondes des coefficients L7 de )
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et le lemme 2.0.11.1 autorise sa multiplication par le courant Id — 7 & coefficients L?.
De plus, comme la courbure de E est supposée plate, la courbure de End £ muni de la
métrique déduite de la métrique de E est aussi plate. Par conséquent, D'D"nm = —D" D'~
et I’égalité précédente entraine que:

(Id=7m)oD"D'n=—-D'n AND"m =—-D'n AND"mo(Id — ),

au sens des courants. La deuxieme égalité ci-dessus résulte du fait que D"7 o (Id — 7) =
D"r, car D"mom = 0, d’apres la relation (3. d). Ceci donne finalement la formule suivante :

DieoPietg™ = 5 arn -+, S =)es, oA (DA Dm) o (1d =) e3)
J1s Jq
A (Id —7)ej, .
Or E(Id —me; A AN(D'mAD"r)o(Id —7)(ej ) A= A(Id—m)ej, = Trg(D'n AD"m) -
(Id = m)ej, A= A (Id = 7)ey,

et comme Trg(D'm A D"m) = Trg(8 A f*), on obtient :

" / x\ .
compte tenu de la formule de 7,. Ceci implique trivialement I'identité (x). L’inégalité du
lemme 2.0.12.6 est ainsi démontrée.

Nous allons démontrer maintenant 1’égalité du lemme 2.0.12.6. Pour 7, vu comme
section L? du fibré A?E nous obtenons en dérivant :

YA 2 2 _ >{D;\q TavD;\q Ta} ~{D5\q TavTa}/\{TavD;\q Ta}
Z8810g<‘7a| +5) = 1 ﬁ_a|2+52E —1 = ([7a[2+02)2 =
. ,l’{DXqETa7DX‘1ETa} . .{Ta,DXqETaE/\{DXqETayTa}
a7 (7al?55%)"
+ {DAqEDAQET“’T“} -+ {70, DXgpDyapTa}
EARERE I7a|? 402
i{D;\qETa7Ta}A{DXqETa»Ta} {70, DiqpTa}MTa, A‘IETa}
(I7a|?+0%)2 (I7al?+06%)2

L’expression de D}, 7, obtenue précédemment est une combinaison linéaire de termes :

zk:(ld —m)ej, A= AND"m(e; ) A+ A (Id —7)ej,,

dans lesquels D" (e;, ) = 5*(e;,) est une section L? & valeurs dans Im 7, car D"7 = wo D" 7.
(A posteriori, 8* sera une section de Hom (@, F')). Par conséquent,

{D”W(ejk)a (Id — W)ejz} =0,
pour tous k, [, car Im7 et Im (Id — 7) sont orthogonaux. Ceci entraine:

67



{DXqETaa Ta} = 07
car il s’agit d'une combinaison linéaire d’expressions du type:
{Id =m)ej, A---AD"r(ej) A---A(Id=m)e;,, (Id = 7)ej, A--- A (Id — m)ej, }

Toutes ces expressions sont nulles, car égales a des déterminants ayant chacun une ligne
nulle. De méme a-t-on:

{Tas DXapTa} = 0.

La formule de i90 log(|7,|? + 02) se réduit alors a:

CAS 2 2 o ’{D;\IIETCMD;\(]ETG} . .{D;\qETLhTa}/\{TayD;\qETa}
100 10g<‘7’a| +0 ) = 1 a2 102 ¢ ([7a|2+62)2
— Z’{DX‘IETWDX‘IETG}
|7a|?+62

+ ’{D;\‘IEDXQETW Ta} + A7a, DXQED;VIETG}
|Ta %462 |Ta %462

Nous allons démontrer les égalités suivantes:
(%) i{DhapDRapTa; Ta} = —|7al* - Trp(iB A B%);
(kxx) {70, DiupDhapTa} = —[7al” - Tru(iB A 5°);
(xxxx)  i{DYapTa, DXapTa} = —|7a|? - Tre(if A B¥),

ce qui démontrera 1’égalité du lemme. Commengons par démontrer (xx). En appliquant
Vopérateur D'y, a la formule obtenue précédemment pour DY, ;7, nous obtenons:

Dj\qEDX‘IETa = Z Ajly---7jq7 ol
J1sesdg
Aj e = > (d—=m)ej, A---AND'm(ej) N---AND"r(ej) A--- A (Id —7)ey,

<k

— Y (Id=mej, A---AD'D"m(ej) A---A(Id —7)ey,
k

— Y (d=m)ej, A---AD"r(ej ) N---AND'm(ej) A--- A (Id —m)e;,.
k<l

La premiere et la troisieme somme ci-dessus définissent des (1, 1)-courants a valeurs dans
E et a coefficients L' (comme produits de deux fonctions L? par des fonctions L*). La
deuxieme somme définit un (1, 1)-courant a valeurs dans F et a coefficients distributions
obtenues comme produits des coefficients L? ; de D’'D"m par des coefficients L? de (Id —

m)e, A+ A (Id —m)ej, (cf. lemme 2.0.11.1). Ainsi A;, ;. est bien défini comme courant
de bidegré (1,1) a valeurs dans E.

»Ja
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La premicre et la troisieme somme de I'expression de Aj; . ; contiennent des facteurs
D"m(e;,) qui sont des courants a valeurs dans Im 7, et donc orthogonaux a tout facteur
(Id — 7)ej, qui intervient dans 'expression de 7,. Ces deux sommes n’ont donc aucune
o ) . oy " N N
contribution dans l'expression de i{ D)z DYapTa, Ta}- Quant a la deuxiéme somme, pour
les mémes raisons d’orthogonalité, seule la composante (Id — 7)o D'D"7w = D'w A D"m de
D'D"7 aura une contribution non nulle. Cette partie intéressante de la deuxiéme somme
devient alors:

— zk:(ld —me; A AND't AD"m(ej, ) N AN (Id = 7)ej, =
= —Trg(D'mr AD"r) - (Id = m)ej, A--- A (Id — 7)e;, .
La formule antérieure de 7, entralne finalement :
i{D\ipDrapTasTa} = —H{Tre(D't AD"1T) - T4, Ta} = —|7a]? - Trg(iD'm A D"1),

ce qui démontre (%x).

Démontrons maintenant (xxx). Les calculs et les arguments sont tres similaires a ceux
du cas précédent. Ces calculs montrent que DY, pD'\,pT, €st égal en tant que courant de
type (1,1) a ch/létQDldétQT“ plus des termes qui n’ont aucune contribution dans le calcul
de {7, D{qpDhepTa}- Nous obtenons donc, en tenant aussi compte de (6.3):

7o, DiapDhapTa} = {70, Dt o Dier oot = 70 Tru(B A 57) - 0}
= A7, Trp(iB A B*) - 1u} = —|7al? - Trp(iB A 5%).
Ceci démontre (% x %). Il reste a démontrer (x x xx). Nous avons démontré plus haut que

{DYagTasTa} = 0 comme (0, 1)-courant a valeurs scalaires. Si on applique 'opérateur 0
on obtient :

0= 8{DX‘1ET(M Ta} = {D}\QEDXQETM Ta} - {DXqETaa DXqETa}a
ce qui entraine, compte tenu de (%*):
H{DXapTa, DiapTa} = {DyapDiapTa: Tat = _|Ta|2 -Trg(iB A ).

Ceci démontre (x * xx). Les relations (x), (%), (x x %) et (x % »x) impliquent 1’égalité du
lemme 2.0.12.6. Le lemme 2.0.12.6 est ainsi completement démontré. O

e Quatrieme étape: Construction du fibré en dimension 1

Nous pouvons démontrer maintenant que Im 7 définit presque partout un sous-fibré
holomorphe de E en restriction a presque toute droite complexe considérée localement
dans un domaine de carte. Fixons un point arbitraire o € X et un ouvert trivialisant
U 3 xy de F inclus dans un domaine de carte avec des coordonnées locales z = (z1, ..., z,).
Fixons aussi une droite complexe L dans ce domaine de carte telle que la restriction de
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Tre(if A B*) a L soit définie comme (1, 1)-courant. C’est le cas pour presque tout choix
de L. Grace au corollaire 2.0.10.3, il existe une fonction sousharmonique ¢ = ¢ sur
UNL telle que i0d¢ = Trp(i A B*) s (la courbure de E est supposée nulle). Le lemme
2.0.12.6 entraine alors:

|Ta|2

100 log(|14|? + 6%) > TP 1 (i00p) > —iddyp,  pour tout § > 0,

sur U N L, car i90p > 0. Ceci montre que la fonction :
log(|7.|* €% + 6% €¥)

est sousharmonique sur U N L, pour tout 6 > 0. Comme une limite décroissante de
fonctions sousharmoniques est une fonction sousharmonique, la fonction log(|7,|? €?) est
sousharmonique sur U N L. En particulier, la fonction:

Y = log(| 74| 6%)

est sousharmonique sur U N L. De plus, ¥ n’est pas = —oo, car on s’était assuré que
|Ta(z0)] # 0, ce qui implique que ¥ (xy) # —oo.

Soit maintenant f € ['(UNL,J(¢))) une section sur 'ouvert U N L du faisceau d’idéaux
multiplicateurs associé a la fonction sousharmonique v, a savoir une fonction holomorphe
f:UNL— C, telle que [, |f?¢7* d\ < +o0, ol dX est la mesure de Lebesgue. Ceci
signifie que la fonction :

_ Al

a |7al e’

[fle™®

est L? sur UNL. En particulier, Lﬁ est une section L? sur UNL de (dét Q)~*. Par ailleurs,
Ty €2

¢ est une fonction sousharmonique. La fonction e? est donc également sousharmonique

et, de plus, L*> sur U N L. Il en résulte que:

[ f

2
Ta Tq €2

est une section L? sur U N L de (dét Q)~!. En particulier, elle définit une distribution et

Iexpression D" TL est bien définie au sens des distributions. De plus, D" (TL) =0en

a

tous les points ou ceci est défini. Le morphisme v de fibrés défini par (6.2) peut étre alors
redéfini sur U N L comme:

AR B, e e LM

a

pour tout multi-indice I tel que |I| = ¢+ 1. Comme u(e;) est une section L? et D"-fermée
sur UN L de E® dét Q, il vient que fuT—EfI) eLMUNL,E) et
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(20 = (£t £ e -0

Ta Ta Ta
pour tout I. Par conséquent, le fibré L? défini par ' = Imv = Im7 est localement

S
Y sur presque toute droite complexe L
Ta

engendré par ses setions méromorphes locales

contenue dans un domaine de carte.

e Cinquieme étape: application d’un théoreme de Shiffman
Rappelons que p désigne le rang presque partout de m. Pour 'ouvert trivialisant U de
E considérons maintenant 1’application :

UBx&G(p,r)

définie presque partout par ®(x) = Imm,. Ceci est un sous-espace vectoriel de dimension
p de E,, donc il peut étre vu comme un élément de la grassmanienne G(p,r) des sous-
espaces vectoriels de dimension p de C". La grassmanienne étant une variété projective,
il existe un plongement isométrique de G(p,r) dans un espace projectif complexe PX qui
est plongé a son tour dans un espace euclidien RY. L’application :

O =(Py,...,0x): U — G(p,r) = RN

est donc & valeurs vectorielles et elle est L? car elle est définie par 7 qui est supposé L?.
Ce que nous avons démontré plus haut équivaut au fait que pour presque toute droite
complexe L et pour tout j =1, ..., N, la composante ®; : UNL — R de ® est méromorphe
presque partout. Le théoreme suivant de type Hartogs dii a B. Shiffman ([Shi86], corollaire
2, page 240) affirme qu’'une fonction mesurable qui est séparément méromorphe presque
partout est méromorphe presque partout.

Théoréme (Shiffman, 1986). Soit A le disque unité de C et f : A™ — C une fonction
mesurable telle que pour tout 1 < j < n et pour presque tout (z1,...,%;, ..., 2,) € A",
Vapplication A 3 z; — f(21,...,2,) est égale presque partout a une fonction méromorphe
sur A. Alors f est égale presque partout a une fonction méromorphe.

Ce qui est remarquable dans ce résultat de Shiffman est que les hypotheses sont tres
larges. Seules la mesurabilité de f et la méromorphie presque partout dans les directions
paralleles aux axes de coordonnées sont supposées. Les fonctions ®; définies ci-dessus
vérifient des hypotheses beaucoup plus fortes. Elles sont non seulement mesurables, mais
aussi L2. Elle sont également méromorphes presque partout dans presque toutes les
directions.

Ce résultat implique que les composantes ®; de ® sont méromorphes presque partout.
L’application ® est ainsi méromorphe presque partout. Comme toute application méro-
morphe est holomorphe en dehors d'un ensemble analytique de codimension > 2, on
obtient que F' = Im 7 est un sous-fibré holomorphe de E en dehors d'un sous-ensemble
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analytique S C X de codimension > 2.

Annexe: Construction d’un potentiel plurisousharmonique

L’argument utilisé pour démontrer le théoreme 2.0.8.1 a été celui de se restreindre en
dimension 1 ou le courant Trg(if A 8* + (Id — 7) 0 iO(E) o (Id — 7)) est trivialement
fermé pour des raisons de bidegré. Il serait souhaitable tout de méme que I'on puisse
démontrer directement que ce courant est d-fermé. A postériori ceci est vrai car c’est le
courant de courbure du fibré dét (). La démonstration du théoreme 2.0.8.1 serait ainsi
obtenue sans avoir recours au théoreme de Shiffman. La principale difficulté provient de
I'insuffisante régularité de D'D”n qui nous empéche de donner un sens au produit de
courants D'D"m A D"m qui intervient dans le calcul formel de d(Trg(i8 A £*)). Nous
montrons dans cette annexe que D'D"7 est tout de méme L. Cette régularité n’est pas
encore suffisante. Nous présentons ensuite le calcul formel, qui a un sens si 7 est supposé
C*, de d(Trg(if AB*)). Nous espérons pouvoir trouver dans un futur proche un argument
pour justifier ce calcul formel dans le cas général.

Plagons-nous d’abord dans le cas ou le fibré E est plat. Nous commencons par établir
le lemme suivant qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 2.0.12.7 Si O(E) = 0, alors pour tout # € L3(X,End E) satisfaisant auz
hypothéses du théoreme 2.0.8.1, on a l’égalité :

D'D'r =D"n ND'm+ D'mw AND'"r,

au sens des courants. En particulier, le courant D'D" 1 est L'.

Démonstration. En appliquant 'opérateur D’ & la relation (5.a) on obtient :
—D'tAND"m+ (Id—m) o D'D"m = 0.

Le courant D'm A D"7 est bien défini comme courant a coefficients L' obtenus comme
produits des coefficients L? de D'w par les coefficients L? de D". Le courant D'D"7 est
bien défini comme courant & coefficients L?; (dérivées secondes des coefficients L? de 7).
Le lemme 2.0.11.1 permet de multiplier les coefficients L? | de D' D" 7 par les coefficients L2
de Id — 7. Ceci assure que le courant (Id — 7)o D’ D" est bien défini et que ses coefficients
sont (L'). 1’égalité ci-dessus a lieu au sens des distributions. Elle est équivalente & :

(Id =7m)o D'D"r = D'n A D"m.
Ceci montre en particulier que le courant (Id — ) o D'D"r est L' car égal au courant L'
D'm AD"xm. Comme 7 est C*, les courants (Id—7)oD'D"nwo(Id—m) et (Id—7m)o D' D"mon

sont bien définis comme courants L'. De plus, la derniere égalité montre que 1'on a:

(A1) (Id—moD'D'ro(ld—m)=D'nAD"mo(ld—n)=D'nrAND"r,
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car D"m o (Id — w) = D", grace a 'identité (3.d), et:
(A2) (Id—m)oD'D'ror=D'nAND"mom =0,

grace a lidentité (3. d). Nous obtenons, par passage aux adjoints dans 'identité (A.2),
moD"D'ro(Id—m7)=0.

La courbure de F étant supposée nulle, la courbure de End E est également nulle. Par
conséquent, D'D"m = —D"D’'rm. La derniere identité équivaut donc a:

(A3) moD'D'mo(ld—m)=0.
Par ailleurs, si on applique opérateur D’ a I'identité (3. d) on obtient :
D'D'"romr=D"w N D'r.

Par un argument similaire a celui exposé plus haut, le courant D’'D"m o 7 est bien défini
comme courant (L')" et D"m A D'r est bien défini comme courant L'. L’égalité ci-dessus
montre en outre que le courant D'D"7 o 7 est méme L'. Ainsi le courant 7o D'D"non
est bien défini comme courant L', car m est L. La derniére égalité entraine:

(A4) moD'D'mom=moD"n AND'm=D"nND'm,

car wo D"r = D" par l'identité (3. a).
Enfin les identités (A.1), (A.2), (A.3), et (A.4), entrainent:

DD'm=noD'D'"ror+ (Id—mn)o D'D"ro(Id —7) =D"n AND'm + D'm AN D"r.

Le lemme est démontré. O

Nous présentons maintenant le calcul de d(Trg(if A 5%+ (Id — 1) 0 1©O(E) o (Id — 7))
dans le cas ou 7 est supposé C*°. Aucun probleme de régularité ne se pose dans cette
situation. Commencons par le cas ou la courbure de E est nulle.

Lemme 2.0.12.8 (Cas de la courbure nulle.) Si (E,h) est un fibré holomorphe
hermitien tel que 1O(FE) = 0 et w est une section C*> de End E satisfaisant aux hypotheses
du théoréme 2.0.8.1, alors la (1,1)-forme Trg(iB A B*) vérifie la relation: — d(Trg(iB A
p*) = 0.

Démonstration. Compte tenu des définitions de S et 5*, on voit que:

(A5) Tre(if A B*) = Trg(—if* A B) = —iTrg(D"n A D'm).
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Commengons par démontrer que d'(Trg(D"7n A D'm)) = 0. On a les égalités:

(A6) d(Trg(D'mAD'm)) = Trg(D'D"w A D'r)
= Trg(D'D"mo(Id — 7)o D'r).

Comme on l'a déja remarqué dans la démonstration du lemme 2.0.12.7; si on applique
l'opérateur D" & (3.b) on obtient:

(A7) D"D'mro(ld—m)+ D'mn AND"n =0,
ce qui équivaut a:
(A8) D'D'ro(ld— )= D'n A D",
car D'D" = —D" D', la courbure de E étant supposée nulle. On obtient ensuite :

(A9) d(Trg(D"mAD'rm)) = Trg(D'nm AD"m A D'r)
= Trg((Id — 7)o D'n AD"n A D'rr)
= Trg(D'n AD"n A D'mo(Id —m)).

En fait, la premiere égalité est une conséquence des relations (A.6) et (A.8), la deuxieme
égalité découle de (3. ¢), et la troisieme égalité résulte du fait que la trace est invariante par
permutations circulaires. En effet, pour des matrices A = (a;i),B = (bjx),C = (¢cjx),D =
(d;), on a les égalités évidentes:

TI”(ABCD) = Z ai7jbjkckldli = Z bjkckldliaij = TI"(BCDA)
irjokl irjokl
Par la relation (3. b), D'mo(Id — ) = 0, donc le dernier terme de (A.9) est nul. On obtient
alors: d'(Trg(D"m A D'm)) = 0, ce que 'on cherchait a démontrer.
Un calcul analogue montre que d"(Trg(D"m A D'm)) = 0. En fait, on a les égalités
sulvantes :

d"(Trp(D"n A D'7)) = Trg(D'n A D'D'r)

= Trg(D'mo(Id—7)o D'D"r)
= Trg(D"n AND'm AND"r)

= Trg(moD'"nm AN D'm A D")
= Trg(D"n AD'm AND"mom)

)

La premiere égalité découle de la commutation de Trg avec d”, la deuxieme de la relation
(3.d). Pour avoir la troisieme, on applique 'opérateur D’ dans (3. a) et on obtient: (Id —
m)o D'D"r = D'm A D"7. La quatrieme égalité résulte du fait que D7 = mo D" grace a
I'identité (3. a). La cinquieme égalité est une conséquence de la propriété de la trace d’étre
invariante par permutations circulaires. Par I'identité (3.d) on a: D"m om = 0, donc la
derniere égalité. Le lemme est démontré. O
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Lemme 2.0.12.9 (cas d’une courbure quelconque.) Pour un fibré holomorphe her-
mitien (E, h), non nécessairement plat, et une section m € C°(X, EndFE) satisfaisant auzx
hypotheéses du théoreme 2.0.8.1, la (1,1)-forme :

Trg(iB A B*+ (Id — 7) 0iO(F) o (Id — 7))

est d-fermée.

Démonstration du lemme 2.0.12.8. La preuve est similaire a celle du lemme 2.0.12.8
a quelques détails de calcul pres. Démontrons, par exemple, que d’S = 0, ou S est le
courant de ’énoncé. On a:

d"S =iTrg <D”D'7T AND"m —D"mro®(E)o(Id—m) — (Id —7) o ©O(E) o D”ﬂ').

Comme O(F) = D'D"+ D"D’, il vient: D"D'r = ©(E) om — D'D"7. La formule de d"S
devient :

d"s = ilrg (@(E) omoD'"m—D'D'n AND"m —D"mo©O(F)o (Id—m)
— O(E)oD'm+moB(FE)o D”ﬂ')
= —iTep(D'D"r A D') +i (@(E) oo D' —O(E)o D”ﬂ)
~ iTrg (D”w 0 O(E) o (Id — w)> +iTrg (71' 0 O(E) o D”ﬂ).
Par la formule (3.a) on a: 7o D"m = D"w et donc ©(E) oo D"m = ©O(E) o D"w. Ainsi,

la deuxieme parenthese dans la formule de d”S est nulle. Par ailleurs, la propriété de la
trace d’étre invariante par permutations circulaires entraine:

iTrg (D”Tl‘ 0O(E)o (Id - W)) =iTrg (@(E) o(ld—m)o D”TI‘) =0,

car (Id — m) o D"m = 0 d’apres la propriété (5.a), et:
iTrg <7r 0O(E)o D”ﬂ') =1Trg (@(E) oD"mo 7T) =0,

car D"m o = 0 d’apres la propriété (3.d). La formule de d”S se réduit ainsi a:
d"S = —iTrg(D'D"nw A D"n) = —iTrg (D" A D'D"1) =0,

formule qui a déja été démontrée dans le cas d’un fibré plat ( lemme 2.0.12.8).
L’identité d'S = 0 se démontre de la méme maniere. O
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Chapitre 3

Vers une régularisation des courants
avec controle des masses de
Monge-Ampere

Soit (X,w) une variété complexe compacte munie d’une métrique hermitienne C*°, et T >
v, un courant quasi-positif, d-fermé, de bidegré (1,1), sur X. Une variante du théoreme de
régularisation de Demailly affirme que T est la limite faible d’une suite de courants (7},,), &
singularités analytiques, dans la méme classe de cohomologie que 7', avec des nombres de Lelong
qui convergent vers ceux de T, et avec une perte au plus négligeable de positivité. Nous étudions la
conjecture selon laquelle les courants régularisants 7}, peuvent étre choisis en sorte que les masses
de Monge-Ampere des puissances Tp, aient une croissance d’au plus O((logm)€), pour m >> 0
et une constante ¢ > 0. Ceci permettrait de déduire des inégalités de Morse singulieres pour
des métriques a singularités quelconques, et de donner une nouvelle caractérisation des fibrés
en droites gros sur une variété compacte, qui généraliserait des criteres comme ceux de Siu, de
Demailly, ou de Ji-Shiffman, issus des démonstrations et des généralisations de la conjecture de
Grauert-Riemenschneider. Nous donnons une estimation effective de la perte de positivité dans
les courants régularisants T,,, et obtenons ensuite une version effective de la génération globale
des faisceaux d’idéaux multiplicateurs sur un ouvert pseudoconvexe de C". Nous indiquons aussi,
dans deux annexes, d’éventuelles pistes pour continuer en direction de la conjecture.

3.0.13 Introduction

Position du probléme

Soit T" un courant d-fermé de bidegré (1,1) sur une variété complexe compacte X de
dimension n. Fixons w une métrique hermitienne C*° sur X. Il est connu que si 7" est
un courant réel (i. e. T = T), alors il admet une écriture globale sur X sous la forme
T = a+1id0yp, ot a est une (1,1)-forme C™ et o est une distribution réelle sur X. En
effet, T" est localement exact et si on considere un recouvrement localement fini (;),c; de
X par des ouverts de Stein inclus dans des domaines de cartes, on a T = z'(?écpj sur chaque
€2;. Les potentiels locaux ¢, sont recollés ensuite a ’aide d'une partition de I'unité. Les

76



singularités de 7" sont donc concentrées dans le potentiel ¢. Le courant T" est dit quasi-
positif si T > —Cw localement sur X, avec une constante C' > 0. Ceci assure que les
coefficients de T sont des mesures et que 1’éventuelle partie négative de T est bornée. De
méme, une fonction ¢ : X — R U {—o0} est dite quasi-psh si le courant associé i90¢
est quasi-positif. Ceci équivaut au fait que ¢ s’écrit localement comme la somme dune
fonction psh et d’une fonction C°.

Supposons maintenant que 7' vérifie de plus: T > ~ sur X, avec une (1,1)-forme
réelle continue . Une question essentielle est de savoir sous quelles hypotheses on peut
régulariser 7' dans la méme classe de cohomologie, ce qui revient a lissifier le potentiel
v, sans perte de positivité. Si le potentiel ¢ est continu il n’y a pas d’obstruction a la
régularisation de 7" tel que le montre la

Proposition 3.0.13.1 (Richberg, 1967.) SiT = a+i0dyp > v et si @ est une fonction
continue sur X, alors pour tout € > 0 il existe un courant T. = a + 100p. dans la classe
de cohomologie de T tel que :

(1) Tz est une (1,1)-forme C™ (ou, de fagon équivalente, . est une fonction C* sur X );
(i) T >y —ew

(1ii) | — pe| < & uniformément sur X.

La perte de positivité est égale ici a ew; elle est donc négligeable. La démonstration
de ce résultat s’obtient facilement par une régularisation locale de ¢ a l'aide d'une
convolution avec des noyaux régularisants, suivie d’un recollement des régularisations
locales, 1égerement modifiées au préalable, a ’aide d’une partition de 'unité.

Néanmoins, dans le cas général d'un potentiel ¢ non nécessairement continu il n’est
pas possible de régulariser le courant 7' sans perte de positivité, I'obstruction étant les
nombres de Lelong de T et la géométrie de la variété ambiante X. L’exemple suivant en
témoigne.

Exemple. Soit X une surface compacte et 7 : X — X léclatement de X en un point.
Soit E le diviseur exceptionnel et T'= [E] le courant d’intégration le long de E. Il est bien
connu que 7" est un courant positif et £? = —1, ce qui signifie que si T' = a + i00¢, alors
| < a? = —1. Ceci montre que T ne peut pas étre régularisé sans perte de positivité, car
si tel était le cas, il existerait des courants positifs T. = a + 100y, avec ¢, fonction C'*
et T. — T lorsque £ — 0. Comme [ < T? > 0, ceci est impossible. O

Rappelons qu’'une fonction plurisousharmonique (psh) ¢ est dite a singularités ana-
lytiques si elle s’écrit localement sous la forme :

o = Slog(|fil> + -+ [fn]?) + o,

ou fi,...,fn sont des fonctions holomorphes, v est une fonction localement bornée et
¢ est un réel positif. Ceci signifie que les singularités de ¢ sont concentrées sur des
ensembles analytiques définies localement par les équations f; = --- = fy = 0. Les
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singularités analytiques sont plus facilement maniables que les singularités quelconques et
il est souvent souhaitable de trouver des approximations de fonctions psh par des fonctions
psh a singularités analytiques. De plus, les nombres de Lelong d'un courant mesurent en
un certain sens la “taille” des singularités analytiques. Par conséquent, un processus de
régularisation d’un courant peut envisager d’améliorer qualitativement les singularités
(i.e. les rendre analytiques) o de les diminuer quantitativement (i. e. réduire les nombres
de Lelong). Le théoreme de régularisation des courants de J.-P. Demailly traite les deux
aspects. Nous ’énongons dans la forme sous laquelle il a été démontré dans [Dem92].

Théoréme 3.0.13.2 (Demailly, 1992.) Soit T = a + i00¢ un courant quasi-positif,
d-fermé, de bidegré (1,1) sur la variété complexre compacte X, ot « est une (1,1)-forme
réelle C™ et ¢ est une fonction quasi-psh. Soit v une (1,1)-forme réelle continue telle que
T > . Supposons également que le fibré Orx (1) est muni d’une métrique C™ telle que
sa forme de courbure de Chern vérifie:

%@(OT)((I)) + W;(u Z O,

ot x : P(T*X) — X est la projection du fibré projectivisé des droites associé a T*X sur
X et u est une (1,1)-forme C™ semi-positive sur X.

Alors pour tout ¢ > 0 il existe une suite de (1,1)-courants fermés quasi-positifs T, ,, =
a+ %aégoc,m tels que @ est C sur X \ E.(T) et décroit ponctuellement vers ¢ lorsque
m tend vers +oo (donc implicitement le courant T, ,,, est lisse sur X \ E.(T) et converge
vers T' dans la topologie faible des courants), et tels que:

(1) Teon > v —min{ Ay, ¢} - u —epw, ot

(13) A () est une suite décroissante de fonctions continues sur X telle que liril Am(T) =
m——+0o0

v(T, z), pour tout point x € X ;

(7ii) (eg)x est une suite décroissante de réels positifs avec lim e, =0;
m—+0o0

() V(T m,x) = (v(T,x) — c)+, pour tout point x € X.

La condition (i) donne une estimation de la perte de positivité de T ,, par rapport
a T. La perte e, w est négligeable car ¢, — 0. Cette perte apparait dans le cas o on
veut rendre analytiques les singularités sans modifier de maniere significative les nombres
de Lelong. Par conséquent, si on veut seulement améliorer la “qualité” des singularités
en gardant la méme “quantité” (les mémes nombres de Lelong), la perte de positivité est
négligeable. En revanche, si on veut réduire les nombres de Lelong de ¢ > 0 (relation (iv)),
la perte de positivité est de min{\,,, c}-u, avec ml_l)l’_{loo Am(z) = v(T, x), donc il s’agit d'une

quantité fixe dépendant des nombres de Lelong du courant 7' (par 'intermédiaire de A,,)
et de la géométrie de la variété ambiante (par I'intermédiaire de ). On voit, en particulier,
que si la courbure du fibré tautologique Orx (1) est positive, u peut étre choisi nul et il
n’y a donc pas de perte non négligeable de positivité. De plus, comme la variété X est

compacte et la fonction z — v(T, x) est semi-continue supérieurement, sup v(7, z) < +oo.
rzeX
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Par conséquent, si on choisit ¢ > max v(T,x), on obtient des approximations T ,, de T'
jAS]

qui sont C'*° sur X tout entier, mais le prix a payer est une perte inévitable de positivité.

Cependant, ce théoreme ne donne pas d’estimations pour les masses de Monge-Ampere
des courants 7 ,, qui approchent 7'. Plagons-nous dorénavant dans le cas de I’amélioration
“qualitative” des singularités du courant, a savoir le cas ot I’on obtient des approximations
ayant des singularités analytiques sans que les nombres de Lelong varient de maniere
significative. Le théoreme d’approximation de J. -P. Demailly prend la forme moins
générale suivante :

Théoréme 3.0.13.3 (Demailly, 1992.) Soit T = o + i00p un courant quasi-positif,
d-fermé, de bidegré (1,1) sur la variété complexre compacte X, ot « est une (1,1)-forme
réelle C™ et ¢ est une fonction quasi-psh. Soit v une (1,1)-forme réelle continue telle que
T > v et w une métrique hermitienne C* sur X.

Alors, il existe une suite de fonctions quasi-psh @, telle que chaque p,, est a singularités
analytiques et :

, | log | 1
(@) 9l0) < guli) < s> o0)+0 (B 4t ),
[(—z|<r m \/m
par rapport & des ouverts de coordonnées qui recouvrent X, pour tout r > 0 tel que
la boule B(x,r) est incluse dans un tel domaine de carte. En particulier, (¢,,) converge

ponctuellement et en norme L*(X) vers ¢ (et donc les courants Ty, = a+i00p,, convergent
faiblement vers T lorsque m tend vers +00), et:

(11) v(p,x) — < V(pm,x) < vip,x), pour tout x € X ;
m

(iii) T = @ + 1000y > 7 — Emw, avec £, > 0 qui décroit vers 0.

Par la condition (éi7), les courants régularisants vérifient: 7, + €, w > . Nous nous
proposons d’obtenir un controle des masses de Monge-Ampere des courants 7, + &, w
quand m — +00, a savoir un controle asymptotique des expressions:

/(Tm+z—:mw)k/\w"k, k=1,...,n,
X

les intégrales étant calculées sur les ensembles des points lisses des courants. Plus préci-
sément, 1'objectif principal de ce travail est d’étudier la

Conjecture 3.0.13.4 Sous les hypotheéses du théoreme 3.0.13.3, on peut choisir la suite
(T))m en sorte que:

lim e, /(Tm + emw)F AW =0,
m—-+00
X

pour tout k =1,... n.
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Ce résultat est a mettre en rapport avec les problemes soulevés par la conjecture de
Grauert-Riemenscheider [GR70], résolue sous une forme renforcée par Y. T. Siu [Siu84], et
renforcée encore davantage par J. -P. Demailly [Dem85]. En particulier, nous envisageons
une version singuliere des inégalités de Morse holomorphes de J. -P. Demailly pour des
fibrés munis de métriques singulieres a singularités quelconques. Le cas des singularités
analytiques a été résolu par L. Bonavero dans [Bon93|. Ceci permettra de donner un
critere nécessaire et suffisant pour qu’une variété complexe compacte soit de Moishezon
qui généralise aussi bien les criteres suffisants de Y. T. Siu [Siu84] et de J. -P. Demailly
[Dem85], que les criteres nécessaires et suffisants de S. Ji et B. Shiffman [JS93] et celui plus
général de L. Bonavero [Bon93]. Nous donnons ci-dessous un bref apergu de ces questions.

Caractérisations des variétés de Moishezon

Nous commencons par rappeler quelques notions et résultats concernant les variétés de
Moishezon et les fibrés en droites gros. Soit L un fibré en droites sur une variété complexe
compacte X de dimension n. La dimension de Kodaira-Iitaka de L est le plus petit
entier k(L) tel que

RO(X, mL) < O(m*FP),  pour m > 1.

Si h°(X,m L) =), pour m >> 1, on pose k(L) = —oo. On a toujours k(L) < n. Le fibré
en droites L est appelé gros si k(L) = n. Ceci équivaut au fait que h°(X,mL) > cm™,
pour m > myg et ¢ > 0.

La variété compacte X est dite de Moishezon si le corps K (X) des fonctions méro-
morphes sur X est de degré de transcendance égal a n = dim¢ X. Ceci équivaut au fait
que X possede n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes. Cette définition
est motivée par un théoreme de Siegel affirmant qu'une variété compacte de dimension n
possede au plus n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes.

Ces deux notions sont reliées par un théoreme bien connu affirmant qu'une variété
complexe compacte X est de Moishezon si et seulement si il existe un fibré en droites gros
L — X.

Le théoreme suivant, di a Siu ([Siu85]), résout et généralise la conjecture de Grauert-
Riemenschneider ([GR70]). Demailly ([Dem85]) en a donné une version plus forte, fondée
sur les inégalités de Morse holomorphes, en affaiblissant 'hypothese de positivité sur la
courbure du fibré L.

Théoréme 3.0.13.5 (Siu, 1985) Soit L — X un fibré en droites sur une variété compleze
compacte de dimension n. Alors L est gros des qu’il existe une métrique hermitienne h
C™> sur L telle que

iOp(L) >0 sur X et / (10,(L)" > 0.

Ce critere, caractérisant les fibrés en droites gros, n’est pas nécessaire (voir [Bon93,
Bon98] pour des détails). Le résultat suivant est complémentaire au précédent, au sens ot il

80



s’affranchit de 'hypothese de régularité sur la métrique, mais demande en contrepartie une
condition plus forte de positivité sur la courbure. Il donne, en outre, un critere nécessaire
et suffisant. Il avait déja été démontré par Demailly ([Dem90]) dans le cas d'une variété
X projective.

Théoréme 3.0.13.6 (Ji, Shiffman, 1993) Soit L — X un fibré en droites sur une variété
complexe compacte de dimension n. Alors L est gros si (et seulement si) il existe une
métrique hermitienne h, éventuellement singuliere, sur L, telle que

i©,(L) >0  au sens des courants sur X.

La conjecture (3.0.13.4), sur le controle des masses de Monge-Ampere dans le théoreme
de régularisation des courants de Demailly, impliquerait le résultat suivant qui généralise
et englobe les deux précédents.

Conjecture 3.0.13.7 Soit L — X un fibré en droites sur une variété complexe compacte
de dimension n. Alors L est gros si (et seulement si) il existe une métrique hermitienne
h, éventuellement singuliere, sur L, telle que

iOp(L) >0 sur X et / (1On(L)a)" > 0,
X

0t Oy (L)qe désigne la partie absolument continue du courant de courbure.

Il est intéressant de savoir si on peut obtenir des versions généralisées de ces résultats
pour des classes de cohomologie de bidegré (1, 1) non nécessairement entiéres (qui généra-
lisent la premiere classe de Chern ¢;(L) € H?*(X,Z) d’un fibré en droites). Le grand
progres dans cette direction a été accompli dans [DP01]:

Théoréme 3.0.13.8 (Demailly, Paun, 2001) Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte
de dimension n et {o} € H"'(X,R) une classe de cohomologie nef telle que [, o™ > 0.
Alors {a} contient un courant kdhlérien T, a savoir, un courant positif fermé T tel
que T > 0w pour un réel & > 0. De plus, le courant T peut étre choisi lisse dans le
complémentaire X \ Z d’un ensemble analytique Z, avec des péles logarithmiques sur Z.

Néanmoins, ce résultat a été démontré avec la restriction importante que la variété X
soit kahlérienne. 1l est conjecturé dans [DP01] que l'on peut s’affranchir de I’hypothese
de kahlérianité sur X.

La stratégie adoptée dans I’étude de la conjecture (3.0.13.4)

Nous allons esquisser les grandes lignes de la démarche adoptée pour étudier la conjec-
ture 3.0.13.4. On peut supposer, sans perte de généralité, que la classe de cohomologie de
T (et donc celle des T,,) est nulle, a savoir que o = 0. Localement, controler les masses de
Monge-Ampere de T}, + &,, w revient a controler les masses de Monge-Ampere de i90¢,,
lorsque m — +o00. L’idée est d’appliquer les inégalités de Chern-Levine-Nirenberg pour
obtenir une majoration de la masse du courant i90¢,,. L’énoncé précis est le suivant :
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Proposition 3.0.13.9 (Inégalités de Chern-Levine-Nirenberg, 1969.) Soit X une
variété analytique complexe, uq, . .. u, des fonctions plurisousharmoniques localement bor-
nées, et T un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur X. Alors, pour tous compacts K

et L de X tels que K C L, il existe une constante Ck 1, > 0 telle que :
||ddcu1 A /\ddcuq/\THK S CK7LHU,1||L00(L)...HuqHLoo(L) ||THL7

ot ||dduy A - N dd°uy NT ||k désigne la masse de Monge-Ampére du courant dduy N
o ANddug NT sur K.

Malheureusement, ces inégalités ne sont valables que pour des fonctions u; localement
bornées. Dans notre situation, les fonctions ¢,, sont définies localement par:

1 = 2
cpm = 2m log Z()|0m,j| )
]:

ot les oy, ; sont des fonctions holomorphes qui forment une base orthonormée de I'espace

de Hilbert
Hy(me) = {f € OU); [,; |fIPe™>™ d\ < +o0},

pour un petit ouvert U C X. En général, les o, ; ont des zéros communs, et donc les
fonctions ¢, ont des poles logarithmiques. En particulier, elles ne sont pas localement
bornées et les inégalités de Chern-Levine-Nirenberg ne s’appliquent pas directement.

Pour surmonter cette difficulté, on peut éclater le faisceau d’idéaux J(me) dans X.
Apres éclatement, le faisceau localement libre 7% J(mep) = O(—E,,) est localement engen-
dré par un seul générateur g,,. (On a noté m,, : X,, — X léclatement de X selon J(mep)
et E,, le diviseur exceptionnel). Les générateurs o,,; o m,, du faisceau 7,J(my), apres
division par g,,, n’ont plus de zéros communs. On peut alors appliquer les inégalités de
Chern-Levine-Nirenberg aux fonctions psh localement bornées:

1 R
m:—l
U =5 og;

Y

Um,j O Tm
dm

dans la variété éclatée X,,. Localement, le controle des masses de Monge-Ampere se
ramene alors au controle de

(sup |[Ym(2)DF,  k=1,...,n,

zeV

o V =m.1(U) C X,,. Un raffinement (mineur) de la démonstration du théoreme 3.0.13.3

montre que les courants T}, peuvent étre choisis en sorte que les termes ¢, qui bornent
la perte de positivité sont de 'ordre de grandeur de %\/ﬁ Ce rafinement fera I'objet du
paragraphe 3.0.15. Il faut alors démontrer que
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1
ml_i)riloom(sup\wm(zﬂ)k =0, k=1,...n

11 suffit ainsi de démontrer que la croissance en m de sup |¢,,(2)| est au plus de l'ordre
de O(logm). L’étape délicate dans le controle de sup |¢,,(z)| consiste a obtenir une
minoration de 1,,. L’idée fondamentale est d’appliquer le théoréme d’extension L? d’Oh-
sawa-Takegoshi pour prolonger une fonction holomorphe L? définie sur une droite complexe
en une fonction holomorphe L? de n variables, avec estimations de croissance. Pour
construire une fonction holomorphe convenable sur une droite, nous avons besoin de
résoudre un probleme de théorie du potentiel en une variable complexe qui consiste a
construire, pour chaque m € N*, une fonction holomorphe

N(m)

fn(2) = emn @ T (= ay(m)™

7j=1
sur un disque de taille fixe (i. e. indépendante de m), dont on controle la croissance du
N(m
nombre (Z)mj de ses zéros, ainsi que la croissance de sa norme L2, lorsque m — +o0.
j=1
Cette étape est expliquée dans 'annexe A (paragraphe 3.0.17). L’application du théoreme
de prolongement d’Ohsawa-Takegoshi sur une droite, pour obtenir des estimations des
potentiels locaux des courants régularisants, est expliquée dans l’annexe B (paragraphe
3.0.18). Nous avons rejeté ces deux étapes dans des annexes, car elles ne constituent que
d’éventuelles pistes en direction de la conjecture 3.0.13.4. Leur utilité reste a confirmer.
En revanche, nous expliquons au paragraphe 3.0.16 une version effective, avec esti-
mations, de la génération globale des faisceaux d’idéaux multiplicateurs associés a des
multiples my d’une fonction plurisousharmonique ¢ sur un ouvert pseudoconvexe borné
de C". Cette étape sera sans doute utile dans 'étude de la conjecture 3.0.13.4. La
démonstration utilise le théoreme de division L? de Skoda pour rendre effectif le lemme de
Nakayama invoqué dans la preuve de la cohérence des faisceaux d’idéaux multiplicateurs
(voir [Dem93], Lemma 4.4, p. 333).

3.0.14 Rappels et préliminaires

3.0.14.1 Nombres de Lelong. Soit 2 un ouvert de C" et 7" un (1, 1)-courant positif
fermé dans §2. On utilise souvent la notation dd® = %85. Les nombres de Lelong de T ont
été introduits par P. Lelong [Lel57] pour étudier le comportement du courant au voisinage
de ses singularités. Pour tout point x € €2 et tout réel » > 0 tel que B(z,r) CC €2, on
considere le rapport entre la masse du courant 7" dans la boule B(x,r) et le volume de la
boule de rayon r de C*!:

1 I S
(0.2.1)  v(T,x, logr)= T / T(z) A (§dd || ) :

B(x,r)
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La mesure positive or(z) = T(2) A (3dd°|z[*)""" est appelée mesure trace de T. Une
identité due a P. Lelong montre que 1’'on a aussi:

(0.22)  v(T,z, logr) = / T(2) A (ddlog |z — x[)" .
B(x,r)

1

La mesure positive pur(z) = T(z) A (dd°log |z — z|)" " est appelée mesure projective

de T'. En particulier, si 0 <7’ < r, on a:

v(T,z, logr) —v(T, z, logr') = / T(z) A (ddlog |z — )",
r'<|z—z|<r

ce qui entraine la croissance en r de v(T,z, logr), et donc l'existence de la limite

lin% v(T,z, logr), appellée nombre de Lelong de T au point z et notée v(7T,z). On
r—

définit de maniere analogue les nombres de Lelong d’un courant positif fermé de bidegré
arbitraire (p, p). Les nombres de Lelong v(T', x) sont ainsi des réels positifs ou nuls.

Par exemple, si T est le courant d’intégration [A] sur un ensemble analytique, le nombre
de Lelong v([A], z) coincide avec la multiplicité de A en z (cf. [Th67]). Si T' = dd®p pour
une fonction plurisousharmonique (psh) ¢ dans Q, on note v(p,z) = v(T,z), appellé
nombre de Lelong de ¢ au point x. La formule de Jensen-Lelong et 'inégalité de
Harnack (voir [Dem97], chapitre 3) entrainent la formule suivante:

liming P
(0:23)  vlp.x) =liminf .

On en déduit que v(yp, x) est la plus grande constante v > 0 qui satisfait la propriété
p(z) < yloglz —x + O(1),

pour tout z au voisinage de z. Ceci montre que v(p,x) = 7 si et seulement si ¢ a pole
logarithmique d’ordre  au point z. En particulier, v(p, x) = 0 si ¢ est C™ au voisinage de
x. De plus, si f est une fonction holomorphe sur un voisinage de z, la fonction ¢ = log | f|
est psh et v(p, x) est égal a I'ordre d’annulation de f en x.

Par ailleurs, un résultat du a Siu [Siu74] (voir aussi [Dem87] pour une preuve plus
simple fondée sur un théoreme de comparaison pour les nombres de Lelong) affirme que
les nombres de Lelong sont indépendants du choix des coordonnées locales. Ceci permet
de définir les nombres de Lelong d'un courant positif fermé sur une variété analytique
complexe X. De plus, pour tout r > 0, la fonction x — v (T, x, logr) est semi-continue
supérieurement, et donc la fonction x — (T, x) est aussi semi-continue supérieurement,
comme limite décroissante de fonctions semi-continues supérieurement. En particulier, sur
une variété compacte X, les nombres de Lelong d'un courant positif fermé sont bornés
supérieurement.

Rappelons un résultat fondamental de Siu [Siu74] suivant lequel les nombres de Lelong
d’un courant positif fermé sont semi-continus supérieurement pour la topologie de Zariski
analytique. En d’autres termes, pour les réels ¢ > 0, les ensembles de niveau

84



EAT) = {x € X;v(T,x) > ¢}

sont des sous-ensembles analytiques de la variété complexe X. Si le courant positif fermé T’
est de bidegré (p, p), la dimension de toute composante irréductible de E.(T') est < n—p.
De plus, les composantes irréductibles (Z); de dimension maximale n—p qui apparaissent
dans les ensembles de niveau F.(T), peuvent étre “soustraites” a T, a savoir, le courant
peut étre écrit comme une série convergente dans la topologie faible des courants:

+00
T=> M2+ R,
k=1
ou le courant résiduel R est positif fermé et a la propriété que dim E.(R) < n — p pour

tout ¢ > 0. Cette décomposition est unique, car Ay, = miZn v(T, x) est le nombre de Lelong
rEL

générique de T' sur Z.

Mentionnons finalement que les nombres de Lelong peuvent étre définis pour des
courants qui sont seulement quasi-positifs fermés, car la partie négative a une contribution
nulle.

3.0.14.2 Opérateurs et masses de Monge-Ampere. Soit u une fonction psh non
identiquement —oo et T un (p, p)-courant positif fermé sur X. Le (1,1)-courant positif
fermé dd‘u s’écrit localement, par rapport a un systeme de coordonnées holomorphes
z=(z1,...,2,), cOMMe:

T— 9%y
ddu = — E ———dz; \Ndz,
T 0z;0%,

]7 :17"'7n
o2y
8Zj82k
e ]
T s’écrit localement comme :

les coefficients étant calculés au sens des distributions. Par ailleurs, le (p, p)-courant

n
T:ip2 Z TJJ(dZJ/\dEK,
|J|=|K]|=p

ot les coefficients T x sont des mesures complexes qui satisfont T i = Tk, ; pour tous
|J| = | K| = p. De plus, les coeflicients diagonaux 77 ; sont des mesures positives. Ceci est
une conséquence de la positivité de T'. (En général, pour des courants non nécessairement
positifs, les coefficients T’y x sont seulement des distributions).

Le produit dd“uAT n’a pas de sens a priori car on ne peut pas multiplier deux distributions.
Néanmoins, si la fonction psh u est localement bornée, le produit 1" est bien défini car il
y a un sens a considérer les produits w7y g d’une fonction borélienne localement bornée
par une mesure. Cette observation permet & Bedford et Taylor [BT82] de définir:

(0.2.4)  ddu AT = dd°*(uT).
Le courant dd“u/T" ainsi défini est encore un courant positif fermé. En particulier, pour des
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fonctions plurisousharmoniques localement bornées uy, ..., u,, on définit par récurrence
le courant positif fermé:

dduy A -+ - Nddug AT = dd(uy ddug A - - - A ddug AN'T),

Les opérateurs u +— (dd°u)? sont appelés opérateurs de Monge-Ampére.
Pour un (p, p)-courant © d’ordre 0, a savoir un courant qui s’écrit localement comme :

@:iPQ Z @]7JdZ]/\dZJ,
[1=|J|=p

avec des coefficients mesures O, on définit la mesure masse de © par: ||O|| = > |O;, 4|,
ou |©y, y| est la mesure positive définie comme la variation totale de la mesure complexe
Oy, ;. Si donc U est un ouvert inclus dans un domaine de carte, on définit la masse de ©
sur U comme:

||@||U:/Z|@I,J|.
Ui

La mesure masse dépend du choix des coordonnées locales, mais si le courant © est positif,
elle est équivalente a la mesure trace g de © définie dans (0.2.1). Plus précisément, pour
tout compact K inclus dans un domaine de carte, il existe des constantes C, Cy > 0 telles
que:

1 n-p
clellx < [ on (§dd0|z|2) < C4lj) .
K

Plus généralement, pour tout compact K C X, on définit la masse de © sur K par:

10l = Z/K S lerl,
),

i1,

ot K = UK; est une partition de K telle que chaque compact K; est inclus dans un
domaine de carte et les ©;, ; sont les coefficients de © dans la carte respective. La mesure
masse ||O||x ne dépend pas des cartes choisies modulo multiplication par des constantes.

Si w est une métrique hermitienne arbitraire sur X, I’équivalence de la mesure masse avec
la mesure trace relative a w s’écrit :

cillelix < [ @nw < cullellx.
K

ou Cy,Cy > 0 sont des constantes. Pour un courant de Monge-Ampere © = (ddu)?, on
définit naturellement sa masse de Monge-Ampere sur K par:

| (ddew)| | = / (dd°u)? A w1,
K
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3.0.14.3 Faisceaux d’idéaux multiplicateurs de Nadel. Soit ¢ une fonction pluri-
sousharmonique sur une variété complexe X. On associe a ¢ le sous-faisceau d’idéaux
I(p) C Ox défini comme:

I(p)z = {f € Ox,,; IV voisinage de x tel que [, |f[*e™* d\ < +oo},

pour tout point x € X, ou d\ est la mesure de Lebesgue dans un systeme de coordonnées
locales au voisinage de z. En particulier, la variété des zéros VI(y) est I'ensemble des
points # € X au voisinage desquels ™2 n’est pas intégrable.

Ces faisceaux, introduits par Nadel ([Nad90]), sont importants dans I’étude des singu-
larités des fonctions psh. Leur propriété la plus remarquable est donnée par la

Proposition 3.0.14.4 (Nadel, 1990.) Pour toute fonction plurisousharmonique @ sur
X, le faisceau I(p) est cohérent. De plus, si Q CC X est un ouvert de Stein a bord
strictement pseudoconveze, le faisceau J(p)q est engendré par une base orthonormée
quelconque de [’espace de Hilbert

Ha(p) = {f € 0(Q); [, [f[?e7*dA < +o0}.

La preuve est la suivante (cf. [Dem93], Lemma 4.4, p. 333). Le résultat étant local, on
peut supposer que X =  est un ouvert de Stein de C". Soit (g;);en une base orthonormée
dénombrable de I'espace de Hilbert séparable Hq (). On considere la suite ascendante de
sous-faisceaux cohérents du faisceau cohérent Ogq :

JhCcdC--CInC...,

ou chaque Jy est le faisceau engendré par gq,...,gy. Grace a la propriété noethérienne
forte des faisceaux cohérents, cette suite est localement stationnaire sur € et le faisceau
Jd=Udn = (g1)ien est cohérent. On a évidemment J C I(y).

On va montrer que I'on a en fait égalité, d’ou1 la proposition. Par le lemme de Nakayama,
il suffit de montrer que:

dz + Ml)ch NI(@)e = I(P)z

pour tout z € 2 et tout k € N*, ou Mx , est I'idéal maximal de Ox ,. En d’autres termes,
il faut démontrer que pour tout f € J(¢),, défini sur un voisinage V' de z, il existe une
section globale F' € Hq(y) telle que f— F € M’)“(x Considérons une fonction tronquante
0 € C*(Q), asupport dans V et identiquement égale & 1 sur un voisinage de z. La fonction
holomorphe locale f s’étend en une fonction C'*° globale 6 f. On résout I’'équation

Ou=0(0f),

globalement sur €, & I'aide des estimations L? de Hérmander, dans le fibré en droites
trivial muni de la métrique de poids strictement psh:
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P(z) =)+ (n+k—1)log|z — x| + |2|%

Posons F' = 6 f — u. Par construction, F' € Hq(p). Grace au terme (n+ k — 1) log |z — x|
dans le poids 1, la solution u de I’équation s’annule au moins a l'ordre k en z, ce qui
garantit que u € M% . a

Finalement nous rappelons le théoreme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi dans un cas
tres particulier ([Ohs88, Corollaire 2, p. 266]) qui sera suffisant pour nos applications.

Théoreme 3.0.14.5 Soit Y une sous-variété complexe fermée de dimension pure de C™,
soit  un ouvert borné pseudo-convexe et ¢ une fonction plurisousharmonique sur €.
Alors, il existe une constante A > 0 qui dépend uniquement de Y et du diametre de €2,
telle que pour toute fonction holomorphe f sur’Y N avec :

/ |fI2e % dVy < +oo,
YnQ

il existe une extension holomorphe F a § telle que:

/ \F|2e“’dV§A/ |fIPe?dVy < +oo.
0 Yo

3.0.15 Estimation de la perte de positivité pour les courants
régularisants

Nous reprenons les idées de la démonstration du théoreme 3.0.13.3 telle que présentée
dans [Dem92] pour en déduire que, si la forme v est supposée de classe C*, les courants
régularisants 7}, peuvent étre choisis de sorte que l'ordre de grandeur de ¢,,, qui mesure

\4/%
m — +o00. Ceci n’était pas explicité dans [Dem92].

La démonstration du théoréme 3.0.13.3 se faisait en deux étapes dans [Dem92|. Premie-
rement, la fonction quasi-psh ¢ était approchée localement par des fonctions quasi-psh a
singularitées analytiques, et dans un deuxieéme temps, ces approximations locales étaient
recollées en une approximation globale. Il n’y a pas de perte de positivité dans la procédure
locale ; la perte de positivité de e, w qui résulte au final est introduite par le processus
de recollement. La technique de I'utilisation du noyau de Bergman pour obtenir des
approximations locales est explicitée dans le résultat suivant.

la perte de positivité dans T, par rapport au courant initial 7', est de , lorsque

Proposition 3.0.15.1 (Demailly, 1992) Soit U un ouvert borné de C" et ¢ : U —
R U {—oc} une fonction plurisousharmonique. Pour tout m € N*, on considere [’espace
de Hilbert séparable sur C:

Hy(mep)={f € OU); [, |fI?e>™?dX < oo},
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et 501t (o, j)j>0 une base orthonormée dénombrable. On définit la fonction psh a singularités
analytiques :

+o0
1 2
eul)= g lom Y lom ()"

Alors, les fonctions (pm)m>1 sont des approximations locales de ¢, car il eziste des
constantes C,Cy > 0 indépendantes de m et de @, telles que :

. C 1 Cy

i) 9(2) = — < pm(z) < sup p(¢) + — log —,

() () =T Son() S s @O+ lon
pour tout z € U, et tout r < d,(z,0U). En particulier, p,, converge ponctuellement et
dans la topologie Li. . vers ¢, et implicitement ddp,, converge dans la topologie faible des
courants vers dd°p, lorsque m — +00.

(ii) v(p, 2) — = < v(pm, 2) < v(p,2), pour tout z € U.

Le point de départ pour établir les inégalités (i) est ’observation que
pm(2) = sup ;5log|f(2)],
feB1)

ou B(1) est la boule unité de 'espace H(me). La majoration de ¢, est une conséquence
immédiate de l'inégalité de la moyenne appliquée aux fonctions psh |f|?, avec f € B(1).
En revanche, la minoration de ¢, est beaucoup plus subtile et résulte d'une application
astucieuse du théoreme d’Ohsawa-Takegoshi en un point.

La deuxieme étape consiste en un recollement des fonctions ¢,,. Soit T = %05@ >,
un (1,1)-courant global sur X avec v une (1,1)-forme de classe C'! sur X. En fait, on peut
toujours se ramener a cette situation quitte a remplacer T par T — « et v par v — a.

La variété X étant compacte, il existe des recouvrements finis par des ouverts de cartes

P P

X =UW, = UW)] tels que W, cC W,. Soit R > 0 tel que pour tout x € W, la boule
v=1 v=1

de centre x et de rayon R par rapport au coordonnées de W, est relativement compacte

dans W,. Fixons § < é—% et 1 < v < P. Considérons I'ensemble des a = (g, . . ., o) € Z*"
tels que, si a,q = (@10, ..., q9,0) dans les coordonnées réelles de la carte W, la boule
B(aya,30) est relativement compacte dans W,,. En d’autres termes, (a,4 ), est une famille
maximale de points de W, tels que les distances réciproques sont > ¢ et les les distances
a W, sont > 34. Considérons les boules (par rapport aux coordonnées de W,,) suivantes :

Bl = B(aya,6) CC B, = B(aya, 36) CC By = Blaya, 26).

Les choix de R et de § garantissent que W, C |J B,,,, et donc X = | B,,,.

vo
v, o

Soit 0 < 7 < 1 une fonction C* dans [0, + oo[ telle que 7 = 1 sur [0, 1] et Supp 7 C
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7 L] Z - a’ N 7 L] N

[0, 2]. On définit 0, (2) =7 %) , Ol ||z — a,q|| représente la distance de z & a,q

mesurée dans la carte W,. Alors 0,, = 1 sur B, et 0,, = 0 sur B!’ . On peut donc voir

0o comme une fonction C* sur X. Soit ¢ = > 0, ,. Comme les boules B, recouvrent

v, o
Ova

. On a alors ) 0,, = 1 sur X. Pour
o

X, on voit que ¢ > 1 sur X. Soit enfin 0,, =
v,a

alléger les notations dans la suite, on va remplacer le double indice v, o par I'indice simple
]

En résumé, étant donné un § > 0, on a construit trois recouvrements (B;);, (BY);, (B;);
de X par des boules de coordonnées de rayons respectifs 9, %5, 20, et une partition de I'unité
(0;); de X subordonnée au recouvrement (BY);.

En vue d'un usage ultérieur, nous énoncons le lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.0.15.2 La partition de l'unité (6;); vérifie les estimations suivantes :

(i) Pour tout entier | > 0, il existe une constante C; dépendant uniquement de | et
indépendante de ¢, telle que pour tout 0 < k <[ et tout j, on a:

@
57
ot d*0;(x) est le vecteur des dérivées partielles d’ordre k de 0; en x par rapport aux

coordonnées de la carte W, qui contient B; et ||d*0;|| est la norme euclidienne de celui-ci
dans l’espace CV* correspondant.

sup ||d“0; (x)|| <
reX

(i1) Siw est une métrique hermitienne sur X , il existe une constante C' > 0 indépendante
de 0 telle que

!

0;i000; —i00; N\ 00; > —% w,  sur X, pour tout j.

Preuve. (i) L’inégalité s’obtient facilement par un calcul élémentaire direct pour o;.
Comme au plus 52" P des boules B; passent par un point donné de X, et donc au plus 52" P
des fonctions o; sont non nulles en un point donné de X, on obtient la méme estimation
pour 0;.
.. 0j
(4i) Comme 6; = ;], on a
2

_ _ 1 _ _ : _ _
0;1000; — i00; 1 00 = — (0;1000; — i00; \ Do) ~ %(0@'880 — 00 A Do),

Comme précédemment, il suffit de démontrer I'estimation pour o;, car au plus 5*"P des
fonctions o; sont non nulles en un point donné de X. On a

2 5. ) )
g, iaﬁ_aj — 0o A 5aj = ZZ (O"& — % %)dzk A dz,
k.l
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et, compte tenu de la définition de o, si on suppose que les coordonnées de la carte B;
sont centrées en a; (quitte a faire une translation), on obtient :

Poy 0000, (AP R N [ [V
s~ e 9o = g (o o (0 T =SR]
21Z

N . k . ,
Comme o est a support dans la boule de rayon %5, on voit que —~ est majoré par une

constante indépendante de ¢ sur le support de ;. De plus, 0 < 0; < 1, et I'estimation
recherchée s’ensuit. O

Pour 6 > 0, considérons maintenant un module de continuité £(J) pour la forme ~ sur
les ouverts B;, a savoir une fonction () > 0 telle que (lsir% e(0) =0 et 7o — Yo < 36(6)wy,
_)

pour tous z, 2" € B;. Fixons un j avec B; CC W,,. Soit:
T Bj — B(CLj,Qé),

I'isomorphisme défini par les coordonnées de W, et soit ¢; = ¢ o 7']-_1 fonction quasi-
psh sur B(aj,2d). On considere également ~;, la (1,1)-forme & coefficients constants sur
B(aj,26), telle que:

Ty =7 —€&(d)w, au point Tj_l(aj).
On a ainsi:

(0.3.1) 0<y—777<2(0)w, sur By,

pour 6 > 0 petit. Soit 7; la fonction quadratique homogene en z —a; telle que %85% =,
sur B(a;,2d). Posons:

Y; = —7; 01, sur B;.

Il est clair que la fonction 9; est plurisousharmonique sur I'ouvert B;. En définitive, cette
procédure avait pour but de soustraire au potentiel global ¢ de T' la partie de hessian
complexe éventuellement négatif (bornée par ) pour obtenir localement des potentiels psh
;. La procédure d’approximation locale décrite dans la proposition 3.0.15.1 est appliquée
maintenant a ces potentiels locaux ;. On trouve ainsi des fonctions psh:

Vjm = 5 log; lojal?, avec (oj,;) une base orthonormée de Hp, (ma;),

qui sont des approximations locales a singularités analytiques de ;. La régularisation
globale de ¢ est obtenue en recollant les fonctions suivantes :

032)  wyla) = 2my() + md (3 ) + log 3 foy (@),

olt 27 = 7;(z) désigne les coordonnées locales qui identifient B; a B(a;,20). Le processus
de recollement au moyen d’une partition de I'unité est explicité dans le lemme suivant.

Lemme 3.0.15.3 (Lemme 3.5 de [Dem92].) Soit By CC Bj CC B; des recouvrements
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localement finis de la variété complexe X par des ouverts de cartes relativement compacts,
et soit 0; des fonctions C*° positives a support dans BY, telles que 0; < 1 sur B} et 0; =1
sur B}. Soit A; > 0 des constantes telles que :

’L(Qj@é@j - 80] A 893) Z —Ajw, sur B;/ \ B;

On considére aussi des fonctions quasi-psh w; sur B; telles que i@éwj > u avec une (1,1)-
forme u continue sur X, et des constantes C; telles que :

wi(zr) < C; + k;;uBI?B wy(r),  sur B} \ B;.
, D 9T

Alors la fonction w = log(d erwﬂ') est quasi-psh sur X et vérifie :
J
J

Pour pouvoir appliquer ce lemme aux fonctions w; définies par les relations (0.3.2)
avec les recouvrements de X construits précédemment, il faut s’assurer qu’elles satisfont
les hypotheses du lemme. Pour le hessien de w; on obtient I'estimation :

3
1

.90|27)2 > 2m (7 — 2e(6)w) — C' mt w,

K2
0

i00w; > 2m T —m

compte tenu de la relation (0.3.1). Le lemme 3.0.15.2 montre qu’avec nos choix des boules
Bj, les constantes A; peuvent étre choisies comme

Le lemme 3.0.15.6 ci-dessous montre que les constantes C; peuvent étre choisies égales a

0 pour m grand. Comme le nombre maximum de boules B} qui peuvent se rencontrer en
un point quelconque de X est N = N(n) = 52" P, donc indépendant de §, on obtient :

N
C.
Z ]IUJ’-’\UJ'-Aje i< c” ﬁ
j
Le lemme 3.0.15.3 implique alors que le hessien de la fonction quasi-psh globale v, =
5 10g(3- 07 ev7) vérifie estimation :
J

(0.33) 100Uy > — <2e<5> +20" mN52 +C L) w,
ma

Il reste a régler le probleme du choix des constantes C;. Le terme mi(6% — |27)2) a été
ajouté dans la définition (0.3.2) de w; pour assurer le bon comportement des fonctions
w; les unes par rapport aux autres et 'existence ainsi des C;. Nous avons besoin d'une
observation tres simple qui était déja présente dans [Dem92].

Lemme 3.0.15.4 Pour tout choiz des indices j,k tels que B; N By # 0, il existe une
fonction holomorphe hji, sur B; U By, telle que
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H/jOTj_;?koTk_Reth §018(5)52, S'LLT’Bijk,
avec une constante Cy > 0 indépendante de 0.

Preuve. Le hessien de 7; o 7; — 94 o 7y est égal a 7/y; — 77y, sur B; N By. La relation
(0.3.1) implique alors Pestimation :

—4e(d)w < 85(% oT; —Ar o) <4e(d)w, sur Bj N By.

z
s

La fonction 7; étant quadratique homogene a coefficients constants, elle differe de toutes
les fonctions obtenues par translation par une fonction affine. Si donc b; € B; et by, € By,
la fonction

[ (7i(x)) — 73 (75(x) = b5)] = [e(7k(2)) — Ya(7r(2) — b1)]

est pluriharmonique (car de hessien nul) et donc égale a la partie réelle d’'une fonction
holomorphe h;, sur B; U By. En fait, on peut rétrécir les boules, si nécessaire, afin que
les cartes 7; soient définies non seulement sur chaque boule B; mais aussi sur toutes les
boules By, adjacentes. Si b; et by sont choisis tels que 3;(7;(x) — b;) et Y (7;(x) — by) ont
un point critique commun dans B; N By, on a:

95075 — Ak o T — Re hyi| = [3;(1j — bj) — (i — bi)| < Cre(6) 0,
sur B; N By, car le hessien est un O(e(9)) et diam (B; N By) = O(9). O
Le choix des constantes C; est explicité dans les deux lemmes suivants.

Lemme 3.0.15.5 [l existe des constantes C > 0 et Cs(n) > 0 indépendantes de m et de
0 telles que les fonctions quasi-psh

wj(w) = 2m;(27) + log 2~ loj1(2)]*,  x € B,

satisfont les estimations
|w; — wy| < 2m Ce(d) 6* +166% — 2logd — Cs(n),  sur Bf N By.

Preuve. Les fonctions w; s’écrivent comme
Wi = 2m(j,m + 7j © 75),

ol V) m = 5 log Y [0;,4|? est une régularisation de ;. Pour démontrer le lemme, il faut
I

estimer uniformément 1'écart entre v; ,,, et 1y o, sur BY N By en fonction du rayon de ces
boules. Soit f; une fonction holomorphe sur B; telle que

/ |fil2 e 2™ d) = 1,
B;
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ol d\ est la mesure de Lebesgue définie par les coordonnées de la carte W, qui contient
B; et Byj. Par définition de 9; et 1y, on a:

Y — Y =Y 0T — 7, 0Ty, sur B; N By,.
Le lemme précédent 3.0.15.4 implique:

¥ <tp —Rehj, + C1e(0) 6%, sur Bj N By, et donc:

/ |fj|2 e 2m¥k—Rehik) g\ < e2mMO)  gvec M(5) := Cye(0) 62
BjﬂBk

Soit xg € B} N By. Nous allons démontrer qu'il existe une fonction fj holomorphe sur By
telle que fi(xo) = fj(xo) et qui vérifie 'estimation

1662
/ | fio|? e72mtn—Rehin) g\ < 9 2mM () (1 + Gl 652 )
By,

L’idée, classique, est d’utiliser les estimations L? de Hérmander pour résoudre une équation
du 0 sur By. Soit € une fonction tronquante a support dans B(xy, g) C B; N By, telle que
0 =1 sur B(x, ). On résout 1'équation

0g =0(0f;) sur By,
avec le poids strictement plurisousharmonique

2m(¢ — Rehjy) + 2nlog |z — wo| + |2 — @[>,

On obtient ainsi une solution g satisfaisant ’estimation

2
/ NIEE —amune-Ren) p—la=sol? g () <
B, |2 — o> -

9012 2
<2 / ||89‘ ‘f]‘ G—Zm(wk(z)—Rehjk) 6—|z—aco|2 d)\(Z)
By

z — x|

Il existe une constante C > 0 indépendante de m et de § telle que |08] < %. Comme le

support de 98 est inclus dans B(zq, g) \ B(x, g), on a \z—;o\% < C(;*Q(:)’ sur le support de
00. Ceci entraine que l'intégrale de droite est majorée par
C3 Cy(n) | f5[2 e 2mli—Rehse) gy < (2mM) C3 Cy(n)
H2n+2 B, J — H2n+2
J
Par ailleurs, l'intégrale de gauche est minorée par
05(71) —2m(yYr—Reh;
1652 §2n / lg[* e (Wr=Rehsn) g\,
By
1 1 1 Cs(n)

car pour z € DBy, P > 1657 et Fom = o En combinant les deux, on
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obtient 'estimation

1662

—2m —Reh; m €
/ g2 €72 RED) 4 < Cyfm) MO
By,

La non-intégrabilité de |z — xo|™2" force la solution g a s’annuler en wy. La fonction
recherchée est fi, = 0 f; — g. Elle est holomorphe sur By et fi.(zo) = fj(xo). Sa norme L?
vérifie 'estimation

1662
/ | fio|? e72mtn—Rehin) g\ < 2 2mM () <1 + Gl 652 )
By,

En ajustant f, par une constante pour qu’elle soit dans la sphere unité de I'espace de
Hilbert Hpg, (m(¢r, — Re hji)), en prenant le sup de log | f;(zo)| et de log|fi(zo)| sur tous
les f; et fi dans la boule unité de ’espace de Hilbert correpondant, on obtient I’estimation

©j,m(w0) < Vi, m(x0) — Rehj, + M(6) + %2 4 L ]og (1 + Co(n) &on )

Cette estimation est uniforme par rapport au point xg € B}’ N By, car pour tout point
r € BYN By, on a B(x, %) CC B; N By, donc le choix du rayon ¢ est uniforme. Il ne reste
plus qu’a observer que 'estimation évidente

| — Wy

= [¥j,m — Vk,m + 35075 — Tk © Tkl
< |Wjm — Ykm + Rehge| + 75 0 75 — i 0 7 — Re i,
combinée avec le lemme 3 O 15.4, la définition de M (6), et la majoration évidente de

1+Cs (n) (n) < 52 , entraine 'estimation uniforme annoncée pour |w; — wy| sur
" "

Comme la (1, 1)-forme v est supposée de classe C', le module de continuité (&) peut

étre choisi égal a C 9, pour une constante C; > 0 indépendante de ¢ et de m. Soit B](3) la

boule concentrique a B; et de rayon %. On peut supposer que les boules (B (3)

;) recouvrent
encore la variété X.

Lemme 3.0.15.6 Avec le choiz § = 6(m) = 3%/% pour le rayon des boules B;, on a:
w; < wyg,  sur (B}’ \ B;) N B,i?’),

pour m suffisamment grand. Implicitement, on peut choisir C; = 0 dans le lemme 3.0.15.3.

Preuve. On rappelle que w;(z) = w;(x)+m3 (82—|27|2). En appliquant le lemme 3.0.15.5,
on obtient, apres absorber la constante C; dans C,

w; — wy, < 2m C 83 + 166% — 2log & — Cy(n) + mi (62 — |21[2) — mi3 (52 — |2#]2),
sur BY N By. Pour avoir w; < wy, il suffirait donc d’avoir

2m C & + 1602 — 2logd — Cs(n) < m1 (62 — |2F[2) — m1 (6% — |29]2).
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Si on choisit x € (B}' \ Bj) N B,i?’), I'expression (62 — |2%|?) — (6% — |27]?) considérée au
point x vérifie:
(8 — [2H2) — (8 = [292) = (8 — |2 — apl?) — (8 — o — ;) > 62 — & = 2 62,
Il suffit alors d’avoir
2m C' 63 4+ 1662 — 2logd — Cg(n) < %52m%,
pour avoir I'inégalité voulue. Si 6 = 3%/5’ ceci équivaut a:

2C +16m™s + 2 logm — Cg(n) < %mﬁ.
Comme le terme de droite tend vers +oo plus vite que le terme de gauche, cette relation
est satisfaite pour m > mq grand. O

Avec les choix £(§) = C1d et § = S%/M’ la relation (0.3.3.) montre que la perte de
1 1

positivité du hessien de 1), par rapport a v est de 2C} + ' =

o

1
- 2 //N
S/m + C
Cy n C < 6’3’
3m. Ym — Ym

avec une constante C's > 0 indépendante de m. On a ainsi démontré la

Proposition 3.0.15.7 Sous les hypothéses du théoréme 3.0.13.3, si le courant quasi-
positif fermé T = a + i00p de bidegré (1,1) vérifie T > ~ sur une variété hermitienne
compacte (X,w), pour une (1,1)-forme réelle v de classe C', alors les courants régularisants
T,, — T peuvent étre choisis tels que

Tm:a+laawm27_%wa

pour une constante C' > 0 indépendante de m.

Nous concluons ce paragraphe en observant que ’on peut avoir une meilleure estimation
pour la perte de positivité des courants régularisants si la forme ~ est supposée de plus
fermée et de classe C°.

Proposition 3.0.15.8 Soit (X,w) une variété hermitienne compacte et T = a+i0dp un
courant quasi-positif fermé de bidegré (1,1) qui vérifie T > o« pour une (1,1)-forme réelle
a supposée fermée et de classe C™. Alors les courants régularisants T,, — T donné par
le théoréeme 3.0.13.3 peuvent étre choisis en sorte que

~ C
T, =a+1i00, >~v— —w,
m
pour une constante C > 0 indépendante de m.

Démonstration. Comme d’habitude, on peut supposer a« = 0 et T = i90p > 7.
La forme v étant fermée, elle est localement exacte. Il existe alors, pour chaque boule
Bj, une fonction h; de classe C° telle que v = i@ghj sur B;. La fonction h; — hy est
pluriharmonique sur B; N By, (car i09(h; — hy) = 0) et on peut supposer, quitte  rétrécir
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les boules B;, qu’il existe une fonction holomorphe hj;, sur B;N By, telle que hj—hy, = Re hjy,
sur B; N By. On pose

Y = —hj, fonction plurisousharmonique sur B;,

et on considere ;,, — 1;, des régularisations plurisousharmoniques a singularités

analytiques de 9; sur B;. Si g, 0, %5 , et 20 représentent, comme précédemment, les rayons

des boules BJ(-?’) C B} C B} C By, on recolle les approximations quasi-psh locales ¢, =
Yjm + h; de ¢ sur B; en une approximation globale

C1(9) ~
() = s (il + @ - 1)),
B;.’Bz m
ou C1(d) > 0 est une constante ne dépendant que de § dont on précisera le choix plus bas,
et ou (27) est un systeme de coordonnées holomorphes locales centrées au centre de B;.
Comme 00p; ,, > 100h; = v sur Bj, le hessien de v, vérifie 'estimation
— C'Ci(
1000y, > v — Aw sur X,
m
ot " > 0 est une constante telle que i99|27|* < C'w sur B; pour tous les j, si les fonctions

quasi-psh @;(2) + 2L (§2 — |27]2) vérifient la condition de recollement

C1(9) C1(9)

Ox)  @im(2) + (6" = [27[*) < rm(2) + (67 — |*1),

pour z € (E;/ \ Bj) N B,(;’). Avec les notations précédentes on a:
Q/JJ' - wk = hk - hj = —Re hjk sur Bj N Bk,

et la relation (%) de la démonstration du lemme 3.0.15.5 implique, via les estimations L?
de Hormander, la majoration uniforme

Q/Jj - wk = hk - hj = —Re hjk sur Bj N Bk,
1662

52

1
ou C(9) = 5 log <2 +2Cg(n) ) . Ceci entraine

c(
Cjm = Pem = Vjm — Vem + Rehj, < % sur B} N By,

Comme (02 — |2F]?) — (62 — |27]?) > 262 pour z € (E;/ \ Bj) N B¥ 1a condition (+x) est
satisfaite des que 'on a 1’égalité:
CO) _3Gi0)
m 4 m
On peut alors fixer § > 0 et choisir la constante C7(J) en sorte que l'inégalité ci-dessus
soit satisfaite. Comme on I’a vu plus haut, la perte de positivité du hessien de ¢, par
N C'Cy(5) o . .
rapport a v est de — = La proposition est démontrée. d
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3.0.16 Cohérence des faisceaux d’idéaux multiplicateurs avec
estimations

Soit €2 C C™ un ensemble pseudoconvexe borné et ¢ une fonction plurisousharmonique

dans Q. Fixons z = (z1,...,2,), un systeme de coordonnées holomorphes dans C". Pour

tout m € N*, considérons le faisceau d’idéaux multiplicateurs J(my) et 'espace de Hilbert
de ses sections globales L?

Ha(me) = {f € O(Q); [ |f?e 2™ dX < +20}.
Q

Nous allons déduire une version effective, avec estimations, du résultat de [Nad89] affirmant
que le faisceau J(mep) est cohérent et engendré par une base orthonormée quelconque
de Pespace Hq(myp). La méthode nous a été fortement inspirée par I'article ([Siu02]).
La différence réside dans le fait que nous travaillons avec des fonctions sur des ouverts
pseudoconvexes au lieu de sections globales de fibrés en droites amples sur des variétés
projectives.

Lemme 3.0.16.1 Soitd = diamQ, z = (21,...,2,) € Q et r > 0 tels que B(xz,r) CC (.
Etant donné une section f € I'(B(z,r),I(mep)) telle que

/ |fIPe 2™ d)\ = Cy < 400,
B(x,r)

il existe une section F' € T'(Q,I(my)) et des sections vy, ..., v, € T'(B(x,r),I(my)), telles
que f — F =% (2 — xj)/d-vj(2) sur B(x,r), satisfaisant de plus les estimations :
=1

C(n)

FPe ™ d\ < ———r—
[ippemean< o

Cf,

et

2 _—2myp C(n
Z/ S o

ot C'(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n.

L’ingrédient essentiel dans la démonstration de ce lemme est le théoreme de division
L? de Skoda [Sko72b, 78] que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 3.0.16.2 (Skoda, 1972) Soit ¢» une fonction plurisousharmonique dans un
ouvert pseudoconvexe 3 C C™ et soit oy,...,0n5 des fonctions holomorphes dans Q (la
suite o; peut étre infinie). Soit ¢ = min{N — 1,n} et |o|* = 3 |o;|*. Alors, pour toute
fonction holomorphe f dans €, telle que

/ |f)? |o| 2@t =2 g\ < 400, 6 >0,
Q
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il existe des fonctions holomorphes gy, ..., gn dans ) telles que f = Zgj oj et

o0+1
/|g| o] 209 2 iy < 2 /|f| o] 2019 2 4\ < oo,

ot |g]* = Zlgjl2

Démonstration du lemme 3.0.16.1. Soit 7 : R — [0, 1] une fonction C*° telle que
nt) =1,sit < % nl) =0,sit>1, et |y <3 sur R Considérons la fonction C*
|2 = xIQ

sur  définie par 0(z) = 77(
B(z,%).
On utilise les estimations L? de Hérmander pour résoudre ’équation

). Par conséquent, Supp C B(z,r) et 6(z) = 1 sur

ou=0(0f) sur Q,
avec le poids strictement plurisousharmonique
mp(z) + (n+1) log |z — 2| + (|2 — z[/d)*.

On obtient une solution u € C*°(Q) telle que

/ u(z)|? o 2me(2) p=2|z—l/d)? dN(2) <

o [z — 2P0+

002 | omp(z) . —2(r—a
2d2/Q Tl © 2me(s) o=2lz=al/d) gy ().

< |z — x| < r, pour

Comme [06(z)] < 3]z — x| < 2, sur Suppf C B(z,r), et %
(z, ar

z € Suppd C B(z,r) \ B(z,%), le terme de droite est majoré p

1 18d? 2 o 22 +1)
TP AN =18 ———: C}.
Er R UL (s

Comme |z — z| < d = diam (Q2), le terme de gauche est minoré par:

-2 |U(Z)‘2 —2mep(z)
e /Q (2 = 2| /d) 2D e MPE dN(z2).

La solution u de I’équation vérifie alors I'estimation L?:

92(n+1)

MO — 2
s NG S 186 s O
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Posons F' = 0f — u. La fonction F' est holomorphe, par construction. Elle vérifie, de plus,

/Q |F(2)]2 e 2 dA(2) <
<2 folu(z)]? e dA(2) +2 [, |0(2) | £ (2)? €729 dA(2).

Si on pose C(n) = 18 €222V et Cy(n) = 2(1 + C1(n)), on a l'estimation :

2|2 e~ 2mel2) z 1(n 71
[iraremone <2 (1w mms ) &

02 (n)

= (r/d)2(n+2) C.

De plus, f — F = (1 —0)f +u sur B(z,7), et les estimations précédentes entrainent :

f = : S ’ —2mep(z
aéuw(LflV®%l”62¢“dM@ : Q/x p—ﬁb%mH1€2”“dM@

)
( ) ()‘2 —2m<p
) g el €

< n Cf7
2 C
ou Cy(r,d,n) = ( Ta)ED (8 Lon (Tl/g;l) . Pour la deuxieme intégrale, on a utilisé
les majorations évidentes: |1 — 0> < 2(1 + [0]*) < 22, et 1 < o sur

- (le=al/d)2nT1) = (55)
Supp (1 —0) C B(x,r) \ B(x, ).

On peut appliquer maintenant le théoreme de Skoda (cf. 3.0.16.2) & la fonction holomorphe
[ — F sur B(z,r), avec 0j(2) = (2; —x;)/d, j=1,...,n, % =my, et § = 1. On obtient

= 2.(z —ay)/d-vi(z)  sur B(z,r),
=1
avec vy, ..., v, € O(B(z,r)) vérifiant :

- [ ) —FEP
" dNz) < 2 ()
EZ/QW z—ﬂ%e G <2 ) Te—ayapen AR

S 202<T,d,n)0f WCJC
Comme (|z — z|/d)* < (r/d)*" sur B(z,r), on obtient finalement

u _ C! (TL Cg(n
2 (2))2 e B A (2) < — < .
@) D [, PN < G O < i
Si on pose C(n) = max{Cs(n),Cs(n)}, les estimations (1) et (2) démontrent le lemme.
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Nous pouvons énoncer maintenant le résultat principal de ce paragraphe.

Théoreme 3.0.16.3 Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur un ouvert pseudo-
conveze borné Q@ C C" de diamétre d, m un entier positif, et (o, ;)j>0 une base ortho-
normée quelconque de 'espace de Hilbert Hq(myp).
Alors, pour tout point x € Q et tout 0 < r < 1 tel que B(z,r) CC €, il existe une
constante C(n) > 0 ne dépendant que de n, telle que pour r’" = L 1Y"+2) on g la
(n) P q que p Tnom @)

propriété suivante :
pour toute section f € I'(B(z,r),I(myp)) avec

/ IfIPe 2™ d)\ = Cy < 400,
B(x,r)

il existe des fonctions holomorphes by, ; € O(B(x,r")), j > 0, telles que

—+o0
=2 bmjom; surB(z,r),
=0

et
1 C(n)
b, > < :
BS(EE?,)Z‘ = G a0
Démonstration. On pose C(r,d,n) = C(n)(d/r)*™*?. Soit une section

f € I'(B(z,r),I(myp)) comme dans 1’énoncé. Le lemme 3.0.16.1 donne 'existence d'une
section globale F' € Hq(myp) et de sections locales vy, ..., v, € ['(B(z,r),J(myp)) telles
que

f—F= ﬁ: (zj, —xj,)/d-v;,(2) sur B(z,r), avec

Ji=1

/Q [F[2e2m d) < C(r,d, n) C,

et
Z/ v, |2 e 2™ dX\ < C(r,d,n) Cy.
j1= 1 $ 7’
+o00
Par définition de la base orthonormée, on a F' = Y ¢ 0k, avec ¢ € C satisfaisant
k=0

+o0o
Z lcr|? < C(r,d) C;. En particulier,
k=

f= chamk+z 2y —xj,)/d-v;(2)  sur B(z,r).

Jji1=1

Nous allons itérer ce procédé et continuer par récurrence. L’itération donne une version
effective du lemme de Nakayama. On applique donc le lemme 3.0.16.1 a chaque fonction
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vj, et on obtient, pour j; =1,...,n:

ch‘ j1 Om kT Z Zja T Lja /d Uja, ]2( ) sur B(SL’,'/’),

Jj2=1

avec ¢y, j, € C, v, 4, € I'(B(x,7),J(my)) tels que

n —4oo

SN el < O dm) S [ lPermean< cindm?e;

j1=1k=0 ji=1" Blz,7)
et

ZZ/ 03,5 €2 AN < S0 Crdom) [, o e dA

f1=1ja=1" Bl@.7) n=l

< C(r,d,n)*C;.

Par récurrence sur [, on obtient, apres applications successives du lemme 3.0.16.1:

Vgt i1 § :Ck Jlyeees Ji— 1Om, ket § : Z5 — L, /d Ujt ey it sur B(SL’,'/’),

Ji=1
pour ji,...,5—1 = 1,...,n, avec ¢ 4.5, € C,v5.. 5 € I'(B(x,r),I(myp)) satisfaisant
les estimations

n —+00

Z Z|Ck,j17~~~,j171‘2 < C(Ta d, n)le

Jisees j1—1=1k=0
et

Z / v, | e 2™ d\ < C(r,d,n) Cf.

Jiyes 1=1
On obtient ainsi:
n

[ o= Z (Zjl _'le)/d"'(zjl _le)/d'vjl,---7jl+

Jises J1=1

+oo
+ Z (Ck + Z Z Ckv]ly o Jv Z]l le)/d e (Z]u - x]u)/d) o-myk;’

v=1j1,..., Ju=1

sur B(z,r). Posons

+
bk =+ Y > gz —p)/d (2, =) /d, k=0, +00.

v=1j1,..., ju=1
Nous allons vérifier maintenant que la série qui définit b,, , converge vers une fonction
holomorphe sur B(z,1’), et que
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B(z,

T

our =

Comme sup

r

nC(r,d,n)

B(z,r")

on a, pour tout 1 < v < +o0, 'estimation

+oo

D

k=0

?

IN

IN

<

n

(zjy —xj)/d. . (2, —x5,)/d

sup Z|bm K < r/d) C(r,d,n)CYy,

2

Yo Chirg (2 —5)/d (2,

—;,)/d

/
§T2V

2

n

(r'/d)* Z Z|Ck?7]17 ,JV

Jlyeeny =1
—+o00 n 2
<r’/d>2“2( 3 |ck,j1,...,jy|)
k=0 “j1,...,5,=1
+o0
YT ekl =
k=071,.0y ju=1

.]17 7.71/—1k 0

(r'/d)* n” C(r,d,n)" " Cy = (r/d)* C(r,d,n) C},

sur B(z,r"). Posons

n

Fl/7ki = Z Ck,jl,...,ju(zjl - $]1)/d ce

I,y Jo=1

Fy, 1 = ¢, pour k > 0.

—+00

—x;,)/d, pourk>0etv>1,

Alors by, = > F, . Nous avons déja démontré que

Soit F,

On a:

v=0

+o00
S IFl? < (r/d)* C(r,d,n) Cy,
v=0

+o0 i
B = (kaﬁ)
k=0

E |F,|, ce qui équivaut a
v=0
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= (F, k)r>0 avec la norme ponctuelle L? donnée par



400
(b, k) k>0| < Z (F,. k)k>0|, ou encore a
v=0
+o0 = 0o 00 too
<Z|bm,k|2) Z(Z|Fy k|2) < Z()(T/d)y C(T,d,n) Cf
k=0 v=0 v=
1
= 1= C(r,d,n)Cy,

sur B(z,r"). Le théoreme est démontré.

3.0.17 Annexe A: Un probleme de théorie du potentiel en une
variable complexe

Soit 2 C C un ouvert, ¢ : Q2 — RU{—00} une fonction sousharmonique et T = dd“pq
le (1,1)-courant positif fermé associé. Le courant T s’identifie au laplacien Ay de ¢
calculé au sens des distributions. Il correspond ainsi a une mesure positive p = dd®p sur
Q. Si zy est un point quelconque de €2 et r > 0, on note:

V= / ddc§007
D(zo,r)

la masse de la mesure dd°py portée par le disque de centre xy et de rayon r. Pour des
entiers positifs m, 'intégrabilité de e=2™%° dans D(xg,7) n’est pas garantie, car la fonction
m o peut avoir des poles —oo. En fait, nous rappelons le résultat suivant, di a H. Skoda
( [SkoT2al), qui montre que les nombres de Lelong d’une fonction psh ¢ influent sur
I'intégrabilité locale de e=%#.

Proposition 3.0.17.1 (Skoda, 1972.) Soit ¢ une fonction plurisousharmonique dans
un ouvert U C C" et x € U.

(a) Siv(p,z) <1, alors e=% est intégrable dans un voisinage de x.

(b) Siv(p,x) > n+s pour un entier s > 0, alors e ¢ > C|z —z|72"72% dans un voisinage
de z et I(p), C M?fi, ot My, , est lidéal mazimal de Oy 5. En particulier, e~ n’est pas
intégrable au voisinage de x.

(¢) La variété des zéros V(I(g)) de I(p) vérifie l’encadrement
En(p) C V() C Erle),

ot E.(¢) = {x € U; v(p,2) > ¢} est l'ensemble de niveau ¢ > 0 pour les nombres de
Lelong de ¢.

Nous nous proposons d’investiguer dans la suite comment neutraliser les poles de
@ pour rendre intégrable I'exponentielle e=2™¥0 pour des entiers positifs m, sur des
disques de rayon indépendant de m. La proposition 3.0.17.1 ci-dessus, bien que donnant
une condition suffisante pour I'intégrabilité de 1’exponentielle au voisinage d’un pole (la
condition (a)), ne précise pas la “taille” de ce voisinage.
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Plus précisément, 1'objectif de ce paragraphe est de démontrer le théoréeme suivant:

Théoréme 3.0.17.2 Soit ¢y : 2 — R U {—o00} une fonction sousharmonique sur un

ouvert Q0 C C et D(xg,7) C Q un disque de rayon 0 < r < % On posey= [ ddpq et
D(zo,r)
on considere la décomposition

wo =N xApo+ hy, sur D(xg,r),

ot N(z) = 5= log|z| est le noyau de Newton d’une variable compleze et hy = Re gy est
une fonction harmonique s’écrivant comme la partie réelle d’une fonction holomorphe go.

Alors, pour tout m € N* et tout & > 0 petit, il existe un ensemble fini de points
a; = ay(m),...,an,, = an,, (m) € D(xo,r), tels que les entiers positifs m; définis comme :

m; = max{[mv(po,a;)],1}, j=1,...,Npy,

Nm
et la fonction holomorphe fn,(z) = em9%) [[(2 — a;)™ définie dans D(zo,r), aient les

J=1
propriétés suivantes :

(4) %mj <my(1+9);

(17) 1l existe une constante C' = C(r) > 0, indépendante de m, de sorte que :

|€lj - ak| > W’

pour tous a;, ay, tels que j # k et v(po, a;),v(po, a;j) < 1;m5_
(i)
/ | fm(2)Pe72m0E) dX(2) = o(m), lorsque m — +oo,
D(zo,r)

ot d\ est la mesure de Lebesque dans C.

Le reste de ce paragraphe sera consacré a la démonstration de ce théoreme 3.0.17.2.
Fixons m € N* et § > 0. En dimension 1, il est trivial que ’ensemble de niveau

Ey_s(mdd®p):={z € Q; v(mdd®py,z) >1—6}

associé au (1,1)-courant positif fermé m dd°p, est analytique de dimension 0. Son inter-
section avec un disque est alors finie. Soit :

Ei_s(mddpo) N D(xo,7) = {ai, ..., apmm)}-
Pour tout a; € Ey_s(mdd®pg) N D(xo,r), on pose m; = [mv(dd®pg, a;)]. Si on note

p(m)
Um(z) =mpo(z) — Zlmj log |z — ay],
j:
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on a:

p(m)
H |Z o aj|2mj 6—2m<po(z) _ G—me(z)'
j=1

La fonction v, est encore sousharmonique car :

p(m)

dd“p, = mddpy — Y [mv(po, aj;)] 64, > 0,

j=1

au sens des courants. En particulier, pour un point a;, on trouve:

V(Ym, a;) = mv(po, a;) — [mv(po, a;)].

p(m)
Ainsi, quitte a remplacer m g par ¥, et mdd®pg par p' = mddpy— ) [mv(po, a;)] 0,

J=1
on peut supposer dorénavant que

(x)  muv(pg,x) <1, Vx& D(xg,r).

Ce qui pourrait empécher 'exponentielle e=2™#° d’étre intégrable ou d’avoir la crois-
sance voulue en m sur D(xg,r), outre les masses ponctuelles du courant m dd®ypy, sont
les éventuelles masses “diffuses” concentrées au voisinage de certains points du disque.
Le lemme suivant donne une majoration de e 2#° en fonction de la masse du courant
dd®pg associé. Ce lemme est dans l'esprit de la proposition 3.0.17.1, avec ceci de plus que
I’estimation est obtenue sur un disque de taille fixe si I'hypothese est faite sur ce méme
disque, et non en un seul point.

Lemme 3.0.17.3 Les hypotheses étant celles du théoreme 3.0.17.2, on a [’estimation
sutvante:

1 1
S2poa)ho) < L b e
S R 7 / c—ap Tl

D(zo, ) D(zo, r)

pour tout z € D(zg, 7).

Démonstration. Soit du(¢) = v 1dd°po(¢), une mesure de probabilité sur D(xq, 7).
Pour tout z € D(zg,7), on a:

(0 — ho)(2) = /D ol = =|dd(0)

ou, de facon équivalente,

(0 — ho)(2) = / Ylog|¢ — 2 "'dp(¢), = € Dlzo,r).

D(zo,r)
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L’inégalité de convexité de Jensen entraine:

_ 1
e~ 2(po—ho)(2) < / e loe == gy (¢) = 47 / 5y dd 0 (C).
D(xo,7) D(zo,r) |C - Z|

Ceci démontre le lemme. O

Le lemme 3.0.17.3, appliqué a la fonction m ¢y, donne I’estimation :

1 1
—2m(po(2)—ho(2)) - - c
) € | = o,

D(zo, 1) D(zo,T)

pour tout z € D(xg, ).

Le terme de droite de cette inégalité n’est pas nécessairement intégrable en tant que
fonction de z, quand m~y > 1. Pour surmonter cet obstacle, nous découpons le disque
D(zo,7) en un nombre fini, < my(1l + ¢§), de morceaux de méme masse strictement
inférieure a 1, pour la mesure m dd“py. On voit ici que la propriété de m dd®p, de ne
pas avoir de masses ponctuelles supérieures a 1 est essentielle. Nous choisissons ensuite
un point dans chaque morceau, intuitivement le “centre,” et considérons la fonction
holomorphe sur D(zg,7) ayant ces points pour ses seuls zéros. Ce sera la fonction f,,
recherchée. Le nombre de ses zéros ne dépasse pas my(1+ ¢), par construction. Un calcul
montrera ensuite que la croissance L? de f,, avec poids e 2"%0  est au plus de 'ordre de
o(m), lorsque m — +o0.

Nous faisons le découpage annongé du disque D(xg,r) a I'aide du lemme suivant qui
fournit une “atomisation” d’une mesure positive quelconque p sur D(zg, 7).

Lemme 3.0.17.4 (Yulmukhametov, 1985 ; Drasin, 2000.) Soit i une mesure posi-
tive a support dans un carré R C R? telle que u(R) = N > 1, N € Z. Alors, il existe une
famille de rectangles fermés (R;)1<j<n, aux cotés paralléles aux cotés de R, et une famille
de mesures positives (ji;)1<j<n, telles que:

N
(a) p= leuj 7 wi(R)=1; Suppu; C R;;
=

N N
(b) R= U R;= JSuppp,,

J=1 Jj=1

(¢) int (Supp u;) N Supppr =0, Vj #k;

(d) Le rapport des cités de chaque rectangle R; est dans Uintervalle (3, 3] (i.e. R; est un
“presque carré” dans la terminologie de [Dra00]) ;

(e) Tout point de R appartient a Uintérieur d’au plus quatre rectangles R; ;

(f) Chaque Supppu; est un rectangle et les distances réciproques entre les centres de ces

rectangles sont toutes > %, ou C' > 0 est le coté du carré R.
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Idée de démonstration. Yulmukhametov avait démontré ce résultat (cf. [Yul85]) pour des
mesures j absolument continues. La généralisation aux mesures quelconques est due a
Drasin [Dra00]. La conclusion (f) n’était pas énoncée explicitement, mais elle se déduit
facilement de la démonstration. La premiere idée est de réduire le probleme au cas d'une
mesure g ayant la propriété que p(p) < 1 en tout point p € R. Ceci est réalisé en
soustrayant a la mesure initiale p la partie entiere [u(p)] de chaque masse ponctuelle
p(p) > 1. On peut supposer de plus, quitte a faire une rotation du systeme de coordonnées
de R?, que pour toute droite L parallele & un des axes de coordonnées, il existe au plus
un point p € L tel que pu(p) > 0, tandis que p(L \ p) = 0.

Avec ces réductions, 1’étape essentielle est de démontrer que si un presque carré R
contient le support d'une mesure p ayant ces propriétés, alors il existe des presque carrés
Ry et Ry et une décomposition p = pio + 11 tels que Supp p; C R;, j = 0, 1, et satisfaisant
les conclusions (b) — (d) du lemme. Les masses p;(R;) sont entieres. Si u;(R;) > 1,
on applique de nouveau ce procédé pour obtenir des presque carrés R; o, R;1 et une
décomposition p; = pt; 0 + ;1. Des applications répétées de ce procédé produisent ainsi
des presque carrés R; et des mesures py, indéxés sur des multi-indices I = 4y,...,7
formés avec les chiffres 0 et 1. Le procédé s’arréte lorsque toutes les masses pr(Ry) = 1.
Un lemme technique assure ensuite la conclusion (e) et démontre ainsi le résultat. Les
détails se trouvent dans [Dra00, §2]. O

Démonstration du théoréeme 3.0.17.2. Avec les réductions faites apres ’énoncé du
théoréme 3.0.17.2, on peut faire I’hypotheése (x), a savoir on peut supposer que
muv(p,p) < 1, pour tout € D(xg,r). Considérons le carré R C C de coté 2r qui
contient D(zg,7), et la mesure positive p = dd°p, dans R de masse totale . Fixons
0 <9 <1 et, pour m >> 0, choisissons un entier N, tel que

() s=my < Ny <my(1+0).

Un tel entier existe des que m~y (1 +6 — 52%5) = 5(21:(?)

3.0.17.4 a la mesure %,u = % dd®pgy, de masse totale N = N,,. On obtient ainsi un

> 1. On applique le lemme

recouvrement de D(xy,r) par des rectangles (presque carrés) fermés R; = R;(m), et une

Nm

décomposition % po= > vm ;i telle que vy, ;(R;) = 1, satisfaisant les conclusions du
j=1

lemme 3.0.17.4. Posons fi, ; = %Z Vm, ;- On a alors une décomposition :

N
mp = dd(m gg) = Zl,um,j, avec fim, j(R;) = 5+ €1 —6,1 — g.
j:
Considérons le rectangle P; = Pj(m) = int (Supp pim, ;) C R;, et soit a; = a;(m) son

centre. Nous allons montrer que l'entier N,, et les points a; vérifient les conclusions du
théoreme 3.0.17.2. La propriété (x) implique:

m; = max{[mv(po,a;)],1} =1, pour j=1,..., Ny,

Nm
ce qui entraine: Y m; = N, < m~y(l + J), qui n’est autre que la conclusion (i) du
j=1
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théoreme 3.0.17.2.

La conclusion (f) du lemme 3.0.17.4 et le choix de NN, assurent que les points a;
vérifient la condition (i) du théoreme 3.0.17.2.

Considerons maintenant la fonction holomorphe:

N

fin(2) = em90G) [ (2 — a;j), %€ D(zg,r1),

J=1

et étudions la croissance en m de [ | fn|* e7?™#0 dX\. Comme:
D(zo,r)

/ | fo]* €720 d)\<Z/\f [F e d),

D(zo.7) I=1p;

I'étude se ramene a trouver une majoration convenable de chaque intégrale sur P;. Fixons
j€{l,....,Ny}. Comme P; N P, =0, pour tous j # k, on a:

m p(Py) = i, j(Pj) < pim,j(R;) = §2 < 1— 3.

On peut supposer, sans perte de généralité, que P; est un disque D(a;,7;). La conclusion
(e) dulemme 3.0.17.4 implique que la somme des aires euclidiennes des P; est majorée par
quatre fois I'aire du carré R de coté 2r. Ceci signifie qu’il existe une constante C(r) > 0,
dépendant uniquement de 7, telle que

Nm
(€' ;T‘JQ < C4(r), pour tout m >> 0.

Le lemme 3.0.17.3 appliqué a la fonction m ¢y sur P; = D(a;, ;) entraine 'estimation
suivante :

N
[fm(2) [ €721 = kH1|Z — ag|? e72mpo(z)~ho(2)

2(Nm—1) .
(202D |2 f T / = Z| ddg0(C),

IN

pour tout z € P;. On a utilisé ici la majoration évidente |z — ax|* < (2r)%, pour tout
k# 3.

En intégrant par rapport a z € P;, le théoreme de Fubini donne:

(041 P/ Ifm(Z)IQG_Qm“”“(Z)dA(Z)S<2}ZZ:;01 / ( / Lot i Jara)

Regardons maintenant 'intégrale en z. On obtient l'estimation suivante:

_ 2 2
(0.4.2) MCM() |2 = 4] —d\(z — a;)
| N . N2W J

J =R T e e - - )P
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a2 —all?
< A(|¢ — aj] + ;)R (qCQ( ai‘ ;7;) - 2|(< _%_\y)) V(€ Py

Nm Nm

En effet, si on fait le changement de variable z = z — a; et on note ( — a; = a, on est
ramené a estimer l'intégrale :
|z
d\(x),
| T

D(0,r)

olt on a noté r; = r et 7 = 25~ pour alléger les notations. Par le choix (xx) de Ny, on a:
0 < 7 < 2. Le changement de variable x —a = y, suivi du passage en coordonnées polaires
avec |y| = p, entraine:

[ - [ g [ Wl

|z —al ly|™ Y|
D(0,r) D(—a,r) D(—a,r)
2 2
< 9 / |y] +T\a| iA(y)
|y
D(—a,r)
9 / hﬁ”de+2M2‘/ R0
D(—a,r) D(-a,r)
<

lal+r la|+r
27 - 2/ pQ‘Tpder?\aIQ/ p~Tpdp
0 0

= dr (ja| +7)*7 (M nak M Ui ) .

4 —T 2—1T1

Pour r = r;, ceci implique I'estimation (0.4.2). Les relations (0.4.1) et (0.4.2) entrainent:

/Uﬁ@WeQW”%M@)S

im - P )
— (9r 2(Nm 1)/ C_a. +7"2(1 Nm) J - J + gﬂ ddc(p C
ij ddcw0< ) Pj(‘ ]| ]) 2<2_ N_z) 2<1_ N;t) 0( )

Passons maintenant en coordonnées polaires avec |(—a;| = p. Ceci implique que dd°py(¢) =
dn(p), ou n(p) = fD(aJ_’p) dd°py, pour tout p > 0. Comme P; est supposé étre D(a;,7;),
nous obtenons:
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/ ()P 2P A (2) <
Pv

< Clrvry) [yt ED (;5*% o m)> (o) dp.

Non Non
N 8> 2(Npm—1) N . v . .
ou C(r,rj) = W(Q'r’) . La derniere expression s’écrit successivement :
P; %o
e /rj 22— X)), C(r,rj) Yoy 21— 72
s | (o) NI (p)dp+ e [ o) N W (p) dp =
22-%5) Jo 2(1— 70y " J J
C(r,ry) 2(2— MY my " 3—2m%
= 2@_7;]_2) (n('f’j)(%’j) =) —2(2 - N /0 n(p)(p +r;)” "N dp |+
C(r,rj _m
_'_2 <_ ”]1—3 (n( ]) <2T]>2(1 N —
(1-+2)

= [0 2ot 8D 2 (1 52 ) k) 2 )

my
N—m>06t

> 0, ils peuvent étre négligés. On obtient ainsi la majoration

Comme les termes qui apparaissent avec un signe — sont négatifs, car 1 —

; _ my
d’autant plus 2 — 5+
suivante :

[P e =@ane) <
P

(I=%)
(2r;) 22-x) 7’2»(27“])2 N
< C(T,T“)'n(’f“)'( : m + ’ m
TN 22 -2 2(1 =)
Comme n(r;) = [ P, dd‘pg, la majoration précédente et la formule de C(r,r;) montrent
que:

o my\  20-2)
(0.43) /Ifm A C I (R R

ou la constante C(r, —) est donnée par la formule:

N,
Q(Q,M) 2(1,&)
my\ o 9 o(Nm—1) [ 277 Nm 27 Nm
C ( ’ ) - 87T <2T) ( m + m
Ny, 22-§0) 20-F0)/)
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Comme l'estimation (0.4.3) est valable pour tous les indices j € {1,..., N,,}, on obtient,
en prenant la somme sur j:

Nm
- my 22-7)
| fn(2) 2 7290 ) g )\(2) < Cr,—=) Y r;~ .
/Dcvo,r) N ; !

Le choix de N, a été fait en sorte que 1 — 4 < ﬁ <jr<1l- 8 (cf. (%)),

ce qui entraine:

é m é m
s<l-Fr<d et 1+5<2-F <140

Comme 0 < 2r < 1, il existe une constante Cy(r) > 0 ne dépendant que de r, telle que
C(r, 37-) < Ca(r), pour tout m € N. Comme 7; < 2r <1, on a:

2(2- 1)

T <rj, car2(2— %) > 2.

Ainsi, l'estimation (¢’) (déduite de (¢) du lemme 3.0.17.4) entraine:
/ | fn(2)[2 7290 dN\(2) < C(r), VYm >> 0,
D(zo,r)

ou C(r) = Cy(r) Cy(r) > 0 est une constante qui dépend uniquement du rayon r du disque
D(z,r) sur lequel on se place. Ceci garantit la conclusion (ii7) du théoreme 3.0.17.2. O

3.0.18 Annexe B: Controle local des masses de Monge-Ampeéere

Placons-nous dans la situation de la conjecture 3.0.13.4. Soit T' = o + dd°p > ~ un
courant quasi-positif fermé de bidegré (1, 1) sur une variété hermitienne compacte (X,w).
Le théoreme 3.0.13.3 de Demailly donne une suite (7},,) de courants quasi-positifs fermés
dans la méme classe de cohomologie que T et a singularités analytiques tels que T,
converge vers 1’ dans la topologie faible des courants. Sans perte de généralité, on peut
supposer que {1} = {T,,,} = 0 et T = dd°. Soit U C X un ouvert de coordonnées,
de Stein et a bord strictement pseudoconvexe. Supposons provisoirement que v = 0. Le
potentiel ¢ est alors plurisousharmonique. Considérons, comme d’habitude, I'espace de
Hilbert séparable

Hy(mp) = {f € O(U); [ |fPe?™¢dV, < +oo}
U

et une base orthonormée dénombrable (o,,, ;);>0 de Hy(myp). En particulier, les (o4, ;)0
sont des générateurs sur U du faisceau cohérent globalement défini J(mT'). Les courants
régularisants 7}, peuvent étre localement choisis comme 7T, = dd“p,,, ou

+o00
m(z) = 3= 1og > |om, j(2)[*  (cf. la proposition 3.0.15.1).
j=0
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Soit fim @ Xy — X I'éclatement du faisceau cohérent globalement défini J(mT) dans
X de sorte que la variété X,, est lisse et I(mT) = O(—mE,,), ou mE,, est un diviseur
effectif & croisements normaux. Localement sur u,.'(U) on a:

o T = dd(om © fim) €t

1 +o0 1 +o0
— . 2 - —
Pm O pm = 5 log ]Eo |0, j © phm|” = 5 log ]Eo

ol g, est un générateur local du faisceau inversible O(—mE,,), a savoir divg,, = [mE,,]
2

est plurisousharmonique et C'*°, car les

2

m

1
+ — 108 |G|,
m

Tm, OHm

+o00
localement. La fonction ¢, = 5-log >

fonctions holomorphes U’”’gfﬂ n’ont pas de zéros communs. Ceci implique
M&Tm = Qi + [Em]a
avec une (1,1)-forme «,, donnée localement par dd“i),,, semi-positive et C*°, et un Q-

diviseur effectif E,, a coefficients dans %Z. Nous modifions légerement les potentiels locaux
O © [by, POUT pouvoir mieux estimer les masses de Monge-Ampere des courants 7T,,,. Posons

Pm = Pm + % log |gm|7 ou
(amj oum)r

= ptos |1
7>0

La partie singuliere %log|gm| de ¢, o p,, reste donc inchangée; seule la partie C*°

augmente de ¢, a p,,. Définissons les courants

la <1

S = (pm )5 (dd°Py,)  localement sur X.

La proposition suivante, qui est une légere extension de la proposition 3.0.15.1, assure que
(Sm) converge vers T' dans la topologie faible des courants lorsque m — +o0.

Proposition 3.0.18.1 Soit (0, ;);>0 une base orthonormée de Hy(myp) et § > 0 un réel
positif. On considére la fonction psh a singularités analytiques:

Alors, il existe des constantes Cy,Cs > 0 indépendantes de m et de @, telles que:
[ei 5 [om] n 1
P(2) = S om(2) < sup @(Q) — T logr — Hlogr 4 - log Cs,
[(—z|<2r
pour tout z € U et tout r < min(1d(z,0U),1). En particulier, pour tout entier positif p,

P
wm converge ponctuellement et dans la topologie L}oc vers ¢ lorsque m — +00.
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Demonstration. La minoration résulte de la proposition 3.0.15.1, car ¢? > ¢,,. Pour
obtenir la majoration, les arguments sont standards. La formule de Parseval appliquée a
la fonction holomorphe o,, ; sur la sphere S(z,r) donne:

D% (2) 2

Comt [ o P do(c) = 3 | P e G20,
S@zr) aeN” o
+o0o
La somme Y |0y, ;(¢)|?* est le carré de la norme de la forme linéaire d’évaluation f +— f(()
j=0

sur Hy(mep). Comme ¢ est localement bornée supérieurement, la topologie L? est plus
forte que la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de U. Par conséquent,

+o0o
la série > |0y, ;|* converge uniformément sur les compacts de U. Une sommation sur j

j=0
donne:
+oo 2
D%, (2 o
Cont . [ Y lomy(@Pao(e) = Y [P e
S(z,r) =0 J.ZI\? .
aeNn?
D%, i(2) |
> g |2
>0
| <[dm]

En prenant le log et en divisant par 2m on obtient :

2

—1
2m 8 al

Da . +00
1 [ < g Seraos

J=0

j=0
la| < [om)]
— 22mll oy 4 L jog(Const)
+00
titog (01 s S (0F)

|¢—z|=rj=0

IA

— 22l o0 4 L jog(Const)

2m
= sup n(¢) =2l 4 5—log(Const).

m
|¢==2|=r

La majoration de ¢, donnée par la propriété (i) de la proposition 3.0.15.1 entraine:

sup om(() < sup  p(w)+=log % Ceci implique finalement la majoration recher-
|¢—z|=r |lw—z|<2r

chée avec Cz = v/ CO/Const. O

La suite (Sp,)m de (1, 1)-courants positifs fermés a singularités analytiques donne une
nouvelle régularisation de 7. Nous montrons dans la suite que les masses de Monge-
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Ampere des courants S, vérifient, localement, les estimations asymptotiques envisagées
par la conjecture 3.0.13.4. L’outil principal est le théoreme d’Ohsawa-Takegoshi appliqué
sur une droite complexe.

Lemme 3.0.18.2 Soit U un ouvert de coordonnées, supposé de Stein et a bord strictement
pseudoconvezxe, de X et U,, son image réciproque par ji,. Alors il existe une constante
C > 0 indépendante de m telle que

ol oo,y < Clogm

pour tout entier positif m.

Démonstration. Soit Y, la variété des zéros du faisceau analytique cohérent J(mT). La
restriction de I’éclatement p,, a X, \ Supp F,, définit un biholomorphisme sur X \ Y,.
Par un changement de variables, on obtient alors, pour j > 0:

1 / (o s[2e2mPdN = / (T3 © ol T |26~ 2mE00m X
U Unm

_ /U 2

6—2(m<poum —log ‘Jum‘_log|9m|)d5\m
ou J,,, est le jacobien de f,,, dA est la mesure de Lebesgue sur X et d), est la mesure
% m,j © Hm
de Lebesgue sur X,,. Ainsi, (u
Im
Hilbert Hp (um), o

Im

) définit une base orthonormée de ’espace de
m

Um = 4P © iy, — 10g |, — 10g [ grm|.

Avec les notations de la proposition 3.0.18.1 pour l'espace de Hilbert Hy (um) a la
1

place de Hy (my), on a p,, = @ . Ainsi, p,, est majorée par une constante indépendante
de m. La partie délicate de ce lemme consiste a trouver une minoration de p,, qui satisfasse
la condition de croissance voulue.

Si By, (1) est la boule unité de 3 (up,), on a la minoration:

1
* m(w) > sup —log D*F,, (w)|*.
€ o)z sp sion 37 D"

Ceci résulte en exprimant en fonction de la base orthonormée les normes des formes
linéaires f > f(w) et f > D*f(w) sur Hy (uy), pour |af = 1. La fonction psh u,, s’écrit
comme u,, = v, + mh, ou v, est une fonction psh dépendant uniquement du hessien
dd‘u,, telle que dd‘u,, = dd‘v,,, et h est une fonction pluriharmonique. En particulier,
quitte & rétrécir 'ouvert U,,, il existe une fonction holomorphe ¢ telle que h = Re g sur
Up.

Comme e~2“m est Li , pour presque toute droite complexe L passant par l'origine
du systeme de coordonnées de U,,, la restriction e 2“mir est L\ sur L. La notion de
“presque partout” est considérée ici par rapport a l'unique mesure U(n)-invariante de
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I'espace projectif P*~! des droites complexes de C" passant par l'origine. Fixons une telle

droite L et un systeme de coordonnées locales w = (wy, ..., w,) telles que L est définie
par wy = --- = w, = 0. Le théoreme 3.0.17.2 appliqué a py = %um“; sur U,, N L, donne
I'existence d’une fonction holomorphe
N(m)
fru(wr) = ™) T (wr — ay)
j=1

sur UmﬂL et d’une constante C; > 0 indépendante de m et de L telles que N(m) < Cym et

Cov= [ Ifule 2 dh, = om).
UmNL

Tous les m; du théoreme 3.0.17.2 sont égaux a 1, car I'intégrabilité de e=?“mI implique

que v(Up|,w) < 1 en tout point w. De plus, le théoreme 3.0.17.2 (4i) donne 'existence

Cy > 0 indépendante de m et de L telle que les points a; peuvent étre choisis en sorte
2
que |a; — ai| > p—t

Par le théoréme de prolongement L? de Ohsawa-Takegoshi (cf. 3.0.14.5), il existe une
constante C3 > 0 indépendante de m et une fonction holomorphe F,, sur U, telles que

Fm|L = fm et

/ | F|2e™24mdN,, < 03/ | f2e" 2 d N, = C5 Oy,
Um

UnNL

La fonction \/cI:;,LC appartient a la boule unité B,,(1) de 'espace Hy (u,). Grace a (x),

on obtient la minoration suivante pour p, :

pm(w) > Llog|fl (w)| — 5= 10g(C5Cr),  w € Uy N L.

En particulier, pour w = a;, on a:

pm(as) > hlag) + 2 3 log lax — ag] — 5 log(Cs )
i
> h(aj)+ (N(m)—1)log % — 5-10g(C5 Chpy).

Comme h est une fonction C* (car pluriharmonique), elle est localement bornée (par
des constantes indépendantes de L). Il existe, par conséquent, une constante C; > 0
indépendante de m et de L telle que p,, > —Cylogm, sur Uy N L, pour tout m et pour
presque toute droite complexe L passant par l'origine. Ceci suffit pour conclure. O
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