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permis de mener à bien ce travail, grâce à ses encouragements et ses fructueux conseils.
Je lui dois beaucoup plus que de simples remerciements pour sa grande disponibilité et la
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Résumé

Etant donné une variété de Stein X , connexe, de dimension n ≥ 2, on se propose de montrer
que l’ensemble des fonctions holomorphes sur X , ayant un diviseur irréductible, est dense
dans certains espaces à poids. La méthode utilisée permet en fait de construire des hyper-
surfaces ayant un lieu singulier donné, avec contrôle précis de la croissance. Le résultat
obtenu s’étend aux sections d’un fibré linéaire holomorphe et hermitien.

Abstract

Given a connected Stein manifold X of dimension n ≥ 2, it is proved that the set of holo-
morphic functions on X which have an irreducible divisor, is dense in certain Fréchet spaces.

The method used here permits in fact the construction of hypersurfaces having preassigned
singularities with a precise control of growth. The result obtained extends to sections of a
holomorphic hermitian line bundle.

Mots-clés : Approximation d’Oka-Weil, Diviseurs irréductibles, Singularités d’hypersur-
faces, Variétés de Stein.

Mathematical subject classification : 32E10, 32E30



Introduction

L’objet du présent travail est de généraliser au cas d’une variété de Stein (connexe,
de dimension n ≥ 2), un résultat de densité des fonctions holomorphes irréductibles dans
certains espaces de Fréchet avec poids, obtenu par J.-P. Demailly dans Cn [2].

On commence par montrer, à partir des estimations L2 classiques de Hörmander,
l’existence de fonctions holomorphes avec contrôle précis de la croissance, puis à l’aide d’un
théorème d’approximation de type Oka-Weil (Prop. 1.4, ch. II), et d’un théorème inspiré
des résultats classiques de Whitney (Th. 2.4, ch. II) on arrive à construire une fonction F

holomorphe sur X ayant les propriétés suivantes :

– sa croissance est contrôlée uniformément par rapport aux données,

– l’ensemble des zéros ZF = F−1(0) forme une hypersurface partout lisse sur X , et l’une
au moins de ses composantes connexes contient des points zj fixés (Prop. 2.1, chap. II).

Ce résultat sera essentiellement utilisé pour démontrer notre théorème principal au
chapitre III :

Théorème. – Il existe un poids Φ sur X tel que les propriétés suivantes soient vraies :
si S est un ensemble analytique de X, de codimension ≥ 2 en tout point, défini par les

équations

f1(z) = . . . = fk(z) = 0, où fj ∈ O(X)

alors il existe des fonctions g1, . . . , gk dans l’espace de Fréchet EΦdes fonctions holomorphes

sur X, telles que les semi-normes pi(g) = supz∈X |g(z)|e−
1

i
Φ(z), i = 1, 2, . . . soient finies,

vérifiant

(1) la fonction F =
∑

1≤j≤k fjgj est irréductible,

(2) l’hypersurface ZF définie par l’équation F = 0 a son lieu singulier contenu dans S.

L’idée de la démonstration consiste à construire deux familles d’ouverts Up et Vp denses
dans Ek

Φ, telles que Up est formé de fonctions ayant un diviseur lisse sur un “grand” com-
pact de X \ S, et Vp de fonctions ayant un diviseur irréductible sur un “grand” compact
de X . Par le théorème de Baire,

⋂
p∈N

(Up ∩ Vp) sera dense, c’est-à-dire que les kuplets de
fonctions (g1, . . . , gk) ∈ Ek

Φ satisfaisant aux conclusions (1) et (2) du théorème constitueront
un Gδ dense dans Ek

Φ . En conséquence, on obtient la densité des fonctions holomorphes
irréductibles appartenant à EΦ dans tout espace à poids EΨ avec Ψ ≥ Φ.

Pour terminer notre travail, on montre que ce résultat s’étend au cas des sections d’un
fibré linéaire holomorphe et hermitien.
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