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Joseph Fourier, en habit d’académicien

Joseph Fourier
en habit d’académicien
1768 – 1830
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La maison natale de Fourier à Auxerre

La maison natale de (Jean-)Joseph Fourier à Auxerre.
Son père est un très modeste tailleur d’habits.
Sa mère décède alors qu’il a 8 ans, et il devient orphelin à 10 ans
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La vie de Joseph Fourier en bref

1768 : naissance à Auxerre
1777 : études à l’école militaire d’Auxerre (Bénédictins)
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La vie de Joseph Fourier en bref

1768 : naissance à Auxerre
1777 : études à l’école militaire d’Auxerre (Bénédictins)

1784 : professeur à l’Ecole Militaire (à 16 ans 1/2 ...)
1785 : mémoire sur les équations algébriques

1792 : président de la Société Populaire d’Auxerre
1794 : la Terreur ; arrestation / prison / il échappe à la guillotine

fin 1794 : élève de l’École Normale de Paris
1795–1796 : professeur à Normale et à Polytechnique !

1798 : Expédition d’Egypte, comme conseiller scientifique
1798–1802 : diplomate, secrétaire de l’Institut d’Égypte au Caire

1802–1815 : Napoléon le nomme Préfet de l’Isère à Grenoble
1811 : travaux sur la propagation de la chaleur

introduction des séries trigonométriques
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La vie de Joseph Fourier : la consécration

1815 : à la Restauration, il est destitué de son mandat de préfet;
il poursuit activement ses travaux sur la chaleur
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La vie de Joseph Fourier : la consécration

1815 : à la Restauration, il est destitué de son mandat de préfet;
il poursuit activement ses travaux sur la chaleur

1817 : Fourier est élu membre de l’Académie des Sciences
1822 : publication de la “Théorie Analytique de la Chaleur”

1822 : élu Secrétaire Perpétuel de l’Académie des Sciences
1824 : il pressent l’effet de serre, qu’il décrit prémonitoirement

1826 : élu membre de l’Académie française

1830 : décès de Fourier, à l’âge de 62 ans
1831 : publication posthume de son dernier ouvrage

“Analyse des équations déterminées”
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L’équation de la chaleur

On pose : θ(x , t) = température au point x et au temps t

θ′t(x , t) = Dθ′′xx(x , t) +
P

ρc
où

D = coefficient de diffusivité thermique (en m2s−1)
P = apport volumique interne/externe de chaleur (en W .m−3)
ρ = masse volumique du matériau (en kg .m−3)
c = chaleur spécifique massique du matériau (en J .kg−1K−1).
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Équation de la chaleur : explication

temps t fixé.

Le flux de chaleur x 7→ F (x , t) à cet instant est d’autant plus
grand que la température x 7→ θ(x , t) varie plus vite avec x ,
proportionnel à la dérivée par rapport à x (coefficient < 0) :

F (x , t) = −a θ′x(x , t)

Quantité de chaleur δQ/δt pénétrant dans un tronçon [x , x + h]

δQ

δt
= F (x , t)− F (x + h, t) ≃ −F ′

x (x , t)h = ah θ′′xx(x , t)
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Équation de la chaleur : conclusion

Reprenons : nous avons trouvé

δQ

δt
= ah θ′′xx(x , t)

Or, la variation dans le temps de la température du tronçon
[x , x + h] est proportionnelle à la quantité de chaleur que ce
tronçon a reçu et inversement proportionnelle à sa masse, donc

θ′t(x , t) = b × 1

ρh
× δQ

δt
=

ab

ρ
θ′′xx(x , t)

En posant D = ab/ρ, on trouve l’équation de la chaleur

θ′t(x , t) = D θ′′xx(x , t)

pour le cas où P = 0 (pas de production interne de chaleur).
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Équation de la chaleur en 3 dimensions

θ(x , y , z , t) = température au point (x , y , z) et au temps t.

z Flux de chaleur−→
F = −a(θ′x , θ

′
y , θ

′
z).

50◦h
60◦
70◦

−→
F

y

x
Fx = −aθ′x

x x + h

La quantité de chaleur circulant à travers les 2 faces d’abscisses
x , x + h vaut δQ

δt
= variation de Fx = −aθ′x entre x et x + h,

soit ahθ′′xxh lorsque h est petit. En faisant la somme sur les 3
paires de faces opposées on trouve ainsi

θ′t(x , y , z , t) = D(θ′′xx + θ′′yy + θ′′zz)(x , y , z , t) +
P

ρc
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Résolution de l’équation en dimension 1

On regarde l’évolution de la température d’un barreau
unidimensionnel de longueur ℓ, soit [0, ℓ], à partir d’un instant
t0 = 0 où il n’y a plus d’apport extérieur de chaleur
(ni production interne) : dans ce cas

θ′t(x , t) = D θ′′xx(x , t).
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Résolution de l’équation en dimension 1

On regarde l’évolution de la température d’un barreau
unidimensionnel de longueur ℓ, soit [0, ℓ], à partir d’un instant
t0 = 0 où il n’y a plus d’apport extérieur de chaleur
(ni production interne) : dans ce cas

θ′t(x , t) = D θ′′xx(x , t).

Le flux de chaleur est

F (x , t) = −a θ′x(x , t).

Il doit être nul en x = 0 et x = ℓ :

F (0, t) = F (ℓ, t) = 0 =⇒ θ′x (0, t) = θ′x(ℓ, t) = 0.
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Résolution de l’équation en dimension 1 (II)

Fourier a alors l’idée lumineuse de regarder des séries
trigonométriques de la forme

θ(x , t) =
∑

0≤n≤N

an(t) cos(nπx/ℓ), (N très grand)
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Résolution de l’équation en dimension 1 (II)

Fourier a alors l’idée lumineuse de regarder des séries
trigonométriques de la forme

θ(x , t) =
∑

0≤n≤N

an(t) cos(nπx/ℓ), (N très grand)

On calcule facilement

θ′t(x , t) =
∑

0≤n≤N

a′n(t) cos(nπx/ℓ),

θ′x(x , t) =
∑

0≤n≤N

an(t) (−nπ/ℓ) sin(nπx/ℓ),

θ′′xx(x , t) = −
∑

0≤n≤N

an(t) (nπ/ℓ)
2 cos(nπx/ℓ),
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Résolution de l’équation en dimension 1 (II)

Fourier a alors l’idée lumineuse de regarder des séries
trigonométriques de la forme

θ(x , t) =
∑

0≤n≤N

an(t) cos(nπx/ℓ), (N très grand)

On calcule facilement

θ′t(x , t) =
∑

0≤n≤N

a′n(t) cos(nπx/ℓ),

θ′x(x , t) =
∑

0≤n≤N

an(t) (−nπ/ℓ) sin(nπx/ℓ),

θ′′xx(x , t) = −
∑

0≤n≤N

an(t) (nπ/ℓ)
2 cos(nπx/ℓ),

donc on a bien θ′x (0, ℓ) = θ′x(ℓ, t) = 0, et l’équation θ′t = Dθ′′xx
est satisfaite si

a′n(t) = −D(nπ/ℓ)2an(t).
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Résolution de l’équation en dimension 1 (III)

Or, on sait facilement résoudre l’équation a′n(t) = λan(t) avec
λ = −D(nπ/ℓ)2 : la solution est

an(t) = αne
λt = αne

−D(nπ/ℓ)2t .
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Résolution de l’équation en dimension 1 (III)

Or, on sait facilement résoudre l’équation a′n(t) = λan(t) avec
λ = −D(nπ/ℓ)2 : la solution est

an(t) = αne
λt = αne

−D(nπ/ℓ)2t .

Ceci donne des solutions de l’équations de la chaleur, à savoir

θ(x , t) =
+∞∑

n=0

αne
−D(nπ/ℓ)2t cos(nπx/ℓ)

quand N → +∞. La question est de savoir si on obtient bien
ainsi toutes les solutions lorsque les coefficients αn sont choisis
quelconques ...
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Résolution de l’équation en dimension 1 (III)

Or, on sait facilement résoudre l’équation a′n(t) = λan(t) avec
λ = −D(nπ/ℓ)2 : la solution est

an(t) = αne
λt = αne

−D(nπ/ℓ)2t .

Ceci donne des solutions de l’équations de la chaleur, à savoir

θ(x , t) =
+∞∑

n=0

αne
−D(nπ/ℓ)2t cos(nπx/ℓ)

quand N → +∞. La question est de savoir si on obtient bien
ainsi toutes les solutions lorsque les coefficients αn sont choisis
quelconques ... Or, au temps t = 0, on a

θ(x , 0) =
+∞∑

n=0

αn cos(nπx/ℓ), x ∈ [0, ℓ]

La question est de savoir si cela représente toutes les fonctions
températures possibles au temps initial ??

Jean-Pierre Demailly (Grenoble I), 09/02/2011 Même le feu est régi par les nombres



Séries de Fourier

Ce sont les séries de la forme

(∗) f (x) =

+∞∑

n=0

an cos(nωx) + bn sin(nωx), an, bn ∈ R

On peut aussi les écrire avec des coefficients complexes

(∗∗) f (x) =
+∞∑

n=−∞

cne
inωx , cn ∈ C,

du fait que e ix = cos x + i sin x (relation d’Euler). On
remarque que la fonction f est périodique de période T = 2π

ω
.
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Séries de Fourier

Ce sont les séries de la forme

(∗) f (x) =

+∞∑

n=0

an cos(nωx) + bn sin(nωx), an, bn ∈ R

On peut aussi les écrire avec des coefficients complexes

(∗∗) f (x) =
+∞∑

n=−∞

cne
inωx , cn ∈ C,

du fait que e ix = cos x + i sin x (relation d’Euler). On
remarque que la fonction f est périodique de période T = 2π

ω
.

À ce point, Fourier affirme – mais ceci ne sera démontré que
près de 20 ans plus tard par Dirichlet en 1829 – que :

Toutes les fonctions périodiques f suffisamment régulières de
période T = 2π

ω
peuvent s’écrire sous la forme (∗) ou (∗∗).

Jean-Pierre Demailly (Grenoble I), 09/02/2011 Même le feu est régi par les nombres



Séries de Fourier : signaux sonores

tt

flûte violon

Le problème est de calculer les coefficients cn (ou an, bn) qui
correspondent à ces signaux sonores.

On parle de décomposition spectrale du signal sonore; c’est
précisément le spectre (suite des coefficients) qui caractérise le
timbre de l’instrument.
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Séries de Fourier : calcul des coefficients

Les coefficients sont donnés par les formules

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

f (x) e−inωxdx , ∀n ∈ Z,

ou, de façon équivalente a0 = c0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

f (x) dx et

an =
2

T

∫ T/2

−T/2

f (x) cos nωx dx si n ≥ 1,

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2

f (x) sin nωx dx si n ≥ 1.

Ceci résulte de la “propriété d’orthogonalité”

1

T

∫ T/2

−T/2

e ipωxe−inωxdx =

{
1 si n = p

0 si n 6= p
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Séries de Fourier : exemple du “signal carré”

π 2π- π

1

y

x0

f (x) =
1

2
+

2

π
sin x +

2

3π
sin 3x + ... +

2

(2n + 1)π
sin(2n + 1)x + ...

xπ- π

1

y

S1

π x- π

1

y

S3

π x- π

1

y

S5

1

y

π x- π

1

y

S11

π x- π

1

y

S7

π x- π

S15
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Transformation de Fourier

La théorie de Fourier est la théorie fondamentale permettant
de décomposer les ondes de toute nature en fonction de leur
fréquence. Dans le cas de la lumière ou des ondes
électromagnétiques, on a affaire à un spectre continu de
fréquences.
Pour la lumière visible, les longueurs d’onde vont
de 0, 4µm (violet) à 0, 75µm (rouge).

Dans ce cas, on utilise une transformation de Fourier

f̂ (ξ) =

∫ +∞

−∞

f (x) e−2πixξ dx .
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La transformée de Fourier rapide (FFT)

Elle permet le calcul très rapide par ordinateur de transformées
de Fourier “discrètes” (finies)

ûk =

N−1∑

n=0

une
− 2πi

N
nk ,

On utilise alors en général pour N une puissance de 2, soit
N = 2p, et on fait une sorte de récurrence sur p, c’est-à-dire
qu’on cherche à passer de N ′ = N/2 à N. On écrit

ûk =
N′−1∑

m=0

u2me
− 2πi

N
(2m)k +

N′−1∑

m=0

u2m+1e
− 2πi

N
(2m+1)k

=
N′−1∑

m=0

u2me
− 2πi

N′
mk + e−

2πik
N

N′−1∑

m=0

u2m+1e
− 2πi

N′
mk

Ceci permet un calcul récurrent rapide par dichotomie.
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Applications technologiques contemporaines

La transformée de Fourier est utilisée dans de très nombreuses
applications technologiques, très souvent à l’aide de
l’algorithme de transformée de Fourier rapide FFT.
Etant donné 2 suites finies u = (un)0≤n<N et v = (vn)0≤n<N ,
on appelle convolution de u et v la suite notée w = u ∗ v telle que

wn =
∑

p+q=n mod N

upvq =⇒
∑

up10
−p

∑
vq10

−q =
∑

wn10
−n

pour des nombres décimaux ayant moins de N/2 décimales. La
transformée de Fourier a la propriété essentielle (exercice!) que

ŵn = û ∗ vn = ûnv̂n

En utilisant de l’arithmétique (congruences), ceci permet
d’obtenir un algorithme de multiplication des nombres
décimaux beaucoup plus rapide que l’algorithme de
multiplication habituel =⇒ applications cryptographiques.
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Application technologique : images JPEG

On découpe l’image en carrés de N × N pixels (souvent,
N = 8), et on associe à ces N ×N pixels un tableau de N × N

fréquences qui représentent des “ondes de couleur”:

“Discrete Cosine Transform” DCT(i, j) =

2

N
C(i)C(j)

N−1∑

x=0

N−1∑

y=0

pixel(x, y) cos

[
(2x+ 1)iπ

2N

]
cos

[
(2y + 1)jπ

2N

]

où (C(0) = 1/
√
2, C(i) = 0 si i > 0.

Le plus souvent, la variation de couleur des pixels est régulière,
de sorte que de nombreux coefficients associés aux fréquences
élevées sont nuls. On les néglige donc - typiquement 7 ou 8
coefficients suffisent pour un tableau de 64 pixels. Ceci permet
d’obtenir un grand coefficient de compression et donc de
réduire la quantité de mémoire nécessaire.
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1807, intitulé: “Théorie de la propagation de la chaleur dans
les solides”.

Jean-Pierre Demailly (Grenoble I), 09/02/2011 Même le feu est régi par les nombres
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