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Géométrie de l’espace

Selon Einstein et sa théorie de la relativité générale
(1907–1915), l’espace est courbé en raison de la distribution
de matière, qui induit un champ gravitationnel
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“Trous noirs” et “trous de ver” ?

La question de savoir si l’univers est ouvert ou fermé agite
beaucoup les astrophysiciens : cela dépend de la densité de
matière présente dans l’univers ... seule une densité suffisante
permettrait qu’il se referme sur lui-même.
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Coefficients de courbure d’une surface

Les deux courbures d’une surface dans un espace de dimension 3
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La courbure moyenne

Courbure moyenne : M =
1

2
(K1 + K2)

Une bulle de savon “libre” est de courbure moyenne nulle en
tout point : K1 = −K2, M = 0

Catenoide:
x = a cosh u cos θ
y = a cosh u sin θ
z = au
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La courbure de Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : K = K1 × K2 est invariant
par déformation d’une surface inextensible (theorema egregium)

Le cylindre peut s’aplatir, pas la sphère ni le catenoide.
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Métrique riemannienne / Tenseur de courbure

Bernhard Riemann (1826–1866) / espace à n dimensions

ds2 =
∑

gαβ(x) dx
αdxβ Rδ

αβγ, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n.

Métrique riemannienne Tenseur de courbure de Riemann
(calcul précisé par Levi-Civita)
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Tenseur de Ricci / équation d’Einstein

Le tenseur de Ricci est une sorte de “courbure moyenne” :

Rαβ =
∑

γ

R
γ
αγβ
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Tenseur de Ricci / équation d’Einstein

Le tenseur de Ricci est une sorte de “courbure moyenne” :

Rαβ =
∑

γ

R
γ
αγβ

Équation d’Einstein (1879–1955) de la relativité générale

Rαβ −
(

Λ +
1

2
R
)

gαβ =
8πG

c4
Tαβ.
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Équation d’Einstein en mathématiques

Equation d’Einstein “simplifiée” (univers vide !!)

Rαβ = λgαβ, λ = constante.
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Équation d’Einstein en mathématiques

Equation d’Einstein “simplifiée” (univers vide !!)

Rαβ = λgαβ, λ = constante.

Vérifiée (avec λ = 0, Rαβ ≡ 0) par la
variété de Calabi-Yau 6-dimensionnelle définie dans CP4 par

z50+z51+z52+z53+z54−5a z0z1z2z3z4 = 0, z0, z1, z2, z3, z4 ∈ C,

(avec 1 paramètre a de déformation). Yau: on a bien Ricci ≡ 0.
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Variétés de Calabi-Yau, sièges des champs de forces?

Notre univers aurait 6 dimensions supplémentaires
ultra-miscroscopiques ( ≃ 10−35m) qui seraient le siège des
champs de force (théorie des cordes)... sous forme d’une
variété de Calabi-Yau de dimension complexe 3.
Celle-ci étant de dimension réelle 6, ceci amène à un univers
de 4 + 6 = 10 dimensions au total.
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Symétrie miroir et paramètres des familles de CY

La symétrie miroir est une dualité encore quelque peu
mystérieuse entre les paramètres de déformation d’une famille
de variétés de Calabi-Yau Xa (c’est-à-dire les coefficients a∗
des polynômes qui les définissent), et les paramètres associés
aux différentes métriques portées par les membres de la
“famille duale” Yb.

Ici ces métriques sont des “métriques de Kähler”
ω =

√
−1

∑

ωαβdz
α ∧ dzβ (métriques hermitiennes vérifiant

la propriété symplectique dω = 0) et la nullité de la courbure
Ricci(ω) ≡ 0.

Elles dépendent uniquement de la classe de cohomologie
{ω} ∈ H1,1(Yb,C) (= paramètres de la structure métrique des
variétés Yb).
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