Chapitre 1

Séries entieres et fonctions holomorphes

La plupart des fonctions complexes dites élémentaires (exponentielle, loga-
rithme, fonctions trigonométriques et hyperboliques) peuvent se définir directe-
ment comme des sommes de «séries entieres» ) _yanz" de la variable com-
plexe z. C’est d’ailleurs cette approche qui permet d’en démontrer les princi-
pales propriétés de la maniere la plus rapide et la plus efficace. Dans ce chapitre,
nous suivons cette voie : apres une breve description des propriétés générales
des séries entieres, nous introduisons d’abord la fonction exponentielle complexe,
puis a partir de celle-ci, nous déduisons les principales propriétés des autres fonc-
tions élémentaires. Nous introduisons ensuite les définitions de base concernant
les fonctions holomorphes et I'opérateur de Cauchy-Riemann 0/9%, et discutons
brievement la notion d’application conforme.

Notations. Tout au long de cet ouvrage, nous désigneronspar NC Z C Q C R c C
les ensembles de nombres usuels (entiers naturels, entiers rationnels, nombres
rationnels, réels et complexes). Si X est un espace topologique (voir appendice A)
et S une partie de X, on notera S° lintérieur de S, S l'adhérence de S et
0S = S\ S° la frontiere de S (ici \ est 'opérateur de «différence ensembliste »,
ainsi noté pour éviter toute confusion avec la différence algébrique —). Enfin, si
zg9 € C et r € ]0, +00], on notera respectivement

D(zg,7) ={2 € C; |z — 2| <},
D(z20,7) ={2€C; |z — 2| <1},
[(z0,7) ={2€C; |z — 2| =71},

le disque ouvert de centre zy et de rayon r, le disque fermé qui en est ’adhérence
et le cercle frontiere I'(zg, ) = 0D(20,7).

1. Séries entieres

1.1. Rayon de convergence d’une série entiere

Rappelons d’abord quelques points de terminologie. Si (uy)p>n, €st une
suite de nombres réels ou complexes, on appelle série de terme général u,,, notée
> n>n, Un (ou simplement > uy,), la suite des sommes partielles

Sp = Upg + + -+ + Uy, n = nog,
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cette suite pouvant étre convergente ou non. Si ng = 0, la série sera aussi notée
ZnEN Uupn. On dit que la série est convergente si la limite S = lim,, 1 s, existe,

et on désigne alors par
+oo
=3 .

n=no

la somme de la série Y u,. Le reste d’ordre n d’une série convergente »  u,, de
somme S est par définition

+oo
Pn =28 — 8, = Z Up.

p=n+1

Si la suite u,, est une suite de fonctions réelles ou complexes = — u,(x) définies
pour x dans un ensemble E, on dit que la suite est uniformément convergente
(resp. normalement convergente) sur E si > u,(x) converge pour tout x € E et si

lonllE = sup |pn ()]
zeE

converge vers 0 quand n tend vers +oo (resp. si la série ) ||u,||g converge).
Comme il est bien connu, la convergence normale entraine la convergence uniforme.

Une série entiere (complexe) est par définition une série de la forme ) a,2"
ou les coefficients a,, € C et la variable z € C sont complexes. Le domaine de
convergence de la série entiere est I’ensemble A des nombres complexes z € C
pour lesquels la série converge. Lorsque la série converge, nous désignons par

+oo
P =Y e
n=0

la valeur de la somme. Le principal résultat concernant le domaine de convergence
est le suivant.

Théoréme. Soit »
par

nen @n 2" une série entiére complexe et soit R € [0, 400] défini

(1.1.1) R=sup {r > 0; la suite (|an|r")nen est bornée}
Alors le domaine de convergence A de la série vérifie

D(0,R) c A c D(0,R).
De plus, la série > anz™ converge normalement sur tout disque fermé borné
D(0,7) € D(0,R). Le nombre R est appelé rayon de convergence. Il est donné
par la formule de Hadamard

(1.1.2) R = lim inf !

n—-4oo n /Ianl’
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ot la limite est calculée dans [0,+0o0], avec la convention 1/0 = +oco. Si les
coefficients a,, sont non nuls et si le quotient de deux termes consécutifs admet
une limite

(1.1.3) (= tim Ll [0, +00],

n—-+oo |an‘
alors le rayon de convergence est R = 1/¢ (critére de d’Alembert).

Démonstration. Soit E = {r > 0; (Ja,|r™) est bornée} et R = sup E € [0, +00].
Alors, pour |z| > R, on a |z| ¢ E, donc la suite (|a,||z|™) n’est pas bornée, et par
suite la série Y-, _ an2z™ diverge. Ceci montre que A C D(0, R).

Soit maintenant r» > 0 un réel positif tel que r < R = sup E. 1l existe alors un
réel p > 0 tel que p € E et r < p < R. 1l existe donc une constante C' > 0 telle
que |a,|p™ < C pour tout n € N. Pour z € D(0,7) on en déduit

n r n
an2"| < laale" (51) < (7))
p p

avec 1/p < 1. La série est majorée en module par une série géométrique
convergente. Ceci montre que la série converge normalement sur le disque D(0, r)
pour tout r < R, et en particulier D(0, R) C A. Il ne reste plus qu’a démontrer
la formule de Hadamard. C’est presque immédiat : si r > liminf 1/™/|a,|, il y
a une infinité d’indices n tels que 1/™/|a,| < r’ pour un certain ' € ]0, [, donc
|an|r"™ > 1 et la sous-suite correspondante |a,|r™ > (r/r')"™ n’est pas bornée, par
conséquent R < r. Inversement, si r < liminf 1/"/|a,|, nous avons 1/™/|a,| > r

pour n > ng assez grand, donc la suite |a,|r™ est bornée (majorée par 1 pour
n > ng), et R > r. Ceci implique bien I’égalité R = liminf1/™/|a,|. Enfin, le

critere de d’Alembert s’obtient en montrant que 'hypothese lim |a,+1|/|an| = ¢
implique lim,, 1 o ™/|a,| = £, ce qui est élémentaire. O

Exemples. La série géométrique Zn>0 2" admet pour rayon de convergence
R =1 et pour domaine de convergence le disque ouvert A = D(0,1). Les séries
Zn>1 n-"z" et Zn>1 n"z" admettent respectivement pour rayon de convergence
R =+ccet R =0 (dou A = C, A = {0} respectivement). La formule de
Hadamard montre qu’on ne change pas le rayon de convergence en remplacant a,,
par n®a, pour a € R quelconque, puisque lim,, { o, ™/n® = 1. Ceci peut néanmoins
affecter les points situés sur la frontiere du domaine de convergence. Ainsi la série
Y ons1 n~22" admet pour domaine de convergence A = D(0, 1) (domaine sur lequel
elle est normalement convergente), tandis que 27@1 n~12" admet pour domaine de

convergence A = D(0,1) \ {1}. En z = 1, on obtient en effet la série harmonique
3 1/n qui est divergente. Pour z = €l de module 1, z # 1, la série converge,
comme on peut le voir a partir du classique lemme d’Abel :

9 . s . \
Lemme d’Abel. Soit Zn>n0 Up Uy UNE série a termes complexes. On suppose que
u, = 0 est une suite décroissante convergeant vers 0 et que les sommes partielles

Sn = Un, +Un0+1+"'+vn
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sont bornées en module, i.e. |s,| < M pour tout n > ng et une certaine constante
M > 0. Alors la série > uyvy, est convergente.

Démonstration. Pour tous les indices ¢ > p > ng, on peut en effet écrire

UpUp + «++ + UqUq = Up(Sp — Sp—1) + Up41(Spt1 — 8p) + -+ + Uqg(Sq — Sg—1)
(1.1.4) = —Upsp—1 + Sp(Up — Upy1) + -+ + Sq—1(Ug—1 — Uq) + UgSq.
Comme |s,| < M, on déduit de 1a
[upvp 4+ -+ uqug| < Mup + M (up — upi1) + - -+ M(ug—1 — ug) + Mug = 2Muy,

(on a utilisé ici la décroissance de (u,) pour voir que u, — up+1 > 0). Comme
up — 0 quand p — 400, ceci montre que les sommes partielles de la série ) up,vy,
satisfont le critere de Cauchy, et la convergence s’ensuit. O

Dans ’exemple considéré plus haut, on a ng = 1, u, = 1/n, v, = 2" = ™,
Un calcul immédiat montre que la somme

T enie -1

v+, =€ 01
est majorée en module par M = 2/[e!? — 1| pour € # 1, d’oti la convergence de
la série >, o, 2" /n pour |z| =1, z # 1. O

1.2. Sommes et produits de séries entieres

Considérons deux séries entieres > a,2" et Y b, 2™, de rayons de convergence
respectifs R’ et R”. Alors la série somme » (a, + b,)z" converge au moins dans
Iintersection D(0, R") N D(0, R”) des disques ouverts de convergence respectifs,
par conséquent son rayon de convergence R satisfait 1'inégalité

(1.2.1) R > min(R', R").

L’inégalité peut étre stricte. C’est le cas par exemple si nous choisissons a, =
27" +1, b, = —=2", a, + b, = 1, les rayons de convergence respectifs étant
R = R" =1/2, Rt = 1. 1l est clair néanmoins que 1'égalité R = min(R’, R") a
lieu si R’ # R”, puisque la série somme diverge alors pour |z| € |R’, R”[, 'une des
séries étant convergente et ’autre divergente.

Venons en maintenant a la série produit. On rappelle que le produit
Z;@o Up > 4>0 Vg des sommes de deux séries numériques absolument convergentes
est égal a la somme Zn%) w,, de la série de terme général

(1.2.2) wy, = Z UpUg = iupvn_p,
p=0

p+qg=n

qui est appelée série produit des séries Y u, et > v,. Pour le voir, on peut observer
qu’on a une majoration

N’ N N
(1.2.3) ‘ an —Zuvaq
n=0 p=0 q=0

+oo +oo
< QE\?) Z |vg] + Qg\zi)) Z |up
q=0 p=0
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ol gg\?), Qg\?) désignent respectivement les restes d’ordre N des séries Y |u,| et
> |vn|, et ot N’ est un entier arbitraire tel que N’ > 2N ; en effet, le membre
de gauche de (1.2.3) est la somme des termes u,v, dont les indices sont tels que
p+qg< N et(p>Noug>N),; les termes u,v, tels que p > N ont une somme
inférieure ou égale en module a

N’ N’ “+o00
Z ‘UP|Z‘UQ‘ SQE\?)ZML
p=N+1 q=0 q=0

et on a une majoration analogue pour les termes u,v, tels que ¢ > N. Si nous
appliquons en particulier ce résultat au cas des séries entieres w, = a,z" et
vp, = by 2™, la formule (1.2.2) donne aussitot w,, = ¢,2™ avec

n
Cp, = g apbq:E apbn—p,
p=0

ptg=n

et la série > ¢, 2" est appelée série entiere produit (ou parfois produit de Cauchy)
des séries entieres > a,z" et > b,2z"™. On sait que la série produit converge
dans lintersection D(0, R') N D(0, R”), puisque chacun des facteurs y converge
absolument en chaque point. Le rayon de convergence R* de la série produit
satisfait donc encore I'inégalité

(1.2.4) R* > min(R', R").

On peut avoir ici I'inégalité stricte, méme si R’ # R”. 1l suffit de prendre par

exemple
n n—1_n 1—-=2
g AnZ :1—1—5 2"z :1_22,

n>0 n>1
1—2z
E bnznzl—g ani,
1—=z
n>0 n>1

dont la série produit »_ ¢,z se réduit au seul terme ¢y = 1, les rayons de

convergence respectifs étant R’ = 1/2, R” =1, R* = 4o0.

1.3. Théoreme de dérivation terme a terme

Nous démontrons ici la propriété importante de dérivabilité terme a terme des
séries entieres.

Théoréme. Soit f(z) = :i% a,2"™ une série entiere de rayon de conver-
gence R > 0. Alors la dérivée complexe

heC*, h—0 h

existe en tout point du disque ouvert de convergence D(0, R), et cette dérivée est
donnée par la dérivée « terme a termey de la série, c’est-a-dire

f(z) = Z na,z" "t
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Les dérivées successives s’expriment de méme sous la forme
400
fP2) =3 n(n=1) (0 —p+ 1) apz""7,
n=p
et les séries obtenues ont un rayon de convergence égal au rayon de convergence
R de la série initiale.

Démonstration. Le fait que les séries dérivées terme a terme admettent le méme
rayon de convergence R vient de ce que limy,— 400 /n(n—1)---(n—p+1) =1
pour tout p € N. Maintenant, la formule du binome donne

(z+h)" = 2" +nhz""1 + Z CPpPZ"—P

p=2

avec C’p—n(n_llscg_g< n(n —1)C?~5, d’ot
p\p—
(Z—f—h;L -z | ’ n(n — 1 |h|z §|h|p 2|Z|n p

=n(n - 1)IhI(IZI +[h)"

Supposons z € D(0,R) et z+ h € D(0, R). En multipliant la différence ci-dessus
par a, et en sommant sur n, notre inégalité implique

h =
pic: = Y na | < B il — Dl + ()2
n=2

n>1

(1.3.1)

Si nous prenons |h| < § < R — |z, alors |z| + |h| < |2| +J < R et par suite

+o0 400
> n(n = Dlan|(|2l + [h)" 2 < M = n(n - 1)|an|(|2] + 6)" 2 < +o0.
n=2 n=2
Ceci montre que
. flz+ h
1
hG(CP,T}lL—%) Z nanz""
n>1
pour tout z € D(0, R), et le théoréme s’ensuit. O
Inversement, étant donné une série entiere f(z) = :i% anz"™ de rayon de
convergence R > 0, il est clair que f admet sur D(0, R) une «primitive complexe »
+oo a +oo 1
1.3.2 F(z) = PRI PR
(1.3.2) (2) ngo 5 ; -

telle que F’(z) = f(z) au sens complexe. De plus la série entiere de F' admet encore
R comme rayon de convergence, et les autres primitives sont données par F + C
ou C € C est une constante arbitraire (une fonction G sur D(0, R) admettant une
dérivée complexe G’ nulle est nécessairement égale a la constante G(0), comme on
le voit en regardant les fonctions de variables réelles u(t) = G(tz), t € [0, 1], dont
les dérivées réelles u'(t) sont nulles; on verra plus loin en (2.1.5) un énoncé plus
général).
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1.4. Continuité a la frontiére

Il est souvent utile de connaitre le comportement de la somme d’une série
entiere en un point zy de la frontiere du disque de convergence. La situation peut
étre tres compliquée (au sens ou la somme f(z) n’est pas nécessairement continue
en zgp ni méme bornée dans un voisinage). On a cependant le résultat de continuité
partielle suivant.

Théoréme. Soit f(z) = Zn>n0 a,2" une série entiére de rayon de convergence
R > 0 fini, et zg € T'(0, R) un point du cercle de convergence en lequel la série
converge. Alors, si S =5,,5n, C D(0,R)U {20} est un secteur circulaire fermé de
sommet zg, non tangentiel, de la forme

Szo.6m = {z € C; |z — 2] <6, |angle(zg — 2, 20)| < 7/2 —77},

on alim,es, .—, f(2) = f(20).
Autrement dit, la propriété de continuité attendue a bien lieu pourvu qu’on
ne s’approche pas «tangentiellement » de la frontiere.

Démonstration. De maniere assez analogue a ce que nous avons fait pour la
transformation d’Abel (1.1.4), posons u, = (2/20)"; vn = @n2l €t 0n =D, Vp-
Pour ¢ > p > ng nous obtenons

q
Z anz" = UpVp + -+ - + UGV,
n=p = up(0p—1 — 0p) + Uptr1(0p — Op+1) + -+ ug(0g—1 — 04)

= UpOp—1+ 0p(Upt1 — Up) + -+ 0g—1(Uug — Ug—1) — U

Etant donné € > 0, la convergence de la série anz” assure l’existence d’un
’ n>ngo 0
>
entier NE tel que |Qn| <e pour n = NE. Pour p,q > NE, nous avons alors

q q_l n —_

e 2+‘i_1‘ ‘3 <5<2+M)
nz_ P Z_ %0 20| — |2]
=p n=p

n 1 |z0]

puisque

1= [el/lz0l el 2l

e X

> ‘% < ’Z—O

n=p n=0
L’hypothese z € S, s, assure précisément que le quotient |z — zo|/(|z0] — |2])
reste borné par une constante indépendante de z ; en effet la condition angulaire

|angle(zg — 2, 20)| < /2 — n équivaut a Re(zg — 2)Zo = |z — 20| |20| sinn, d’ou
successivement

|2 = 20[% = |2 — [20]* + 2 Re(20 — 2)Z0 > [2]* — |20]* + 2 |20] |2 — 20| sin,

(2 |20] sinn — |z — z0])|z — 20| < (2] + [20])(|20] — |2]) < 2|20 (|20| — |2]),
ce qui implique, pour |z — zg| < 0" := sinn |2/, 'inégalité

|z — zo| 2

|zo| — |2| ~ sinn’
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On en déduit que la série > a, 2" satisfait le critere de Cauchy uniforme sur S, 5.
Ceci entraine la convergence uniforme de la série et la continuité de f sur S, s
O

1.5. Fonctions complexes élémentaires

La fonction complexe la plus fondamentale est d’une certaine facon la fonction
exponentielle complexe. On peut la définir au moyen de la fonction exponentielle
réelle et des fonctions trigonométriques (a supposer que celles-ci aient déja été
construites de maniére rigoureuse). Le procédé le plus simple consiste en fait a la
définir directement a partir de sa série entiere.

Définition. On pose
+oo 5
e® =exp(z) = Z —.

n!
n=0

pour tout z € C, le rayon de convergence de la série étant +oo.

D’apres le théoreme de dérivation des séries entieres, la fonction exp est
dérivable sur C tout entier et on a exp’ = exp. L’autre propriété fondamentale de
cette fonction est la propriété d’homomorphisme de groupe.

Propriété fondamentale. Pour tous z,w € C, on a e*T¥ = e*e¥, et la fonction

exp définit un homomorphisme du groupe additif (C,+) sur le groupe multiplicatif
(C*, x).

Démonstration. On a e*e® =3 ~qup Y ~qvq avec u, = 2P /pl et v, = w?/q! , et
la formule (1.2.2) fournit alors une série produit > w,, telle que

n
2P w
wn =

= vt (n—p)!

n—p (Z +w>n

1 n
= — g CPPyw" P =
n! n!
p=0

L’égalité e*e®” = e*T% en découle. De 1a, en particulier, on déduit e*e=* = ¢e? =1,
d’ou e* € C*. L’application exponentielle définit donc bien un homomorphisme
de groupes exp : (C,4+) — (C*, x). La surjectivité de cette application sera
démontrée plus loin. O

A partir de la fonction exponentielle, on définit classiquement les fonctions
cosinus et sinus hyperboliques

z —z +oo 2n
e“+e z
h :: —_—
e 2 1;(271)! ’
z —z +oo 2n-+1
e —e 2
h = — = _
e 2 ;(Qn—l—l)! ’

aussi notées cosh et sinh dans le monde anglo-saxon (c’est-a-dire partout sauf en
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France !), et les fonctions trigonométriques usuelles

eiz + e—iz +00 ZQn
=S T i) = S (1)
COS 2 5 ch(iz) nz_%( ) o
iz —iz : +oo 2n+1
e* —e sh(iz) z
inz = = S Y ) Pa—
S 2 % i nz_%( )

Ces séries entieres ont un rayon de convergence infini. Comme leurs coefficients
sont réels, les fonctions ainsi définies prennent des valeurs réelles sur R, et vérifient
les relations de conjugaison exXpz = expz, chz =chz ...

La propriété d’homomorphisme de la fonction exponentielle entraine toutes
les formules trigonométriques usuelles, par exemple les formules «d’addition »
cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb ... , qui sont valables pour tous a,b € C.
Par ailleurs, si on écrit z = x + iy, il vient

(1.5.1) e* = e%eV = e%(cosy + isiny)
ot (cosy)? + (siny)? = eYe™¥ = 1. De 1a on déduit le

Théoréme.

i) La fonction exponentielle réelle induit un isomorphisme de groupes
(R, +) — (R%, x), x e,

(ii) La fonction cos : R — R admet un plus petit zéro positif qui sera noté /2
(c’est donc la une définition de 7). La fonction exponentielle complexe est
périodique de période 2im et induit des isomorphismes de groupes

(R/QWZ,+)—>(31,X), y»—>eiy,
(C/2inZ, +) — (C*, x), z €,

ou St ={z € C; |z| = 1} désigne le cercle unité dans C.

Démonstration. (i) Il suffit de montrer que exp est une bijection continue croissante
de R sur ]0,+o0[. C’est clair d’apres la théorie élémentaire des fonctions d’une
variable réelle : on a par définition méme e* > 1 +x > 0 pour z > 0, d’ou
lim,_, 4 o0 €% = +00, tandis que la relation e = 1/e~ implique e* > 0 pour z < 0
et lim, ., e* = 0 ; enfin exp est dérivable de dérivée exp’ = exp > 0, donc
strictement croissante sur R.

(ii) Supposons par I’absurde que la fonction cos ne s’annule pas sur [0, +o0].
Comme cosO0 = 1, le théoreme des valeurs intermédiaires entrainerait alors
cosy > 0 pour tout y € [0,+00[. Comme sin’ = cos, la fonction sin serait
positive et strictement croissante sur [0, +oo[. Le théoreme des accroissements
finis et 1’égalité cos’y = —siny donneraient alors cosy < cosl — (y — 1)sin1
pour tout y > 1, par conséquent cosy < 0 pour y assez grand, ce qui est une
contradiction. L’ensemble [0, +oo[ N cos™(0) qui est fermé et non vide, possede
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donc un plus petit élément 7/2, on a par suite cosw/2 = 0 et cosy > 0 pour
y € [0, 7/2]. Ceci entraine que la fonction y +— siny est une bijection croissante de
[0,7/2] sur [0, 1], et on voit ainsi que 'application [0,7/2] > y — e'¥ paramétrise
bijectivement le premier quart de cercle |z| =1, Rez > 0, Imz > 0. Les relations
elm/?2 =i, WHT/2) = jel¥| 2™ = ] montrent alors facilement que y — €¥ induit
un homéomorphisme R /277 — S qui est par ailleurs un isomorphisme de groupes
(«théoreme fondamental de la mesure des angles»).

Enfin, le troisieme isomorphisme se déduit facilement des deux premiers et
du fait que tout nombre complexe z # 0 s’écrit de maniére unique sous la forme
z = pu avec p € R% et u € S', & savoir p = 2| et u = z/|z|. O

Nous noterons In la fonction logarithme népérien (réel), qui est par définition
I’isomorphisme de groupes
In: (RY,x)— (R,+) inverse de exp: (R,+)— (R%, x).
Par ailleurs si z = pel? est un nombre complexe non nul, avec p = |z| > 0, nous

noterons § = argz € R/2nZ. Pour z = = + iy € C, la relation (1.5.1) donne les
relations fondamentales

(1.5.2) e*| = e* = efe®

(1.5.3) arg(e®) =y =Imz mod 27Z.

1.6. Fonction logarithme complexe

Etant donné un nombre complexe w # 0, la résolution de I’équation complexe
e = w s’obtient aisément a partir des formules (1.5.2) et (1.5.3). Celles-ci donnent

en effet

Rez arg(w) = Imz mod 27Z

lw| =e
d’ou Rez = In|w| et
z=Rez+ilmz=In|w|+iargw mod 2irZ.

Pour lever I'ambiguité du choix de I’argument, on procede comme suit. Soit 6
un réel fixé et {2g, C C I'ouvert constitué des nombres complexes non nuls z dont
I’argument n’est pas égal a 6y + 7 mod 27, c’est-a-dire

Qg, = C* ~ (R* el
Oy +

0

(R* )eifo
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Pour z € (ly,, on définit alors arg, 2 comme I'unique détermination 6 de
I'argument de z telle que 0 € |0y — 7, 0y + [, et on définit la «détermination logy,
du logarithme complexe » par

(1.6.1) logy, z = In |2| +iargy, 2, Vz € Qg,.

Il est important de noter que les fonctions argy et logy, ne peuvent se prolonger par
continuité & C* ; en effet, en un point de la demi-droite ouverte R* i les limites
des fonctions argy et log, de part et d’autre de la demi-droite different de 27
(resp. 2im). Dans la suite de cet ouvrage, on conviendra de noter respectivement
Arg et Log les déterminations correspondant au choix 6y = 0 (c’est-a-dire que
largument est choisi dans | — 7w, 7[). Ces déterminations, qui sont définies dans
le complémentaire C . R_ de la demi-droite réelle négative, seront appelées les
déterminations principales de 'argument et du logarithme complexe.

Proposition. Pour tout 0y, la fonction logg  est telle que exp ology = Id sur (g, .
Elle admet en tout point une dérivée complexe

’ 3 logeo C — loggo z 1
logy, z = lim = —.
C3¢—z (—=z z

Démonstration. La proprié¢té expolog, = Id résulte directement de la construc-
tion. Pour la deuxi¢me, posons w = logy, z et n = logy, ¢. Quand ¢ tend vers z,
il est clair que 1 tend vers w par continuité du logarithme (continuité qui résulte
elle méme de la continuité de la fonction arg, sur g, ), et par suite le quotient

logg, ¢ —logg, 2z n—w _ [expn —expw -
(—z  expn —expw n—w
converge vers 1/exp’w =1/expw = 1/z. O

Considérons maintenant la fonction Log(1 4 z), qui bien définie sur 'ouvert
) =C ] — o0, —1]. Sa dérivée complexe est donnée par Log'(1+ 2) = 1/(1 + 2),
et on a donc un développement en série entiere

Log(142)=1—z2+22 -2+ +(-1)"2" +--.

sur le disque ouvert D(0,1). Comme Log1 = 0, la formule (1.3.2) donne

2 3 4 n
z z z n-1%"

1.6.2 Log(l4+2)=z2— 4+ — 2 4. 4 (=1
(1.6.2) og(l+2) == 2+3 4-|- +(-1) n-l— ,

avec un rayon de convergence encore égal a 1. Comme on ’a vu dans le § 1.1, la série
entiere (1.6.2) converge en tout point de I'(0, 1)~{—1}. On en déduit par continuité

que I’égalité a lieu en tout point du domaine de convergence A = D(0,1) \ {—1}.
En particulier, nous trouvons pour z = 1 l'identité classique

1
In2=1--+

1 1 1
S E Y G Y Ul S
2 3 4Jr +(=1) n+
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Maintenant que nous disposons de la fonction logarithme (ou plutot des
diverses déterminations du logarithme), nous pouvons définir des déterminations
correspondantes

(1.6.3) 2% = exp(alogy, 2), z € (g,

de la fonction « puissance complexe », définies pour un exposant a € C quelconque.
La formule de dérivation des fonctions composées montre que 'on a encore

d
1.6.4 — 2% = qz%! sur g, .
( ) dZ 00
On prendra cependant garde au fait que les valeurs z® obtenues peuvent étre
completement différentes suivant les déterminations choisies. Ainsi, on obtient
it = e~™/2 avec la détermination principale du logarithme, tandis que ii = e~57/2
avec la détermination logs. ..
La détermination principale (1 + z)® = exp(a Log(1 + z)) définie sur 'ouvert
C\]—o00,—1] admet sur le disque unité D(0, 1) un développement en série entiere
(a—1) , ala—1)---(a—n+1)

(1.6.5) (l—l-z)o‘zl-l-ozz-l—aTz----l- o 2

connu sous le nom de formule de Newton. Pour le voir, notons f(z) la somme
de la série. Celle-ci admet un rayon de convergence R = 1 d’apres le critere de
d’Alembert, car

a a—n
n—l—lz _
Ay n—+1

—1 quand n — +o0.

D’autre part, une dérivation terme & terme fournit la série > -, na, 2"~ avec
=

ala—1)---(a—n+2)
(n—1)!

na, = (a—n+1)=aa,—1— (n—1a,_1,

d’ou f'(z) = af(z) — zf'(z). Ceci implique que la somme f(z) de la série satisfait
I’équation différentielle linéaire (14 2) f'(z) = af(z). On voit alors d’apres (1.6.4)
que la fonction quotient f(z)/(1 + 2)® admet une dérivée identiquement nulle
sur D(0,1). Le quotient est donc identiquement égal a sa valeur pour z = 0,
soit 1.

Remarque. Pour développer (1+2)% en série, on pourrait aussi songer & appliquer
la formule de Taylor, mais on se trouve devant une difficulté pour majorer le reste,
notamment lorsque z est proche de —1; cette difficulté sera completement résolue
par les résultats du Chapitre II (cf. §3.3, Corollaire), démontrant I’analyticité des
fonctions holomorphes.

Conséquence. Les développements en série entiere de (14 22)~1 et (1 — 22)~1/2
fournissent par intégration des développements en série entiere convergents sur
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le disque D(0, 1) de fonctions qui étendent au plan complexe les fonctions réelles
correspondantes

23 25 ZZn—I—l

(1.6.6) Arctanz:z—§+g—-~-+(—1) 2n—|—1+'”’

X 1.35...(2n— 1) 22n+!
246...2n 2n+1

(1.6.7) Arcsinz = z +

n=1

1+iz

1—iz?

La série de I’Arctan, égale a % Log converge pour tout z € D(0, 1)~ {+i, —i},

tandis que celle de I’ Arcsin est absolument convergente sur le disque fermé D(0, 1).

2. Fonctions holomorphes, condition de Cauchy-
Riemann

2.1. Définition des fonctions holomorphes

On a vu dans la section §1 I'importance de la notion de dérivabilité au sens
complexe. Ceci justifie la définition suivante.

Définition. Soit 2 C C une partie ouverte du plan complexe et f : Q — C une
fonction complexe. On dit que f est holomorphe si f est C-dérivable en tout point,
c’est-a-dire si la limite

heC*, h—0 h

existe en tout point z € €.

Notations. Conformément a l'usage courant (dérivé de U'Italien, ot holomorphe
se dit olomorfico), l’ensemble des fonctions holomorphes sur € sera noté O(f2).
Si f € O(Q), la dérivée de f sera notée indifféremment f'(z) ou df /dz.

Comme l'existence d’une dérivée implique automatiquement la continuité, on a
O(2) C C9(£), ot () désigne I'espace des fonctions continues Q — C.

Propriétés élémentaires. Soit {2 C C un ouvert et f,g € O(Q2). Alors

(2.1.1) VA, u € C, A\f + g € O(Q) et (Af +pug) =M+ png'.

(2.1.2) fgcO@Q)et (f9)' = fg+fg"
f 1 N _fla—1g

(21.3) - €0(@~g7H(0)) et (5) =

(2.1.4) Si f(£2) est contenu dans un ouvert 2’ et si h € O(§Y), alors ho f € O(Q)
et (hof) = (R of)f.

(2.1.5) Si f/ =0, alors f est constante sur chaque composante connexe de 2.

Démonstration. La démonstration de ces propriétés est presque entierement
analogue a celle des propriétés correspondantes pour les fonctions réelles d’une
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variable réelle, nous omettrons donc les détails. En ce qui concerne (2.1.5), on
peut supposer ) connexe. Alors deux points quelconques de §2 peuvent étre joints
par un chemin polygonal tracé dans €2, et il suffit donc de montrer que f(a) = f(b)
pour tout segment [a,b] C . Or ceci résulte du fait que la fonction de variable
réelle o(t) = f(a+t(b—a)) a une dérivée ¢'(t) = (b—a)f'(a+t(b—a)) nulle pour
tout t € [0, 1]. O

Il résulte en particulier des propriétés (2.1.2), (2.1.3) que l’ensemble des
fonctions holomorphes (O(€2),+, x,-) a une structure de C-algebre pour les lois
usuelles d’addition, de multiplication et de produit d’une fonction par un scalaire
complexe.

Fonctions entieres. On appelle fonctions entiéres les fonctions qui sont holo-
morphes sur C tout entier, c’est-a-dire les fonctions de O(C).

Exemples. Nous avons déja démontré que les sommes de séries entieres définissent
des fonctions holomorphes sur leur disque ouvert de convergence. Ainsi les
fonctions polynoémes P(z) = ag + a1z + -+ - + a,2", les fonctions exp, cos, sin,
ch, sh définissent des fonctions holomorphes sur C tout entier (i.e. des fonctions
entieres). On a par ailleurs

sin CoS

tan :&GO(C\(W/2+7TZ)), cotan ZEGO(C\WZ),
th :i—EGO(C\(iﬂ'/2+iﬂ'Z)), coth::—EEO(C\in),

et de méme les déterminations logy, et z +— 2% = exp(alogy, z) du logarithme et
des fonctions puissances sont holomorphes sur ouvert {2y, = C* . (R* )e'%.

Contre-exemples. Il n’est pas tres difficile de trouver des exemples de fonctions
non holomorphes, on peut méme en donner qui soient indéfiniment différentiables
au sens réel. Ainsi la fonction f(z) = Z n’admet nulle part de dérivée complexe,
puisque la limite

lim flz+h)—f(z) _ i D
C*>h—0 h C*3h—0 h

n’existe pas (si on pose h = pe'?, alors h/h = 719 /el = ¢721% admet des limites
différentes suivant chacune des demi-droites issues de l'origine). On vérifiera de
méme que la fonction f(2) = |z|? n’admet pas de dérivée complexe, sauf au point

z = 0 en lequel la dérivée est nulle.

2.2. Rappels sur la notion de différentiabilité

Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K = R
ou C. Etant donné un ouvert  dans E, rappelons qu’une application f: Q) — F
est dite K-différentiable en un point z € 2 s’il existe une application K-linéaire
¢ € Lg(E,F) et une fonction € définie sur un voisinage V de l'origine dans FE,
telles que pour h dans V' on ait

(2.2.1) f(z+h) = f(z) +£(h) + |[hlle(h),
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avec limy,_,0e(h) =0 (|| || désigne ici une norme quelconque sur E ; par ailleurs,
I’adjectif «différentiable » utilisé seul fera toujours référence a la R-différentiabilité,
si le corps de base n’est pas précisé). L’application linéaire ¢ s’appelle différentielle
de f au point x et elle est notée ¢ = df,. Rappelons par ailleurs les conventions de
notations usuelles concernant les O et o, dites conventions de Landau: si h +— n(h)
est une fonction arbitraire, on écrit

n(h) = O([[Al]P) <= 3C >0, [In(h)[| < C|[A[",
n(h) = o([hl|P) <= 3e, lime(h) =0 et [n(h)] < (h) [[2]".

La formule (2.2.1) peut alors se récrire sous la forme
(2.2.2) f(z+h) = f(z) + dfe(h) + of[[n])-

Si f est différentiable sur €2, on note df : Q@ — Lk (F, F),  — df,, I'application
différentielle de f. Etant donné une base (e1,...,e,) de Eet h=3, ;. hje; €
E, une application linéaire ¢ € Lk(FE, F) s’exprime de maniére unique sous la
forme

(2.2.3) E(h) = Z hjvj, v € F,

1<<n

avec des vecteurs v; = £(e;) quelconques. En particulier, la différentielle df s’écrit

(2.2.4) df(h) = 23%557 Vh=_ hje;,

1<j<n J

ou 0f/0x; = dfy(ej) € F est la dérivée partielle de f dans la direction e;. Si
f est linéaire, il est clair que f admet une différentielle en tout point et que
sa différentielle coincide avec f. Les fonctions coordonnées x;, vues comme
des fonctions £ — K, admettent elles-mémes des différentielles dz; telles que
dx;(h) = hj. L’identité (2.2.3) devient alors

(225) {= Z dJJj "V = Z d.’l?j '€<€j)

1<j<n 1<j<n

et, en particulier, (dzq,...,dz,) est une base du K-espace vectoriel Lx(FE,K).
Ceci nous permet d’exprimer la différentielle df sous la forme plus familiere

(2.2.6) df = ) gd.@j.

—~ Oz,
1<j<n
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2.3. Opérateurs 0/9z et 9/0z

Dans le cas ou f prend sa source dans un ouvert 2 C C, nous utiliserons
'identification canonique C ~ R? pour écrire la variable indifféremment z = z + iy
ou z = (x,y). Si f: Q — C est R-différentiable, nous avons une différentielle

af f
df = 5y + 5,

Comme on travaille sur C, il est beaucoup plus commode de faire intervenir la
variable complexe z = x + iy et sa variable conjuguée Z = x — iy plutét que les
variables réelles = et y. La propriété de C-linéarité de la différentiation entraine

dz =dzr +1idy,
dz =dxr —idy.

Ceci permet de substituer dz = 3(dz + dz) et dy = —1(dz — dz) dans (2.2.6), ce

qui donne of  of of  of
i =5 (55— i5y) 2+ 5 5 (5 15y ) &

L’idée sous-jacente a ce calcul est qu’on dispose de deux bases du C-espace vectoriel
Lr(C,C), a savoir (dz, dy) et (dz,dz), et qu’a bien des égards la deuxieme est plus
commode que la premiere. On est alors amené a poser la définition suivante.

Définition. Si z = x+iy € Q C C, et si f : Q@ — C est une fonction R-diffé-
rentiable, on note

o:=2(a 1o =3 ig)

BE BB ar oy

(2.3.1) 55 9y

La différentielle de f peut alors s’écrire

fdz+ f

(2.3.2) df = - = d

Remarque. Les opérateurs 0/0z et 9/0Z sont conjugués, c’est-a-dire que 'on a

G- G5

Nous pouvons maintenant énoncer I'importante caractérisation suivante des
fonctions holomorphes.

Caractérisation des fonctions holomorphes. Etant donné un ouvert @ C C
et une fonction f : Q — C, il y a équivalence entre

(i)  f est holomorphe dans €.
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(ii)  f est R-différentiable sur Q et df, est C-linéaire en tout point z € ).

(iii) f est R-différentiable sur Q et 0f /0Z = 0 en tout point z € Q) (cette derniére
condition est connue sous le nom de condition de Cauchy-Riemann).

Si l'une de ces conditions est réalisée, on a

af af

5z =

=1

Démonstration. (i) = (ii) En effet, 'existence d’une dérivée complexe f/(z) en tout
point z € () se traduit par 'existence d’une fonction € définie sur un voisinage de
Porigine dans C, telle que limy,_ge(h) =0 et

flz+h) - f(2)

e AORE ()

au voisinage de 0. On a donc

flz+h) =f(z)+ f'(2)h + he(h),

ce qui implique que f admet une différentielle df, € Lgr(C,C), telle que
df.(h) = f'(2)h. Cette différentielle est bien C-linéaire.

(ii) = (iii) L’écriture (2.3.2) équivaut a

8f 8f
df=(h) = B Pt %
On a donc of of
df.(ih) zlah—1£h,

et on voit que la condition de C-linéarité df,(ih) = idf.(h) est réalisée pour tout
h si et seulement si df/0z = 0.

(iii) = (i) Sous I’hypothese (iii), la définition de la différentiabilité jointe & I’écriture
(2.3.2) fournit
of
feth) = 1)+

Ceci implique bien D'existence d’une dérivée complexe f'(z) = 9f(z)/0z en tout
point z € €. O

——(2)h + o(h).

Autre formulation de la condition de Cauchy-Riemann. Soit f = u+iv une
fonction complexe définie sur un ouvert {2 du plan complexe, avec u,v : 2 — R.

Nous avons
0 _1(0n 00y 0uouy
0z 2\ ox ox ’

donc la condition de Cauchy-Riemann 0 f/9Z = 0 se traduit par les deux conditions
de «conjugaison de Cauchy-Riemann) (g et h sont alors dites conjuguées)

ou  Ov ou ov
(2.3.3) %—a_y, a_y—_%.
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Cas des fonctions polynomiales dans C ~ R2. Les fonctions complexes
polynomiales de deux variables x, y et de degré inférieur ou égal a d peuvent

s’écrire sous la forme
P(z,y)= Y capz®y’
0<a+B8<d

avec des coefficients complexes c,3. Lorsqu’on travaille dans C, il est préférable
de substituer x = (2 +2)/2 et y = (z — Z)/2i, ce qui donne une autre écriture

(2.3.4) P(z)= Y aapz"z’
0<a+B<d

avec de nouveaux coefficients a,3. Comme

0 J_ J o_
&Z_l’ az—o, gz—o, —z=1,

on voit que les coefficients a,p sont uniquement déterminés par la fonction P a
partir de la formule

1 oots

2.3. e
(2.3.5) Gap ol B! 0z207°

P(0).

Ceci peut se réinterpréter comme un isomorphisme d’anneaux Clz,y] ~ C[z,Z].
La fonction z +— P(z) est holomorphe si et seulement si ang = 0 pour § > 0,
autrement dit si P € C[z].

2.4. Opérateur Laplacien et fonctions harmoniques

Supposons, avec les notations précédentes, que f = u + iv soit holomorphe et
de classe C? (comme on le verra au chapitre II, § 3.1, cette derniére condition est
en fait superflue, car I’holomorphie entraine 'infinie différentiabilité de f). Dans
ce cas ¢ et h sont de classe C? et nous trouvons

grace au théoreme de Schwarz relatif a la commutation des dérivées partielles.

Le Laplacien (agissant sur les fonctions h(z,y) de deux variables réelles) est
par définition 'opérateur différentiel A d’ordre 2 défini par

o2 9
(2.4.2) A=g5+ 5

Définition. Soit Q un ouvert de R? (ou de C). Une fonction h : Q — C est dite
harmonique si h est de classe C? et Ah = 0.
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Une autre démonstration des propriétés d’harmonicité (2.4.1) consiste a ob-
server que A s’écrit comme la composée d’opérateurs

o .0\ (0 .0 o o0 0 0

(2.4.3) A:<%—1a—y>o<%+ia_y>:4£o£:4£o&

(attention, on utilise ici de nouveau le théoreme de Schwarz !). La condition
d’holomorphie df/0z implique donc Af = 0, et de la, on déduit Au + iAv = 0,
d’out Au = Av =0.

Les calculs précédents nous permettent d’énoncer le théoréme suivant (nous
omettrons ici ’hypothese C2 sur les fonctions holomorphes, puisque nous verrons
ultérieurement que celles-ci sont automatiquement de classe C°°). On notera que
la conjuguée g d’une fonction holomorphe g est harmonique, donc toute fonction
h de la forme h = f + g, avec f et g holomorphes, est harmonique.

Proposition. Si Q est un ouvert de C et si f € O(Q), alors u = Re f, v =1Im f

sont des fonctions harmoniques et sont liées par les relations de conjugaison de
Cauchy-Riemann (2.3.3).

Inversement, si u et v sont des fonctions de classe C? sur Q liées par les
relations de conjugaison de Cauchy-Riemann, alors u et v sont harmoniques et
f = u 4+ iv est holomorphe sur ). De telles fonctions harmoniques u, v sont
appelées fonctions harmoniques conjuguées. O

Corollaire. Si f est holomorphe sur Q C C et ne s’y annule pas, la fonction In |f|
est harmonique.

Démonstration. Pour le voir, on peut utiliser le fait qu’il existe localement des
déterminations holomorphes log f du logarithme complexe de f (si zg € €2, on se
place dans un disque D(zg, r) assez petit pour que f(D(zp,r)) soit contenu dans un
disque D(f(z0),¢e) de rayon € < |f(z0)| ; un tel disque est disjoint de la demi-droite
issue de 0 passant par —f(zp)). Alors In|f| = Re(log f) sur D(zp,r), et par suite
In | f| est harmonique. Bien entendu, cette propriété pourrait aussi se démontrer
par un calcul direct. Nous laissons au lecteur le soin de faire ce calcul. O

2.5. Applications conformes

Soit f : 2 — ' une application R-différentiable entre deux ouverts 2, Q' de
R2. On s’intéresse au probléme de savoir & quelle condition f « conserve les angles »
au sens suivant : étant donné deux courbes régulieres v; et o de classe O tracées
dans €2 et passant par un méme point z, les courbes images f o~ et f o~y forment
entre elles au point f(z) un angle égal a l'angle formé par -, et v2 au point z
(schéma ci-dessous). On dit alors que f est une application conforme. Cette
question est apparue historiquement au cours des 16° et 17° siecles, en liaison avec
des problemes de cartographie (nous y reviendrons plus en détail au Chapitre 77,
a l'occasion de I’étude de la sphere de Riemann).

Soient donc 71,%2 : | — a,a] — Q deux courbes de classe C! telles que
71(0) = 72(0) = 2, admettant des demi-tangentes bien définies {(0) # 0,
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~v5(0) # 0. L’angle entre les 2 courbes (orientées) est par définition 1’angle de
leurs demi-tangentes angle(y1(0),7v5(0)). Supposons dans un premier temps que
df, € Lr(C,C) soit un isomorphisme. Alors les courbes images f o~y et f oy,
admettent au point f(z) des demi-tangentes bien définies

(f 071)'(0) = df-(71(0)) #0,  (f012)'(0) = df.(75(0)) # 0.

df = (v1(0))

df - (72(0))

Par conséquent, la propriété de conservation des angles évoquée plus haut équivaut
a 'hypothese que ’application linéaire df, préserve I’angle d’un couple de vecteurs
quelconques. Rappelons qu'une application linéaire bijective ¢ € Lg(C,C) con-
serve les angles orientés (resp. conserve l’angle en valeur absolue, mais avec change-
ment de signe), si et seulement si ¢’est une similitude directe (resp. une similitude
indirecte)

¢(h) = ah, (resp. £(h) = ah), acC.

Pour le voir, il suffit d’observer que ¢ transforme nécessairement une base or-
thonormée (vq,v2) en une base orthogonale, et on doit avoir de plus ||{(v1)] =
||¢(v2)|| pour que la conservation des angles ait lieu (au moins en valeur absolue) ;
on obtient alors une similitude directe (resp. indirecte) si (¢(v1),£(v2)) a méme
orientation que (v1,wv3) (resp. une orientation inverse). On peut donc énoncer

Proposition. Soit f : Q — Q' une application entre ouverts de C admettant en
tout point une différentielle df, € Lr(C, C) inversible. Alors

(i) f est une application conforme (préservant l'orientation) si et seulement si f
est holomorphe ;

(ii) f est une application conforme inversant l’orientation si et seulement si f est
anti-holomorphe, c’est-a-dire si df, est une application C-anti-linéaire en tout
point z € €.

Remarque. Méme lorsque f est holomorphe, il n’y a en général pas conservation
des angles en un point zy ou df,, n’est pas inversible (ce qui, dans ce cas, équivaut a
f'(20) = 0). Considérons en effet f(z) = 2", 2o = 0 et 1 (t) = t e, yo(t) = tel,
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t € R. Il est clair que la courbe image f o~;(t) = t"e™i admet en t = 07 une
demi-tangente d’angle polaire nf;. L’angle des demi-tangentes a droite se trouve
donc multiplié par n sous 'action de f (alors que cet angle est préservé en tout
point zg # 0, d’apres ’énoncé précédent).

La notion d’application anti-holomorphe, quant a elle, est précisée par I’énoncé
suivant (la démonstration, tout a fait immédiate, sera laissée au lecteur).

Caractérisation des applications anti-holomorphes. Soit ) un ouvert de
C et f:Q — C une application. Alors il y a équivalence entre les propriétés
sutvantes :

(i) la fonction f : Q — C, z +— f(z), est holomorphe ;

(ii)  la fonction z — f(Z) est holomorphe sur Uouvert ) = {Z; z € Q} miroir de
Q par rapport a la droite réelle;

(iii) f est différentiable et, pour tout point z € Q, la différentielle df, € Lr(C,C)
est C-anti-linéaire ;

(iv) f est différentiable et Of /0z =0 sur €.
3. Exercices

3.1. Montrer que pour tout z € C on a

lim (1 + %)n = exp(z),

n—-4oo
avec convergence uniforme sur tout compact de C.

3.2. Soient 2 un ouvert de Cet f: Q — C, g: f(Q2) — C deux applications de
classe C! au sens réel.

a) Calculer %(gof) et 2(gof).

0z
. of _ (of of _ (of
b) En déduire que 2. = (32) et que 55 = (82)

3.3. Développements limités en z, z.
0
a) Calculer I'image par gy et PP de la fonction 2™(2)™, ol (n,m) € N2,
z z
b) Soit f : R? — C possédant un développement limité & 1'ordre n en (0,0), en
termes des variables réelles (z,y). Montrer qu'il existe aqg € C, a, € N, tels

que
n

F@) =3 S a2z + O(2" ).

k=0 a+pB=k

Exprimer a,s en fonction des dérivées de f par rapport aux variables z et z.
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c) Montrer que lorsque f est analytique réelle* au voisinage de 0, alors elle est
holomorphe si et seulement si a,3 = 0 pour tout 3 > 0.

3.4. Soient ) un ouvert connexe de C et f : 2 — C une fonction holomorphe. En
utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, montrer que f est constante si elle
vérifie 'une des conditions suivantes :

a) f(z) = [f(2),

) Re(f) = cste,
) Im(f) = cste,
) [f] = cste,

) Arg(f) = cste.

a0 o o

@

3.5. Polynémes harmoniques.
a) Déterminer tous les polynémes harmoniques réels homogenes de degré 3 sur R?.

b) Pour un tel polynéme P déterminer toutes les fonctions holomorphes u dont
P est la partie réelle.

3.6. Soit Q un ouvert connexe de R?, et f : Q — R? une fonction R-différentiable,
a différentielle inversible continue. On suppose que pour tout (zg, yo) € €2, f envoie
I’horizontale et la verticale en (g, yo) sur deux courbes orthogonales en f(xq, yo),
et on suppose que la méme hypothese est satisfaite pour les bissectrices. Montrer
que f est holomorphe ou anti-holomorphe.

3.7. Lemme de la partie réelle.

a) Soit f(z) = ano cn 2" une série entiere de rayon de convergence +o0o. On
écrit f(2) = U(z) +1iV (2).
1 2

b) Montrer que pour n > 1 on a ¢, = — U(reie)e_med@.
"™ Jo

¢) On note

My(r) = sup [f(2)[,  Af(r) = sup Re f(2) = sup U(2),

|z|<r |z|<r |z|<r
et on suppose dans un premier temps que f(0) = 0. En observant que
fo% U(re?df = 0, montrer que |c,| < 2A;(R)/R" pour n > 1. En déduire
que
M(r) € —— Ay (R).
R—r

d) Si on ne fait pas d’hypotheése sur f(0), montrer que
R +r

My(r) < T F0)] 4 o Ay (R).

La définition de ’analyticité réelle sera donnée au Chapitre 11, §3.3.
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Nota. Le cas R = 2r est particulierement utile . ..

4. Problémes

4.1. Soit f : 2 — C une fonction holomorphe.

a) Calculer le jacobien J(f) = det(df) de f en z (f étant considérée comme une
fonction R-différentiable et df comme un R-endomorphisme).

b) Soit f(z) = ano a,z"™ de rayon de convergence R > 1, f injective sur
D = {|z| < 1} et de dérivée non nulle*. Calculer I'aire de f(D).
¢) En déduire que Aire(f(D)) > |f'(0)|? et traiter le cas d’égalité.

4.2. Fonctions de Bessel. Pour z et t deux nombres complexes, ¢t # 0, on
considere la fonction

f(z,t) =exp %z(t - %)

a) Pour ¢t non nul et z fixé, montrer que I’écriture

—+o0

fz)= ) t"Ju(2),

n=-—oo
comme série absolument convergente détermine de fagon unique les J,,(2). La
fonction J,, est appelée fonction de Bessel d’ordre n.

b) Montrer que J,, est développable en série entiere en 0, exprimer son dévelop-
pement et calculer son rayon de convergence.

c¢) Pour n > 0, montrer que

Kl eXp( ER )
27n) 4n+1)/"

| Jn(2)] <

d) Montrer que
2n

Jn-1(2) + Jnt1(2) = ?Jn(z) et Jno1(2) — Jua1(z) = 2J) (2).
e) En déduire que

d ., o d,  _, R
E{z In(2)} =2"Jh—1(2) et a{z Jn(2)} = =27 " Tny1(2).

f) Montrer que J, satisfait I’équation de Bessel d’ordre n :

2JN(2) + 2J(2) + (22 = n?)Ju(2) = 0.

* On verra en fait au Chapitre II, §4.2 et 4.3, que I'hypotheése d’injectivité locale implique
déja la non-annulation de f’.
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4.3. Sur la fonction exponentielle. Le but de ce probleme est d’étudier
quelques aspects de la dynamique de la fonction exponentielle. On note exp,, la
fonction entiere obtenue en itérant n fois la fonction exp.

Notations : pour k > 1, on note B(k) la bande horizontale suivante
B(k)={2€C; 2(k — 1)r < Im(z) < 2km}.

Si k < —1, on note
B(k) ={z € C; 2kr <Im(z) < 2(k+ 1)r}.

Enfin, on pose B(0") =R} et B(07) =R, .
a) Points fizes de l’exponentielle.
e Décrire les images par exp des droites horizontales et verticales.
e Pour k # 0, montrer que exp induit un difféomorphisme B(k) — C* \R™.

e Montrer que si z est un point fixe de exp (i.e. exp(z) = z), alors z 'est
aussi et z est de partie réelle strictement positive.

e Montrer que si z = x + iy est un point fixe de exp, alors
r=ycotany et 22+ y? = exp(2z).

En déduire qu’il existe un unique point fixe de exp par bande B(k) pour
k #£ 0, et que chacun est de module strictement supérieur a 1.
b) Dynamique symbolique de [’exponentielle.
e Décrire géométriquement la pré-image par exp des bandes B(k).
Notons A I’ensemble des entiers non nuls auquel on adjoint les symboles 0

et 07. Pour z € C, on définit son «itinéraire» par ’exponentielle de la fagon
suivante : c’est la suite s(z) indexée par N et a valeurs dans A, telle que

sn(z) =k si exp,(z) € Bk), ke A

et
Sn(z) =k si Imexp,(z) =27k, k#0.

e Montrer que si s,(z) = 0" ou 07, alors s,,,(z) = 07 pour tout m > n.

e Montrer que pour tout z € C, il existe un réel positif = tel que

Vn =0, 27|s,(2)| < exp,,(x).

c) Points a itinéraire prescrit. Pour sg,...,s, des entiers non nuls, on note
V(so,...,8n) 'ensemble des points z € C dont l'itinéraire commence par
S081...8n-

e Montrer que V(sq,...,s,) est non vide et est envoyé surjectivement sur
B(sy) par exp,,.



Chap. I : Séries entieres et fonctions holomorphes 25

e Pour k # 0 et sg,...,s, des entiers non nuls, montrer qu’il existe un z
dans C dont l'itinéraire est sgsy...s,kk... k.. ..

e Montrer qu’il existe une courbe de points dont l'itinéraire est
5081 - -.8,070T0T ... (respectivement sgs; ...s,070%...).

Soit s = Sg...Sn ..., ou les s; sont des entiers non nuls, telle qu’il existe
un réel x > 1 satisfaisant 27|s,(z)| < exp,, (). On construit une suite de
carrés (pleins) C,, de la fagon suivante :

— chaque C,, est inclus dans ’adhérence de B(s,,),

— chaque coté de C,, est parallele aux axes et a pour longueur 27,

— la verticale gauche de C,, est sur la droite Re(z) = exp,, ().

e Montrer que pour tout n, exp(Cy,) D Cpy1.

e Montrer que si |s,11| # 1, alors I’'ensemble
{z€C, | exp(z2) € Cry1}

est inclus dans 'intérieur de C,,.

e En déduire que si |s,| # 1 pour n assez grand, alors il existe z dont
I'itinéraire est s.

Nota. La derniere partie de ce probleme est extraite de I'article de R. Devaney et
M. Krych : Dynamics of exp(z), Ergodic theory and dynamical systems, 4 (1984),
35-52.
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Chapitre 11

Holomorphie et analyticité
Résultats fondamentaux

Les propriétés fondamentales satisfaites par les fonctions holomorphes sont
pour la plupart conséquences de la formule de Cauchy. Cette formule calcule
la valeur d’une fonction holomorphe en un point quelconque d’'un domaine suf-
fisamment régulier, a partir des seules valeurs prises sur la frontiere du domaine.
Il en résulte que les fonctions holomorphes vérifient un certain nombre de pro-
priétés de «rigidité» que ne possédent pas en général les fonctions (indéfiniment)
différentiables, et qui sont dues a la nature conforme de la différentielle. La preuve
de ces diverses propriétés (inégalités de Cauchy, analyticité, principe du prolonge-
ment analytique, principe du maximum...) constitue le coeur de ce chapitre.
Quelques rappels sur les intégrales curvilignes seront nécessaires pour commencer.

1. Rappels sur les formes différentielles
1.1. Intégration des formes différentielles de degré 1

Soit 2 un ouvert connexe de R™. Une 1-forme différentielle complexe continue
sur € est une application continue o : Q — Lg(R™ C). D’apres 1-(2.2.5),

si (x1,...,2,) désignent les coordonnées sur R™, l’espace vectoriel complexe
Lr(R™,C) admet (dzy,...,dx,) comme «base canonique », et on peut donc écrire
a1, .., xn) =D i ai(z1,. .., z,)dz; ot les oy sont n fonctions continues de €

dans C. Un exemple important de 1-forme est donné par la différentielle df d’une
fonction f: Q2 — C de classe CP (p > 1)

df = Y oo ;.

—~ Oz,
1<j<n

Un chemin de classe CP par morceauz tracé dans {2 est une application continue y
d’un intervalle [a,b] dans € telle qu'il existe une subdivision a = 79 < 7 < ... <
TN = b avec V[, -] de classe CP (en général, les points 7(7;) seront des « points
anguleux » du chemin. Sauf précision contraire, on oriente un tel chemin dans le
sens des parametres croissants. Si 7y est un tel chemin, on définit sa longueur par

b b
long(7) = [ (i = [Pt o
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olt ||z]| = /22 + -+ + 22 est la norme euclidienne de z = (z1,...,z,) € R".

Définition. Soit v(t) = (V1 (t),...,W(t)) eta =1 a;(x1,. .., z,)dx; Uécriture
de v et de o en coordonnées. L’intégrale curviligne fva est 'intégrale simple
obtenue en effectuant les substitutions x; = v;(t) et dx; = ~;(t)dt :

/a— Zai(ajl,...,xn)dxi :&?/ Zai(vl(t),...,vn(t))%{(t)dt

7 i=1

ou € = +1 si on oriente v dans le sens des parametres t croissants, et € = —1 st
on oriente v dans le sens des parametres décroissants.

Deux chemins 1 : [a1,b1] — Q et v : [a2,b2] — Q de classe CP (resp. de
classe CP par morceaux) sont dits équivalents s’il existe un changement de variable
Y 2 [a1,a1] — [ag, bs] de classe CP (resp. CP par morceaux), bijectif, de dérivée a
droite et a gauche partout non nulle (i.e. un difféomorphisme de classe C?, resp. de
classe CP par morceaux), et strictement croissant, tel que y; = 72 0 1. On appelle
arc orienté de classe CP (par morceaux) une classe d’équivalence de chemins de
classe CP (par morceaux); tous les chemins 7 : [a,b] — @ d’une méme classe
d’équivalence ont bien sir la méme image ensembliste v(][a, b]).

Remarquons que l'intégrale curviligne fva ne dépend que de l'arc défini

par 7, et non de la paramétrisation. En effet, si ¢ : [a’,0'] — [a,b] est un
difféomorphisme définissant une nouvelle paramétrisation, on a fvo = fv a si P

conserve l'orientation (i.e. ¢ croissant et 1(a’) = a, P(V') =b)et [ a=—[ o
si 1 renverse l'orientation (i.e. ¢ décroissant et ¥ (a’) = b, ¥(b') = a). Ceci se voit
facilement en effectuant le changement de variable t = 1 (s) dans I'intégrale simple

f > (...)dt. De méme, la longueur long(vy) ne dépend que de I’arc défini par 7.
La proposmon suivante regroupe les propriétés élémentaires les plus importantes
des intégrales curvilignes.

Proposition. Soient a une 1-forme différentielle complexe continue sur §2 et vy
un chemin de classe C' par morceaux dans Q. Alors

(i)  Si f est une fonction de classe C! sur Q, on a
[ dr =160 - r2(a))
gl

en particulier f,y df = 0 si le chemin v est un «lacety (on dit aussi un
« chemin ferméy), c’est-a-dire si y(b) = vy(a).

)| [ of <tong() sup IO oi ol = /I,

te[a,b]
N—-1 n
i) [ o=t > D (&) ure) ~ ()
] 7
ot la subdvision a = 19 < 71 < ... < 78y = b décrit l'ensemble des
subdivisions de [a, b] telles que sup;(7jy1 — 7;) < € et ot les §; € [Tj41, 7]

sont des points arbitraires.
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Démonstration. (i) résulte de la définition des intégrales curvilignes et du fait que

S 2 @), ) = (o) (1),

x.
i=1 O

(ii) est conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui donne
|3 i (@) 3O < GO - I @)
i=1

en chaque point ¢ € [a, b]. Enfin, il n’est pas difficile de voir que

n

‘ /Tm Yo ai(t), -y O)i() dt =D ai(3(€)) (ilTi) = i)
Ti i=1 =

Tj+1 .
<o [ ol
T

J

Ol Wj = SUPyc(r; 7,,,] [0V (t) —a0(&;)|. Comme maxog;<n w; tend vers 0 avec
e par continuité uniforme de « oy, la propriété (iii) s’ensuit facilement. O

1.2. Notion de compact & bord régulier par morceaux de R?

Soit K un compact de R? et p un entier positif.

Définition. Le compact K est dit a bord de classe CP par morceaux si pour tout
point zg du bord 0K = K\ K?°, il existe des coordonnées (u,v) associées a un repere
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affine de R? d’origine zg, et un rectangle ouvert R = {—e <u <e}x{-0 <v < d}
assez petit de sorte que KN R = {(u,v) € R; v > h(u)}, ot h est une fonction de
classe CP par morceaux sur [—¢, €| avec h(0) =0 et sup |h| < 4.

Alors 0K N R = graphe de h = {(u,v) € R; v = h(u)}, et la compacité de 0K
entraine que K peut étre recouvert par un nombre fini de rectangles. Par suite, si
K est a bord de classe CP par morceaux (p > 1), le bord 0K est paramétrisable par
un nombre fini d’arcs de classe CP par morceaux, de la forme v : u — (u, h(u)).
De méme, 0K ne possede qu'un nombre fini de points anguleux, et 'angle en
chacun de ces points n’est pas nul; en effet, le graphe d’une fonction h de classe
C! par morceaux jouit de ces propriétés. Dans tout cet ouvrage, nous adopterons
la convention suivante pour orienter le bord d’un compact a bord régulier.

Orientation canonique du bord. Supposons que les repéres intervenant dans la
définition ci-dessus soient orientés positivement par rapport a l’orientation définie
par la base canonique de R?. On oriente alors le bord OK en orientant les arcs
u— (u, h(u)) dans le sens des u croissants.

Pour que cette orientation soit définie de maniere cohérente, on doit bien siir
vérifier le lemme suivant.

Lemme. Soient R, R’ des rectangles ouverts tels que OK N RN R # () et
OKNR={(u,v) € R;v=h(u)}, OKNR ={(u,v)eR;v =n()},

dans des repéres affines orientés de R%. Alors les orientations de 0K N RN R’
définies par les paramétres u et u’ coincident.

Démonstration. 11 suffit de se placer au voisinage d’un point zg € 0K N RN R’
ou 0K admet une tangente (puisque les points anguleux sont en nombre fini).
Supposons, apres avoir effectué une translation, que zg soit choisi comme origine
des coordonnées, et soient (zp;e1,e2), (20; €],€e5) les repeéres définissant les
coordonnées (u,v), (v/,v'). Dans ces conditions, quitte & changer h en h(u) =
h(u) —h'(0)u et les coordonnées (u,v) en (u,v) = (u,v—h’(0)u) (ce qui ne change
pas l'orientation, puisque le déterminant de la matrice de passage est 1), on voit
qu’on peut supposer h'(0) = 0, i.e. que le vecteur de base e; est tangent a 0K
en zp; on peut bien siur faire la méme hypothese pour €}, et le probleme est
alors de montrer que les vecteurs colinéaires e; et €] sont de méme sens. Or les
vecteurs ey et el se situent dans le méme demi-plan ouvert de R? délimité par la
tangente (vue comme droite vectorielle), a savoir le demi-plan des vecteurs & tels
que zo + A € K pour A > 0 assez petit. Le fait que les bases (e1,e3) et (€], ¢€h)
aient la méme orientation impose que e; et € soient de méme sens. O

Finalement, introduisons la notion de trou d’'un compact.

Définition. On appelle trou d’un compact K C R? toute composante connexe
bornée de R? \ K.

Remarquons alors qu’un compact a bord de classe CP par morceaux avec p > 1
n’a qu'un nombre fini de trous (chacun de ces trous étant bordé par au moins un
des arcs constituant 9K, lesquels sont en nombre fini).
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1.3. Formule de Stokes bidimensionnelle

Rappelons d’abord brievement le formalisme des formes différentielles, en nous
limitant pour l’essentiel au cas de la dimension 2 (le lecteur pourra se reporter
aux ouvrages traitant du calcul différentiel pour la généralisation en dimension
supérieure). Si « et 3 sont deux formes linéaires sur un plan vectoriel E, on définit
le produit extérieur a A 3 comme étant la forme bilinéaire alternée £ x E — R
telle que

a AP n) = a()Bn) — aln)BE).
On aen général a ANa=0et GAa=—aApf.

Une forme différentielle de degré p ou encore p-forme différentielle sur un
ouvert {2 de R™ est par définition une application 8 : Q@ — A,(R™) ou A,(E)
désigne ’ensemble des formes p-linéaires alternées sur ’espace vectoriel E. En
dimension 2, on notera (x,y) les coordonnées de R? et dx, dy leurs différentielles
vues comme des formes linéaires sur R?, c’est-a-dire comme éléments de A; (R?).
La paire (dz,dy) forme une base de A;(R?), donc les seuls produits extérieurs &
considérer sont

dx Ndx =dy Ndy =0, dx N\ dy = —dy N dx.
Etant donné des vecteurs & = (&1,&), n = (n1,72) € R2, on a

dx Ndy(&,m) = & — m&a,

de sorte que le produit dx A dy s’interprete comme la forme bilinéaire déterminant
dans la base canonique. On peut encore voir dzAdy(&,n) comme 'aire (algébrique)
du parallélogramme dont les cotés sont les vecteurs &, n, et pour cette raison on
considere dx Ady comme une expression algébrique de la mesure d’aire de Lebesgue
dans le plan (souvent notée également dx dy).

Une forme différentielle 3 de degré 2 sur un ouvert  C R? se réduit
donc & une expression du type 5 = b(z,y)dz A dy. Etant donné une 1-forme
a = u(z,y)dr +v(z,y)dy et un point z = (x,y) € €2, les valeurs prises par «, 3 au
point z sur les vecteurs £ (resp. £, n) sont données par

. (&) =u(z,y)e +v(z,y)é,  B:(&,n) =blz,y)(&an2 — m&a).

Si a est une 1-forme de classe C!, sa différentielle extérieure est par définition la
2-forme da telle que

da=duNdx+dvANdy = (%—g—;)dyg/\dy.

Si a est définie dans un ouvert ) d’un plan vectoriel E plutdt que dans R?, on
peut montrer que la forme da ne dépend pas du choix des coordonnées z,y de E;
la vérification est immédiate a partir de la formule de définition «intrinseque» (i.e.
ne faisant pas intervenir de coordonnées)

(d)-(&,m) = d(a=(n)(&) — d(a=(§))(n),  Vze, {neE,
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dont I’équivalence avec la premiere définition sera facilement vérifiée par le lecteur.
On a alors la formule dite de Green ([Green, 1828], déja connue d’Euler au 18°
siecle), qui est un cas particulier de la formule générale de Stokes.

Formule de Green. Soit K un compact du plan complexe, admettant un bord 0K
de classe C' par morceaux. Soit a = u(x,y)dr+v(x,y)dy une 1-forme différentielle
de classe C sur un voisinage de K. Alors, si 0K est muni de son orientation
canonique, on a

ov  Ou
a= da, i.e. / w(x,y)dxr +v(z,y)d :/ — — — |dz dy,
| o= [ e+ ooy = [ (G5 )dedy

Démonstration. Par compacité de K, on peut trouver un nombre fini de rectangles
ouverts R; recouvrant K, tels que ou bien 0K N R; = ) (i.e. R; C K°), ou bien
OK N R; est le graphe d’une fonction hj, et K N R; est la partie située au dessus
du graphe; en effet, d’apres la définition initiale de ce paragraphe, chaque point
r € K = K°UO0K admet comme voisinage un tel rectangle. En utilisant une
partition de I'unité différentiable (Appendice ?7), on peut écrire o = ) «;, avec
des 1-formes «a; de classe C! & support dans R; (le support est I’adhérence de
I’ensemble des points ou la forme prend des valeurs non nulles); en particulier
a; = 0 aux points de R;. Il suffit alors de montrer que fK doy = faK o pour
chaque j et de faire la somme. Pour simplifier I’écriture, on supprime l’indice j,
ce qui revient a supposer que R est 'un des rectangles R; et que a@ = «; est a
support dans R. Supposons également (aprés changement de coordonnées) que
R =|—¢,e] x[4,0]. Si RC K°, on a
— — —)dm dy = 0.

da:/ da:/
/K " —eSas (8:1: Ay

—0<y<

ov  Ju

En effet, u = v = 0 sur OR, donc

¢ Ov
. %(ZE, y) dx = U(€7 y) - U(_57y> - 07
P

ou

—(x,y) dy = u(x,d) — u(z,—06) = 0.
_58y( y) dy = u(x, ) — u( )

Par ailleurs le support de a ne rencontre pas K, donc f g @ =0= f 5 da. Dans
lecasou KNR={(x,y) € R; y > h(x)}, on trouve

c o v du
/Kda N /KﬂRda - —£ dm/};(m) <% B 6_y)dy
= /_ dw[%(/}l;v(as,y) dy) +v(z, h(z))W (z) — (u(z, ) —u(x,h(x)))},

o 5 c
:/h(a)”(57y) di’/_/h(_s)v(—&y) dy+/_6 (v(z, h(z)W (z) + u(z, h(z)))dz,
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tandis que

S

/ a= / u(z,y)dx + v(x,y)dy = / w(z, h(z)) dz + v(z, h(z))h' (x) dz,
OKNR OKNR

—&

puisque 'arc 9K N R peut étre paramétrisé par y = h(z). Compte tenu du fait que
SDuppa C R,onav(e,y) =v(—¢,y) =0, et par conséquent [}, da= [, .o

2. Théoremes de Cauchy et de Goursat

La formule de Cauchy est une formule de représentation des fonctions holo-
morphes en termes des valeurs prises sur un contour; c’est un résultat clé dans
I’étude des fonctions holomorphes. Le point le plus étonnant est que les propriétés
de dérivabilité peuvent souvent se traiter en intégrant !

2.1. Théoreme de Cauchy

Le résultat connu sous le nom de «Théoreme de Cauchy» a été énoncé
par Cauchy en 1825 (avec une justification partielle reposant sur le calcul des
variations), puis démontré rigoureusement par Riemann en 1851, sous I’hypothese
supplémentaire que la fonction holomorphe f est de classe C'; Goursat a montré
ultérieurement ([Goursat, 1884, 1900]) que cette hypothese était en fait inutile.

Théoréme de Cauchy. Soient 2 C C un ouvert et K un compact a bord de classe
Cl par morceauz inclus dans S, avec lorientation canonique du bord. Alors, pour
toute fonction holomorphe f € O(Q), on a

f(z)dz = 0.
oK

Démonstration (donnée par Riemann sous I’hypotheése supplémentaire f € C1(Q)).
Considérons la forme différentielle o = f(z)dz, qui est de classe €!. On a alors

da=df Ndz = f'(2)dz Ndz =0

car le produit extérieur d’'une 1-forme par elle-méme est toujours nul. La formule

de Green-Riemann implique
/ o= / da = 0. O
oK K

2.2. Théoreme de Goursat

Pour démontrer le théoreme de Cauchy en toute généralité, on commence par
traiter le cas ou le compact K est un triangle. On appelle ici triangle du plan
I’enveloppe convexe de 3 points non alignés. C’est un compact a bord C* par
morceaux. On utilise ici encore 'orientation canonique du bord.
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Lemme de Goursat. Soient 0 C C un ouvert et T un triangle inclus dans €.
Alors

Vfe o) - f(z)dz = 0.

Démonstration. Posons I = faT f(2)dz. On découpe T en 4 triangles T1, ..., T}
dont les sommets sont ceux de T et les milieux des cotés de T. Du fait des
orientations deux a deux opposées des arétes des triangles T} intérieures au
triangle 7', on a I = Zizl faTk f(z)dz et il existe donc un indice k tel que
| faTk f(z)dz| > |I|/4. De cette fagon, on construit par récurrence une suite
de triangles T, emboités telle que T} = T, T{ = Ty, diam(T)) = diam(T)/2"
et | faT,g f(z)dz| = |I]|/4™. Dans ces conditions, l'intersection décroissante des

T) est réduite a un point que 'on note zp. Exprimons alors la condition de C-
différentiabilité de f en zj :

f(z) = f(20) + (z = 20) f'(20) + (2 = 20)e(2),
ou £(z) tend vers 0 quand z tend vers zy. Comme
/ 1 2 o1
0 — 20 0 = 0 5z =20 0
(f(20) + (2 = 20)f(20))dz = d(f (20) + 5 (2 = 20)*F(20))
est d’intégrale nulle sur le lacet fermé 0T, il s’ensuit

| o f(2)dz| = | /m(z — 2)(2)dz| < long(9T}) sup =~ 2ol<(:)

< 3(diam(T"))? sup |e(2)].
T

n

De 1a on déduit

7] < 4" f(z)dz) < 3(diam(T))2 sup e (2))].
Ty, oTy,
Or le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, donc I = 0. O

Le lemme de Goursat admet une réciproque que nous verrons au paragraphe
3.1 (théoreme de Morera). Pour I'instant, nous sommes en mesure de prouver le
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Théoréme de Goursat. Le «théoréme de Cauchyy affirmant la nullité des
intégrales [, f(z)dz = 0 est vrai pour toute f € O(Q) (sans supposer de plus
que Uon ait f € C1(Q)).

Comme on le verra ultérieurement, ce résultat permet de démontrer que toute
fonction holomorphe f est en fait automatiquement de classe C>°. La preuve se
fait en utilisant une approximation de K par des compacts a bords polygonaux.

K

Démonstration. Notons § = d(K,C ~\ ) > 0. On paramétrise 0K par un nombre
fini d’arcs €' par morceaux, et pour chaque tel arc v : [a,b] — €, on utilise une
subdivision a = 79 < 71 < --- < 75 = b de sorte que ||y(7j11) — Y(75)]| < e < /2.
Par suite, chacun des segments [y(7;11),7(7;)] est inclus dans Q. Pour ¢ assez
petit, la réunion de ces segments constitue le bord d'un compact K. a bord
polygonal. Un tel compact est naturellement triangulable, de sorte que K. = | J; T;
est réunion de triangles adjacents et que le lemme de Goursat donne :

f(z)dz = Z f(z)dz = 0.

K. — Jor,

La premiere égalité vient du fait que chacun des segments composant les OT;
et ne figurant pas dans 0K, apparait deux fois avec des orientations opposées
(cf. schéma). Maintenant, d’apres la partie (iii) de la proposition du §1.1, on a
lim._.g faKE f(2)dz = [, f(2)dz, d’ott le résultat. O

2.3. Formule de Cauchy

On démontre maintenant la formule de Cauchy. A nouveau, 0 désigne un
ouvert de C.

Formule de Cauchy. Soient f € O(Q) et K un compact a bord orienté @' par
morceaux inclus dans Q. Alors, pour tout z dans K°,

f(z) = 1 (w) dw

271 Jog w— 2

En particulier, les valeurs de f a l'intérieur de K sont déterminées par les
valeurs de f sur le bord 0K.
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Démonstration. Soit p > 0 tel que D(z, p) C K°. On note K, = K~\.D(z, p). Alors
K, est un compact a bord C! par morceaux dont le bord est 0K, =0KUI'" (z,p),
ou I'™ signifie que ce cercle a ’orientation opposée a celle obtenue comme bord de
D(z,p). Considérons alors la fonction g(w) = f(w)/(w — z). Cette fonction est
holomorphe sur € \ {z}. Comme K, est un compact dans Q2 ~\ {z}, le théoreme
de Cauchy appliqué a la fonction g donne :

f(w) dw—/ fw) .00
r

oK W= (z0) W2

Mais alors en posant w = z + pe't il vient

27 it 2
[ UG P R Ch i PRI VE BTp p
D(zp) W 2 0 pe °

et cette derniere intégrale tend vers 2im f(z) lorsque p tend vers 0, par continuité
de f au point z. O

2.4. Formule de Pompeiu

La formule de Pompeiu (appelée aussi formule de Cauchy avec reste) est une
généralisation de la formule de Cauchy pour le cas des fonctions non nécessairement
holomorphes.

Théoreme. Soit K un compact du plan complexe, admettant un bord 0K de classe
@l par morceauz. On désigne par d\(z) = dx dy la mesure de Lebesque sur C ~ R?.

(i) Pour toute fonction f: K — C de classe €', on a

(o
- f(z)dz-Q/ s d\(z).

(ii) Si z est dans lintérieur K° de K, alors

=5 [ a2 [ L)

Démonstration. (i) Considérons la forme différentielle de classe €' a = f(z)dz.

On a alors of 8f of
Sdz+ S—dz )Adz_ L

dazdf/\dzz( Y gz A d»

et
dz \Ndz = (dz — idy) A (dz + idy) = 2idz A dy = 21 dA\(2).

L’égalité cherchée résulte de formule de Green-Riemann [, o = [[, do.

(i) Comme pour la formule de Cauchy du §2.3, on applique la formule (i) a la
fonction
f(w)

w—z

g(w) =
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sur le compact K, = K ~ D(z,p). Puisque la fonction w +— 1/(w — 2) est
holomorphe, nous obtenons

99 _ 1 Of
ow  w—z 0w

Or g est de classe €' sur K, il vient donc

/ dw_2// agd)\
BK

et comme 0K, = 0K UT'(2, p) ceci donne

fw) flw) 1 of
aKw—Zdw_/r(z,p)UJ—Zdw_Ql//K - d\(w).

P

Nous avons ici encore

lim T 4y = o £2)

=04 () W 2

par continuité de f en z, tandis que la fonction w — 1/|w — z| est intégrable
au sens de Lebesque sur un voisinage du point z dans C ~ R? (ceci résulte de
I'intégrabilité de ||z||~* pour o < n dans R™). La formule de Pompeiu s’ensuit en
faisant tendre p vers 0, parce que

pl—i>%l+// 1—2 8w // 1—z ow dA(w)

grace au théoreme de convergence dominée. O

3. Conséquences de la formule de Cauchy

Dans cette partie, on développe les applications les plus fondamentales de la
formule de Cauchy (il y en a beaucoup d’autres !)

3.1. Infinie différentiabilité des fonctions holomorphes

La premiere application spectaculaire de la formule de Cauchy est le résultat
affirmant l'infinie différentiabilité des fonctions holomorphes.

Théoréme. Soient Q un ouvert de C et K un compact & bord de classe C' par
morceaux inclus dans Q. Alors toute fonction holomorphe f € O(S2) est de classe
C> sur Q. Pour tout z dans K°, ses dérivées sont données par les formules

. g _ p(n) _ n_' ﬂ

(i) Vn >0, 9an (z) = f"(2) = % /8K (w — z)nt1 duw,
an—l—m

(i) Vn > 0, Vm > 0, 82”8§{n(z) =0.

En particulier, une fonction holomorphe f admet des dérivées complezes f(™
d’ordre n arbitraire, et les dérivées f™) sont elles aussi holomorphes.
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Démonstration. En découpant le bord de K en N arcs v, de classe G, la formule
de Cauchy s’écrit :

5,
f@):E% }:mﬁ/]*f _Z’@Mt

8Kw—Z

Comme f est holomorphe, elle est continue et la derniere intégrale est considérée
comme une intégrale dépendant du parametre z. Comme la fonction w — 1/(w—z2)
est de classe C>° sur K°, le résultat découle par récurrence des formules

o(ljw—=z), . n! Ot (1/w — z)

= et =0 si >0 O
oz () (w— z)ntl ¢ 0znoz™ wem

On déduit aisément de ce résultat une réciproque du théoreme de Goursat.

Théoréme de Morera. Soit f une fonction continue sur un ouvert € de C.
On suppose que faT f(2)dz = 0 pour tout triangle T inclus dans Q. Alors f est
holomorphe sur €.

Démonstration. Soient zo dans Q et » > 0 de sorte que D(zp,r) C €. Pour
z € D(zp,7), on définit F(z) = f[zo,z] f(w)dw o [z9, z] désigne le segment joignant
2o & z. Solent z € D(zp,r) et h # 0 tel que z + h € D(zp,r). Comme le triangle
de sommets zy, 2, z + h est inclus dans D(zp,7), on a

F(z+h)-F(z) _ l/[ +h]f(w)dw:/0 f(z+th)dt

h h

En utilisant la continuité de f au point z, il en découle facilement

F(z+h) — F(z)

li = )
hecl*r,%—m h 1(2)
Ainsi, F' est holomorphe sur D(z,r), et sa dérivée f = F’ I’est donc aussi. O

3.2. Inégalités de Cauchy, fonctions entieres a croissance
polynomiale

Soient K = D(z,7) C Q et f € (). D’apres le paragraphe précédent, on a
dans cette situation

21 2mrn

n! f(w) n! o ity —int
(2 :__/ 2 _dw= flz+re™)e " dt.
( ) I'(z,r) (w - Z)n+1 0 ( )

On en déduit de suite les

Inégalités de Cauchy ([Cauchy, 1844]). Si f € O(Q) et si D(z,7) C Q, alors

|
(3.2.1) Vn >0, 1™ (2)] < n_n sup |f|.
" T(z,r)



Chap. II: Holomorphie et analyticité 39

Ces inégalités ont pour conséquence le résultat suivant.

Fonctions entiéres a croissance polynémiale. Soit f € O(C) une fonction
entiére a croissance polynomiale a l’infini, c’est-a-dire telle que

JA,B >0, VzeC, 1£(2)] < A(1+|2])".

Alors f est un polynéme de degré inférieur ou égal a B.

Démonstration. Soit E(B) la partie entiere de B et n = E(B) + 1 > B. Alors
'hypothese implique supr(, . |[f| < A(1 + [2] + r)B et les inégalités de Cauchy
entrainent |f(™(2)| < n!A(1 + |z| +r)B/r", quels que soient z € C et » > 0. En
faisant tendre r vers +oo, on en déduit que f(™(z) = 0 et donc que f est un
polynome de degré inférieur ou égal an — 1 = E(B). O

Le cas B = 0 du résultat précédent est le théoreme de Liouville (énoncé par
Cauchy en 1844 et quelque peu généralisé par Liouville, vers 1847...).

Théoréme de Liouville. Soit f € O(C), bornée sur C. Alors f est constante.

Cet énoncé permet de redémontrer immédiatement le « théoreme fondamental
de l'algebre », ou théoreme de d’Alembert-Gauss.

Théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynome P € Cl[z] de degré d > 1
admet une racine dans C.

Démonstration. Par absurde, si P(z) = agz? + -+ -+ a1z + ap ne s’annule pas, la
fonction f = 1/P est holomorphe sur C et |f(2)| ~ 1/(|aq||2|¢) tend vers 0 quand
|z| tend vers +oo. En particulier, f est bornée sur C et elle donc est constante
d’apres le théoreme de Liouville. Par suite P = 1/ f est constant, contradiction.

U

En utilisant la division euclidienne des polynomes et le fait que toute racine
2o permet de factoriser un facteur (z — zp), on déduit par récurrence sur le degré
que tout polynéme P € Clz] de degré d admet une factorisation unique

(3.2.2) P(z)=aq [] (z—2)™
avec my + ...+ mg = d. L’entier m; est appelé multiplicité de la racine z;.

3.3. Equivalence entre holomorphie et C-analyticité

Pour une fonction définie sur un ouvert de C ~ R?, deux notions d’analyticité
naturelles apparaissent, suivant qu’on adopte un point de vue réel ou complexe.

Définition. Soit Q un ouvert de C et f une fonction de 2 dans C.

(i) On dit que f est R-analytique si pour tout zo = (zo,y0) € 2, il existe un
voisinage V' de zg tel que f(2) = 3, gene Qa,8(z — 0)*(y — Y0)? pour tout
z = (z,y) dans V, avec convergence normale sur V.
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(ii) On dit que f est C-analytique si pour tout zy € S0, il existe un voisinage V
de zg tel que f(z) = Y, cnan(2 — 20)" pour tout z dans V', avec convergence
normale sur V.

La condition de convergence normale de la série dans un voisinage V de zg
équivaut a l'existence de constantes M, A > 0 telles que |aq,g| < M A8 resp.
lan,| < M A™. On voit, dans le cas R-analytique comme dans le cas C-analytique,
que les séries sont dérivables terme a terme, et que les coefficients sont uniquement
déterminés par les formules

1 9vthf 1df
Ao g = ————, ap = — ——.
BT Bl 9z dyP "l den
En décomposant (z—z0)" = ((z—z0)+i(y—yo))" par la formule du bindéme, on voit
facilement que la C-analyticité implique la R-analyticité. Il est clair néanmoins

que les deux notions sont distinctes : la fonction f(z) = Z est R-analytique mais
n’est pas C-analytique.

Théoreme. Soit Q un ouvert de C et f une fonction complexe sur €. Alors, il y
a équivalence entre

(i) f est holomorphe sur €2,
(ii) f est C-analytique sur Q.

Démonstration. (ii) = (i) a déja été démontré au Chapitre I, §1.3.

(i) = (ii) Supposons que f soit holomorphe sur €2 et soient zo € Q et 7 > 0 tels
que D(zg,7) C Q. Pour z € D(zp, ), la formule de Cauchy donne

1 f(w)

— d
f(Z> 2171' F(zo,r) w—z v
Ecrivons
11 1
w—2z w— 2 1—(2—20)/( — 2p)
+o00 n
- Z<H°> =y e
— 20— — 20 = (w — zg)+1’
d’ou
1 Z — Zo
— — —— __duw.

Si w = zg + re't, alors

(z— 2z0)" ’: 1<|Z—ZQ|)”

(w — zp)"t1 r

avec |z — zo|/r < 1.

Il en découle que la série converge normalement lorsque ¢ décrit [0, 27|, d’out

“+oo
= Z an(z — 2z9)"
n=0
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avec

1 f(w) 1

Ay = —  dw=—
2mrn

27
— ity —int gy .~ (n)
% (o) (w — Zo>n+1 /0 f(ZO +re )6 n'f (20)7

et la série entiere converge normalement sur les compacts de D(zp, ). O

La démonstration ci-dessus montre le résultat plus précis suivant.

Corollaire. Soient f € O(Q) et zg € Q. Alors le rayon de convergence du
développement en série entiére de f en zy est supérieur ou €égal a la distance
de zy au complémentaire de Q.

Nous préciserons bien davantage ce corollaire a la section 3.5.

3.4. Zéros des fonctions holomorphes

Le caractere C-analytique des fonctions holomorphes a une conséquence directe
importante sur la structure du lieu des zéros d’une telle fonction.

Théoréme. Soient Q2 un ouvert connexe de C et f € O(Q2) une fonction holomor-
phe non identiquement nulle. Alors, l'ensemble des zéros f=1(0) est constitué de
points isolés.

Rappelons qu’on a la caractérisation suivante simple décrivant la structure
d’une telle partie, de sorte en particulier que les zéros de f forment une suite (ay)
finie ou infinie, tendant vers I’infini ou vers le bord de €2 §’il y en a une infinité.

Caractérisation. Soit A une partie d’un ouvert € de R™. Il y a équivalence entre
(i) A est une partie fermée de €2 constituée de points isolés.

(ii) A est localement finie dans ), c’est-a-dire que tout point x de ) admet un
voisinage V, pour lequel ANV, est finie.

(iii) Lintersection AN K de A avec toute partie compacte K de §) est finie.

(iv) L’ensemble A est fini ou dénombrable, et si A = {ak}ren est infini alors
lar|| + (d(ar, 992)) ™ — +oo,

autrement dit les points ay s’éloignent a 'infini ou tendent vers le bord de ).

Démonstration. (i) entraine (ii) (avec ANV vide ou réduit a {z} si V, est assez
petit), tandis que (ii) implique (iii) par le théoreme de Borel-Lebesgue. 11 est aisé
de voir que (iv) implique (i). Reste & voir que (iii) implique (iv). Pour cela, on
considere

K, = {z € Q; |l2]| <v, d(x,02) > 1/v}.

C’est une suite de parties compactes de €2 telle que K, C K7 | et Q = [J K, (une
telle suite s’appelle «suite exhaustive de compactsy). Alors, pour tout v > 0, la
partie AN K, est finie par hypothese, on la numérote sous la forme ag, a1, ..., ag

v
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(en sorte que les points de AN (K, ~ K,_1) sont ag, ,+1,...,ak,). Alors pour
k >k, on aay ¢ K,, par conséquent ||ag|| + d(ax, Q)1 > v. O

Démonstration du théoréme. Soit F = {2y € Q;Vn € N, f(" (%) = 0}. Alors E
est fermé dans Q (comme intersection des ensembles fermés {zp € Q; f(")(z) =
0}) et n’est pas égal & Q car f n’est pas identiquement nulle. Par ailleurs,
E est ouvert car si zp est dans FE, alors f(z) = :i% %f(”)(zo)(z — 20)" est
identiquement nulle sur D(zg,7¢) ou 79 = d(20, C \ Q). Comme (2 est connexe, on
en déduit que E = 0.

Fixons alors zy dans Q tel que f(z9) = 0. D’apres ce qui précede, il existe un
entier m > 1 tel que f(™(z5) # 0 ; choisissons I'entier m minimal ayant cette
propriété. Alors sur D(zg,7r) on a f(z) = :iom an(z — 20)" = (2 — 20)™g(2).
Par construction, g(z) = 37 ay1m(2 — 20)™ est holomorphe sur D(zg, o), mais
étant égale a f(z)/(z — z9)™ sur Q \ {2}, elle est donc holomorphe sur Q tout
entier. Comme g(2p) = am = f™(20)/m! # 0, la continuité de g implique que g
ne s’annule pas dans un certain voisinage V de zg et donc f~1(0)NV = {z}. O

La démonstration fournit par ailleurs les informations complémentaires inté-
ressantes qui suivent.

Proposition. Soient Q un ouvert conneze de C et f € O(Q) une fonction
holomorphe non identiquement nulle. Alors, pour tout zéro zg de f, il existe un
plus petit entier m > 1 tel que f(™ (z) # 0, i.e.

f(z0) = f'(z0) = -+ = f™ V(z) =0, £ (z0) # 0.

La fonction f posséde alors une factorisation

f(2) = (2 = 20)"9(2)

ot g € O(Q) ne s’annule pas dans un voisinage de zy. On dit que f posséde un
zéro d’ordre m en zg.

3.5. Principe du prolongement analytique

Nous abordons ici la question du prolongement des fonctions holomorphe, en
commencant par un principe général d’unicité.

Principe du prolongement analytique. Soit ) un ouvert de C et soient f et
g dans O(82). Si f = g sur une partie A de Q0 possédant un point d’accumulation
zo dans €Y, alors f est identiquement égale a g sur la composante connezxe de €
contenant zg.

Démonstration. Soit 2y la composante connexe de €2 contenant zg. Alors h = f—g
est holomorphe sur g et zy est un zéro non isolé de h. C’est donc que h est
identiquement nulle sur €. O

Application. Si f et g sont des fonctions entieres telles que f = g sur R, alors
f = g sur C. En particulier, les formules trigonométriques vraies sur R s’étendent
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«par prolongement analytique» a C. Par exemple

5 1+ cos(22)

2=1 et cos’z=
2

Vz e C, cos? z + sin
En revanche, on n’a pas | cos z|? + [sin z|> = 1 sur C, on ne peut pas déduire que
I'identité se prolonge de R & C car la fonction z + |cos z|? + |sinz|? n’est pas
holomorphe.

Corollaire (unicité des prolongements holomorphes). Soit f un fonction

holomorphe dans un ouvert Q. Supposons que f admette un prolongement f dans
un ouvert connexe §) contenant ). Alors ce prolongement f est unique.

Démonstration. Etant donné deux prolongements fvl et fg, la fonction ]72~— ]71
s’annule sur (2, qui n’est pas une partie localement finie de €, par suite fo — f1 est
identiquement nulle dans I'ouvert connexe §2.

3.6. Prolongement a la frontiere et séries lacunaires

Si nous considérons la somme d’une série entiére

flz) = Z anz"

n=0

ayant un rayon de convergence R € ]0,+oc[, nous ne savons pas exactement
ce qui se passe sur le cercle de convergence I'(0, R), mais il peut fort bien se
produire que la fonction f se prolonge au dela du disque D(0, R) en certains
points de la frontiere. L’exemple le plus simple est celui de la série géométrique
flz) = liz = ::8 2", de rayon de convergence 1, qui se prolonge en fait en une
fonction holomorphe sur C \ {1}, et donc au voisinage de chaque point frontiere
29 € T'(0,1) ~ {1} du disque de convergence. On notera que ceci se produit bien

que la série diverge en tout point de la frontiere.

Définition. Soit f € O(Q) une fonction holomorphe.

(i) On dit que f se prolonge de maniére holomorphe au voisinage d’un point zy de
la frontiére 02 s’il existe un petit disque D(zg,€) tel que f se prolonge en un
fonction holomorphe sur U D(zg,¢€) [ La connexité de D(zg,€) et le fait que
QN D(zg,€) soit un ouvert non vide impliquent 'unicité de ce prolongement].

(ii) On dit que O est une frontiere naturelle de f si f ne peut se prolonger de
maniére holomorphe en aucun point de la frontiere 0.

Si la série entiere de f(z) admet un rayon de convergence R € ]0,+o0],
nous pouvons dire en général qu’il y a au moins un point zp € I'(0, R) au
voisinage duquel f ne peut se prolonger en un fonction holomorphe, car sinon
f se prolongerait en une fonction holomorphe sur un voisinage 2 du disque fermé
D(0, R), et le corollaire final du § 3.3 impliquerait que le rayon de convergence serait
strictement supérieur a R. Dans le cas des séries dites lacunaires, les conclusions
sont beaucoup plus drastiques.
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Séries lacunaires. On appelle ...

(a compléter !!!)

4. Théoreme de ’application ouverte

L’objet de ce paragraphe est d’abord d’étudier le comportement local des
fonctions holomorphes au voisinage d’un point non critique, puis au voisinage
d’un point critique. De la, on déduit le théoreme de I’application ouverte et le
théoreme d’inversion globale.

4.1. Théoreme d’inversion locale holomorphe

On donne ici deux démonstrations du théoréeme d’inversion locale holomorphe,
I'une utilisant 1’énoncé réel correspondant, I’autre directe (un cas particulier simple
de ce théoréeme a déja été vu au chapitre I dans le cas des fonctions exp et log).

Théoréme d’inversion locale. Soient f € O(Q) et zp € Q tel que f'(z0) # 0.
Alors, il existe un voisinage ouvert V de zy tel que W = f(V) est un ouvert de
Cet f:V — W est un biholomorphisme (i.e. une bijection holomorphe d’inverse
holomorphe).

Commencgons par la démonstration utilisant le théoreme d’inversion locale €.

Démonstration. Comme f'(z9) # 0, la R-différentielle de f en zo, df.,(h) =
f'(z0)h, est un R-isomorphisme, donc (théoréeme d’inversion locale C*°) il existe
un voisinage ouvert V de zg tel que W = f(V) est un voisinage ouvert de
f(z0) et f :V — W soit un C*°-difféomorphisme. De plus, pour tout z € V,
d(f=1) fz) = (df.)~t. Mais, f étant holomorphe, df., est C-linéaire, donc
d(f~1) f(z) lest aussi et f~1 est holomorphe. O

Remarque. La démonstration ci-dessus montre les formules suivantes:

1

vzeV, (f7Y)(f(2) = et YweW, (f71)(w)= ()

Démonstration directe du théoréme d’inversion locale. Apres translation et ho-
mothétie, plus précisément, en remplagant f par

f(z) = f'(20) " (f(z + 20) — f(20)),

on peut supposer zg = 0, f(0) = 0 et f/(0) = 1. Quitte a changer le signe des
coefficients, écrivons

w=fz)=2- an"

n>2

au voisinage de 0. En passant la série dans ’autre membre, on trouve la formule

z:w—l—a222+a323+-~-
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et de l'estimation w ~ z quand z — 0, on déduit successivement

z=w+ O(w?)
= w+ az(w+ O(w?))? + O(w?) = w + ayw® + O(w?)
=w+ az(w+ a2w2)2 + azw® + O(w*) = w + agw? + (a3 + 2a2)w® + O(w?)
=w + as(w + asw® + (az + 2ag)w3)2 + az(w + asw?)® + aqw* + O(w®)
= w + agw? + (a3 + 2a3)w® + (a4 + Sagaz + 5a3)w* + O(w®), ete.

On obtient ainsi formellement un développement limité a tout ordre
+o0
z=w+ an<a2, ceap)w™
n=2

ou P, est un polynéme a coefficients (entiers) positifs ou nuls. Si ce développement
converge dans un voisinage de w = 0, notons g(w) sa somme. Par construction,
on a a 'étape n les estimations f o g(w) = w + O(|w|") et go f(z) = z+ O(|z|")
si bien que f o g et go f doivent étre égales a "application identique au voisinage
de 0 (sans quoi, les fonctions holomorphes non nulles f o g(w) —w et go f(z) — z
auraient un zéro d’ordre infini a ’origine). Pour montrer la convergence, observons
qu’il existe un réel M > 0 assez grand tel que |a,| < M™ pour n > 2, en raison de
la convergence de la série Zn>2 a,z"™ au voisinage de 0. On a donc

|Py(as, ... an)| < Po(M?,...,M"),

et il suffit de montrer que la série entiere

a un rayon de convergence strictement positif en 0. Or cette derniere série est
formellement obtenue en résolvant en z I’équation

too 2Y,2
z—(M+ M?)z
=z— M"Z" = :
w=z RZ_:Q z T,
Ceci mene a I’équation du second degré en z
(M +M*2? —(1+ Mw)z+w=0

dont la solution est

1+ Mw—+/(1+ Muw)? —4w(M + M?)

: 2(M + M?)

Ici, v/ est la détermination de la racine carrée holomorphe définie sur le disque
D(1,1), telle que 1 = 1 (puisqu’on doit avoir z = 0 pour w = 0). Le
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développement en série entiere de cette expression par rapport a la variable w a un
rayon de convergence R > 0. En effet, nous avons (1+Mw)? —4w(M+M?) = 1—w’
avec w' = (2M + 4M?)w — M?w? et d’apres le dernier corollaire du § 3.3 il suffit
de trouver un rayon R > 0 tel que |w’| < 1 pour tout w € D(0, R), de fagon que

w— /(1 + Muw)? —4w(M + M?) =1 —
soit définie et holomorphe sur D(0, R). On vérifie facilement que

1
(1+V2)M + 4M?2

convient, car |w| < R entraine successivement
[MPw?| < M2Jw|R < M?|wl/(1+vV2)M) = (V2= 1) M |u)|
lw'| < (2M + 4M?)|w| + |M?*w?| < (1 +V2)M +4M?)|w| < 1.

Pour w € D(0, R) de module |w| = r, nous trouvons un nombre z qui est inférieur
en module & la valeur calculée pour w = r € [0, R[, qui vérifie

1+ Mw—v1—w M / 1
-T2 e T ow<oR<
2(M + M?2) 2(M + M?) M

Ceci montre que la série g(w) = w + > 5, Py(az,...,an)w™ est de rayon de

convergence au moins égal a R, et que g(D(0, R)) C D(0,1/M), disque sur lequel
f(2) = 2=3_,,55 an2" est convergente. Par identification de la série entiere en 0 et
le principe du prolongement analytique, nous voyons que la formule f o g(w) = w
est valable sur tout le disque D(0, R).

Ce raisonnement montre que g est injective sur ouvert W = D(0, R) et
que l'image w = f(z) atteint surjectivement le disque W sur la partie connexe
g(W) c D(0,1/M) N f~1(W). Ceci nous permet de choisir comme ouvert V la
composante connexe de 0 dans D(0,1/M)N f~1(W), de telle sorte que f(V) C W
et g(W) C V. Les ensembles V' et W sont bien des ouverts, et on a déja vu que
Jiv ogw = Idw sur W. Par ailleurs on a gy o fjv = Idy sur V' par connexité de
V et prolongement analytique. O

Remarque. La méthode développée ci-dessus est connue sous le nom de «méthode
des séries majorantes». Outre le fait de donner une démonstration directe, son
intérét est de fournir une estimation effective de la taille des voisinages V et W
mis en jeu.

4.2. Comportement local en un point critique

Un point critique d’une fonction différentiable est par définition un point ou
sa différentielle s’annule.

Définition. On appelle point critique d’une fonction holomorphe f un point zg ot

f'(20) = 0.
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Le paragraphe précédent nous a permis de comprendre le comportement de f
au voisinage d’un point non critique. On montre dans ce paragraphe le résultat
suivant.

Théoréme. Soient Q0 un ouvert de C, zy € Q et f € O(Q) non constante
au voisinage de zy. Alors il existe m = min{n € N*; f(")(z) # 0} et un
biholomorphisme ¢ : V. — W d’un voisinage V de zy sur un voisinage W de 0
avec ¢(z9) = 0 tels que

VzeV,  f(z) = f(z0) = w(z)™

Démonstration. Comme f n’est pas constante au voisinage de 0, l’ensemble
{n € N*; f(")(2) # 0} est non vide et l'entier m est bien défini. Le cas
m = 1 découle ensuite du théoreme d’inversion locale holomorphe en posant
©(z) = f(2) — f(z). On suppose donc dorénavant que m > 2. Ecrivons alors
f(z) = f(z0) + (2 — 20)™g(z) avec g holomorphe sur €2, et g(z9) # 0. Comme
9(20) # 0, il existe une détermination de la racine m-iéme holomorphe au voisinage
de g(20), et donc une fonction h holomorphe sur un voisinage V de zp telle que
g = h"™. Posons alors ¢(z) = (z — zg)h(z). Par construction ¢(zp) =0 et

P(2)™ = (2= 20)"h(2)" = (2 — 20)"9(2) = f(2) = f(0) swV,

De plus, ¢'(z0) = h(z0) # 0 (puisque h(z9)™ = g(z0) # 0). Le théoréme
d’inversion locale holomorphe montre que ¢ est un biholomorphisme d’un voisinage
V C V de zy sur un voisinage W de 0. O

Dans le théoreme précédent, on peut toujours se ramener au cas ou W est
un disque; sinon, on choisit un disque D(0,7¢) contenu dans W, et on remplace
W par W, = D(0,7), r € ]0,70[, et V par V. = ¢ 1(D(0,r))). Comme ¢ est
un homéomorphisme d’un voisinage de zy sur un voisinage de 0, les ensembles V.
forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de zj.

Corollaire. Pour tout w € D(f(20),r™)~{f(20)}, r € ]0,ro[, l’équation f(z) = w
posséde m solutions distinctes dans V,. (pour w = f(zo), l'équation f(z) = w admet
29 comme unique solution de multiplicité m).

Démonstration. Pour w € D(f(zp), ™), I'équation f(z) = w équivaut a ¢(z)™ =
w — f(z09) € D(0,r™) et admet donc m solutions

2 =@ (™M (w — f(2)Y™) €V, 0Kk <m

oit (w — f(2)))Y/™ € D(0,r) est I'une quelconque des racines m-iemes de
w — f(z0). Ces solutions sont toutes distinctes si w # f(z¢) et confondues (égales
a ¢~ 1(0) = 2) st w = f(z0). O
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4.3. Théoreme de l’application ouverte et théoreme d’in-
version globale

[’étude locale de la section §4.2 fournit les conséquences importantes sui-
vantes.

Théoréme de 1’application ouverte. Soient Q0 un ouvert connezxe et f € O(Q2)
une application holomorphe non constante. Alors f est ouverte (i.e. pour tout
ouvert U C §, l'image f(U) est un ouvert de C).

Démonstration. D’apres le corollaire de §4.2 et la remarque qui précede, tout
point zp € U admet un voisinage V,, C U tel que f(V,,) = D(f(20), p(z0)) est un
certain disque ouvert de centre f(zg). Par suite f(U) = |J D(f(20), p(20)) est un
ouvert. U

Théoréme d’inversion globale. Soit f € O(Q) une application holomorphe
injective. Alors

(i) f(Q) est un ouvert de C,
(ii) la dérivée f' ne s’annule pas sur €2,

(iii) f:Q — f(Q) est un biholomorphisme.

Démonstration. On sait déja que f est ouverte, donc f(€2) est un ouvert et f
une bijection continue ouverte de Q sur f(2), i.e. un homéomorphisme. Si on
avait f’(zp) = 0 en un certain point zg € €, alors 'entier m défini en §4.2 serait
supérieur ou égal a 2 et f ne serait donc pas localement injective au voisinage de zg.
Cette contradiction implique que f’ ne s’annule pas. Le théoreme d’inversion locale
entraine alors que f~! est holomorphe. O

5. Principe du maximum, lemme de Schwarz

Le principe du maximum et le lemme de Schwarz sont deux autres manifes-
tations spectaculaires de la «rigidité)» des fonctions holomorphes, d’une grande
importance en vue de leur étude géométrique et quantitative.

5.1. Principe du maximum

Théoréme. Soient Q un ouvert de C et f € O(QQ). Alors f satisfait les propriétés
suivantes.

(i) S’il existe zg € Q tel que |f(z0)| = supq |f|, alors f est constante sur la
composante connexe de ) qui contient z,

(ii) Pour tout compact K C Q, on a

max | f| = max|f] ;
de méme on a

R = R I — I .
max ef max ef, m}z{xxmf ng?(xmf
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Démonstration. (i) Supposons f non constante sur la composante connexe €y de
Q contenant zg et |f(z0)| = supg |f| (= supq, |[f|). Comme f est ouverte sur
Qo, 'image f(€y) serait un voisinage de f(zg) et contiendrait donc des points de
module strictement supérieur a |f(zo)|. Contradiction !

(ii) On le montre par exemple pour Re f. Si on avait maxyx Re f < maxy Re f,
alors il existerait zp € K° = K \ 0K tel que Re f(z9) = maxx Re f. Considérons
la composante connexe )y de zy dans 'ouvert K°, et supposons d’abord f non
constante dans €. Alors f(£2) serait un ouvert contenant f(zy) et contenu dans
le demi-plan {w; Rew < Re f(20)}. C’est absurde et cette contradiction entraine
que f est constante sur {2, de sorte que Re fian, = Re f(z0) par continuité de f.
Mais comme

)+ 00 CO(K®)=K°~K°CK-K°=0K,

alors maxx Re f = Re f(zp) est atteint aussi sur 0K, contradiction finale ! O

5.2. Lemme de Schwarz

Le lemme de Schwarz fournit une information quantitative sur le module que
peut prendre d’une fonction holomorphe, des lors qu’on connait une borne globale
du module et I'existence de certains zéros.

Lemme de Schwarz. Soit f € O(D(zp, R)) avec 0 < R < 4+00. Supposons que

sup |f]| =M <400 et f(z) = f'(z0) == fV(z) =0.
D(z0,R)

Alors :
(i) Vz € D(20,R), |f(2)] < M(|z—20|/R)™,

(ii) sl existe un point de D(zg, R) ~ {20} ou linégalité de (i) est une égalité,
alors il existe p € C de module M tel que f(z) = u(|z — zo|/R)™ pour tout
z € D(z0, R).

Démonstration. Posons g(z) = f(2)/(z — z9)"™. Alors g est holomorphe sur
D(z0, R) et pour r < R, le principe du maximum appliqué a g sur D(zg,r) donne

max = max < —.
D(zo.r) 1 r(0,r) 91 <

Par passage a la limite lorsque r tend vers R, on en déduit supp,, gy |g| < M/R™,
d’ou (i). S’il y a égalité dans (i), alors |g| atteint son sup en un point de D(zg, ),
donc g est constante et (ii) s’ensuit. O

5.3. Automorphismes du disque

Nous montrons ici comment on peut utiliser le lemme de Schwarz pour étudier
les automorphismes du disque, ou plus généralement les applications holomorphes
du disque dans lui-méme.
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Définition. Etant donné un ouvert Q de C, on note Aut(Q) Uensemble des au-
tomorphismes (holomorphes) de Q), c’est-a-dire I’ensemble des applications holo-
morphes bijectives de £ sur lui-méme.

I1 est clair que Aut(2) possede une structure de groupe pour la loi o de com-
position des applications. Nous allons maintenant déterminer les automorphismes
du disque unité, qui sera noté

D=D(0,1)={z€C; |z < 1}.

Théoreme. Les automorphismes de D sont les transformations homographiques

de la forme
z—a

f(z) = A

Le couple (A, a) € St xD est déterminé de maniére unique par f ; on a par exemple

a=f7H0), A= (1—[a])71f(0).

Démonstration. On commence par étudier le cas particulier correspondant au
choix A = 1, en posant

—, Al=1, aeD, ze€D.
1—az

zZ—a

va(2) z € D.

T 1-az
Pour a,z€ Don a |l —az| >1—|a||z| > 0. Un calcul immédiat donne alors

1 —az|* = |z —al?

1 — |pqa(2)* =
2a(2) T

(1 —az—az+ |a?|z]?) — (|2|* —az — az + |a|?)

B |1 —az|? ’
o (1~ o)1~ |2

1—lal*)(1—|z
1 — |pa(2)]* = > 0.
2a(2) e

Il en résulte que p,(D) C D. Par ailleurs 'équation w = ¢,(z) équivaut a

w(l —az) = z — a, soit w+ a = 2(1 + aw) ou encore z = ¢_4(w). On voit
donc que ¢, : D — D est un automorphisme de D, d’inverse ¢, = ¢_,. Ceci
entraine que Aut(D) agit transitivement sur D, c’est-a-dire, que pour tout couple
(a,b) € D? il existe un automorphisme f tel que f(a) = b; comme ¢,(a) = 0 et
©—p(0) = b, il suffit en effet de prendre f = ¢_; 0 ¢,.

Pour |\ = 1, z = €!?, 'homothétie complexe hy(z) = Az n’est autre que la
rotation d’angle 6, donc hy € Aut(D), et on en déduit que I’application

zZ—a

f(2) = haopa(z) = A

1—az

définit bien un automorphisme f € Aut(D). Inversement, soit f € Aut(D) un
automorphisme quelconque et a = f~1(0) € D. Alors automorphisme

g=fop,' = fop_, € Aut(D)
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vérifie g(0) = f(a) = 0. D’apres le lemme de Schwarz (appliqué sur le disque
D(0,R) de rayon R = 1 pour la fonction g : D — D majorée en module par
M = 1, s’annulant en 0 avec la multiplicité m = 1), on en déduit |g(z)| < |z
pour tout z € D. Comme ¢! jouit des mémes propriétés que g, on a aussi
lg71(2)|] < |z| pour tout z € D, et par suite |z| = |7 (g(2))| < |g(2)]. On a

donc en fait |g(z)| = |z| pour tout z € D. Le cas d’égalité du lemme de Schwarz
montre que g(z) = hx(z) = Az pour un certain A de module 1, et on a donc
f=go0p, = hyop,, cequlil fallait démontrer. O

On déduit également du lemme de Schwarz le corollaire intéressant ci-dessous
(on en verra ultérieurement au Chapitre V, §2 une interprétation géométrique).

Corollaire. Soit f : D — D wune application holomorphe quelconque. Alors la
dérivée f' satisfait l'inégalité

(2] |
- f)F ST 2P

en tout point z € I, et I’égalité se produit si et seulement si f est un automor-
phisme de D.

Démonstration. Un calcul facile laissé au lecteur montre que

1 — |af?
/ —_—
(pa(z) - (1 —52)2,

en particulier ¢/ (0) = 1 — |a|? et ¢4,(a) = 1/(1 — |a|?). Fixons maintenant
zg € D et considérons g = s, © f 0 @_z,, qui est telle que g(0) = 0.
Comme g envoie D dans D, le lemme de Schwarz montre que |g(z)| < |z| et
9'(0)] = limy. o [g(2)[/]2] < 1. Or,

§(0) = @) (f(20)) - F'(20) - 9., (0) ! 7 1/Co) (1= 2ol

" 1-[f(20)

L’inégalité voulue pour |f’(zp)| s’ensuit immédiatement. Si ’égalité se produit,
alors |¢'(0)| = 1 et la fonction g(z)/z atteint le maximum de son module, a savoir 1,
au point z = 0. On a donc g(z)/z = A pour un certain A de module 1, ce qui
implique que g (et par suite f) sont des automorphismes de D. O

5.4. Théoréme de Bloch-Landau

Ce résultat peut étre concu comme une version plus précise et plus quantitative
du théoreme de l'application ouverte. Notre preuve utilisera les propriétés des
automorphismes du disque. L’énoncé original est di a André Bloch qui I'a
obtenu autour des années 1924-1925 (depuis son hopital psychiatrique ou il était
interné pour avoir assassiné son frere, sa tante et son oncle a un repas de famille
en 1917...), et sa preuve a été mise en forme et publiée par Edmund Landau
dans son livre de 1929 Darstellung und Begrindung einiger neuerer Ergebnisse
der Funktionentheorie.
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Théoréme de Bloch-Landau. Soit f une fonction holomorphe dans un disque
D(zo,7), telle que f'(z0) # 0. Alors il existe un ouvert U C D(zp,r) tel que la
restriction fiy soit un biholomorphisme de U sur un disque f(U) = D(wo, R) de
rayon R > r|f(20)].

Démonstration. Dans la mesure ou la constante 1/12 ne sera pas optimale, on
peut considérer la restriction de f a un disque un peu plus petit, et apres avoir
ainsi diminué un peu r, supposer que f est holomorphe sur un voisinage du disque
fermé D(zp,7). Dans ce cas, en remplacant f(z) par g(z) = f(zo + 7z), on se

ramene au cas d’une fonction g définie au voisinage du disque unité fermé D(0, 1),
et on observe qu’on a |¢'(0)| = r|f’(20)|- On pose alors

m= sup (1—z[*)]g'(2)| = 1g'(0)].
2€D(0,1)

Comme |g| est continue sur le disque compact D(0, 1), il existe un point a € D(0, 1)
tel que m = (1 — |a|?)|g'(a)|. En remplacant g par h = g o ¢_,, nous avons

h(0) =g(a),  W(0) = g'(a)¢",(0) = (1 —al*)g(a).
Ceci donne en particulier
1'(0)| =m > |g'(0) = r|f'(20)]-
De plus, en posant w = ¢_,(z) pour z € D(0, 1), nous avons

(1= |2P)le"a(2)]
1—lp—a(2)?

du fait que le quotient est égal a 1 d’apres le corollaire du §5.3. Le théoreme
sera démontré si nous prouvons qu’il existe un ouvert V- C D(0,1) tel que hy
soit un biholomorphisme de U sur un disque D(w, R) de rayon R > %m. Quitte
a remplacer h par ﬁ(h — h(0)), nous pouvons supposer de plus h(0) = 0 et

(1= 12 ()] = (1= [w)lg"(w)| < m

m = h/(0) = 1, de sorte que

1

/
< -

pour tout z € D(0,1). Nous avons alors un développement en série entiere

h(z) =z + Z anz"

n=2

de rayon de convergence au moins égal a 1, et les inégalités de Cauchy appliquées
ah(2) =143, na,z" "1 sur le disque D(0, p) entrainent que

1
S T
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du fait que na, est le coefficient de 2"~ dans h/(z). Un calcul aisé montre que
le maximum de p — (1 — p?)p"~! est atteint au point p tel que p? = Z—:, par
conséquent

n+1 2\
(1+ ) :

lan] < 2n

n—1

soit |ag| < 3%/2/4 ~ 1,299 et |a,| < e/2 pour n > 3, d’ot1 aisément |a,,| < M™ pour
tout n > 2, avec M = 33/4/2 < 1,14. A ce point, nous reprenons la preuve du
théoreme d’inversion locale par la méthode des séries majorantes. Les calculs faits
au §4.1 impliquent que h est un biholomorphisme d’un certain ouvert U C D(0, 1)
sur le disque D(0, R) avec

1 1
> —.
(1++2)M +4M2 = 12

Remarque. Si on cherche seulement a obtenir la surjectivité de f sur un disque
D(wp, R), on peut raisonner de fagon un peu plus élémentaire, sans utiliser la
version effective du théoreme d’inversion locale. C’est cette approche qui figure en
fait dans les travaux originaux de Bloch-Landau.

6. Intégrales dépendant holomorphiquement d’un
parametre

6.1. Théoreme de dérivation sous le signe somme

Soit (E, B, 1) un espace mesuré o-fini, c’est-a-dire un ensemble E muni d’une
tribu B et d’une mesure positive p sur la tribu B, de sorte que E soit réunion au
plus dénombrable de parties de B de mesure finie. On suppose donnée un ouvert
Q) C C et une fonction

F:Qx FE—C, (z,t) — F(z,t),

de sorte que
(6.1.1) =z F(z,t) est holomorphe sur € pour u-presque tout t € E;
(6.1.2) ¢+ F(z,t) est p-intégrable pour tout z € .

On considere alors la fonction complexe f définie sur €2, telle que

f(z) = /teE”Z’“ dp(t).

Théoréme. Outre les hypothéses (6.1.1) et (6.1.2) ci-dessus, on fait I’hypotheése de
majoration uniforme locale suivante: pour tout point zg € 2, il existe un voisinage
ouvert V-.C ) de zy et une fonction p-intégrable positive g telle que

(6.1.3) pour tout z €V, on a |F(z,t)| < g(t) p-presque partout sur E.
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Alors f(z fE z,t)du(t) est holomorphe sur ), et ses dérivées sont données
par derwatzon sous le signe somme:

n d"
e = [ e .
tem aZ"

La convergence des intégrales précédentes est assurée par la majoration suivante:
étant donné un voisinage W de zy tel que W C V', on a une magjoration uniforme
locale

d’I’L

T F(z, t)‘ nle™"g(t), zeW,

ZTL

p-presque partout sur E, avec e = d(W,CV).

Démonstration. Soit N7 I’ensemble exceptionnel p-négligeable qui intervient dans
(6.1.1) et N., z € V, les ensembles u-négligeables qui interviennent dans (6.1.3).
On va commencer par montrer qu’on peut supposer tous les N, égaux & un méme
ensemble négligeable Ny D Nj. En effet, soit (zx) une suite dénombrable dense
dans V' (il en existe!) et No = Ny U(JN. . Alors on a |F(z,t)| < g(t) pour tout
zp et tout t € B\ Nék, et donc pour tout z € £~ N,. Un point z € V quelconque
est limite d’une certaine sous-suite de (zj). Par continuité de z — F'(z,t), on en
déduit |F(z,t)| < g(t) pour tout z € V et t € E \ Na, ce qu’il fallait vérifier. La
continuité de f sur V résulte alors du théoreme de convergence dominée (étant
donné un point z; € V donné et une suite 21, — 21, on considere la suite de
fonctions intégrables t — F(z1 ,,1)).

Maintenant, fixons un voisinage W de zy tel que W C V et ¢ = d(W,CV).
Alors, pour tout point z; € W, le disque fermé D(z;,¢) est contenu dans V et,
comme z — F'(z,t) est holomorphe sur V pour t € E \. N», la formule de Cauchy
permet d’écrire

(6.1.4) Flot) = — / Fst) gy
I

21 (21,€) w—z

pour tout (z,t) € D(z1,e) X (E ~ N3). Le théoréme de Fubini donne alors

[ reoaw =g [ () pe )

car l'intégrale double est absolument convergente (on majore 1/(w — z) par
1/(e — |z — 2z1|) et |F(z,t)| par g(t)). Il en résulte

(6.1.5) () = — /F UG

2im (z1,€) w—z

ce qui démontre la C-analyticité de f (pour cela, on peut utiliser par exemple le
méme raisonnement que dans le paragraphe §3.3). La majoration ‘%F (z1, t)‘ <
nle~"g(t) résulte des inégalités de Cauchy (elle s’obtient aussi directement a partir
de (6.1.4) apres n dérivations sous le signe somme), tandis que (6.1.5) fournit

n n! f(w)
f( )(Z) = ﬂ/l"(zl,a) mdw
B /tEE (ﬂ /F(M) md@du(?ﬁ) = /tEE T Pz t) dp(t)
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a l’aide du théoréeme de Fubini. O

6.2. Fonction I' d’Euler
On définit la fonction I' d’Euler par

“+oo
(6.2.1) I'(z) = / t*~tetat,
0

ot t*7! = exp((z — 1)Int). On a |e7f] < 1 et [t*71 = tRe=~1 de sorte que
I'intégrale est absolument convergente sur le demi-plan Rez > 0 (la convergence
au voisinage de +oo ne pose pas de difficulté, on observe par exemple que
tRez=1 < ¢t/2 pour ¢ assez grand. Pour 0 < a < [ donnés quelconques, on a
la majoration uniforme

|tRez—le—t| < g(t) — (ta_l +t6—1)e—t

sur la bande verticale @ < Rez < . Comme l'intégrale f0+oo g(t)dt converge,
on en déduit que la fonction I' est définie et holomorphe sur tout le demi-plan
Re z > 0. Une intégration par parties fournit

A
Nz+1)= lim / tYe”tdt
g

e—0t, A—+oo
A A +o0
= lim ([tz(—e_t)} —|—/ ztz_le_tdt) = z/ t*~te~tdt
e—0t, A—+oo € c 0

pourvu que Rez > 0. La fonction I' satisfait donc 1’équation fonctionnelle
fondamentale

(6.2.2) (z+1)=2T(z) pour tout z € C tel que Rez > 0.

Comme I'(1) = f0+oo e tdt =1, on en déduit aussitot par récurrence

(6.2.3) ['(n)=(n-1)! pour tout entier n > 1.

Par ailleurs, on peut prolonger holomorphiquement I' a C \ Z_, et ce de maniere
unique d’apres la connexité de cet ouvert, en définissant I" par

M(z+n+1)
(z+1)...(z+n—-1)(z+n)

(6.2.4) D(:) = -

lorsque Rez > —n — 1 (I’équation fonctionnelle (6.2.2) implique qu’il s’agit
bien d’une identité lorque Rez > 0). La fonction I' apparait donc comme une
extrapolation a C \ Z_ de la fonction factorielle. La formule (6.2.4) nous amene

a considérer I'(z) comme infini lorsque z = —n € Z_ est un entier négatif ou nul.
Comme I'(1) =1, on a ’équivalent

-nH" 1
(6.2.5) I'(z) ~ (=1 quand z — —n.

n! z4+n

Les points z = —n sont donc des poles simples (cf. chapitre IV).



56 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

7. Topologie sur I’espace des fonctions holomor-
phes

Les fonctions holomorphes se comportent particulierement bien par rapport
a la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Nous introduisons
cette derniere et analysons les propriétes fondamentales de convergence des suites
de fonctions holomorphes. Rappelons qu’on appelle semi-norme sur un espace
vectoriel réel ou complexe F un application p : E — R, telle que p(Az) = |\| p(x)
et p(z +vy) < p(z) + p(y) pour tout scalaire A et tous vecteurs z,y € E.

7.1. Définition de la topologie

Etant donné un ouvert Q de C, on munit Uespace C°(£) des fonctions continues
a valeurs complexes f : Q — C de la famille de semi-normes (px)xcq suivantes :
si K est un compact de Q et si f € C°(Q), on note pr (f) = supy | f|-

Cette famille de semi-normes (lorsque K décrit les compacts de 2) fait de
C%(Q) un «espace vectoriel topologique» : un systéme fondamental de voisinages
de 0 est donné par les Vi . = {f € C%(Q) | px(f) <&}, e >0, K C Q; de plus,
une partie U C €%(Q) est dite ouverte si pour tout élément f € U, il existe un
Vi tel que f+ Vi . C U. La situation est ici simplifiée du fait que la famille
(px)Kca est une famille filtrante : on entend par la que tout sous-ensemble fini
de semi-normes est majoré par une semi-norme de la famille; en effet, il est clair
que max(pr,, - - - PK,) = PK U-UK, -

La topologie ainsi définie sur €°(£2) est la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de €2 : une suite (f,) d’éléments de C°(2) converge vers f dans
C%(Q) si et seulement si f,, converge vers f uniformément sur tout compact K
de © (ce qui s’exprime en termes des semi-normes par : lim, oo px(fn — f) =0
pour tout K).

On peut bien entendu reprendre ces définitions mot pour mot pour le sous-
espace O(2) C €%Q) des fonctions holomorphes. On obtient ainsi un espace
(0(Q), (pr)Kca), qui est un sous-espace vectoriel topologique de C°(Q) (c’est-a-
dire que sa topologie est la topologie induite par celle de C°(£2)).

Rappelons qu'un espace vectoriel topologique FE est localement convexe si
et seulement si sa topologie peut étre définie par une certaine famille (a priori
quelconque) de semi-normes, et que I'espace est métrisable si et seulement s’il est
séparé et si sa topologie peut étre définie par une famille au plus dénombrable (p,)
de semi-normes. On voit que la condition est suffisante en considérant la distance

d(z,y) = Z 27" min (1, p,(z — y)).

Dans l'autre direction, on dispose d’un systeme fondamental dénombrable de
voisinages ouverts V,, de 0, qu'on peut supposer convexes et équilibrés (c’est-a-
dire que =z € V,, et |\| < 1 impliquent Az € V). Chaque V,, est alors la boule unité
de la semi-norme «jauge» p, telle que p,(z) = min{\ > 0; A"z € V,}.

Dans la situation considérée ci-dessus, la topologie de C°(Q) et de O(£2) peut en
fait étre définie par la famille dénombrable de semi-normes (pg, ),en ou (K, )ven
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est une suite exhaustive de compacts de Q, i.e. Q = |J,cy
particulier, la topologie de €°(Q2) et de O(£2) est métrisable.

K,, K, € K3,,. En

Rappelons enfin les définitions usuelles concernant les espaces complets et les
espaces de Fréchet.

Espaces complets, espaces de Fréchet. Soit E un espace vectoriel topologique.

(i) On appelle suite Cauchy dans E une suite (x,) telle que pour tout voisinage
V de 0, il existe un entier ng tel que u, —ug € V pour p, ¢ = ng. Un espace
vectoriel topologique métrisable E est dit complet si toute suite de Cauchy est
convergente.

(ii) Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique localement conveze,
métrisable et complet.

L’espace vectoriel topologique (C°(€), (px)) est un espace de Fréchet (la
complétude équivaut au «critere de Cauchy uniformey). Par ailleurs, il est facile
de voir que tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

7.2. Limites uniformes de fonctions holomorphes

Le résultat suivant justifie le fait que la topologie définie précédemment est la
«bonne ) topologie pour I’étude des fonctions holomorphes.

Théoréme. Soit (f,) une suite dans O(2). On suppose que f, converge vers
une fonction complexe f uniformément sur tout compact de Q. Alors f est
holomorphe sur €2 et pour tout entier ¢, la suite des dérivées ( T(f)) converge vers

O uniformément sur tout compact de Q.

Démonstration. Evidemment, f est continue comme limite uniforme de fonctions
continues. D’autre part, si K est un compact & bord ! par morceaux de 2, on a

o 1 n(w
Vz e K°, fu(z) = 5 o %dw

Comme la suite f,, converge uniformément vers f sur le compact 0K et que |w — z|
est minoré par d(z,C~ K) > 0, on a par passage a la limite

Vre K°, flz) = —— (w)

= 5 dw.
2im Jop w — 2

En particulier, f est holomorphe sur 2. Fixons un réel r > 0 strictement inférieur
a d(K,C~ Q). Pour tout z € K°, on a :

@0y Jn(w) @Oy L f(w)
fn <Z) N 2im /f‘(z,r) (U) - Z)e_'_l dwet f <Z) N 2im /I;(z,r) (w - Z)e_'_l -

De la, on tire

FOE) ~ ORI < 5 sw 1 1]

I'(z,r)
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Notons K, = {z € Q | dist(z, K) < r}. Comme r < d(K,C \ Q), I'ensemble K,
est un compact de € et

Al
sup [ f{? — fO| < < sup|fo — f| — 0. O
K ™ K,

n—-4oo

Conséquence. Soit > f, une série de fonctions f, € O(). Si > fn converge

uniformément sur tout compact, alors F = :;:6 n € O(Q) et pour tout £ € N,
FO — +o<(>) ()
n=0J7 -

Le corollaire suivant est essentiellement une reformulation du théoreme.

Corollaire. Soit ) un ouvert de C.

(i) L’espace wvectoriel O(2) est un sous-espace fermé de l’espace de Fréchet
(CY(), (pK)), en particulier (9(Q), (px)) est un espace de Fréchet.

(ii) Pour tout entier £ > 0, Uopérateur d*/dz" : O(Q) — O(Q) est un opérateur
linéaire continu, et pour tout compact K C Q, tout r < d(K,C \ Q) et tout
feo) ona

0!
pr(f9) < ﬁpKr(f)-

7.3. Produits infinis de fonctions holomorphes

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. On note
Uy = HZ:O fr les «produits partiels» associés.

Définition. On dit que le produit infini [[ fn converge (resp. converge uni-
formément) si la suite u,, converge (resp. converge uniformément).

Un cas trivial de convergence uniforme du produit infini est celui ou le terme
général f,, est uniformément majoré en module par une constante C' < 1 pour
n assez grand, auquel cas le produit infini est identiquement nul. On exclura
en général ce «cas dénégéréy, et on s’intéressera plutot aux produits infinis de
fonctions holomorphes dont le terme général f,, tend uniformément vers 1 sur tout
compact K. Dans ce cas, la détermination principale Log f,, est bien définie sur
K pour n > ng(K) assez grand, et il est clair que le produit infini [] f,, converge
si et seulement si la série Y Log f,, converge (aprés que l'on ait éventuellement
tronqué les premiers termes non définis). Voici une variante de ce critere.

Théoréme. Soit [[ f, un produit infini de fonctions holomorphes f, € O(Q) sur
un ouvert connexe 2. On suppose que chaque f, n’est pas identiquement nulle et
on écrit fr, =14 g,. Si

(i) >, lgn| converge uniformément sur tout compact de Q,
ou st

(ii) >, gn €t >, |gnl? convergent uniformément sur tout compact de 2,
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alors le produit infini [| fn converge uniformément sur tout compact de  vers une
limite P = :::6 n holomorphe sur 2 et non identiquement nulle. De plus, la
dérivée logarithmique de P est donnée par

Pl +0o0 f/

P =

en tout point de  qui n’est pas zéro de l'une des fonctions f,,. La convergence
de cette série est uniforme sur tout compact K de Q (si l'on omet les termes en
nombre fini pour lesquels f,, s’annule éventuellement sur K).

Démonstration. Soit K un compact de . Dans les deux cas (i) ou (ii), il existe
no tel que pour tout n > ng, on ait supy |gn| < 1/2. En particulier la fonction
fn =1+ g, ne s’annule pas sur K pour n > ng et on peut y écrire

—+ o0

Log fn = Log(1 4+ gx) = » _(=1)* gk /k.
k=1
Ceci est bien légitime puisque la série entiere Log(1 + w) = Y725 (—1)* Tk /k

est de rayon de convergence égal a 1.

Cas (i) : fixons une constante C' > 0 telle que pour tout |w| < 1/2, on ait
| Log(1 4+ w)| < C|w|. Alors, pour p,q > ng, on a

q q q
D Logf| = | Y Log(1 490 <C D lgul.
n=p n=p n=p

Ainsi, la suite v, = ZZ:M Log fi satisfait le critere de Cauchy uniforme

sur K, donc converge uniformément sur K vers une fonction holomorphe v =
oo Log fi d’apres le paragraphe précédent. On en déduit que

k:no

Uy = ﬁ fr = expuy,

k:no

converge uniformément sur K° vers la fonction holomorphe expwv, et donc le
produit infini [] f,, converge sur K° vers la fonction holomorphe non identiquement
nulle P = ( Z(’:Bl fx) expv. Comme le compact K est arbitraire, la convergence
a bien lieu sur € tout entier, uniformément sur les compacts.

Cas (ii) : fixons une constante C' > 0 telle que pour tout |w| < 1/2, on ait
| Log(1 +w) — w| < C’'|w|?. Alors, pour p,q > ng, on a

q q
D Logfu= Y an
n=p n=p

q q
_ ‘ > " Log(l+gn) — gn| <CY_ lgnl*
n=p n=p

On en déduit a nouveau que la suite v, = Zzzno Log fi. satisfait le critere de
Cauchy uniforme sur K et on conclut comme précédemment.
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Dans les deux cas, la dérivée logarithmique de P = (J]2, ' fu) expuv est donnée

par
P, ng—1 f/ +oo
Fzzf—k-l-v oun v = ZLogfk Z ) O
k
k=0

k=ng k= n()
Remarque. Sous les hypotheses du théoreme, la démonstration ci-dessus montre
que Densemble des zéros de [[=0 f,, est égal a Pensemble (J725 f-1(0).
Traitons ici un exemple de produit infini.

Une formule d’Euler. Notons

_ZH< n27r2>

Si fu(2) =1—22/n?n% et g,(2) = —22/n%n2, la série >_ g,, converge normalement
sur tout compact de C, si bien que grace au théoreme précédent, le produit infini
converge et P € O(C). Les zéros de P sont exactement les nm, n € Z, chacun
étant de multiplicité un. On en déduit que la fonction ¢g(z) = P(z)/sinz est une
fonction entiere sans zéros. On calcule maintenant la dérivée logarithmique de P.
D’apres le théoreme principal de ce paragraphe on a

Pllz) 1 X 2 1 X0 1
7.3.1 — - N = _- ( )
( ) P(z) =z nz_:ln%r?—zQ z+z:1 z—n7r+z+n7r

n=

sur C \ wZ. Cette formule montre en outre que la fonction P’/P est périodique

de période 7: en effet P'/P = limyn_, 1 Sy avec sy(2) = Zg:_N —L_ et

(z 4+ 1) — s (2) L, 1 0
o |
NAE ) T eNLE z—Nm  z+ (N+1)m No+oo

Par conséquent
g'(z) _ P'(z) cosz _ Pl(2)
g(z)  P(z) sinz  P(z)

— cotg z,

admet également m comme période, et c’est de plus une fonction entiere (g étant
entiere et sans zéros).

Soit A > 0 fixé et
By={z=x+iyeC; —n/2<x<7/2 |yl > A}.

Sur By, la fonction cotg admet la borne | cotgz| < coth A, comme on le voit a
partir des majorations

| coswchy — isinz shy|? B cos?z 4+ sh? y o 1+sh?y

= < = coth?
|sinzchy +icosxzshyl?  sin?z +sh®y sh?y i

| cotg z|? =
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(pour la deuxiéme égalité, on utilise la formule ch?y = 1 + sh? y). Par ailleurs,
pour z =z +1iy € By, il vient |1/z] < |1/y| < 1/A et

‘ 2z ‘ B 2|z| o 2|z|
n2m2 — 221 |(nm —x) — iyl |(nT +2) +iy|  n2w2/4°

Ainsi, il existe deux constantes positives C et Cs telles que pour tout z € B4, on
ait |g'(2)/g(z)| < C14+C3|z|. Quitte a changer les constantes, cette inégalité s’étend
alabande B = {z = z+iy € C; —7/2 < & < 7/2}, qui est la réunion de B4 et d'un
rectangle compact. La m-pérodicité montre que 'inégalité |¢'(2)/g(2)] < C1+Cs|z|
a lieu sur C tout entier. Par les inégalités de Cauchy (§3.2), la fonction ¢’/g est
un polynéme (de degré inférieur ou égal a un) périodique, donc constant. Mais
(7.3.1) montre que P’/ P est une fonction impaire, donc la fonction constante ¢’/g
est impaire, si bien qu’elle doit étre identiquement nulle. Par suite g est constante,
égale a ¢(0) = 1. On en déduit les formules, dues a Euler :

+oo 2
. z
Slnz:z||<1— 22),
n4m
n=1

1 X, 1 1
= Lo X )
cote 2 Z+Z z—n7r+z—i—n7r

n=1

1 = 1

sin?z Z (z —nm)2.

La deuxieme identité, valable sur C\ 7Z, est obtenue par dérivation logarithmique
de la premiere, tandis que la troisieme est obtenue en prenant ’opposé de la dérivée
de la deuxieme.

7.4. Familles normales, théoreme de Montel

Rappelons que dans un espace vectoriel topologique E, une partie A de F est
dite bornée si pour tout voisinage V' de 0, il existe un réel positif A tel que A C AV.
Si la topologie de E est définie par une famille & de semi-normes p, il suffit de faire
décrire a V' le systeme fondamental de voisinages V), . = {x € E'; p(z) < €}, et on
voit donc que A est bornée si et seulement si sup, 4 p(z) est borné pour toute semi-
norme p € F. Il est clair que toute partie compacte A C E est fermée et bornée.
La réciproque, cependant, est en général fausse, comme le montre ’exemple de
la boule unité fermée dans I’espace de Hilbert ¢?(N); en fait, un théoréme bien
connu de Riesz affirme qu'un espace normé est de Montel seulement dans le cas
de la dimension finie.

Dans le cas de E = O(f2), on utilise souvent la terminologie suivante, introduite
par P. Montel lui-méme au début du 20° siecle.

Définition. Une famille (fo)acs de fonctions fo, € O(£2) est dite normale si
{fatacr est une partie bornée de O(R). Autrement dit, la famille (fo)acr est
normale si et seulement si pour tout compact K, il existe une constante C'i telle
que pour tout o € I on ait supg |fo| < Ck.
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Une famille (f,)acr normale est donc une famille de fonctions uniformément
bornées sur tout compact.

Théoréme de Montel. Dans O(2), étant donné une suite (f,)n>0 formant une
famille normale, on peut en extraire une sous-suite uniformément convergente sur
tout compact. Autrement dit, les familles normales sont relativement compactes
dans O(2), ou encore, pour toute partie A C O(Q2), A est bornée dans O(Q2) si et
seulement si A est relativement compacte dans O(£2).

Définition. Un espace de Fréchet dont les parties fermées bornées sont compactes
est appelé espace de Montel.

Le théoreme de Montel affirme donc que O(£2) est un espace de Montel ! On
notera que la notion d’espace de Montel n’est réellement intéressante que pour les
espaces de Fréchet généraux, car d’apres le théoreme de Riesz un espace normé
est de Montel si et seulement s’il est de dimension finie ; dans ce cas, la propriété
de Montel implique en effet que la boule unité fermée doit étre compacte.

Démonstration du théoreme de Montel. Soit K un compact de 2. Choisissons
r< %d(K, C \ Q) en sorte que les compacts

K, ={z€C;d(z K)<r} C K,

soient encore contenus dans 2. Nous avons alors Mo = SUp,,cy e r,, |fn(2)] < +00
par hypothese. D’apres le (ii) du Corollaire 7.2, il vient

My

My = sup |fl(2)] < — < +oo.
neN, ze K, r

Soient 21, zo € K. Sid(z1,22) < r, alors le segment [21, 22| est tout entier contenu

dans K, et le théoréme des accroissements finis entraine

| fn(21) = fa(22)| < Mid(21, 22).
Si d(z1,22) = r, 'inégalité | f,(z;)| < My entraine de toute maniere

Fnle) = Fale)l < 200z, ).

Par suite, les fonctions f,, : K — D(0, My) sont lispschitziennes avec une méme
constante de Lipschitz k = 2Mj/r (elles forment donc une «suite équicontinue »).
Le théoreme d’Ascoli (cf. Appendice, § 7.5) montre qu’on peut extraire de la suite
(fn) une sous-suite uniformément convergente sur K. Soit maintenant (K, ),en
une suite exhaustive de compacts de 2. D’apres ce qui précede, il existe une partie
infinie Sy C N telle que la sous-suite (fy)nes, converge uniformément sur K. Par
récurrence sur v, on construit une suite de parties infinies emboitées

S, cS,_i1C---CcSCSCN

telles que la sous-suite (f,,)nes, converge uniformément sur K,. Pour tout i € N,
soit m; le (i + 1)-ieme élément de S; (procédé dit «d’extraction d’une sous-suite
diagonale ). Alors (fy,,) est une sous-suite de (f,)nes, a partir du rang i = v,
et on en déduit donc que la sous-suite (f,,) converge uniformément sur tous les
compacts K. O
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7.5. Appendice: théoreme d’Ascoli

Il s’agit d’un résultat général de nature topologique que nous allons formuler
dans le cadre général des espaces métriques. Si (F,d) et (F, ") sont des espaces
métriques, rappelons que par définition une suite d’applications ¢, : £ — F
est dite équicontinue s’il existe un «module de continuité) commun a toutes les
fonctions de la suite, autrement dit une fonction croissante w : Ry — R, telle que
lim; o, w(t) =0 et

5 (0(), 0p(y)) < w(3(,y)

pour tout indice p et tous z,y € FE. Des exemples standards de modules
de continuité sont w(t) = kt, on dit alors qu'on a affaire a des fonctions k-
lipschitziennes, ou encore w(t) = Ct*, C > 0, 0 < a < 1, auquel cas on dit
que les fonctions sont holdériennes d’ordre «.

Théoréme (Ascoli). On suppose que E, F sont des espaces métriques compacts.
Soit ¢, : E — F une suite équicontinue d’applications de E dans F. Alors on
peut extraire de (ypp) une sous-suite (¢(p,,)) uniformément convergente sur E.

Soit EqCont, (F, F') ’ensemble des applications £ — F' continues admettant w
comme module de continuité. Une autre maniere d’exprimer le théoreme d’Ascoli
est la suivante.

Corollaire. Si E, F' sont compacts, alors (EqCont, (E, F'),d) muni de la distance
uniforme

d(p,¢) = sup &' (p(), ¥ (z))

rzeE

est un espace métrique compact.

Démonstration. L’idée est de construire par récurrence des parties infinies
So=NDS5D...05,.1D085,D ...

telles que la sous-suite (¢p)pes, ait des oscillations de plus en plus faibles.

Supposons S5,,_1 construite, n > 1. Comme FE, F sont compacts, il existe
des recouvrements finis de F (resp. de F') par des boules ouvertes (B;);cr, resp.
(B})jes, de rayon % Notons I = {1,2,...,N} et z; le centre de B;. Soit p
un indice fixé. Pour tout ¢ = 1,..., N il existe un indice j = j(p,i) tel que
wp(x;) € B;.(W.). On considere 'application

Spn1— IV, p— (i), ..., i(p, N)).

Comme S,,_; est infini et que JV est fini, I'un des éléments ({1,...,¢y) € JV
admet pour image réciproque une partie infinie de S,,_1 : on note S,, cette partie.
Ceci signifie que pour tout p € S,, on a (j(p,1),...,5(p,N)) = (¢1,...,¢N) et donc
¢p(z;) € By,. En particulier

(Vp,q € Sn) ' (pp(wi), pq(z;)) < diam By, < 2/n.
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Soit € E un point quelconque. Il existe ¢ € I tel que = € B;, d’ou 6(x, z;) <
L’hypothese que les ¢, sont continues de module de continuité w entraine

3=

0'(pp(x), pp(i)) <w(l/n), 0" (pq(x), pq(xi)) < w(l/n).

L’inégalité triangulaire implique alors (Vp,q € S,,)

8" (pp(x), pq(2)) < 2/n+2w(1/n).

Désignons par p,, le n-ieme élément de S,,. Pour N > non apy € Sy C S, donc

0'(pp,, (x), ppy (7)) < 2/n+ 2w(1/n). (%)

Ceci entraine que ¢, (x) est une suite de Cauchy dans F' pour tout € E. Comme
F' est compact, F' est aussi complet, donc ¢, (x) converge vers une limite ¢(z).
Quand N — +o0, I'inégalité (x) implique & la limite d(y,, , ) < 2/n+ 2w(1/n).
On voit donc que ¢, converge uniformément vers . Il est facile de voir que
¢ € EqCont,(F, F). O

8. Exercices

8.1. Intégrales de Fresnel.

a) Montrer que les intégrales impropres suivantes convergent :
+00 +oo
I:/ cos(z?)dr et J:/ sin(z?) dz.
0 0

b) En intégrant la fonction f(z) = exp(—z2) sur le bord OK i du secteur angulaire
KR:{z:reie;OgrgR,Ogegw/él},

calculer les valeurs de I et J a partir de 'intégrale de Gauss

—+ o0
G = / €_$2 dr = —ﬁ
0 2

(qu'on peut par exemple calculer en évaluant lintégrale double G? =

ffx,y>0 eV dy dy). Indication : lintégrale de f sur le quart de cercle
bordant Kr est majorée par

/4 /2
/ e—R2 cos(29)d9 — 1 / €_R2 sin tdt
0 2 0

et on pourra utiliser la minoration sint > 2t/7, t € [0, 7/2].
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8.2. Noyau de Bergman. Soit f holomorphe dans D(0, R), montrer que pour
tout £ € D(0,R) on a

_1 flz) o w
f(w) = //D<0,R> = ~dxdy  Ywe D(0,R).

T — Zw)

Indication : passer en coordonnées polaires z = = + iy = re'? et développer
1/(1 —zw/R?) en série.

8.3. Soit f,, une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2 C C. On suppose
que
lim / o (2) dA(2) = 0,
n—-4+oo Q
ol d\ est la mesure de Lebesgue sur C. Montrer qu’alors la suite f,, converge

uniformément vers 0 sur tout compact de 2. Indication : utiliser le noyau de
Bergman sur les disques D(zg,r) C €.

8.4. Soit f une fonction holomorphe sur un disque D(zp, R) (si R = 400, on
considere que D(zg, R) = C).
a) Montrer que f admet sur ce disque une primitive holomorphe F', unique &

I’addition pres d’'une constante complexe.

b) On suppose que f ne s’annule pas sur D(zg, R). Montrer existence d’une
fonction holomorphe g sur D(zg, R) telle que €9 = f. Etudier l'unicité de g.
Indication : utiliser une primitive de f'/f.

c) Si fnes’annule passur D(zg, R) et si m € N*, montrer a l’aide de b) 'existence
d’une fonction holomorphe h telle que h™ = f.

8.5. Lemme de la partie réelle. (Voir aussi 'exercice 3.7 du Chapitre I).

Soit f une fonction holomorphe non constante sur le disque D(0, R), telle que
Re f(z) < M.

a) On pose g(z) = (f(z) — f(0))/(M —Re f(0)) et h =g/(2 — g). Montrer que g
et h sont holomorphes sur D(0, R) et qu’on a les inégalités Reg < 1, |h| < 1.

b) A Taide du lemme de Schwarz, démontrer que ¢ satisfait la majoration
lg(2)| < 2|z|/(R — |#]) et en déduire que

22|
R— |z

[f(2)] < [£(0)] + (M — Re f(0))

8.6. Soit f une fonction entiere.

a) Montrer, en utilisant I’exercice 8.5, que s’il existe deux constantes positives A
et B positives telles que pour tout z € C on ait Re f(z) < A(1+]z|)5, alors f
est un polynéme de degré au plus B.
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Soit f une fonction entiere non constante d’ordre fini, i.e. il existe A et B tels que
pour tout z € C on ait |f(2)| < exp(A(1 + |z|)B).

b) Montrer que si f ne s’annule pas, alors il existe un polynéme P de degré d < B
tel que f = ef’. Indication : combiner a) avec 8.4 b).

c) Montrer que soit f est surjective, soit f «ratey une valeur a, mais alors pour
tout w # a, ’équation f(z) = w posséde une infinité de racines (on peut voir
ce résultat comme le cas particulier du théoreme de Picard pour les fonctions
d’ordre fini).

8.7. Théoréme de Thron. Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe
pas de fonction entiere f telle que f o f = exp. On raisonne par ’absurde : soit
donc f une telle fonction.

a) Montrer que 'image de f est C*.
b) Montrer qu’il existe une fonction entiere g telle que f = exp o g.
c¢) Montrer qu’il existe une constante C' telle que g o f = Id+C.

d) Conclure.

8.8. Soit f holomorphe dans le disque unité. On suppose que pour tout n > 1,
f(1/n) € R. Montrer que les coefficients de la série de Taylor de f en 0 sont réels.

8.9. Soit D C C le disque unité et f : D — I une application holomorphe propre
(i.e. |f(2)| = 1 quand |z| — 1).

a) Montrer que f s’annule nécessairement, et en déduire que f est en fait
surjective. Indication : considérer les fonctions 1/f et ¢4 0 f, v € Aut(D).

b) Prouver que f n’a quun nombre finis de zéros ay,...ay € D, et que si
mq,...,my sont leurs multiplicités respectives, alors il existe une constante A

g

de module 1 telle que f = A[],;cn ¥a;-

c) Soit m = ) m;. Alors, pour tout w € D l'équation f(z) = w admet
exactement m racines dans D (comptées avec multiplicité). Indication : si
My est le nombre de racines pour w, alors m,, < m = mg. Echanger les roles
de 0 et w a l'aide d’un automorphisme du disque.

8.10. Théoréme des 3 cercles de Hadamard. Soit f une fonction holomorphe
au voisinage de la couronne C' = {z; 1 < |2| < r2}. Pour 1y < r < ry, on
note My (r) = sup|,—, | f(2)|. Montrer que la fonction log M (r) est une fonction
convexe de la variable logr, i.e, pour tout vy <r < rg:

Mf<7a)10g(7'2/7"1) < Mf(rl)log(rz/r) Mf(w)log(r/m).

Indication : on pourra appliquer le principe du maximum a 2 f(z)?, ou p est dans
Z et q est dans N.
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8.11. Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage de D(0,7), telle que
f(0) ne soit pas nul. On note M = sup,_,|f(z)]. Montrer qu’il existe une
constante C' > 0 (indépendante de f !) telle que le nombre de zéros de f
dans D(0,7/3) est inférieur ou égal a Clog(M/|f(0)|). Indication : considérer
la fonction g(z) = f(2)/[1—1(1 — 2/zm) ol les z,, sont les zéros de f dans
D(0,r/3).

8.12. Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité, continue jusqu’au bord.
On suppose qu’il existe M7 > 0 tel que si z est de module 1, de partie imaginaire
positive, alors |f(z)| < M;. On suppose de méme qu'il existe Ms > 0 tel que si
z est de module 1, de partie imaginaire négative, alors | f(z)| < M. Montrer que

|F(0)] < VM M.

8.13. Soit une suite (f,) de fonctions holomorphes convergeant simplement vers
f dans Q. Montrer en se servant du théoreme de Baire, que dans tout disque U
de Q, il existe un disque ouvert V inclus dans U sur lequel sup,, | f,,| est borné. En
déduire que f est holomorphe sur un ouvert dense de (2.

9. Problémes

9.1. Version originale du théoréeme de Bloch-Landau. Le but de cet
exercice est de montrer que 'image f(D(zg,7)) d’un disque D(zp,7) C R par
une fonction holomorphe f contient un disque ouvert de rayon r|f’(zy)|/16.

On dira qu’une fonction est holomorphe sur un disque fermé si elle est
holomorphe dans un voisinage de ce disque. Soit f une fonction holomorphe sur le
disque unité fermé D, telle que |f'(0)] > 1. Il s’agit de montrer que f(D) contient
un disque ouvert de rayon 1/16. On pose :

M(p) = max |f'(z),  0<p<l.
lz[<p
a) Sik est un entier positif ou nul, on pose rp = 1—27%. Montrer que I’ensemble
des entiers k£ > 0 tels que 2_kM(rk) > 1 est fini et non vide. On note kg son
plus grand élément.

Pour la suite, on pose r = 27 %o,

b) Etablir quil existe zq avec |zo] =1 —r et [f/(20)] = 1/r.

¢) Soit g(z) = f(z+ 20) — f(20). Pour |z| < r/2, montrer que |¢’'(2)| < 2/r, puis
que [g(z)| < 1.

d) Soit w un nombre complexe tel que g(z) # w pour tout |z| < r/2. Utiliser 8.4
pour justifier I’existence d’une fonction h holomorphe sur D(0,r/2) telle que
h?=1-g/w.

e) On pose h(z) = :ioo a,z". Prouver les inégalités

“+o0
1 7 2n 1
= (0)] > ——, E n2<—) <14+ —.
|a1| | ()l 27"11)‘ n:0|a ‘ 2 |U)|



68 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

f) Etablir que |w| > 1/16 et conclure.

9.2. Principe de Phragmén-Lindelof. Le but de ce probleme est de montrer
que le principe du maximum peut s’appliquer a certaines fonctions holomorphes
définies sur des ouverts non bornés, sous des hypotheses adéquates de croissance a
I’infini. Ce principe est connu sous le nom de principe de Phragmén-Lindeldf. Soit
« un réel strictement supérieur a 1/2, et U, la région du plan complexe comprise
entre les demi-droites d’origine 0 et d’angles +7/2a.

a) Montrer que pour tout réel 7, on peut définir dans U, une unique fonction
holomorphe 27 qui étend la fonction 27 de R.

b) Soit f une fonction holomorphe dans U,, continue sur U,. On suppose que f
est bornée par une constante M > 0 sur les demi-droites d’origine 0 et d’angles
+7/2a, et que f satisfait une majoration de la forme |f(2)| < Cel#” pour
|z| > Ro assez grand. Montrer que f est bornée par M dans U,. Indication :
appliquer le principe du maximum & la fonction f.(z) = f(2)e =", v €18, al,
sur le secteur circulaire compact U, N D(0, R).

9.3. Dans tout 'exercice, on pose

400

G(z) = H (1 + %)e‘z/”.

n=1

a) Montrer que G définit une fonction entiere, et que G admet sur C tout entier
une majoration de la forme

|G(2)] < Aexp (B|z|In(1 + |2])), A, B > 0.

Indication : considérer le développement limité de w — (1+w)e™™ a l’origine,

et scinder le produit infini en [T, .| < I1,~ .-

b) Montrer que :
sin mz

2G(2)G(—2) =

™

c) Relation avec la fonction I" d’Euler.

o Comparer les zéros de G(z) et G(z—1), et montrer qu’il existe une fonction
entiere v telle que :
G(z—1) =272 G(2).

o Exprimer la dérivée logarithmique G’/G sous forme de la somme d’une
série uniformément convergente sur tout compact de C \ Z* .

o Montrer que v est constante. Indication : calculer 7/(z). On notera encore
v cette constante (traditionnellement appelée constante d’Euler).

e Montrer que
n

1
= i (S5 4 en)

k=1
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d) Soit h(z) = ze7*G(2)I'(z) ou I est la fonction I' d’Euler. Montrer que h est
périodique de période 1 et s’étend en une fonction entiere sur C tout entier,
n’ayant aucun zéro, telle que h(0) = 1. Démontrer a l'aide de a) et de la
périodicité que 'on a une majoration de la forme

|h(2)| < A exp (B'|Im 2| In(1 + |Im z|)), A" B" > 0.

e) En utilisant 8.6 b), montrer que h est constante. En déduire que

1 1o

z
— vz 1 _) —z/n
() ze nl:[l ( + " e ,
ainsi que la formule dite «formule des compléments »
7
rz)ra--z) = .
(2)I( ?) sin 7z

9.4. Lemme de Koenigs. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0
telle que f(0) =0et f/(0) =Aou0 < |\ < 1.

a) On désigne par fI" Ditérée n-ieme flM = fo fo.-.o f. Montrer que pour
tout € > 0 assez petit, il existe un disque D(0,r.) assez petit, sur lequel

(1Al = &)"|=l < 1™ ()] < (1M + )"z

pour tout z € D(0,r.).

b) On pose @, = A~ fI?. A partir de I'estimation |f(z) — \z| < C|z|?, montrer
que la série > (pn+r1 — @ — n) est normalement convergente sur D(0,7.), si €
est choisi assez petit.

c) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe ¢ au voisinage de 0 telle que
©(0) =0, ¢'(0) =1 et
e(f(2)) = Ap(2).
(on a donc @ o fop l(z) = Az pres de 0, on dit que f est conjuguée i
I’homothétie de rapport A par ¢).

9.5. Ensembles de Julia et de Mandelbrot. Pour ¢ € C, on note f. le
polynéme f.(z) = 22 +c. Soit K. 'ensemble des z € C tels que la suite des itérées

| f(En] ()| ne tend pas vers l'infini lorsque n tend vers +oco : on appelle cet ensemble
I’ensemble de Julia rempli de f..

a) Déterminer K.

b) Montrer que :
K.={z€C;¥n>0, |fl"(2)] <1+]|c]}.

En déduire que K. est compact.
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c¢) Montrer que le complémentaire de K. est connexe (on dit que K, est un
compact plein ou sans trous).

Soit M = {c € C; 0 € K.}. Cet ensemble est I’ensemble de Mandelbrot de la
famille de polynémes quadratiques (fc)cec.

d) Montrer qu’il existe une suite de polynoémes P, telle que :

M = {ce C; P,(c) ne tend pas vers l'infini}
={ceC; Vn 20, [Py(c)] <1+ |c[}.

e) Montrer que M C D(0,2) et que M est un compact plein.
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Chapitre III

Points singuliers, fonctions
méromorphes et résidus

Ce chapitre constitue ce qui peut étre considéré a bon droit comme le coeur
de la théorie des fonctions d’une variable complexe. Nous établissons I’existence
du développement en série de Laurent pour les fonctions holomorphes définies sur
une couronne, puis nous développons la théorie des points singuliers et de leurs
résidus. Les singularités qui sont des poles donnent lieu a ce qu’on appelle des
«fonctions méromorphes », qui sont aux fonctions holomorphes ce que les fractions
rationnelles sont aux polynomes. La formule dite des résidus permet de relier
les intégrales sur un contour a la somme des résidus aux points intérieurs a ce
contour. Ceci donne un moyen puissant pour évaluer des intégrales qui ne peuvent
pas s’obtenir par des calculs de primitives explicites.

Notations. On désignera par C(zg, Ry, R2) = {z €C; Ry <|z— 2] < Rg} la
couronne ouverte de centre zy, de rayon intérieur R; et de rayon extérieur Ro
(avec 0 < R; < Ry < 400). On convient que la couronne est vide si Ry > Ry. On
notera que l'on n’exclut pas le cas ou le rayon intérieur R; est nul, ni le cas ou le
rayon extérieur Ry vaut +oo.

1. Développement en série de Laurent

1.1. Définitions
On appelle série de Laurent de la variable complexe z toute série de la forme
(1.1.1) S(z) =) anz"
nez

avec des coefficients a,, complexes et z € C*. On peut bien entendu décomposer
une telle série en deux séries entieres indexées sur les entiers positifs ou nuls, en
posant p=-nsin<Oetw=1/z:

(1.1.2) Z anz" + Z a_pw?.
n>0 p>0

On dit que la série de Laurent converge si les deux séries entieres ainsi obtenues
convergent. Si R € [0,+00] est le rayon de convergence de la série ) -, an2™
=
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et R’ le rayon de convergence de la série Zp <0 @—pw?, alors la série de Laurent
(1.1.1) converge pour tout nombre complexe z tel que 1/ R’ < |z| < R, c¢’est-a-dire
sur la couronne ouverte C(0,1/R’, R) (celle-ci est vide si 1/R’ > R, c’est-a-dire si
R’ < 1/R). D’apres la théorie des séries entieres, on voit que la convergence est
uniforme sur toute couronne compacte C(0,71,72) € C(0,1/R’, R). Les sommes
F(z) et G(w) des séries entieres sont des fonctions holomorphes sur leurs disques
ouverts de convergence respectifs, donc la somme S(z) = F(z) +G(1/z) de la série
de Laurent est bien une fonction holomorphe sur la couronne C(0,1/R’, R), ayant
pour dérivée complexe

1

S'(z) = F'(z) = 5G'(1/2).
z

Comme G'(w) = Zp>0pa_pwp_1, on voit, d’apres le théoreme 1.1.3 de dérivation

terme a terme des séries entieres, que les séries de Laurent sont également
dérivables terme a terme sur la couronne ouverte ou elles convergent, et que

(1.1.3) S'(z) = Znanz"_l
avec convergence uniforme sur toute couronne compacte C(0,r1,72) € C(0, 3, R).

1.2. Existence du développement en série de Laurent

Le théoreme suivant garantit I’existence du développement en série de Laurent
dans de nombreuses situations.

Théoréme. Si f est holomorphe dans une couronne C(zy, R1, R2) du plan com-
plexe avec 0 < R; < Ry < 400, alors f y est développable comme somme d’une
série de Laurent de la variable z — zg, soit

1) =3 an(z - 20",

nez

avec convergence normale sur tout compact de C(zo, R1, R2). De plus, pour tout
r € |R1, Ro[ et tout entier n € Z, le coefficient a,, est déterminé de maniére unique
par 'intégrale

1 f(w) 1 [

. _ d — it —’I’Litdt.
n = 5 . RN W= ; flzo+re)e

Démonstration. Quitte a effectuer un changement d’origine et & poser 2z’ = z — 2,
nous pouvons supposer que zg = 0. Considérons une couronne compacte

K= U(O,T’lﬂ‘g) S C(O, Rl,Rg). Ri <ri <rg < Rs.

Son bord 0K est constitué de la réunion des deux cercles I'(0,71) I'(0,72), le
premier étant orienté positivement et le second négativement. La formule de
Cauchy I1.2.3 donne par conséquent pour tout z € C(0,ry,ry) I'égalité

- 21T (0,r2) w—z 21 (0,r1) w—z
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Pour w € I'(0, ) nous avons |z| < 73 = |w| et nous écrirons donc

e e ) e
w—z wl—z/w wntl’

=0

Cependant, lorsque w € I'(0,71) nous avons |z| > r; = |w| et nous écrirons alors

plutot
+o0
1 1 wP
w—z zl—w/z _Z< ) pz;)zp“'
Dans les deux cas il y a a convergence normale sur le cercle w = rje’, puisque
les modules des quotients |z/w| = |z|/r2 (resp. |w/z| = r1/|z|) sont strictement

inférieurs a 1 et indépendants de ¢ € [0, 27]. Par substitution dans les intégrales et
interversion des symboles f et >, la propriété de convergence uniforme entraine

+oo
f(z) = T;) (2%” /F(o,r : 1];’(”1 ) + Z (27r1 /F(OM) f(w)w? dw)z_p_l.

Si nous introduisons n = —p—1 < —1 (soit encore p = —n—1), ceci peut se récrire
f(2) =, czanz"™ avec

1 w 1 w
ap = — A )dw sin >0, ap, = — A )dw sin< -1

1 1
271 r'(0,rs) ’U}n+ 271 r'0,r1) ’U)n+

Nous affirmons que l'intégrale fr(o ) %dw est en fait indépendante de r €

|R1, R2[. En effet, le théoreme de Cauchy appliqué a la fonction holomorphe

g(w) = i ,(fi)l et au compact

K =C(0,r1,72) € C(0, Ry, Ry)

implique [, g(w)dw = fF(O,Tg) g(w)dw — fF(O,rl) g(w)dw = 0 pour tous 11 < 19
dans lintervalle Ry, Ro[. Ceci démontre la validité du développement en série
de Laurent dans toute la couronne C(0, Ry, R2), du fait que r; € |Ry, R peut
étre pris arbitrairement proche de R; et ro € |Ry, Ro[ arbitrairement proche de
R,. L’expression de a,, comme coefficient de Fourier s’obtient en posant w = re®,
dw = ire*dt. Enfin, si une autre série de Laurent Y nez bnz" convergeait vers f
sur C(0, Ry, Rs), il y aurait convergence normale sur tout compact et la formule
intégrale donnant les coefficients montrerait aussitot que a,, = b,,. O

Remarque. Il résulte de la convergence de la série de Laurent sur la couronne
C(z0, R1, R2) que le rayon de convergence RY de la série entiere Zn>0 an(z—20)"
est au moins égal a Rs, tandis que celui de la série entiere Zp>0 a_pwP vérifie
py = 1/Ry (en posant w = 1/(z — zp)). Si 'une des inégalités sur les rayons
de convergence est stricte, on voit que la fonction f se prolonge en une fonction
holomorphe sur une couronne C(zg, 1/p}, R}) contenant strictement C(zo, Ry, R2).
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1.3. Point singuliers, poles, points singuliers essentiels

Nous examinons ici la situation d’une fonction holomorphe définie sur un
voisinage ouvert V' d’un point zy € C, sauf peut-étre au point zy lui-méme.

Définition. Si V' est un voisinage ouvert d’un point zy € C et f € O(V ~ {20})
on dit que

(1.3.1) zo est un point régulier de f si f peut se prolonger en une fonction
holomorphe f € O(V).

(1.3.2) zq est un point singulier de f dans le cas contraire, c’est-a-dire si f ne peut
se prolonger en une application holomorphe f définie sur V tout entier.

Dans les deux cas, on peut supposer que V = D(zp,¢) est un disque assez
petit, de sorte que V \ {29} = C(z0,0,¢) est un couronne de rayon intérieur nul
et de rayon extérieur €. Ceci entraine que f admet un développement en série de

Laurent
f(2) = an(z—2)"

nez

avec rayon de convergence au moins € pour la partie positive Zn>0 an(z — zo)"
=

(et un rayon de convergence +oo pour la partie négative > _,a_pw?). Si f
peut se prolonger en une fonction holomorphe f sur le disque D(zp,€), on a un
développement en série entiere

J?(Z) = Z bn(z — 29)"  sur D(zg,¢).

neN

D’apres I'unicité des coefficients de la série de Laurent, nous devons avoir dans ce
cas a, = b, pour n > 0 et a,, = 0 pour n < 0. Par conséquent :

Proposition. Une fonction f € O(V ~{z0}) admet zo comme point régulier si et
seulement si les coefficients a,, de sa série de Laurent en zy vérifient a, = 0 pour
tout n < 0.

Corollaire. Une fonction f € O(V \ {20}) admet zy comme point régulier si et
seulement si f est bornée au voisinage de z.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, car si f se prolonge
holomorphiquement en zy alors ce prolongement est continu et donc borné au
voisinage de zp. Inversement, si |f(z)| < M sur un certain disque D(z,d) assez
petit, alors en choisissant r < 4§, l'intégrale donnant a, comme coefficient de
Fourier implique

1 27

lan| = ‘ f(zo + rel)e™™dt| < Mr—™,

2mrn

(par un raisonnement analogue a celui des inégalités de Cauchy), d’ou il résulte
que a,, = 0 pour n < 0 en faisant tendre r vers 0. O
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Supposons maintenant que zg soit un point singulier. La partie négative
> <o @n(2—20)" est alors non identiquement nulle. Deux cas se présentent suivant
que cette série se réduit ou non a une somme finie.

Cas d’un «pole». Si la partie négative ) _,an(z — 20)" se réduit & une somme

finie, soit m le maximum des entiers positifs |n| pour lesquels a,, # 0, de sorte que

A _m a_q

+oo
(1.3.3)  f(2) = m+...+m+§an(z_zo)n, a_m # 0.

On dit alors que zg est un péle d’ordre m (ou péle de multiplicité m) de f et que

A_m a_1
T
(z — z9)™ (z — 20)

est la partie polaire de f. Il est immédiat dans ce cas que

(1.3.4) a_m = lim (z — 20)" f(2)

Z—Z20

et que f(z) admet au voisinage de z une majoration de la forme

C
2)| < —mm—
pour une certaine constante C' > 0. De plus, on peut écrire f(z) = %, ou
zZ — 20

g(z) = Q—m + CLl—m(Z - ZQ) + ...+ an(z — zo)n+m + ...

est une fonction holomorphe au voisinage de zy vérifiant en outre g(zo) = a_,, # 0,
de sorte que f(z) ~ a_p,(z — 20)”" quand z tend vers z.

Cas d’une «singularité essentielle». Si la partie négative > _qan(z — 2z0)"
est une série infinie, la fonction g,,,(2) = (2 — 29)" f(2) est non bornée au voisinage
de zg, et ceci quel que soit ’entier m > 0, sinon g,,, se prolongerait en une fonction
holomorphe en zy et on verrait alors a partir du développement en série entiere
Im(2) = D, 50bn(z — 20)" que la série de Laurent de f(2) = gm(2)/(z — 20)™
aurait, contrairement a ’hypothese, une partie négative finie. On dit alors que zg
est un point singulier essentiel, ou singularité essentielle de f.

Exemple. La fonction f(z) = exp(1/z) est holomorphe sur C* et admet en zg = 0
une singularité essentielle. Sa série de Laurent est en effet trivialement donnée par

dont la partie négative est infinie.
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Le résultat suivant fournit une autre dichotomie permettant de distinguer les
points singuliers essentiels des poles.

Théoréme (Weierstrass-Casorati). Soit f : V ~ {20} — C une fonction
holomorphe admettant un point singulier en zg.

(i) Sizg est un péle, alors |f(z)| — 400 lorsque z — zp.

(ii) Si zo est un point singulier assentiel, alors tout point de C est valeur
d’adhérence de f(z) lorsque z — zg, autrement dit f(W ~ {z20}) = C pour
tout voisinage W de zg.

Démonstration. (i) résulte de (1.3.4). Si la conclusion de (ii) était inexacte, il
existerait un voisinage connexe W de z tel que f(W ~\ {zp}) # C, par suite si
a € C~ f(W~{z0}) nous aurions |f(z) —a| > € pour tout z € W ~ {20}. Ceci
implique que la fonction holomorphe g(z) = 1/(f(z) — a) vérifie |g(z)| < 1/e sur
W N\ {20}, par conséquent g se prolonge en une fonction holomorphe non nulle
sur W. Nous avons alors f(z) = a+ 1/g(z). Si g admet un zéro d’ordre m en z,
il est facile de voir que f admet un pdle d’ordre m, donc la singularité de f n’est
pas une singularité essentielle. O

2. Fonctions méromorphes

2.1. Définitions

De méme que les fonctions rationnelles sont par définition des quotients
de polynémes, on introduit les fonctions méromorphes comme étant (au moins
localement) des quotients arbitraires de fonctions holomorphes :

Définition. Soit Q un ouvert de C et f : Q@ — CU {oo}. On dit que f est
méromorphe sur  si pour tout point zg € ) il existe un voisinage ouvert connexe
V' de zy et des fonctions holomorphes g, h dans V telles que f = g/h dans V', avec h
non identiqguement nulle. On note M(Q2) ’ensemble des fonctions méromorphes
sur §2.

Théoréme. Une fonction f : Q — CU{oc} est méromorphe si et seulement f
est holomorphe en dehors d’une suite de points singuliers (ay) localement finie
dans §, et si tous ses points singuliers sont des poles.

Démonstration. Si f s'écrit f = g/h avec g,h € O(V), I'hypothese que h
soit non identiquement nulle implique 'existence d’'un disque D(zg,e) C V et
d’une factorisation h(z) = (z — z9)™u(z) sur ou u est holomorphe et sans zéros
sur D(zp,e). On en déduit f(2) = (2 — 20) " ™g(2)u(z)"! avec une fonction
g(2)u(z)~1 qui est holomorphe sur D(zg,€). Par suite zg est un pole d’ordre < m.
Inversement, si f n’admet que des points singuliers isolés qui sont des poles, on
a déja vu que f pouvait s’écrire sous la forme f(z) = g(z)/(z — z0)™ avec g
holomorphe au voisinage d’un tel point zg, donc f est méromorphe. O

Exemples. Les fractions rationnelles P(z)/Q(z) sont des fonctions méromorphes
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sur C tout entier. La fonction f(z) = (sin(1/7z))~! est holomorphe sur I'ouvert
C~AouA={0}U{1/k; k € N*}. Les points z = 1/k sont des poles, donc f est
méromorphe sur C*, mais f n’est pas méromorphe sur C du fait que que la suite
des poles {1/k} n’est pas localement finie au voisinage de 0.

Définition. On appelle diviseur sur un ouvert §2 de C une application 6 : Q) — Z
telle que l’ensemble Supp(d) = {z € ; 0(2) # 0} forme une suite localement finie
{a,} dans Q. Sim, =d6(a,), on dit que m,, est la multiplicité du point a, dans le
diviseur 6. On convient de noter

d= Z my[a,]

un tel diviseur.

L’ensemble des diviseurs a une structure de groupe additif (preuve évidente
laissée au lecteur. . .)

Théoreme et définition. Si Q2 est un ouvert et si f est une fonction méromorphe
qui ne s’annule identiguement dans aucune composante connexe de 2, alors
l’ensemble Z des zéros de f est une suite localement finie dans §2, l’ensemble P
des poles de f est également une suite localement finie. On associe a f le diviseur

div(f) =Y myla,]

ot {a,} =ZUP, m, >0 sia, est un zéro, m, <0 si a, est un pole, |m,| étant
la (valeur absolue) de la multiplicité du zéro ou du pdle.

Il est clair que le produit de deux fonctions méromorphes fi, fo est
méromorphe, et que div(fyfz) = div(fi) + div(f2) si aucune ne s’annule iden-
tiquement dans I'une des composantes connexes de (2. De méme, si f est une telle
fonction méromorphe, alors 1/f est méromorphe et div(1/f) = —div(f). Une

fonction méromorphe f non identiquement nulle est holomorphe si et seulement si
div(f) = 0.

Démonstration. Le théoreme résulte aussitot du fait que les zéros d’une fonction
holomorphe non identiquement nulle sont isolés. O

2.2. Théoréeme de factorisation de Welierstrass

Pour tout entier p > 0, on introduit la fonction W), appelée facteur principal
de Weierstrass d’ordre p, telle que

22 2P
(2.2.1) Wp(z):(1—z)exp<z+§—i—...—i——) sip>1
p
et Wo(z) =1 — z si p=0. Par construction, la fonction W, admet z = 1 comme
zéro simple, et on a au point z = 0 le développement en série entiere

2

z 2P z
Long(z):Log(l—z)—i—z—l—?—i—...—i—g:_ Z —
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de rayon de convergence 1, ou Log est la détermination principale du logarithme.
Ceci entraine la majoration

(2.2.2) | Log Wp(2)| < ——

et en particulier | Log W, (2)| < 27P si |2 < 1/2.

Théoréme. Pour tout diviseur § =Y my[a,] = 0 dans un ouvert 2, il existe une
fonction holomorphe f € O(Q) telle que div(f) = 0, autrement dit une fonction
holomorphe f qui admet pour zéros précisément les points a, avec les entiers m,,
comme multiplicités.

Démonstration. On peut évidemment supposer que les points a, sont tous non
nuls (sinon, on a par exemple ag = 0 et on ajoutera un facteur supplémentaire
2™ & la fonction construite pour les (a,),>1).

On commence par démontrer le résultat dans le cas plus simple ou 2 = C. Dans
ce cas, I'hypothese que la suite (a, ) est localement finie signifie que lim |a, | = +o00.
On pose alors

f(z) = H Wy tm, (Z/au)mu-

veN

D’apres les observations du II 7.3, il suffit de montrer que la série

Z m, | Log Wy im, (z/ay)|

(con@nablemen’c tronquée) converge uniformément sur tout compact. Or, si
z € D(0,R), il existe un entier vy tel que |a,| > 2R pour v > vy. L’inégalité
(2.2.2) nous donne alors

Og v+my v X —tmy
| Log Wy, (2/a,)| < 270 Fm)

pour z € D(0,R) et v > vy, ce qui implique la convergence uniforme de
la série Y. my,|Log Wy ym, (z/a,)| sur D(0,R), et donc celle du produit infini
f(z) = [IWygm, (2/a,)™ sur tout compact de C. Il est clair que f a les zéros
prescrits.

Dans le cas d'un ouvert 2 # C, I’hypothese de locale finitude signifie que
max (|ay |, d(a,,0)™) — +00. On effectue une partition N = P U @ des indices
en sorte que

vePslal>da,o) veEQ e |a,l <da,oN)

On a alors limps, .1 |a,| = +00. Le raisonnement précédent montre que la
fonction g(z) = [[,cp Wotm, (2/a,)™ converge (sur C tout entier), et qu’elle
admet pour zéros les points (a,),ecp avec multiplicités m,,.

Nous avons d’autre part limgs,— oo d(a,,d?) = 0. Choisissons un point
b, € 09 tel que |a, — b, | = d(a,,0). On pose alors

h(z) = H Woim, ((au —b,)/(z - bu))my7

veqR



Chap. III: Points singuliers, fonctions méromorphes et résidus 79

en se basant sur le fait que W44, ((ay — b,)/(z — by,)) s’annule en 1'unique point
z = a, pour lequel (a, —b,)/(z —b,) = 1. Soit K une partie compacte de € et
d = d(K,00). Pour v > 1 assez grand, nous avons |a, — b,| = d(a,,00Q) < §/2,
donc 59 1
< % = 5 pour z € K.

Ceci implique | Log Wy 4, ((ay — b)) /(2 — by))| < 2-(+m) qur K, et on conclut
comme précédemment que le produit infini h converge uniformément sur tout
compact de £, avec les (a,),eq comme zéros. La fonction f = gh répond a la
question. O

‘au__bu

z—0b,

Remarque. Le choix des indices v +m, dans la preuve du théoreme de factorisa-
tion de Weierstrass est souvent inutilement précautionneux. Par exemple, si (a,)
est une suite localement finie de points de C telle que

m,
> la, [P < 00,

alors le produit infini [[ W, (2/a,)™ converge uniformément sur tout compact de
C, sans qu’il soit besoin de faire tendre les indices p vers 'infini. Ceci résulte de
(2.2.2), qui implique la majoration

|2|pH
| Log Wp(z/a)| < Ta, [P

pour z € D(0, R) et |a,| > 2R. En particulier, si la série Y 4 converge, alors
[1(1 = z/a,)™ est la solution du probléeme.

Corollaire. Si f est une fonction méromorphe dans un ouvert ) de C, il existe
une écriture globale de f comme fraction f = g/h, ot g et h sont des fonctions
holomorphes dans €2, et ou h admet pour seuls zéros les poles de f, et comme
multiplicités les multiplicités correspondantes des pales.

Démonstration. Considérons le diviseur § = div(f), que nous écrivons sous la

forme
5= myla,))+ > myla,)

veZ veP

ou {a,},cz est 'ensembles de zéros (m, > 0), et {a,},cp est 'ensembles des
poles (m, < 0). On peut appliquer le théoréme de Weierstrass pour trouver une
fonction holomorphe h € O(Q2) dont le diviseur est d_ = Y _p|m,|[a,]. 11 est
alors évident que le produit ¢ = fh est holomorphe dans €2, et que g a pour
diviseur 0 = > ., my[a,]. O

Corollaire. Si () est un ouvert connexe, alors l’espace des fonctions holomorphes
O(Q2) constitue un anneau intégre, et M(2) est son corps des quotients.



80 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

3. Formule des résidus

3.1. Définition et invariance

On consideére ici une fonction holomorphe f sur un voisinage pointé V \ {zp}
d’un point zy € C (présentant ou non un point singulier au point zp). On lui
associe la 1-forme holomorphe 5 = f(z)dz sur V ~\ {2o}.

Définition. On appelle résidu en zo de la 1-forme holomorphe 3 définie sur
V {20}, la valeur de l'intégrale

1
3.1.1 Res(0, zp) := — 0,
(3.1.1) (B, 20) = 5~ -

calculée sur un “petit cercle” tel que D(zg,7) C V.

D’apres le Théoreme 1.2, on a aussi
(3.1.2)  Res(f(z)dz, z9) = coefficient a_; de la série de Laurent de f en 2.

Le résidu est nul si zy est un point régulier, comme il résulte du théoreme de
Cauchy. En pratique, dans le cas ou f est méromorphe en zp, soit f = u/v, on
calcule des développement limités (i.e. des développements en série tronqués) de
u et v en 2y, et on en déduit celui de f. Dans le cas d’un podle simple pour lequel
u(zg) # 0, v(z9) = 0 et v'(z9) # 0 on a bien entendu

e PRGN
v(z) (20)( 0); A v(z) V(20

On a donc en général

(3.1.3) Res (%dz, Zo) = u(zo) si v(zp) =0, v'(z0) #0

(puisque le point zg est en fait régulier si u(zg) = 0). On remarquera qu’il n’est
pas nécessaire d’intégrer sur un cercle pour obtenir le résidu. En fait, si U C V
est un voisinage compact de zy possédant un bord U de classe @! par morceaux,
on a aussi

Res(B, 7) — i/aUﬁ

27l

puisque le théoreme de Cauchy appliqué au compact K = U ~ D(zg,7) C V ~ {2z}

/ /1 J / T
oK o F(ZO 5 )

pour r assez petit. De la on déduit la propriété fondamentale d’invariance qui suit.

Invariance par biholomorphisme. Si § = f(z)dz est une 1-forme holomorphe
avec un point singulier éventuel en zq et si z = p(w) est un changement de variable
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biholomorphe d’un voisinage de wy sur un voisinage de zy, avec zg = p(wg), alors
la forme ¢*3 = f(p(w))¢’ (w)dw obtenue par substitution de variable vérifie

(3.1.4) Res(¢*3,wp) = Res(8, 2o).

Démonstration. En effet, pour W voisinage & bord C! assez petit de wy, I'ouvert
image U = (W) est un voisinage & bord C! de zg, et on a

* 1 1

Res(¢™ 3, wo) = o flo(w)¢'(w)dw = 5— [ f(2)dz = Res(B, 2)
™ Jow 27l U

par changement de variable dans l'intégrale curviligne. Pour étre tout a fait

complet, il faut noter que 'orientation directe du bord est préservée du fait de

I’orientation positive de la différentielle de (. O

3.2. Formule des résidus

Soit f une fonction qu’on suppose holomorphe sur un ouvert €2, sauf peut-étre
en une suite de points isolés. On a alors la formule fondamentale suivante.

Formule des résidus. On suppose que f est holomorphe sur Q2~{a,} ot {a,} est
une suite localement finie dans Q. Alors pour tout compact K a bord de classe C!
tel que OK N{a,} =0, Uintégrale de la 1-forme = f(z)dz est donnée par

6 = 2mi Z Res (ﬂ, al,).
oK a, €K
Démonstration. La preuve est une conséquence quasi-immédiate du théoreme de
Cauchy. Les hypotheses entrainent en effet que K N {a,} est constituée d’un
nombre fini de points qui n’appartiennent pas au bord K. Il existe des rayons
r, > 0 tel que D(z,,r,) C K°, et alors K’ = K ~ |JD(z,,7,) est un compact a
bord C! au voisinage duquel f est holomorphe. On a donc

0= (2)dz = f(z)dz — Z /F f(z)dz,

OK' 0K a, €K (av,ry)

ce qui équivaut a la formule. O

4. Technologie de calcul des intégrales a ’aide de
la formule des résidus

L’objet de cette section est d’expliquer comment la formule des résidus
peut étre utilisée pour évaluer certaines intégrales mettant en jeu des fonctions
holomorphes, méme dans des situations ou l'on n’est pas capable d’expliciter
des primitives de ces fonctions. Il arrive aussi assez souvent que le calcul d’une
primitive soit possible, mais que la formule des résidus conduise au résultat de
fagon beaucoup plus rapide.
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4.1. Intégrales de fractions rationnelles sur | — oo, 00|

On se propose de calculer I'intégrale fj_;j f(x)dx on f(x) = P(x)/Q(z) est
une fraction rationnelle sans pole sur 'axe réel. Soit ¢ le rapport des coefficients
directeurs des polynémes P et Q et d = deg Q — deg P. Comme on a R(z) ~ cx ¢
a l'infini, 'intégrale converge absolument si et seulement si d = deg ) —deg P > 2.
Pour évaluer l'intégrale, on considere l'intégrale de la forme méromorphe f(z)dz
sur le contour v donné par le bord du demi-disque K = D(0, R) N {Imz > 0},
lorsque le rayon R tend vers +oo.

Comme |f(2)] ~ |c||z|~% lorsque |z| — 400, Iintégrale sur le demi-cercle
I'0,R)N{Imz > 0} admet une majoration

’/ f(2)dz| < 7R (|c| +1)R™% = CR*™
T'(0,R)N{Im z>0}

pour R assez grand, de sorte que cette intégrale tend vers 0.

Yy
Y
.CLQ
o1
> >
-R 0 +R x
Comme
/f dz-/ flx d:)s-l-/ dz-27r12Res (2)dz,a;),
r'(0,R)N{Im z>0}

a; €K

on en déduit a la limite quand R — 400

+o0
(4.1.1) / f(z)dzr = 27i Z Res (f(2)dz, a;).

% Im(a;)>0

On aurait pu également considérer le demi-disque situé dans le demi-plan inférieur
{Imz < 0}, et dans ce cas, l'orientation de 1’axe réel étant opposée, on aurait
trouvé

+oo
(4.1.2) / f(z)dx = —27i Z Res (f(2)dz, a;).

- Im(a;)<0
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Dans la situation considérée ici (c’est-a-dire deg@ — deg P > 2, pas de pdles
sur l'axe réel), la conjonction des deux formules (4.1.1) et (4.1.2) entraine que la
somme de tous les résidus est nulle. C’est en fait un résultat général, pour peu
qu’on veuille bien introduire les notions de singularité, pole et résidu «a 'infini».

Définition. Soit f une fonction holomorphe définie au voisinage de l'infini, c’est-
a-dire sur C ~ (D(0,R) = C(0, R, +00) pour R assez grand, et soit § = f(z)dz.
Le changement de variable involutif w = ¢(z) = 1/z nous raméne au cas d’une
fonction w — f(1/w) définie au voisinage de 0, et on a ¢*3 = —f(1/w)w™2dw.
On définit alors

Res(3,00) = Res ( — f(1/w)w™2dw,0),

c’est-a-dire que Res(f3,00) est l'opposé du coefficient de w = 1/z dans le
développement en série de Laurent de f. On dit que z = 0o est un pdle de f(z) si
w = 0 est un pole de f(1/w), ce qui équivaut a dire qu’il n’y a qu’un nombre fini
d’indices n = 0 pour lesquels a,, # 0 dans le développement en série de Laurent
de f. Sinon, on dit que co est un point singulier essentiel.

Proposition. Soit = f(z)dz, avec f(z) = P(2)/Q(z), une forme méromorphe
rationnelle sur C. Alors la somme des résidus étendus a tous les péles (y compris
le point a linfini) est nulle :

(4.1.3) > Res(B,a) =0.

a€CU{oo}

Démonstration. On considere un grand disque D(0, R) contenant tous les poles
autres que le point a l'infini. On a alors

/I‘(O,R) b= 27riz Res(f3, a).

aeC

D’autre part, le changement de variable w = 1/z renverse le sens d’intégration sur
le cercle, ce qui donne

/ B = —/ ©* B = —2mi Res(¢*3,0) = —27i Res(f, 00). a
I'(0,R) r'(0,1/R)

4.2. Cas des fractions rationnelles trigonométriques

On considere ici des intégrales de la forme
27
I= / F(cost,sint) dt
0

olt F(x,y) est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole sur le cercle 2 +y? = 1.
Posons z = e'*. Lorsque t croit de 0 & 27, z décrit le cercle unité. On a donc

1 1y 1 I\ d
([ FGE D56 )8
(0,1) 2 z/ 21 z/ /) iz
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de sorte que

e S we(r(3(er DA D)%)

a€eD(0,1)

D’apres (4.1.3), on peut bien entendu sommer aussi sur les poles situés hors du
disque unité (point infini inclus), et changer le signe.

4.3. Intégrales de Fourier

Le calcul de transformées de Fourier met en jeu des intégrales de la forme

—+ o0

I :/ f(z)e“*dz.
—0oQ

On peut toujours se ramener, quitte a changer le signe de z, a ce que w > 0. Ce

signe est néanmoins & prendre en compte, car si z = = + iy, on a |el¥?| = ™%

et le comportement de ’exponentielle est tres différent suivant le signe de wy. On

supposera ici w > 0 de fagon a pouvoir travailler sur le demi-plan supérieur y > 0.

Proposition. On suppose que w > 0 et que f(z) se prolonge en une fonction
holomorphe définie au voisinage du demi-plan supérieur Imz > 0, a [’exception
d’un nombre fini de points singuliers a; non réels. On suppose par ailleurs que

lim z) = 0.
\z|e+oo,|1mz20f( )

Alors

+R

Rliril f(z)e“*dr = 2ni Z Res (f(2)e“?dz, aj).
T J-R Ima;>0

Démonstration. On intégre la 1-forme f(2)e'“?dz sur le contour déja décrit au 4.1.
Il faut majorer 'intégrale sur le demi-cercle de rayon R. Pour cela, on écrit
z=x+iy = Rcost +iRsint et on observe que

7| = e7@Y = em@Bsint ¢ [0, 7], et |dz| = Rdt.

Ceci donne

’/ f(z)eiwzdz’ < sup |f(2)] R/ e"wRsint gt
{lz|=R,Im z>0} {lz|=R,Im 220} 0

La concavité de la fonction sin implique sint > %t pour t € [0, 5], donc on a

T ) /2 ) /2 T
/ e—szmtdt < 2/ e—szmtdt < 2/ e—wR(Z/Tr)tdt _ )

Ceci donne la majoration explicite

(4.3.1) | / ezl < = s |f2)
{|z|=R,Im 2>0} W {|z|=R,Im 20}
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et ’hypothese entraine que cette intégrale tend vers 0. A titre d’application on
vérifie immédiatement que Res(e'“?/(1 4 22), i) = e™*/2i, d’ott en général

+oo eiwx
de =ge vl
1+=x

— o0

Dans ce cas précis, 'intégrande n’admet pas de primitive connue. O

La méthode décrite plus haut fonctionne aussi dans le cas ou f(z) admet un
ou plusieurs poles simples sur 'axe réel. On se contentera de traiter I’exemple
classique de l'intégrale semi-convergente f0+oo Si%da:. Pour la calculer, on integre
la forme méromorphe e'*dz/z sur le contour ci-dessous.

Yy
0
7N
—R — € +R T

Il n’y a aucun pole a lintérieur du contour, et 1/z tend vers 0 a l'infini, donc
d’apres (4.3.1) on obtient

—& iz R iz iz
lim (/ e—da:—l—/ e—daz—i—/ e—dz) =0.
R—+o00,e—04 \ J_p @ e Z {|z|=¢,Imz>0} #

La derniere intégrale du membre de gauche se calcule en effectuant le développe-

ment limité _
elZ

1 .
_;+1+O(Z)7

z
de sorte que la substitution z = ee'’, t € [0, 7] fournit

/ € 4z = —/ (e e +i+ O(e))eiedt = —im + 2ic + O(e?).
{ 0

|z|=¢,Im z>0}

On en déduit

-|—OO Sinl‘ . R eix _ e—il‘
dr = lim ——dx
0 xr R—+o00,e—=04 c ANz

1 . el? T
= —— lim —dz = —. O
20e=04 Jyjz)=c,m =20} 2 2
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4.4. Intégrales contenant un facteur

On s’intéresse ici aux intégrales du type

+00
I:/O f(x)xdx

ou f(x) = P(z)/Q(x) est une fraction rationnelle et o un réel. On supposera
que « est non entier, sinon il s’agit de 'intégrale d’une fraction rationnelle qu’on
peut intégrer a priori par des méthodes élementaires (on pourrait aussi atteindre
éventuellement le cas d’un entier par passage a la limite sur «). Nous supposerons
en outre que () n’admet pas de zéro sur l'intervalle [0, +oo[ et que P(0) # 0 (sinon
on factorise la puissance adéquate de = dans P(x)). Dans ces conditions, I'intégrale
converge au voisinage de 0 dés que o > —1, et converge au voisinage de 'infini des
que a < deg @ — deg P — 1 (on notera que ces conditions ne peuvent se produire
simultanément que si deg () > deg P).

Y

as

® a1 a9

La méthode de calcul consiste a intégrer la fonction f(z)z* sur le contour =y
constitué d’un arc du cercle I'(0, R) parcouru dans le sens direct, d’'un arc du cercle
['(0,¢) parcouru dans le sens indirect, et des segments [Ve2 — 62, vV R2 — §2] £ i6,
(avec § < € tres petit), parcourus dans le sens indiqué par le schéma. Ce contour
est le bord d’un compact Kr . s qui contient tous les poles de la fraction rationnelle
P(z)/Q(z) si R est assez grand et si 0 < ¢ sont assez petits (ceci n’est vrai bien
sur que parce que Q(x) n’a pas de zéros sur [0, +oo[, par hypothese).

Un point tres important est de choisir la détermination adéquate de la fonction
2% = exp(alogz) : on choisit ici la détermination définie sur C \ [0, +oo], telle
que 0 < argz < 2mw. Comme « est supposé réel, on a [z%| = |z|* tandis que

«
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arg(z®) = aargz. Dans ces conditions, lorsque § tend vers 0, la somme des
intégrales sur les segments horizontaux [ve2 — 62, v R2 — 62] 416 converge vers

(1 — &™) /sR f(x)z“dx.

On fait maintenant tendre € vers 0 et R vers 'infini. La majoration

’/ f(z)zo‘dz’ < 2mrt T sup |f(2)]
T(0,r) T(0,r)

entraine que les intégrales sur les cercles I'(0, ) et I'(0, R) tendent vers 0 des lors
que l+a>0et 1+ a+degP —deg@ < 0, ce qui équivaut a la convergence de
I'intégrale I en 0 et +00, respectivement. On aboutit a la formule

_ J27mia oo o _ : «
(1—e )/O f(x)x%dr = 2mi Z Res(f(2)z“, a).

a€C\ 0,400

4.5. Intégrales contenant un logarithme

Le dernier cas que nous traiterons est celui des intégrales de la forme

+0o0
I:/O Inz f(x)dx

ou f(x) = P(x)/Q(z) est une fraction rationnelle. L’intégrale converge des que
() n’a pas de zéros situés sur 'axe réel et que deg@ > degP + 2. Ici, la
méthode consiste & intégrer la forme holomorphe (log z —ir)? f(2) dz sur le contour
décrit au 4.4 (c’est bien le carré d’un logarithme qu’il faut considérer !), avec la
détermination telle que 0 < argz < 2w. Il n’est pas difficile de voir que les
intégrales sur les cercles I'(0, ¢) et I'(0, R) tendent vers 0, sous les hypotheses qui
ont été faites. Sur I’axe réel, on est amené & intégrer (Inx — im)2f(x)dx de € & R,
puis (Inx + in)?f(x)dx dans le sens opposé. La somme de ces deux intégrales est
égale a

R
—4i7r/ Inzx f(x)dx.

On aboutit alors a la formule

+oo
/0 Inz f(x)dx = —% Z Res ((logz —im)%f(2), a).

a€CN[0,400]

On notera que l'intégrale de gauche est encore convergente si f admet un pole
simple au point x = 1. Dans ce dernier cas, on évite le point 1 en modifiant un
peu le chemin ~, de facon a contourner le point 1 par des arcs situés sur le cercle
I'(1,¢), orientés de maniere indirecte. 11 faut alors évaluer la limite

lim (Log z — im)2f(2) dz + / (Log z +im)%f(2) dz
=0+ Jr(1,e)n{Im >0} I'(1,e)N{Im z<0}
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ou la détermination du logarithme est cette fois la détermination principale telle
que Logl =0 et —m < argz < 7. Il est facile de voir que les termes mettant en
jeu le logarithme sont bornés en z = 1 et ont une contribution nulle du fait que la
longueur des arcs tend vers 0, tandis que le terme sans logarithme a pour limite

lim —m?f(2) dz = —27m%i Res(f(2)dz, 1).
e=0+ Jr(1,e)

Il vient alors

+o0 T2
/0 lnxf(x)dx:—% Z Res ((logz — im)*f(2), a)—i—;Res (f(z), 1).

a€CN[0,400]

2

1
nxldq: = % Plus généralement, il serait

+0o0
On obtient ainsi par exemple / 5
x —

possible d’évaluer des intégrales de la forme

+oo
J :/0 A(lnz)f(z) dx

ou A est un polynéome. Dans cette situation, on integre la forme holomorphe
B(log z) f(z) dz avec un polynéome B choisi tel que B(z + 27i) — B(z) = A(z), ce
qui est toujours possible.
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Chapitre IV

Propriétés topologiques
et propriétés globales

des fonctions holomorphes

Nous introduisons d’abord quelques notions générales de ce qui constitue
les rudiments de la topologie algébrique, a savoir la théorie de I'homologie et
de I’homotopie — sans aller beaucoup plus loin que les premieres définitions.
Nous faisons ensuite le lien avec 'intégration des formes fermées et des formes
holomorphes, au travers des notions d’intégrales sur des 1-cycles, d’indice d'un
lacet par rapport a un point. La démarche s’appuie sur l'invariance homotopique
ou homologique des intégrales de formes fermées. Le chapitre s’acheve avec le
principe de ’argument, le théoreme de Rouché. Le chapitre s’acheve avec la preuve
de quelques résultats globaux importants : théoreme d’approximation de Runge,
théoremes de Picard, zéros et factorisation des fonctions entiéres d’ordre fini.

1. Intégration de formes fermées sur des chaines

1.1. Homotopie et groupe fondamental

On se place ici dans un espace topologique X a priori arbitraire (le plus
souvent, le cas d'un ouvert X = © C R" nous suffira dans cet ouvrage ...). Le but
de cette section est d’étudier la déformation des chemins (continus) v : [, 5] — X,
t — ~(t). On s’intéresse particulier aux lacets, c’est-a-dire par définition les
chemins fermés (v(a) = v(F)). En procédant & un changement de parametre,
il n’est pas restrictif de supposer que [«, 8] = [0, 1].

Définition. Deux chemins y1,72 : [0,1] — X sont dit homotopes (« avec extrémités
fizesn), s’ils ont mémes extrémités v1(0) = v2(0) = a, y1(1) = v2(1) = b, et s’
existe une application continue h : [0,1] x [0,1] — X telle que

(1.1.1) h(0,t) = v1(t), h(l,t) =~(t), h(u,0)=a, h(u,l)=0>

pour tous t € [0,1], u € [0,1]. On dit que h est une homotopie de v1 @ ¥a.
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Vu(t) = h(u7 t)

Ba!

Autrement dit v, (¢) := h(u,t) est une déformation continue de -y, en s, gardant
les extrémités fixes. 1l est facile de voir que la relation d’homotopie v ~ 72 est une
relation d’équivalence: en effet la relation est clairement réflexive et symétrique,
de plus si A’ est une homotopie de 1 a 9 et A’ une homotopie de 5 a 73, alors

{h(u,t) = h'(2u,t) siuel(0,1/2]
h(u,t) = h"(2u—1,t) siue€[l/2,1]

est une homotopie de v; a ;.

Un cas tres particulier est celui ot y5(t) = y10p(t) est un reparamétrage du chemin
~1 par une bijection continue croissante ¢ : [0,1] — [0, 1]. On construit alors une
homotopie évidente en posant h(u,t) = v1((1—u)t+up(t)). En particulier, la classe
d’homotopie d’un lacet ne dépend pas du paramétrage, pourvu que l'orientation
en soit fixée.

Nous introduisons enfin la notion de groupe fondamental de ’espace topolo-
gique X relatif & un «point base» xg € X. Pour cela, on considere I’ensemble

(1.1.2) (X, z0) = {Classes d’équivalence d’homotopie}
e 1 yL0) = .

4 des lacets d’extrémités xg

On munit 71(X, xg) d’'une structure de groupe (en général non abélien) comme
suit : si Y1 et 4o sont deux classes d’équivalence de lacets d’extrémités xg, on
définit le produit 77 - 42 comme étant la classe d’homotopie 4 du lacet composé

Y =772 tel que

(t) = v1(2t) sitel0,1/2],
(1.1.3) {z(t) — 12(215 —1) site[l/2,1].

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les axiomes des lois de groupe
(associativité, existence de l'inverse) sont bien satisfaites — & homotopie pres
évidemment : 1’élément neutre est le chemin constant e(t) = xg, et I'inverse de %
est donné par le chemin 7(¢) = y(1 — t) [exercice: montrer que 7y -7 et 7 - v sont
bien homotopes a €]. Il n’y a pas associativité stricto sensu, comme on le voit sur
le schéma ci-dessous montrant les paramétrages de (1 -¥2) - 3 et v1 - (72 - 73)
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4! Y2 3

(71 '72) * 73

Y1 Y2 3
t t ’ Y1 (v2 - 3)
0 1/2 3/4 1

Cependant, il est clair qu’on peut obtenir une homotopie de (vy1-72)-y3 & y1-(Y2:7Y3)
en «glissant » la position de l'intervalle central de [1/4,1/2] en [1/2,3/4], lorsque
le parametre d’homotopie u croit de 0 a 1.

1.2. Chaines, cycles, bords et homologie

Nous allons aborder maintenant les rudiments de ce qu’on appelle la théorie de
[’homologie singuliere, qui permet de considérer des objets de dimension supérieure
a 1 et pas seulement des chemins. Pour toute dimension p, on appelle simplexe
fondamental de dimension p ’ensemble

(1.2.1) Ap={t=(to,t1,....tp) ERPTI 1 t; >0, to+t1+...+t,=1}.

Pour n = 0, 1, 2 on obtient successivement

A to

\

|

\

|

|

|

| 1 ’

*AO \‘ A ‘/

\

\

\

\

to 1
de méme A3 est un tétraedre régulier de dimension 3, etc. Si X est un espace
topologique (pour nous, un ouvert X = Q C R” suffira...), on pose la

Définition. On appelle ensemble des p-chaines singuliéres Cp(X,Z) sur X a
coefficients dans 7 l’ensemble des sommes formelles finies

(1.2.2) o] =) mjloj], oA, = X,

formées avec des coefficients m; € Z et des applications continues arbitraires o;
(deuz a deux distinctes). C’est donc un élement du Z-module libre ayant pour base
Uensemble C°(A,, X) des applications continues A, — X, chacun des éléments
de base associé a une telle application o étant noté [o;] et appelé simplexe de
dimension p.
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Si p = 0, une O-chaine est la méme chose qu’une combinaison linéaire finie
de points ) m;[p;], tandis que si p = 1 (cas qui nous intéressera ici le plus),
une l-chaine peut étre identifiée a une combinaison linéaire ) m;[vy;] de chemins
continus v; : [0,1] — X, affectés de multiplicités m; (on convient d’identifier A;
au segment [0, 1] en posant tg =1 —t et t; = ¢ si t est la variable paramétrant le
chemin). On considére maintenant «{’application bordy

0p: Cp(X,Z) = Cp_1(X,Z)

définie comme suit. On pose C,(X,Z) = {0} pour p < 0, et donc 0, = 0 pour
p < 0. Pour p > 0 on considere chacune des applications «faces »

5:; : Ap—l - Ap? (t()?tl? .- '7tp—1) = (t()?tl? <o 7t€—1707t€7 <o 7tp—1)7

qui envoie A,_; sur la face d’indice ¢ de A, (c’est-a-dire sur les points dont la
coordonnée d’indice ¢ est nulle, 0 < £ < p). Sio; : A, — X est un simplexe, la
composée g o 5£ : Ap—1 — X est la «face d’indice £» de o;. On définit 9, par

p

(1.2.3) ij il Oplo] =D m; > (~1)"[o; 0 6]

J £=0

Il est facile de vérifier que 0, est Z-linéaire et que 'on a toujours 9, 0 Jpy1 = 0.
Les cas qui nous intéressent sont les suivants :

c
b
a
exemple de 1-chaine exemple de 2-chaine
[o] = [y] = arc orienté [ab] [o] = triangle orienté [abc]
O1[ab] = [b] — [a] o [abe] = [be] — [ac] + [ab]

Pour la 2-chaine [o] figurée sur le schéma, il est clair que

91(9a[0])) = (le] = [b]) = ([¢] = [a]) + ([b] = [a]) = 0.

Définition. On appelle ensemble des p-cycles, resp. des p-bords, les sous-groupes
de Cp(X,Z) définis par

(1.2.4) Z,(X,Z) =Kerd,,  B,(X,Z)=Im0p.
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Autrement dit, un p-cycle est une p-chaine [o] telle que 0,]c] = 0, tandis qu’un
p-bord est une image (o] = Opy1[7] d’une (p + 1)-chaine.

Du fait que 0y 0 0p41 = 0, nous avons toujours By,(X,Z) C Z,(X,Z). On
définit le p-ieme groupe d’homologie de X comme étant le groupe quotient

(1.2.5) H,(X,Z) = Z,(X,Z)/B,(X,Z).

On observera qu'un chemin v : [0,1] — X est un cycle si et seulement si c¢’est un
lacet, c’est-a-dire si 7(0) = v(1). Dans ce cas on peut associer a [y] une classe
d’équivalence dans Hq(X,Z).

Par ailleurs, un chemin constant v(t) = ¢y est toujours un bord (c’est le bord
de la 2-chaine [c] ayant un seul terme constant c(tg, t1,t2) = ¢g). Si ¥(t) = y(1 —t)
est le chemin « parcouru en sens inverse, alors [y] 4[] est aussi un bord (le bord de
la 2-chaine [o] telle que o(tg,t1,t2) = v(t1) vaut [7] — [y0] +[7] ot Yo est le chemin
constant yo(¢t) = v(0), et on a donc [y] — [y] = 02([0] + [¢]) ol ¢ est la 2-chaine
constante c(to,t1,t2) = v(0)). Siy est un lacet, la classe de [] dans Hy(X,Z) est
donc l'opposée de celle de [7].

Deux cycles [v'], [v”] sont dit homologues, et on écrira alors [y'] ~ [v"], si
[7'] — [7"] est le bord 020 d’une 2-chaine, c’est-a-dire si [y'] et [y”] définissent la
méme classe d’homologie dans H;(X,Z). On a le fait important suivant.

Proposition. Si des chemins 1, v2 sont homotopes, alors le 1-cycle [y2] — [11]
est un bord. En particulier, si y; et o sont des lacets, alors [y1] et [y2] définissent
le méme élément de Hy(X,Z).

Démonstration. Comme indiqué sur le schéma ci-dessous, on a une homotopie
(u,t) — h(u,t) définie sur le carré [0, 1] x [0, 1], et la différence [y2] — [y1] est la
somme des bords de deux triangles, plus un certain nombre de bords “triviaux”
constitués par des chemins constants et par I’aller-retour sur la diagonale.

4!
Y2

a U

D’apres la Proposition précédente, on a une application bien définie

(1.2.6) (X, 20) — Hi(X,Z), 4[],



94 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

et on peut vérifier aisément que c’est un homomorphisme de groupes, autrement
dit que la 1-chaine [y1] + [v2] — [71 - 72] est toujours un bord. La preuve peut étre
visualisée par le schéma ci-dessous :

c
Y172 Yo
a Y1 b
Si [y] = >_mj[y,] est une l-chaine (ou figurent seulement les termes tels que

m;j # 0), on définit le support de [y] comme étant la réunion

Supp([7]) = | JIm(v;)
des images des chemins v, qui composent la chaine.

Lemme. Soit [y] = > m;[y;] un 1-cycle d’homologie. Alors il existe un 1-cycle
] = >_m;[;] ayant méme support et définissant la méme classe d’homologie
que [7], tel que chaque chemin 7; composant [y] soit un lacet.

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur N = ) |m;|. Si
N =0, alors [y] = 0, et il n’y a rien a montrer. Si N = 1, le cycle est constitué
d’un seul chemin d’extrémités a et b, on alors d[y] = [b] — [a] = 0, par suite
a = b et v est un lacet. Supposons le résultat démontré pour N’ < N. Quitte &
remplacer v; par le chemin opposé v; et m; par —m;, on peut supposer que tous
les coefficients m; sont positifs. Soient a;, b; 'origine et 'extrémité de ~;, et soit
E = {a;} U{b;}. Nous avons

o = m;([bs] — [ay)),

ce qui signifie que la somme des coefficients affecté a chaque point [p], p € E,
est nul. Fixons un tel point p € E. Comme les coefficients m; sont positifs, le
coefficient de p ne peut étre nul que s’il apparait au moins une fois comme extrémité
d’un certain chemin ~;, et au moins une fois comme origine d’un chemin -;,. Si
J1 = Jj2, alors [y;,] est un lacet et le cycle [y] = [y] — [y;,] & une somme de
coefficients N’ = N — 1, ce qui permet de conclure par I’hypothese de récurrence.
Si j1 # j2, on écrit que [v;,] + [v5,] ~ [V - Vja)s de sorte qu’on obtient [y] ~ 7]
en remplacant [v;,] + [v;,] par [y, - 7j,]. Ici encore nous avons N’ = N — 1, ce qui
acheve la preuve. O

Si zg est un point quelconque choisi dans la méme composante connexe par
arcs de X que le lacet [7;], on peut, dans le lemme précédent remplacer 7; par un
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chemin d’extrémités xg, & condition d’oublier I’exigence sur le support de [y], En
effet, si a; = (; sont les extrémités de 7; et si A, est un«chemin de liaison) de
xo & o, on peut remplacer 7; par le lacet d’extremltes ro défini par Ay, -7 - )\aj,
puisque

Py 35 - Aay] ~ o] + B3] = Py ~ (]

11 résulte alors facilement du lemme précédent que ’homomorphisme (1.2.6) induit
un homomorphisme surjectif

P (X, z)) — Hi(X,2Z),

si I’on choisit exactement un point x; dans chaque composante connexe par arcs
de X. En particulier, 'homomorphisme (1.2.6) est surjectif si X est connexe
par arcs (mais il n’a évidemment aucune raison d’atteindre les cycles d’homologie
situés hors de la composante connexe par arcs de xq, si X n’est pas connexe par
arcs). On notera qu’on peut trouver des espaces X connexes par arcs pour lesquels
71 (X, xg) n’est pas un groupe abélien (par exemple X = C~ {0,1}). Dans ce cas,
I’homomorphisme surjectif (1.2.6) a nécessairement un noyau non trivial puisque
celui-ci doit contenir le sous-groupe des commutateurs de m (X, zg). Lorsque X
est connexe par arcs, un théoreme classique di & Hurewicz affirme qu’en fait (1.2.6)
induit un isomorphisme

(127) 7T1(X,{130)/[7T1<X, .’130),7T1<X, .’130)] i Hl(X,Z)

par passage au quotient par le sous-groupe des commutateurs, c’est-a-dire que le
groupe d’homologie H;(X,Z) est 'abélianisé du groupe fondamental 71 (X, x¢).

1.3. Formes exactes et fermées (en degré 1)

Soit © un ouvert de R™ et 3 une 1-forme de classe C! sur Q. Nous écrivons

ﬁ:Zﬁj(:cl,..., )dx; = Zﬂ]dxj
j=1

Par définition, la différentielle extérieure de § est la 2-forme donnée par

Zdﬁj/\dasj Z(Z ﬁjdazz)/\dxj: 3 (gi‘z—gf;)dxi/\dxj

1<i<j<n

Définition. On dit que la 1-forme 3 de classe C' est

(i) fermée si df =0, c’est-a-dire si pour tous 1 <i,j7 < n on a

0p;  9B;

8:132' 8:13]' =0

(ii) ezacte s’il existe une fonction F de classe C? dans Q) telle que 3 = dF.
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Si B = dF est exacte, nous avons (3; = 0F/0z; et le théoreme de Schwarz
implique que (3 est fermée :

o~ s, = o 0a;) s () =

6:51 6zvj N 6332
Réciproquement, on a le résultat important suivant.

Lemme de Poincaré. Soit ) un ouvert de R™ qui est étoilé par rapport a un
certain point a, c’est-a-dire tel que [a,z] C Q pour tout = € Q. Alors toute 1-

forme B fermée sur §2 est exacte, c’est-a-dire qu’il existe une primitive ' de classe
C? telle que 3 = dF.

Démonstration. Supposons pour simplifier I’écriture que a = 0, quitte a changer
I'origine de R™. On pose

F(z) = /0 o / Zlﬂj(txl,...,txn) ; dt

en intégrant [ le long du chemin ~y(¢) = tx. Le théoréeme de dérivation sous le
signe somme montre que F' est différentiable, et que

61‘1 / (Ztaxz t.’l?l,...,tflln).’lfj—l—ﬂi(t.’l?l,...,tfljn)) dt.

En utilisant I’hypothese que 3 est fermée, ceci donne

(9331 /0 (Z 851:]

1
_ /O i(t@(ml, L twy)) dt = Bi(x).

o twn) T + Bt ..,mn>) dt

Par conséquent dF = f3, et comme [ est de classe C!, on voit que F est bien de
classe C2. O

Remarque. Il est important de noter que le lemme de Poincaré n’est en général
pas vrai pour des ouverts 2 quelconques, c’est-a-dire qu’il peut exister des formes
fermées non exactes. Ainsi la 1-forme 3 = dz/z est fermée sur Q = C* C C ~ R?,
mais elle n’admet pas de primitive F' sur €) tout entier. Si tel était le cas, on aurait

en effet
d
/ B:/ % _on, / B = dF =0,
r(,1) reo,1 # r(,1) r,1)

contradiction. Ceci est bien entendu lié a la non existence d’une détermination
du logarithme complexe sur C* tout entier. On peut aussi obtenir un exemple de
1-forme réelle fermée non exacte en prenant

dz> xrdy — ydr

ﬂ—Im( R

z
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0 est, localement sur C*, la différentielle df de ’angle polaire § = argz, qui
n’admet pas de détermination globalement définie. O

Considérons maintenant un chemin ~ : [a, b] — € et une 1-forme 3 de classe €1,
supposée fermée. Nous prétendons que l'intégrale curviligne f7 (B, qui est a priori
bien définie pour 7 de classe C' par morceaux, peut se définir également sans
difficulté lorsque = est seulement continu. En effet, si 6 > 0 est la distance du
compact 7([a,b]) au fermé CQ, la continuité uniforme de v entraine I'existence
d’une subdivision

a=Tg<n<...<Tn=0b

de [a,b] telle que ~([7;, T;j+1]) soit pour tout j = 0,1,...,N — 1 contenu dans la
boule B; de centre v(7;) et de rayon 6. D’apres le lemme de Poincaré, il existe une
primitive F; de 3 définie dans la boule B;. Il suffit alors de poser par définition

/7[ ]ﬁ:/V[T

dF; == Fj(v(1j+1)) — F;(7(75)),
§oTj41]
et plus généralement, par la relation de Chasles

TiTi+1

N-1
(13.1) / 8:= Y Fi(v(r1)) — F5(2(3)).
v j=0

Il est clair que cette définition coincide avec celle déja donnée pour le cas ou v est
de classe C! par morceaux. Par ailleurs, on peut voir aisément que les intégrales
ainsi définies sont bien indépendantes de la subdvision et des primitives choisies
(si on a deux subdivisions associées a des primitives F; sur B; et F}. sur By, on en
choisit une troisieme plus fine que les deux précédentes avec des boules By telles
qu’on ait des indices j(¢), k(£) pour lesquels By’ C Bjy) N By, ¢ €t on observe que
les différences Fy' — fj() et Fy' — Fy,, sont constantes sur chaque boule B}). Si
[v] = >_m;j[y;] est une 1-chaine quelconque, on définit bien entendu

(1.3.2) /[]ﬁ => m; [ B
il Vi

On a dans ce contexte l'observation importante qui suit :

Lemme. Si [y] = 0[o] est le bord d’une 2-chaine dans l'ouvert Q et si 3 est une
1-forme fermée sur €2, alors
oo
8lo]

Démonstration. 11 suffit de démontrer le résultat dans le cas ou [o] se réduit & un
seul triangle.
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AN
WAVA
VAV

En utilisant une subdivison barycentrique de ce triangle comme figuré sur le
schéma ci-dessus, on trouve |, 8[o] B => j /. olo;) 0, et on donc ramené au cas de
triangles dont I'image dans ) est arbitrairement petite. On peut donc supposer
qu’on a affaire a des triangles o; enticrement contenus dans des boules B; sur
lesquelles 3 posseéde des primitives Fj. Si aj,bj,c; €  sont les sommets du
triangle o, on trouve alors

oo B = (Fjle;) — Fi(by)) — (Fi(e;) — Fy(ay)) + (Fy(b;) — Fj(az)) =0. O

Corollaire. Si 3 est une 1-forme fermée dans ) et si v1,7v2 sont deux chemins

homotopes dans §2, alors
/ / )
y1 Y2

En particulier, I’intégrale f,y B d’une 1-forme fermée sur un lacet v ne dépend que
de la classe d’homotopie ou d’homologie de ce lacet.

Démonstration. On a déja vu que si y1 et 72 sont homotopes, alors [y1] — [y2] est
un bord. Il suffit donc d’appliquer le lemme. O

Tout ce qui précéde s’applique en particulier dans le cas ou {2 est un ouvert
de C et § = f(z)dz une 1-forme holomorphe dans 2. On a en effet déja observé
qu’une telle forme est fermée. On notera par ailleurs que si K est a compact a
bord C! par morceaux contenu dans € alors 0K peut étre vu comme un 1-cycle
en homologie (somme de lacets orientés), et que ce l-cycle est un bord. Ceci
résulte du fait que K peut étre “triangulé”, c’est-a-dire couvert par des images
Cl-difféomorphes de triangles se recollant le long de leurs arétes. On réinterprete
ainsi le résultat du théoreme de Cauchy affirmant que |, ax B =0.
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oK

1.4. Intégration sur les ouverts simplement connexes

Bien que nous soyons principalement intéressés par les ouverts de C ~ R?, nous
préférons donner d’abord la «bonney» définition générale des espaces simplement
connexes, plutot qu'une définition ad hoc valable seulement en dimension 2.

Définition. Un espace topologique X est dit simplement connexe s’il est connexe
par arcs et s’il vérifie 'une des propriétés équivalentes qui suivent.

(i) Deux chemins quelconques ayant mémes extrémités sont homotopes.
(ii) Pour tout xo € X, on a m (X, ) = 0.
(iii) 11 existe xg € X tel que (X, xo) = 0.

Il est clair en effet que (i) = (ii) = (iii). Pour voir que (iii) implique (i), on
prend deux chemins 7; et 2 ayant des extrémités a et b, et on choisit des « chemins
de liaison» A\, reliant xo a a et A\, reliant g a b. Alors Ay - v; - \p, © = 1,2, sont
deux lacets basés en xg, ’hypothese (iii) implique I'existence d’une homotopie h
entre ces deux lacets. On obtient une homotopie entre v; et 2 en considérant
I’homotopie

[0,1] 3w — Ag - h(u,e) - Ay
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qui relie Xa ‘A M ~Xb - \p et Xa “Aa Y2 ~Xb - Ap, €t en observant que Xa - Ag €t Xb - \p
sont homotopes aux lacets constants ¢, (t) = a, c,(t) = b, respectivement. O

Exemple. Tout ouvert convexe {2 C R™ est simplement connexe ; en effet on peut
«homotoper» deux chemins 71, 72 quelconques a 1’aide de ’homotopie

h(u,t) = (1 —w)y1(t) + uy2(t).

Plus généralement, tout ouvert étoilé est simplement connexe : si {2 est étoilé par
rapport au point xg € 2, 'application h(u,t) = (1 — u)xg + wy(t) réalise une
homotopie entre un lacet v quelconque d’extrémités xg, et le lacet constant z.

i

La surjectivité déja mentionnée de ’homomorphisme m (X, z9) — Hi(X,Z)
entraine qu’'un espace X simplement connexe vérifie Hy(X,Z) = 0 automatique-
ment. On peut cependant donner des exemples d’ouverts 2 C R™, n > 2, qui
vérifient Hq(£2,Z) = 0 sans étre simplement connexes.

Théoréme. Soit Q un ouvert de R™ et 3 une 1-forme fermée de classe C'. Si
H1(Q,Z) = 0 (en particulier, si Q) est simplement connezxe), alors (3 est exacte,
c’est-a-dire qu’il existe une primitive globale F de classe €% sur ) telle que 3 = dF.

Démonstration. On peut supposer ) connexe, donc connexe par arcs. Fixons une
origine zg € 2. Pour Tout point € € on choisit un chemin continu v, joignant
To a x et on pose
F(z)= [ B.
Ve
Comme deux chemins quelconques 7,., 9, different par un bord d’apres I’hypothese
H,(Q,7Z) = 0, l'intégrale est bien indépendante du choix du chemin ~,. En

choisissant pour 7, un chemin polygonal, il est immédiat de vérifier que les dérivées
partielles 0F/0x; coincident avec les coefficients ; de 3, donc dF = . O

Nous transcrivons maintenant ces résultats dans le cas des fonctions holomor-
phes, en utilisant le fait que la 1-forme § = f(z)dz est fermée pour toute fonction
holomorphe f.

Corollaire. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert 2 de C tel que
H1(Q,7Z) =0, alors f posséde une primitive F' dans (2.

Conséquence. Soit f est une fonction holomorphe sur un ouvert ) de C tel que
H1(Q,Z) = 0. Supposons que f ne s’annule pas dans §2. Alors

(i) 1l existe une fonction holomorphe g € O(Q) telle que exp(g) = f. Deux
solutions gy, go difféerent par une constante 2kim dans chaque composante
connexe de §2.

(ii) Pour tou entier n > 2, il existe une fonction racine n-iéme h € O(Q) telle
que h™ = f. Si hy est une solution, toute autre solution s’écrit sous la forme
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ho(z) = uhi(2) ot u est une racine n-iéme de l'unité, constante dans chaque
composante conneze de €.

Démonstration. On peut supposer ici que €2 est connexe.

(i) D’apres le corollaire, la fonction h = f’/f admet une primitive H dans 2. Nous
avons alors

(fexp(—H)) = (f' — hf) exp(—H) = 0,

de sorte que fexp(—H) = C constante. Si on choisit un nombre complexe ¢ tel
que exp(c) = C, alors g = H + ¢ vérifie exp(g) = Cexp(H) = f. Si on a deux
solutions, alors go — g1 prend ses valeurs dans le sous-ensemble discret 27iZ C C,
ce qui entraine par continuité de go — g1 et connexité de 2 que g, — g1 = 2kim est
constante.

(ii) Si g vérifie exp(g) = f, alors h = exp(g/n) vérifie évidemment A" = f. La
derniere affirmation concernant I'unicité a constante multiplicative pres telle que
u™ =1 est claire. O

Remarque. Si H1(2,7Z) = 0 et si f est une fonction holomorphe (resp. méromor-
phe) non identiquement nulle sur €2, il est facile de voir que f posséde une racine
n-ieme holomorphe (resp. méromorphe) h si et seulement si div(f) est divisible
par n, c’est-a-dire si toutes les multiplicités des zéros et des poles sont divisibles
par n. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si div(f) est
divisible par n et si g1 est une fonction méromorphe de diviseur div(g;) = % div(f)
(qui existe toujours d’apres le théoreme de factorisation de Weierstrass), alors f /g7
est une fonction holomorphe sans poéles ni zéros, par conséquent elle possede une
racine n-iéme go sans poles ni zéros, et on a f = (g192)". O

2. Indices et théoréeme de Rouché

2.1. Indices

On considere ici des 1-cycles [y] = > m;[y;] tracés dans le plan complexe C.
Rappelons que le support d'un tel cycle est |JIm(v;) (on suppose 'écriture du
cycle simplifiée, en sorte que les chemins 7; soient deux a deux distincts et que les
coefficients m; soient non nuls).

Théoréme et définition. Soit [y] = > m;[v;] un l-cycle tracé dans C et
2o € C ~ Supp([v]). On définit lindice de [y] par rapport a zy comme étant

l'intégrale
1 dz
Ind = — .

L’indice est toujours un entier Ind([], z0) € Z. Cet entier représente intuitive-
ment le nombre de tours effectués par le cycle autour du point zg, compté avec les
multiplicités m; et avec des signes déterminés par le sens de rotation autour de zg.

Démonstration. On commence par prouver le résultat lorsque [v] se réduit a un
seul lacet v : [0,1] — C, v(0) = ~(1). Soit § = d(zo,Im(v)) > 0 la distance du
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point zo a I'image du lacet . D’apres la continuité uniforme de ~ sur [0, 1], on
peut choisir une subdvision

O=th<ta<... <ty =1

telle que y([t;,t;41]) soit entierement contenu dans le disque ouvert de centre 7(¢;)
et de rayon 6. Si z; € A = D(v(t;),6), la détermination principale du logarithme
fournit une primitive z — Log ((z — 20)/(z1 — 20)) de z +— 1/(z — zp) définie sur
A tout entier, car le quotient (z — z9)/(21 — 20) ne peut pas étre réel négatif. On
obtient donc

1 dz 1 Y(tj+1) — 20

27i Vet pn) Z 770 27i v(t;) — 2o

i 73+1) 2, 1 7 (tj+1) — 20

(tj) — 2o 27 y(t;) —z0

Comme on a toujours Logz; + Logze = Log(z122) mod 27iZ, il vient par
sommation sur chacun des intervalles de la subdivision :

1 dz 1 v(1) — 2o
nd(7, 20) 27i /y z—2zy 2mi ©8 ~v(0) — 2o o

Comme ~(0) = (1), il s’ensuit que 7%8 ~o =1, donc Ind(v, 20) € Z. D’apres le

calcul précédent, I'indice coincide avec I'angle (exprimé en tours)

1 = ~( z

N Ar M'

2w ]Z & — 20
Maintenant, si [y] = > m;[v;] est un 1-cycle quelconque, le lemme du paragraphe
1.2 montre que [y] differe par un bord d’un cycle [y] = > m;[7;] qui est une somme
de lacets, on a donc

Ind([7], 20) = Ind([j], 20) = » _ i, Ind([3], 20) € Z. O

J

Remarque 1. Comme la forme g = Zi—zzo est fermée sur C \ {z}, les résultats

généraux déja démontrés impliquent que 'on a
Ind([~], 20) = Ind([v], z0)

des que les cycles [y] et [/] different par un bord dans C \ {zp}. C’est le cas en

particulier lorsque v et 7 sont des lacets homotopes dans un ouvert €2 contenu
dans C \ {z0}.

Remarque 2. Si K est un compact & bord de classe €' par morceaux, alors
Ind(0K, z9) = 0si 29 € QN K et Ind(0K, z9) = 1 si 29 € K°. Ceci résulte de la

formule des résidus usuelle appliquée a la forme (§ = zizz ~. O
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On a par ailleurs le résultat suivant concernant la dépendance de I'indice par
rapport au point zy considéré.

Proposition. Si [y] est un 1-cycle dans C et si zy, z1 sont dans la méme
composante connexe de C ~ Supp([v]), alors Ind([v], z0) = Ind([y], z1). De plus,
si zo est situé dans la composante connexe non bornée de C ~ Supp([y]), alors
Ind([~], 20) = 0.

Démonstration. 1l est clair que I'application w — Ind([y], w) est une application
continue (et méme holomorphe!) sur 'ouvert 2 = C \ Supp([v]). Comme elle
prend des valeurs entieres, elle est nécessairement constante sur chaque composante
connexe {2 de €. Le support de [y] est compact, donc contenu dans un certain
disque fermé D(0, Ry), ce qui implique que la couronne C ~. D(0, Ry) est contenue
dans (). Par suite () possede une seule composante connexe non bornée, celle qui
contient C\D(0, Ry), toutes les autres étant contenues dans D(0, Ry). Remplagons
les chemins y; composant [y] par des chemins polygonaux [7;] de mémes extrémités
contenus dans D(0, Ry), de facon & étre str que les chemins 7; soient de classe
C! par morceaux et de longueur finie). Ces chemins sont alors homotopes dans
D(0, Ry), de sorte que pour tout w € C \. D(0, Ry) il vient

Ind([y],w) = d([Al,w),  |Ind([7],w)| < m > lmj| long(3)).

Par suite I'indice tend vers 0 a I’infini, et il est nécessairement nul sur la composante
non bornée de €. O

Nous indiquons maintenant un procédé de calcul géométrique pour l'indice,
dans le cas d’un cycle vérifiant certaines propriétés de régularité.

Définition. Une 1-chaine [y] = > mj[y;] tracée dans C ~ R? sera dite C
réguliere par morceauz si elle est composée de chemins v; de classe C' par
morceauzx, ayant des vecteurs dérivés (a droite, a gauche) partout mon nuls, tels
que en tout point p € Supp([y]) qui est un point multiple (c’est-a-dire un point
appartenant a des images de chemins différents, ou bien un point p possédant
plusieurs antécédents t = 'yj_l(p) sur un méme chemin vy;), les demi-tangentes aux
chemins vy; passant par p sont toutes distinctes.

Si [y] est un 1-cycle régulier, le théoreme des fonctions implicites montre
aisément qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini de points multiples, et que pour
tout point p € Supp([y]) non multiple, il existe un voisinage V de p tel que
V'~ Supp([y]) soit constitué de 2 composantes connexes (noter que les extrémités
des chemins 7; composant -y sont nécessairement multiples, sinon ce point figurerait
dans 0[] et [y] ne serait donc pas un cycle). Plus précisément on peut choisir pour
V un certain rectangle construit comme suit : il existe un repere orthonormé direct
associé a des coordonnées (u,v) dans le plan, un rectangle

R={(u,v), —e<u<e, —6<v<d}

et une application de classe @' par morceaux h : | —¢,e[—] — 6, 8], u — v = p(u)
vérifiant

R Supp([7]) = {(u, o)), v €] —e,e[}.
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On supposera que les coordonnées (u, v) sont choisies en sorte que le chemin ; qui
coincide avec le graphe v = p(u) dans R soit orienté dans le sens des u croissants. 11
est clair dans ces conditions que R~ Supp([v]) est constitué des deux composantes
connexes définies respectivement par Ry = {v > ¢(u)} et R_ = {v < ¢(u)}.

Théoréme. Soit [y] = Y. m;[v,;] un cycle €' régulier par morceauz, soit p €
Im(y;) C Supp([y]) un point non multiple, et soit R un rectangle défini comme
ci-dessus. Alors si z; € Ry et z_ € R_, on a

Ind([7], 24) — Ind([v], 2-) = m;.

En particulier, si [y] est constitué d’un seul lacet de multiplicité 1, on a
Ind([y],er) - Ind(h/]? Z—) =1

Ind([],2) = 0

Démonstration. Soit p € Supp([y]) le centre du rectangle. Choisisons des points
zy € Ry et z_ € R_ que nous ferons converger vers le point p, et désignons par
[7'] 1a partie de [] située hors de R, de sorte que nous avons [y| = [y'] +m;[6] ou §
est la courbe définie comme le graphe (u, p(u)) dans le rectangle R. Bien entendu
la décomposition a lieu seulement dans le groupe des 1-chaines, ni [y/] ni [#] ne sont
des cycles. Considérons les 1-chaines (OR) = (OR)N R4 et (OR)_ = (OR)NR_,
munies de l'orientation induite par l'orientation naturelle de OR. 1l existe une
homotopie entre § et (OR)_ qui «balaie» R_ et donc qui ne rencontre jamais
le point z; (il suffit, lorsque s € [0,1], de considérer les graphes des fonctions
ws(u) = (1 —s)p(u) — sd, que 'on concatene avec des segments du bord de R). Si
I'on pose [y-] = [¥'] + m;[(OR)_] on trouve par conséquent

Ind([y], 2+) = Ind([7-], 2¢) = Ind([y-], p),

(la derniere égalité se voit en faisant converger z; vers p). De méme, si ’on pose
v =[] —m;[(OR attention a l’orientation !), il vient
+ J +

Ind([7], 2-) = Ind([y4], 2-) = Ind([y4], p),

En prenant la différence, on obtient

Ind([7], 24.) — Ind([y], 2-) = Ind([y_], p) — Ind([v4], p) = m; Ind(OR,p) = m; ;
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la derniere égalité provient de la formule des résidus usuelle (Remarque 2), qui
donne Ind(0R,p) = 1. O

2.2. Formule des résidus généralisée

Nous commencons tout d’abord par une généralisation du théoreme de Cauchy.
L’une des fagons d’énoncer le théoreme de Cauchy est de dire que si = f(z2)dz
est une forme holomorphe dans un ouvert €2, alors [;_\ f(z)dz = 0 pour tout cycle
[v] = O[o] qui est un bord. On peut appliquer ceci a lez) =1/(z—2p) si zp € C\Q,
et on conclut alors que Ind([v], z9) = 0 pour tout zp € C\ Q et pour tout cycle [v]
qui est un bord dans 2. L’objectif de cette section est de montrer qu’on peut se
contenter du fait que [v] satisfasse I’hypothese de nullité des indices pour obtenir
la formule des résidus.

Théoréme. Soit Q un ouwvert de C, [y] un l-cycle tracé dans Q wvérifiant
Ind([v], z0) = 0 pour au moins un point dans chaque «trouy de Q (composante
conneze bornée de C \ ), et f une fonction holomorphe dans Q2. Alors

f(z)dz = 0.

(]

On notera que I’hypothese entraine en fait que Ind([y],w) = 0 pour tout
w € C\Q. En effet, w — Ind([y], w) est constant dans chaque composante connexe
de C \ Q, et on sait déja que I'indice est nul dans les composantes connexes non
bornées.

Démonstration. 11 n’est pas restrictif de supposer que [7y] est constitué de chemins
de classe C! par morceaux, sinon on peut s’y ramener en faisant une homotopie avec
un chemin polygonal. L’intégrale curviligne se ramene alors a une vraie intégrale
simple (ou plutot & une somme d’intégrales simples). Soit K un compact a bord
de classe €' par morceaux dans Q tel que Supp([y]) C K° (on peut construire un
tel compact en choissant un quadrillage assez fin du plan complexe, et en prenant
la réunion des petits carrés qui intersectent Supp([y])). Si C ~ K° possede des
composantes connexes C; bornées («trous» de K) qui sont contenues dans €2, on
peut toujours les remplir, a savoir remplacer K par K U|JC;. On peut donc
supposer qu’aucune des composantes connexes bornées de C ~. K° n’est incluse
dans 2. La formule de Cauchy nous donne alors

flz) = L/ f(w) dw, Vz e K°.

21 Jpeorg W — 2

En intégrant f(z)dz sur le 1-cycle [y] et en invoquant le théoreme de Fubini, on

obtient . p
z
=5 | f(w)(/m — Z)dw.

Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que 'on a Ind([y],w) = 0
pour tout point w € C ~. K°, en particulier sur 0K. Considérons la composante
connexe C' de C ~. K° contenant w. Si cette composante est non bornée, on sait

(]
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que l'indice est nul. Si la composante est bornée, alors C' n’est pas contenue dans
Q) et par conséquent elle contient un point p € C \ 2. Mais alors nous avons

Ind([y), w) = Ind([4], p) = 0

par hypothese (cf. la remarque qui suit I’énoncé). Le théoreme est démontré, nous
en donnons maintenant quelques conséquences. O

Corollaire. Soit QQ un ouvert de C sans trous, c’est-a-dire tel que C ~. ) n’a pas
de composante connexe bornée. Alors :

(i) Pour tout 1-cycle [y] dans Q et toute fonction f € O(2), on a

/[7] f(z)dz = 0.

(ii) Toute fonction holomorphe f dans 2 admet une primitive F'. De plus, si f ne
s’annule pas, il existe des déterminations holomorphes du logarithme de f et
des racines n-iémes de f.

Démonstration. Pour (i), on observe que 2 = C ou bien que C \ 2 est connexe
non borné.

Formule des résidus généralisée. Soit Q2 un ouvert de C, [y] un 1-cycle tracé
dans Q vérifiant Ind([y], z0) = 0 pour au moins un point zy dans chaque trou de
Q, et f une fonction holomorphe dans Q \ {a,} ou {a,} est une suite de points
singuliers localement finie dans 2, ne rencontrant pas Supp([y]). Alors

/[]f(z)dz = 27i Z Ind([v], ay) Res(f(2)dz,a,)

a, €
(et il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls).

Démonstration. Soit K un compact a bord de classe €' par morceaux n’ayant au-
cun trou contenu dans € (cf. démonstration précédente), tel que Supp([y]) C K°,
et tel que OK N {a,} = 0. L’indice Ind([y],w) est nul hors de K, donc les points
singuliers a considérer sont uniquement ceux de K N {a,}, en nombre fini d’apres
I’hypothese de locale finitude. On considere ' = Q ~\ {a, }. Le cycle [y] ne satis-
fait pas I'hypothese de nullité des indices par rapport au trous de €' (du fait que
I'indice de [y] par rapport aux points a, n’est pas nécessairement nul), mais si s,
est cet indice, le cycle
N=0= ) sl(a,2)]

a, €K

satisfait bien cette hypothese, au moins pour € > 0 assez petit. On en conclut que
f[,y,] f(2)dz = 0, et par conséquent

/[7] f(z)dz = Z Sy /[F(aws)]f(z)dz = 2mi Z sy Res(f(2)dz,a,). O

a, €K a, €K
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Remarque. On peut démontrer que si 2 C C possede un nombre fini de trous,
et si {w; }1<j<p st un ensemble de points comportant un point dans chaque trou,
alors 'application

Hl(Q,Z) — 7P, [’7] — (Ind(h]ij)lgjgp

est un isomorphisme. Nous démontrerons que ceci est vrai lorsque €2 n’a pas de
trous (p = 0), en prouvant qu’en fait 2 est alors simplement connexe. Lorsqu’il
y a une infinité de trous, la situation peut étre nettement plus compliquée, entre
autres du fait que les trous peuvent étre en quantité non dénombrable (prendre par
exemple pour 2 le complémentaire de I’ensemble triadique de Cantor K C [0, 1]).

2.3. Théoreme de Rouché

Nous énoncons d’abord le «principe de I'argument )y, dérivé de la formule
des résidus, qui permet d’évaluer le nombre de zéros et de podles d’une fonction
méromorphe.

Principe de ’argument. Soit  un ouvert de C, f une fonction méromorphe
dans Q et § = > mj[a;] son diviseur. Alors

(i) Si K est un compact a bord de classe C* par morceauz tel que K ne contienne
ni pole ni zéro de f, on a

L e,
27 o T T 2™

ajEK

c’est-a-dire précisément le nombre de zéros et de poles situés dans K, comptés
avec leurs multiplicités et signes respectifs.

(ii) Plus généralement, si [y] est un l-cycle dont le support ne rencontre pas
Supp(9) = {a;} et tel que Ind([y], w) = 0 pour tout w € C \ Q, alors

1 () z = m; In a;
i Sy T = 2 el e

7]

On notera que ﬁdf /f a pour partie réelle %dArg f, c’est donc la variation
infinitésimale de I'argument de f (comptée en tours). Le principe de 'argument
exprime donc le fait que la variation totale de I'argument de f sur un contour
compte le nombre total de zéros et de poles de f situés a 'intérieur de ce contour.
Démonstration. Les poles de f’/f sont a priori soit des pdles, soit des zéros de f,
la preuve consiste simplement & calculer le résidu de (f'(2)/f(z))dz en un tel
point zg. Or, on peut écrire

f(z) = (2 = 20)"u(2)

ol m € Z est la multiplicité et v une fonction holomorphe sans poles ni zéros sur
un voisinage V' de zp. La dérivée logarithmique de f est donnée par

f'iz)  m u'(z)
f(z)  z—2 + u(2)
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avec v’ /u € O(V'), par conséquent on a Res((f'(z)/f(z))dz, zo) = m. Ceci implique
le principe de ’argument. O

Cas particulier. Supposons que f soit holomorphe dans €2, et soit K C 2 un
compact a bord de classe ' par morceaux. On note f,0K le cycle image du
bord 0K, c’est-a-dire la somme ) [f o~;] ol les y; sont les lacets composant K.
Soit w € C \ f(OK). Le principe de argument appliquée a la fonction f(z) —w
montre que le nombre total §(f =1 (w)NK) d’antécédents f(z) = w dans K, compté
avec multiplicités, est donné par

R I N (O
2mi aKf(z)—wd ;%ﬂl_ f(z)—wd

ZQm/ % ZQm /fo7 C—w

de sorte que nous obtenons I’égalité importante :

(2.3.1) 8(f~H(w) N K) = Ind(f,0K,w), Vw € C\ f(OK).

Cette formule peut se visualiser comme suit

NN,
RIS

F.OK

oK

Nous démontrons maintenant le théoreme de Rouché, paru dans le Journal de
I’Ecole Polytechnique en 1862.

Théoréme de Rouché. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert €1, et K
un compact contenu dans € tel que f ne s’annule pas sur OK. On suppose que
g € O(2) est assez proche de f sur K, et plus précisément que |g — f| < |f| en
tout point de OK (pour cela, il suffit que supy |g— f| < § = infox |f] ). Alors f et
g possedent le méme nombre de zéros dans K, lorsque ceux-ci sont comptés avec
multiplicités.

Démonstration. On a |g| = |f| — |g — f| > 0 sur 0K, donc ni f ni g ne s’annulent
sur 0K, et par continuité 'hypothese |f| < |g — f| est encore satisfaite sur un
voisinage de K. Quitte a agrandir un peu K (en le recouvrant par exemple par
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des carrés d'un quadrillage suffisamment fin), on peut supposer que 0K est de
classe C!.

Pour w € [0,1], on pose f, = f + u(g — f), de sorte que fo = f et f1 = g.
L’hypothese faite sur |g — f| implique qu’aucune des fonctions f, ne s’annule sur
0K, pour tout u € [0,1]. Le nombre N(u) de zéros de f,, dans K est donné par

N L[ D, L ) - FE),

T Jor Fu) T 211 S fralg(z) — F(2))

Cette formule montre que N(u) est une fonction continue de wu, et comme
N(u) € N, la fonction N(u) est nécessairement constante sur [0, 1]. O

zZ.

Nous pouvons appliquer ceci en particulier a un polyndéme unitaire P de
degré n, en posant g(z) = P(z) et f(z) = z". On obtient alors la conséquence
suivante, qui peut étre vue comme une version précise du théoreme de d’Alembert.

Corollaire 1. Tout polynéme P(z) = 2" + a1z ' + ...+ an_12 + a, (autre que
P(z) = 2"™) admet ezactement n racines dans le disque ouvert D(0, R) de rayon

R =2 max |a;|*/7,
1<j<n

lorsque ces racines sont comptées avec multiplicités.

Démonstration. En posant g(z) = P(z) et f(z) = 2", il vient |a;| < 277 R/, donc
pour tout z € 0K, K = D(0, R), on obtient

n
Y ayzn
CLJZ
j=1

D’apres le théoreme de Rouché, ceci implique que P(z) a le méme nombre de zéros
que f(z), c’est-a-dire n, dans le disque D(0, R). O

l9(2) = f(2)] <

<Y 279RR" < R" = |f(2)].
j=1

Corollaire 2. Soit Q un ouvert conneze de C et f,, € O(Q) une suite de fonctions
holomorphes convergeant uniformément sur tout compact de ) vers une limite

feom).

(i) Si K est une partie compacte de Q et que f ne s’annule pas sur 0K, alors pour
k assez grand f, ne s’annule pas sur OK et le nombre de zéros de f, dans K°
est le méme que celui de f.

(ii) Si les fonctions f,, ne s’annulent pas dans §, alors ou bien la limite f est
identiquement nulle, ou bien f ne s’annule pas.

(iii) Si les fonctions f, sont injectives dans €2, alors ou bien f est constante, ou
bien f est injective.

L’exemple trivial de la suite f,(z) = %z sur 2 = C* montre que le cas d’une
limite f nulle ou constante peut se produire dans (ii) et (iii).

Démonstration. (i) C’est une conséquence du théoreme de Rouché, il suffit de
prendre k assez grand pour que |f, — f| < 0 = infyx |f| sur OK.
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(ii) Supposons que f ne soit pas identiquement nulle, mais qu’il existe un point
2o tel que f(zp) = 0. D’apres le principe du prolongement analytique, f n’est pas
identiquement nulle au voisinage de zy et on peut choisir un petit disque compact
K = D(zy,7) tel que f ne s’annule pas sur K. Alors, d’apres (i), f, s’annule sur
K° = D(zp,7) pour n assez grand, contradiction.

(iii) Supposons que f ne soit pas constante mais qu'il existe deux points distincts
21, 22 tels que f(z1) = f(22) = w. Alors, comme précédemment, il existe
r1,79 > 0 assez petits tels que f(z) — w ne s’annule pas sur le bord du compact
K = D(21,71)UD(22,732). Alors, d’apres (i), f,,(2) —w aurait au moins deux zéros
dans K° pour n assez grand, contradiction. O

3. Théoreme de Runge

Ce théoreme, qui a été démontré par Carl Runge autour des années 1880, est
un résultat général d’approximation des fonctions holomorphes par des fractions
rationnelles.

. Approximation par des fractions rationnelles

Nous commencons par un résultat préliminaire.

Proposition. Soit K une partie compacte de C et E un ensemble contenant un
point dans chaque composante connexe bornée de C~ K. Si f est holomorphe sur
un voisinage de K, il existe une suite (R,,) de fractions rationnelles ayant tous
leurs poles dans E et convergeant uniformément vers f sur K.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de K sur lequel f est définie et
holomorphe. Il existe un compact L & bord de classe C' par morceaux, tel que
K C L° et L C U : il sutlit de prendre la réunion des carrés qui rencontrent K,
appartenant a un quadrillage assez fin du plan complexe. Pour tout z € K, la
formule de Cauchy fournit alors

1 f( )t
f(Z)ZQ—’m aLC—ZC ZQ’/U/

L f(y;(¢/n) %(ﬁ/n)
_ngr-ir-looZQ’/rln Z

0Son vi(l/n) — =

ou vy; : [0,1] — OL est la famille des chemins paramétrant le bord OL. La
convergence est uniforme sur K du fait de la continuité uniforme de l'intégrande
pour (z,() € K x OL. Pour démontrer le résultat, il suffit donc de vérifier que
toute fonction de la forme f(z) = wl_z, w € C~ K, peut étre approchée par des
fractions rationnelles ayant leurs poles dans E. Soit R > 0 un rayon assez grand,
tel que K C D(0,R). Si w est dans la composante connexe non bornée de K,
on choisit un chemin polygonal v : [0,1] — C ~\ K reliant w = (1) & un point
wo = v(0) tel que |wg| = 2R, sinon w est dans une composante connexe bornée et
on peut choisir wy € E. On choisit maintenant une subdivision du chemin v en

un nombre fini de sous-segments [wg, w1], w1, ws], ..., [Wy_1,wWN] avec wy = w
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et |wjp1 — w;| < 2d(Im(v), K) pour tout j. On montre alors par récurrence sur
J que la fonction z +— — l_z est dans l’adhérence de ’anneau Rp des fractions

rationnelles a poles dans F. C’est clair pour 7 = 0 si wg € E. Sinon on a par
construction |wg| = 2R et on peut écrire

1 1 1 . Z"
wo—z  wol—z/wg N— oo &= ]

avec convergence uniforme pour z € K C D(0, R). Par conséquent z — wol_z est

une limite uniforme de polynomes. Pour I’étape de récurrence, il suffit d’écrire

1 1 1 1

Wijp1 — 2 B (w1 —wy) + (w; — 2) N wj — 2z 1+ (w1 —wj)/(wj — 2)
N n n
= dim Y (=" (w1 — wy)

N—+oo (wj — z)ntt 7

n=

et d’observer qu’il y a convergence uniforme pour z € K du fait qu’on a par
construction |w;;1 — w;| < 2d(Im(y), K) et |w; — 2| = d(Im(y), K). L’hypothese
que z +— wjl_z est dans 'adhérence de R entraine alors que z +— r— est aussi

dans 'adhérence de Rg. O

Théoréme de Runge. Soit Q) un ouvert de C et E une partie de C contenant
un point dans chaque trou de Q. Si f € O(2), alors il existe une suite (R,,) de
fractions rationnelles ayant tous leurs poles dans E et convergeant uniformément
vers f sur tout compact de €.

Démonstration. On considere dans € la suite exhaustive de compacts
K,={z€Q; |z| <n, d(z,00Q) >27"}.

Si U est une composante connexe bornée de C \ K, (i.e. un trou de K,,), alors
0U C 0K,, C Q, mais U ne peut étre inclus dans €. Sinon, le bord de U vérifierait
oU c U C 0K, C K,, donc on aurait U = U U QU C Q et le principe du
maximum impliquerait

sup |z = sup |z[ < sup |z <n,
zeU z€0U z€Kn

-1 _ ~1 —1 — 9n
supd(z,00Q)~" = sup d(z,0Q)7" < sup d(2,0Q)7! <2
z€U z€0U z€Kn

(pour la deuxieme ligne, on utilise le fait que d(z,0Q)~! = sup,cpq |(z — w) ™}
avec z — (z —w)~! holomorphe sur ), et on aurait donc U C K, contradiction.
Par conséquent U contient un point w € C \ €2, et contient méme la composante
connexe de ce point dans C \ €2, ce qui implique que U contient un point de . La
proposition précédente entraine l'existence d’une fraction rationnelle R, a poles

dans F telle que |f — R, | < 27" sur K,,. C’est la suite cherchée. O
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Corollaire. 5i Q2 est un ouvert sans trous et si f est holomorphe sur §2, alors f est
limite uniforme sur tout compact de Q0 d’une suite (P,) de polynémes holomorphes.

Démonstration. C’est le cas particulier du théoréme de Runge avec E = (). O

Proposition. Soient 1 et (25 des ouverts de C. Supposons Qo C €)1 et supposons
que chaque trou de 0o contienne un point qui soit dans le complémentaire de €.
Alors lapplication de restriction

0(Q1) = 0(Q2),  fr fla.,

qui est une application linéaire continue d’espaces de Fréchet, est dimage dense.

Démonstration. Chaque trou de 25 est un ouvert connexe borné qui contient un
point de C \ €21, et donc nécessairement toute la composante connexe de ce point
dans C \ 2. Si on fixe un ensemble F qui contient un point dans chaque trou
de €1, alors toute fonction holomorphe sur {25 peut étre approchée par une fraction
rationnelle a poles dans F, qui est donc une fonction holomorphe sur §2;. O

Contre-exemple. L’application de restriction O(D(0, R)) — O(C(0,r, R)) d’'un
disque sur une couronne n’est pas d’image dense. La fonction f(z) = 1/z ne peut
étre limite uniforme d’une suite de fonctions f,, sur le disque puisque si p € |r, R[

on a fF(O,p) fn(2)dz = 0 tandis que fr(o,p) f(2)dz = 2ri.

Remarque. Il est en fait facile de voir que la condition exprimée dans la
proposition précédente est nécessaire et suffisante : pour que l'application de
restriction O(2;) — O(£5) soit d’image dense, il faut et il suffit que chaque trou
de Q9 contienne un point du complémentaire de £21. En effet si T est un trou de
25 contenu dans €y, choisissons f(z) =1/(w — z) avec w € T. C’est une fonction
holomorphe sur s, et si L est un voisinage compact de T' & bord C! par morceaux
contenu dans ; et tel que 0L C 5 (on peut montrer qu’il en existe...), nous
avons |, o1 f(2)dz = 271 # 0, ce qui entraine que f ne peut étre limite uniforme
sur 0L d’une suite de fonctions holomorphes f,, sur €.

3.2. Interpolation holomorphe

3.3. Résolution des équations de Cauchy-Riemann

4. Théorémes de Picard

Les théoremes de Picard font partie de ce qu’on appelle la «théorie de la dis-
tribution des valeurs» des fonctions holomorphes, et ils se situent historiquement,
apres le théoreme de Weierstrass-Casorati du III 1.3, parmi les premiers résultats
de cette théorie. Il ont été démontrés par Emile Picard en 1878-1879. La preuve
que nous allons présenter est tirée du livre de Landau de 1929, et repose sur le
théoreme de Bloch-Landau.
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Lemme. On se donne un disque D(zo, R). Alors il existe une fonction positive
(A,r) — M(A,r), A € [1,400[, r € |0, R, croissante en les variables A et r,
telle que pour toute application holomorphe f : D(zy, R) — C ~ {0,1} omettant
les valeurs 0 et 1 et vérifiant A=Y < |f(20)] < A, on ait |f(2)| < M(A,r) sur le
disque compact D(z,7) C D(29, R).

Démonstration. Posons Q = D(zp, R). La preuve consiste a opérer un certain
nombre de transformations sur f, de facon a obtenir une autre fonction qui omette
un grand nombre de valeurs. Comme le disque Q@ = D(zp, R) est simplement
connexe, il existe une détermination holomorphe f; = ﬁ log f sur € telle que
0 < Refi(z0) < 1 (la partie réelle étant 5- fois I'argument). Nous avons
|Im f1(20)| € 5= In A, donc

) 1 )
|f1(20) —j| < B:= \/1—|—H(IHA)2, j=0,1.

Les hypotheses entrainent de plus f1(€2) C C\Z, en particulier f; omet les valeurs
0 et 1. Ceci implique I'existence de déterminations holomorphes fs, f3 telles que

f2:\/ﬁ+ f1_17 f3:\/ﬁ_\/f1—1.
sur Q. Nous avons fofs = 1, et | f2(20)] < 2VB, |f3(20)| < 2VB, de sorte que

C(A)™' < |falz0)] S C(A)  avec C(A) = 2VB = 2(1 + 25 (In A)2)1/4,

De plus, fo ne peut atteindre aucune des valeurs n++vn—1et /n—+vn—1=
(v +v/n—1)7! pour chacun des entiers n > 1, car sinon \/f1 = 2(fo + f5 1)
prendrait la valeur §((v/n+ vn—1) + (v/n —vn—1)) = \/n, ce qui est exclu.
On considere maintenant une détermination holomorphe f; = log fs, qui existe de
nouveau grace a la simple connexité de €2, et du fait que f5 ne s’annule pas. Alors
f4 omet toutes les valeurs de ’ensemble

S={+tIn(vn+vVn—1)+2rik; n e N*, k€ Z}.

Cet ensemble est représenté ci-dessous (avec, cependant, un facteur de distorsion
horizontal égal a 20, le cercle aurait donc da étre une ellipse mais on n’y aurait
rien vu ...). Nous pouvons en outre choisir un argument —m < Im f4(29) < 7, de
sorte que | f1(20)| < /(InC(A))? + 2.
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Les nombres In(y/n++/n — 1) sont de moins en moins espacés quand n augmente,
car la dérivée de la fonction = — In(\/x + vz — 1), égale & 1/(2y/z\/x — 1), est
décroissante pour x €]1,400[. Ceci entraine que le plus grand disque contenu
dans C \ S a pour rayon

Ro = \/i(ln(\/ﬁ—k 1)) + 2.

Pour z € D(zgp, R), le théoreme de Bloch-Landau (chap. II, §5.4) appliqué au
disque D(z,p), p = R — |z — 2|, montre que "image de f; contient un disque
de rayon supérieur & 5>p|fi(2)|. Or, comme f4(€2) C Q\ S, ce rayon doit étre
inférieur ou égal a Ry et on a donc la majoration

Ry Ry
() <2—==2——= .

En intégrant cette inégalité par f4(z) = fa(z0) + fzzo fi(t)dt, on obtient

1f4(2)] S T(A,7r) :=/(InC(A))2 + 72 + 22 RyIn

R
R—r
sur le disque D(zp,7). Ceci entraine successivement l’existence de majora-

tions uniformes explicites pour fo = exp(fi) et f; ' = exp(—f4), puis pour

Vii=3(f2+ £ 1), puis pour f = exp(27ify). De facon explicite, |f2(2)|F! est
majorée par exp(T'(A,r)), |f1(2)| par exp(2T(A, 7)) et |f(2)| par

M(A,r) =exp (2mexp(2T(A,r))). O

On peut observer que le lemme est faux pour des applications holomorphes
omettant un seul point, ainsi les applications fj : D(0,1) — C ~ {0} définies par
fr(2) = exp(kz) vérifient f;,(0) = 1 mais ne sont uniformément bornées sur aucun
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disque D(0, 7). Le lemme peut étre généralisé sous la forme suivante, qui en donne
un énoncé plus géométrique et plus parlant.

Proposition. Soit Q un ouvert connexe de C et Q' C C un ouvert dont le
complémentaire E = C ~ Q' posséde au moins deur points. On considére un
point zg € 0 et un compact Ly C Q' fizés. Alors pour tout compact K C €, il
existe un compact L C ' dépendant de K et Lg, tel que pour toute application
holomorphe f : Q — Q' vérifiant f(zo) € Lo on ait f(K) C L.

Autrement dit, pour f : Q — Q' holomorphe, dés que 'image d’un point f(zg)
est contrainte a rester dans un compact Lo de €', I'image f(K) d’un compact
K C Q doit aussi rester dans un compact L de €’ indépendant de f. Ici encore,
ce résultat est faux si E est vide ou réduit a un seul point.

Démonstration. On commence par étudier le cas ou 2 = D(zg, R) est un disque.
Choisissons deux points distincts a,b € E = C~\€, et soit f : Q — ' holomorphe.
En utilisant le fait évident que tout point w est a une distance au moins égale a
|b—al/2 de a ou de b, nous pouvons écrire £ comme la réunion E, U E} des deux
parties fermées définies par

E,={weE; |a—w|
Ey={weE; |b—uw

|b—al/2},
b—al/2}.

Pour tout w € E, nous considérons la famille d’applications holomorphes

Vv

o f(z)—a

f&) ==
faw(2) = % lorsque w € E,,
fow(2) = % lorsque w € Ey.

L’hypothese f(Q) C Q' = C \ E entraine que les applications f, faw €t fouw
omettent les valeurs 0 et 1. De plus, en posant wg = f(z), on observe qu’il existe
une constante A > 1 telle que

wo — a
AT L bo <A lorsque wqy € Ly,
—a
a—w
A7l L ‘ <A lorsque (wg,w) € Lo X E,
wo — W
AT < <A lorsque (wg, w) € Lo X Ey.
wo — W

En effet, la premiere inégalité résulte de la compacité de Lo dans Q' C C \ {a},
tandis que les deux suivantes sont vraies avec A = 2 lorsque |w| est choisi plus
grand que le rayon p tel que

p = 3max(|al, sup |wp]).
wo€ Lo
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D’autre part, pour |w| < p, I'existence de A résulte de la compacité des ensembles
Lo x (E, N D(0,p)) et Ly x (Ey, N D(0, p)) sur lesquels les quotients définissent
des applications continues non nulles. Ceci montre que ’application f satisfait
A7V < U f(20)] € A, et de méme pour f, ., et fy.,. Pour tout z dans le compact
K = D(zp,7), le lemme entraine alors que

|]?(Z)| <M(A7T>v |fa,w(z)| <M(A7T)7 |fb,w(z>| <M(A7T)7

ce qui donne

b—al
|f(z)|<|a|+|b—a|M(A,T), d(f(z)7E)>W

On a ainsi montré ’existence d’un compact L C €’ pour lequel f(K) C L, a savoir
I’ensemble L fermé borné des nombres complexes de module inférieur ou égal a

la] +|b—a| M(A,r) et situés a distance > % de E=C~\ .

Dans le cas d’un ouvert connexe ) connexe quelconque, il suffit de montrer
que tout point p € () possede un voisinage compact K ayant la propriété
voulue. On utilise la connexité de 2 pour construire une ligne polygonale de

sommets 2zg, 21,...,2y =p dans () telle que pour chaque j = 1,..., N on ait
zj € D(zj—1,R;—1/2) et D(zj—1,Rj_1) C Q. De proche en proche, on voit qu’il
existe des compacts L1, Lo, ..., Ly tels que

f(E(Zj, Rj_1/2>) - Lj,

puisque K; = D(z, Rj_1/2) est une partie compacte de 2;_1 = D(zj_1, R;_1).
[l

Grand théoréme de Picard. Soit f : D(z0,70) ~ {20} — C une fonction
holomorphe possédant une singularité essentielle au point zy. Alors il existe un
ensemble E C C comprenant au plus un point, tel que f(z) prend une infinité de
fois toute valeur de C \ E sur chaque voisinage pointé V ~ {zp} de zg.

Démonstration. Comme le voisinage V' peut étre pris arbitrairement petit, il suffit
de montrer que f(V ~\{z0}) atteint toute valeur de C sauf une au plus. Supposons
au contraire qu'il existe un ensemble E = {a,b} formé de deux points tel que
f(V~A{z}) € C~ E. Par la transformation de f en (f(z) —a)/(b— a), on peut
supposer E = {0, 1}. Prenons zy = 0 pour simplifier, et posons

uplr) = inf [f(2)],  m(r) = sup [f(2)]  pourr€]0,7ol.

|z|= |z|=r

Nous avons lim,_o, m(r) = 400, sinon il existerait une suite décroissante 73, — 0
telle que m(ry) soit bornée, et le principe du maximum appliqué aux couronnes
C(0,7rg+1,7r) montrerait que f serait bornée au voisinage de zg = 0. Mais alors f
ne pourrait pas avoir une singularité essentielle en 0. Le méme raisonnement
appliqué a 1/f, qui a également une singularité essentielle en 0, montre que
lim, o, p(r) = 0. Ainsi, pour r assez petit nous avons u(r) < 2 < m(R), ce
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qui, par le théoréme des valeurs intermédiaires, assure 'existence d'un 6,. € [0, 27]
tel que |f(rel?")| = 2. Pour tout r < rge~2", nous pouvons considérer la famille
de fonctions

gr(2) = f(re¥re*™?)

définies sur le disque unité D(0,1). Par hypothese, ces fonctions omettent les
valeurs 0 et 1, et nous avons |g,(0)] = |f(re'")| = 2. Le lemme (ou la proposition
qui en découle, avec ' = C \ {0,1} et Ly = {|z| = 2}) entraine I'existence d’une
constante My telle que g, soit uniformément bornée par My sur le disque compact
D(0,1/2). Mais comme g,.([—1/2,1/2]) décrit toutes les valeurs atteintes par f(z)
pour |z| = r, nous en déduisons m(r) < My pour tout r < rge~2", ce qui est une
contradiction. O

Le grand théoreme de Picard admet la conséquence suivante (dans laquelle
la fonction exp : C — C fournit bien entendu un exemple du cas exceptionnel,
puisque exp ne prend pas la valeur 0).

Corollaire. Soit f € O(C) une fonction entiére qui n’est pas un polynéme. Alors
f prend une infinité de fois toute valeur complexe sauf peut-étre une.

Démonstration. On considere g(z) = f(1/z) qui est holomorphe sur C*. Nous
savons que f admet un développement en série entiere

+oo
) =Y e
n=0

de rayon de convergence +oo, et g(z) = :i% anz~"™ admet une singularité

essentielle en 0 car par hypothese f n’est pas un polynoéme et donc la série
comprend une infinité de termes. Ceci montre que g (et donc f) atteint une
infinité de fois toute valeur complexe, sauf peut-étre une. O

Bien entendu, les polynomes non constants prennent également toute valeur
complexe (mais seulement un nombre fini de fois). Nous obtenons alors le

Petit théoréme de Picard. Soit f € O(C) une fonction entiére non constante.
Alors f prend toute valeur complexe sauf peut-étre une.
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Chapitre V
Fonctions harmoniques
et sous-harmoniques

Les fonctions sous-harmoniques sont en quelque sorte les analogues complexes
des fonctions convexes : par définition, ce sont les fonctions semi-continues supé-
rieurement sur un ouvert du plan complexe qui satisfont les inégalités de moyenne
relativement a tous les disques contenus dans cet ouvert. De méme que les fonctions
convexes sont caractérisées par la positivité de la dérivée seconde, les fonctions
sous-harmoniques sont, quant a elles, caractérisées par la positivité du laplacien.
Nous les étudions en démontrant au passage un certain nombre de formules
intégrales importantes, comme la formule de Green-Riesz, qui exprime une fonction
sur un disque en termes de ses valeurs au bord et d’une certaine intégrale de son
laplacien. De cette formule générale, nous déduisons la formule de Poisson qui
donne la solution du probleme de Dirichlet pour les fonctions harmoniques. La
formule de Jensen s’obtient d’autre part comme conséquence de la formule de
Lelong-Poincaré calculant le laplacien d’'une fonction sous-harmonique du type
In|f| avec f holomorphe. Le chapitre s’acheve avec la preuve du principe de
réflexion de Schwarz, via une version forte du principe du maximum pour les
fonctions faiblement sous-harmoniques.

1. Généralités sur les fonctions semi-continues

Rappelons qu’une fonction u définie sur un espace topologique X et a valeurs
dans R ou dans [—o0, +00[ est dite semi-continue supérieurement en un point xg
si pour tout A > wu(zg) il existe un voisinage V' de ¢ sur lequel on a v < A. De

fagon équivalente, u : X — | — 0o, +00] est semi-continue supérieurement en g si
(1.1) lim sup u(x) < u(zo).
T—T(

De facon analogue, on dit que u est semi-continue inférieurement en xq si

(1.2) liminfu(x) > u(zg).

—TQ

Il est clair que la fonction u est continue en x( si et seulement si elle y est semi-
continue supérieurement et inférieurement. Nous nous restreignons maintenant
au cas de la semi-continuité supérieure, en laissant au lecteur le cas de la semi-
continuité inférieure. On a le résultat évident qui suit.
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Théoreme et définition. La fonction u est dite semi-continue supérieurement
sur X si elle l'est en tout point xg € X. Cette propriété équivaut aux deux
sutvantes :

(i) Pour tout réel X\, 'ensemble {u < \} = {z € X ; u(z) < A} est un ouvert.

(ii) Pour tout réel X, l'ensemble {u > \} = {x € X ; u(x) > A} est un fermé.
On en déduit aisément le résultat qui suit.

Proposition. Siu est semi-continue supérieurement sur X, alors pour toute partie
compacte K de X 1l existe un point xo € K tel que

sup u(z) = u(xg).
zeK

Démonstration. Soit en effet S = sup,cx u(z). Pour tout A < S, 'ensemble
{u = A} est une partie fermée non vide de K. Comme K est compact, on en
déduit que le fermé F' = {u > S} = (), g{u = A} est non vide. Or si zg € F, on
a d'une part u(zg) > S, et d’autre part u(xg) < S puisque zg € K. O

Le résultat suivant est facile & démontrer.

Théoreme A. Toute limite d’une suite décroissante de fonctions semi-continues
supérieurement est semi-continue supérieurement, en particulier, toute limite
d’une suite décroissante de fonctions continues est semi-continue supérieurement.

Dans le cas d'un espace métrisable, on a un énoncé réciproque :

Théoreme B. Soit X un espace topologique métrisable. Alors toute fonction u
de X dans [—oo, +0o0[ qui est semi-continue supérieurement est limite d’une suite
décroissante (u,) de fonctions continues de X dans R.

Démonstration. Comme [—o00, 400 est isomorphe a lintervalle [0,1[ en tant
qu’ensemble ordonné (avec par exemple I'isomorphisme x — /(1 + €*)), on
peut tout aussi bien travailler avec des fonctions u a valeurs dans [0, 1.

Soit d une distance compatible avec la topologie de X. Pour tout entier n, on

pose

up(x) = sgg (max(u(y),27""") — 2"d(z,y)).

Les propriétés suivantes sont immédiates a vérifier :
e (uy) est une suite décroissante ;
o Pour tout x € X, u,(z) > max(u(z),27""1) > u(z) ;
e Uy, est & valeurs dans [27"71 1] C |0, 1].
e u, est lipschitzienne de rapport 2" et donc continue sur X.

Pour tout A > u(z), il existe par hypothése une boule B(x,2~") sur laquelle
u < \. Pour y € X \ B(z,27") on a alors d(z,y) > 2" et donc

max(u(y), 27" 1) — 2"d(z,y) <1 —-2""N <0 < u(z) <A
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sin > N, tandis que pour y € B(z,27V) et n > —log, \ il vient
max(u(y), 27" ") = 2"d(z,y) < max(u(y),27") <.

Par conséquent u,(x) < A pour n > max(N,[—logy A] + 1). Ceci montre que
limy,— 400 Un () = u(z). Enfin, il est clair que l'on a u,(z) < 1 pour tout x et
tout n (utiliser les majorations précédentes avec A < 1). La suite (u,) répond a
la question. O

Si X est un espace métrisable et localement compact muni d’'une mesure de
Radon positive p sur X, on peut définir intégrale [, udp € [—oo,+o0[ d'une
fonction semi-continue supérieurement u en posant, sur chaque compact K C X

(1.3) /udu: lim Uy dp
K n—teo Ji

pour toute suite (u,) de fonctions continues réelles qui convergent simplement

en décroissant vers u. D’apres le théoreme de convergence monotone, on a
1 . .

u € L' (K, p) si et seulement si [, udp > —oo.

2. Fonctions sous-harmoniques

2.1. Notion de sous-harmonicité

La notion de sous-harmonicité est en quelque sorte ’analogue complexe de la
notion réelle de convexité. Pour cela, on remplace I'inégalité de convexité relative
au milieu des cordes par une inégalité de moyenne sur les cercles.

Définition. Soit 2 un ouvert de C. Une fonction u : @ — [—o0,+00[ est dite
sous-harmonique si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) u est semi-continue supérieurement sur (2.

(ii) u vérifie linégalité de la moyenne : pour tout point zo € S et pour tout r > 0
tel que D(zp,r) C Q, on a

1 27 .
u(zp) < —/ u(zo + re'?)do.
27 0

Notation. On note SH(QY) l’ensemble des fonctions sous-harmoniques sur ).

Exemples. L’ensemble SH(2) contient :

o Les fonctions convexes dans €2 (i.e. les fonctions qui sont convexes sur tout
segment [a,b] C §2). En effet, si u est convexe sur €2 et si D(zp,7) C €2, on a

(u(zo0 + rel?) + u(z — reie)),

N —

u(zp) <

ce qui implique I'inégalité de moyenne sur le cercle apres intégration sur 'intervalle
[0, 27].
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« Pour tout f € O(Q), les fonctions Re(f), Im(f) et |f|? sont des fonctions sous-
harmoniques. Pour le voir, on écrit

+o0
= E an(z — 29)" = g a,r™e™ siz=zp+ e,

et on utilise les formules usuelles concernant les séries de Fourier pour obtenir

1 27

f(z0) = ap = % ; f(zo + 7€) db,

27
£ = laol? < zw e L / oo+ )2 df

(égalité de Parseval). La premiere ligne entraine bien que Re f et Im f satisfont
I’égalité de moyenne, tandis que la seconde entraine la sous-harmonicité de |f|?.

Proposition. La classe des fonctions sous-harmoniques jouit des propriétés de
stabilité suivantes.

(i) Siu,v € SH(Q) et \,u € RT alors Mu + pv et max(u,v) sont sous-harmo-
niques.

(ii) Si (u,) € SH(R?) est une suite décroissante alors limu,, € SH(Q).

(iii) Si x : R — R est une fonction croissante et convexe, et si u € SH(Q) alors
XouE SH(Q)

[on convient ici que x(—o0) = limy—, o X (%) |.

(iv) Si x : R? — R est une fonction croissante et convexe par rapport a chaque
variable, et siuy,...,u, € SH(Q) alors x(u1,...,u,) € SH(Q).

(v) Stus,...,u, € SH(Q) alors In(e"* 4 ...+ €e“r) € SH(Q).

Démonstration. (i) se déduit aussitot de la définition, (ii) résulte du théoreme de
convergence monotone et du fait que la limite d’une suite décroissante de fonctions
semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement.

Pour obtenir (iii), on pose ty = u(zg) et on utilise le fait que le graphe de
x est situé au dessus de I'une ou l'autre de ses demi-tangentes, par exemple la
demi-tangente a gauche

t—at+b=x"(to— 0)(t —to) + x(to)-

L’égalité x(to) = ato + b combinée a I'inégalité x(¢) > at + b implique alors

1 27 27

x(u(20)) = au(zg)+b < =— (au(z0+7e?)+b) df < — x (u(z0+re?)) db.
2 0 27 0
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On utilise ici de fagon essentielle la positivité du coefficient a = x'(to —0) > 0, qui
découle de la croissance de y. Pour obtenir (iv) on raisonne de méme en utilisant
le fait que le graphe de y est situé au dessus de I’hyperplan d’appui défini par

0
(ts, .. ty) = arty + ... +apty +b,  a; = a—f(tj —0)>0.
j
(v) C’est un cas particulier de (iv), car x(t1,...,t,) = In(e’* 4+ ...+ e'?) est une
fonction convexe de (t1,...,t,), croissante en chaque variable. On sait en effet que

la convexité équivaut a la condition x”(t) > 0 en une variable, et a la positivité
de la forme quadratique ) xj ¢, i@ €n un nombre quelconque de variables. La
vérification de cette propriété sera laissée au lecteur. O

Inégalité de la moyenne sur un disque. Siu € SH(Q2), alors pour tout zy € 2
et tout r > 0 tel que D(zp,7) C Q on a :

u(z0) < LQ/D( () C)

wr

Démonstration. On passe en coordonnés polaires et on écrit

1 1 .
— u(z) d\(z) = —5 u(zo + pe'®) pdp db
" J D(z0,r) = Jogp<r, 0<0<2n

—E/T d i/%u(z+ ') do
=2 ) P\ | 0+ p

) ve 4 1eis 2 i
Il est clair que I'inégalité de moyenne sur les cercles % fo "u(zo + pel?) df = u(z)
implique 'inégalité de moyenne sur le disque. O

Corollaire. Si Q est un ouvert connexe et si uw € SH(Q), alors soit u est

identiquement —oo sur Q, soit u est dans L ().

Démonstration. Supposons u % —o0, et considérons I’ensemble E des points zg € €2
tel qu’il existe un voisinage V;, sur lequel u € L'(V,,). Par définition méme E est
un ouvert. Par ailleurs, si zp est un point tel que u(zp) # —oo, alors d’une part
la semi-continuité supérieure entraine l’existence d'un disque D(zg,r) sur lequel
u < M =u(z) + 1, et d’autre part 1'inégalité de moyenne sur le disque implique

1
— w(z) dA(z) = u(zg) > —o0,
7 ], B >t

d'ott w € LY(D(z9,7). Par conséquent E contient tous les points tels que
u(zp) # —o0, et, en particulier, F est donc non vide. Montrons pour terminer
que F est fermé dans €2, ce qui achevera la démonstration grace a la connexité
de Q. Soit 2o € ENQ, 29 =lima,, a, € E. Comme u est intégrable au voisinage
de a,, il y a des points b, arbitrairement proches de a, tels que u(b,) > —o0 et
limb, = zp. Soit § = £d(zp,0). Pour v assez grand on a |b, — 29| < §, donc
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20 € D(b,,6) et D(b,,8) C K = D(zp,20) qui est un compact contenu dans Q. Sur
ce compact, la semi-continuité supérieure de u entraine u < M = supg u < +00,
tandis que

1

— u(z) dM(z) = u(b,) > —o0.
= IROLORRIC

Comme D(b,, §) est un voisinage de zg, ceci implique bien que u est L! au voisinage
de zp. Par suite zg € F et E est fermé. O

2.2. Formule de Lelong-Jensen

Nous obtenons ici une formule reliant les valeurs moyenne d’une fonction sur
un cercle, a une certaine intégrale de son laplacien sur un disque. La généralisation
de cette formule a C™ est souvent appelée formule de Lelong-Jensen. Nous nous
restreindrons ici au cas du plan et du disque.

Formule de Lelong-Jensen. Soit u une fonction de classe €2 sur un disque
fermé D(zg,10). Alors

(2.2.1) i/QW( + roe?) df = u( )+i/m / Au(z) dA(2) dt
2. o J, u(zg + o€ = u(2o o7 J, Dot u( 2 z e

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous supposons zo = 0 et utilisons
les coordonnées polaires dans C ~ R? pour écrire u(x,y) = u(r cos @, rsin#). Nous

devons calculer
1

27
p(r) = —/ u(rcos,rsinf) db.
2 0

Le théoreme de dérivation sous le signe [ implique

1

27

p(r) = o / (u,(rcos 0, sin @) cos b + u, (rcos,rsinf) sin6) db.
T Jo

En écrivant = rcosf, y = rsin @ sur le cercle I'(0,r), il vient

cosfdf = %dy, sinf df = —%dx,

d’ou
p'(r) = 1 ul dy — ul dr = 1 d(ul,dy — u,dz)
2rr r(o,r) r 4 2rr D(0,r) r y
1 " " 1
= — Uy dT N dy — uy, dy A dr = — Au(z) d\(z)
277 Jp(o,r) 271 Jp(o,r)

en utilisant la formule de Green-Riemann. le lemme résulte alors de 1’égalité

uMﬂ=M®+AmM®ﬁ- 0
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Nous énoncons maintenant deux variantes utiles de la formule précédente.

Variantes. Soit u une fonction de classe C? sur un disque fermé D(zg,r). Alors
pour € € 0,7 on a

1 271' . 1
2.2.2 — w(zg + re'?) do = —|——/ In Au(z)d\(z).
222) 5 [Cuta b=t t g [ m A )
1 271' 9 1 271' 9
(2.2.3) o u(zp + re )d@—g ; u(zo + €€) d

1 T
= min | In ——— In - | Au(z) d\(z).
27 D(z0,7) ( |Z - ZO‘ ) ( ) ( )

Démonstration. Nous reprenons les calculs précédents, en supposant de nouveau

2o = 0. L’égalité p(r f 1 (t) dt et le théoreme de Fubini fournissent
1 2 ) 27 ]
— u(rel?) do — — u(ee'?) do
27 2 Jo

_ / 2%( /D oy D) d/\(z))dt
B iﬁ //a<t<7‘, || <t Aulz) dX(z) Cit

1 " dt
= — (/ ) Au(z) dA\(z)
27 zeD(0,r) max(|z],e) t

1
= — min (ln ,In — ) Au(z) dA(z).
27 Jp(o,r) 2]” e
Ceci implique I’égalité (2.2.3), et le cas particulier (2.2.2) s’obtient en faisant tendre
e vers 0. O

2.3. Formule de Green-Riesz

L’objet de cette section est de démontrer une formule tres importante permet-
tant de représenter des fonctions en termes de leur laplacien sur un compact K et
de leurs valeurs sur le bord K. Nous nous restreindrons au cas du disque, pour
lequel on a une formule compléetement explicite.

On introduit ci-dessous deux fonctions que I’on appelle respectivement «noyau
de Poisson » Pk et «noyau de Green» G associés au disque fermé K = D(zo, ).
Il existe en fait de tels noyaux Pgx et Gx pour tout compact K a bord de
classe C' par morceaux, définis respectivement sur 0K x K° et K x K, avec

Gk (z,z) = —oo sur la diagonale (cf. probleme ?7). De facon précise, on pose
Pﬁ(zo,r) = PZO r €t GD(z ) GZO’T avec
1 r?—|wl?

(2.3.1) Py (z,w) = pour (z,w) € 9D(0,7) x D(0,7),

21 |z — wl?

1 r|z — w| —
2.3.2) Go., iy Y e D0, 7).
(2.3.2) Gor(z,w) = o <|r2 — Zm) pour z # w dans D(0, )
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La translation D(zg,7) — D(0,7), z — 2z — 2y conduit & poser plus généralement
onm(z,w) = Po,r(z —20,W — Zo), GZO,T(Z,U)) = Go,,«(z — 20, W — Zo),

de sorte que

1 72— |w— 2)?

P, (z,w) = ST P pour (z,w) € 0D(zg,7) X D(z0,7),
1 r|z —w| —

Gz r\#) =—1 — d D ,T).

o (2, w) 5 In <|7°2 T Zo)|) pour z # w dans D(zg,r)

Formule de Green-Riesz. Soit u une fonction de classe €2 sur un disque fermé
K = D(zg,r). Alors pour tout w € K° on a

(2.3.3) u(w) = /8K Pr(z,w) u(z) |dz| + /K Gk (z,w) Au(z) d\(2)

ot |dz| = /dx? + dy? désigne I’élément infinitésimal d’abscisse curviligne de 0K .
De plus Py et G vérifient les propriétés suivantes :

(2.3.4) Pr(z,w) >0 sur 0K x K°,

(2.3.5) / Pr(zw)|dz| =1, Vw e K°,

(2.3.6) gi((z,w) <0 et Gg(z,w)=Gg(w,z) surK°xK°,
(2.3.7) Gk (z,w) =0 sur (K°x0K)U (0K x K°).

Démonstration. Apres translation on peut évidemment supposer zg = 0. De plus,
le changement de variable z = rz’, w = rw’ ramene le calcul au cas du disque
unité D(0,1). Pour w = 0, la formule (2.3.3) équivaut a

(2.3.8) u(0) = - u(z) |dz] + — / In |2] Au(z) dA(2),
D(0,1)

S 2m r0,1) 2m

et celle-ci résulte de (2.2.2) dans le cas du rayon unité r = 1. Pour obtenir le cas
d’un point w quelconque, on effectue un changement de variable au moyen d’une
homographie bijective du disque unité dans lui-méme, a savoir

ool ()=

1+C¢w

Pulz) = 1—zw’

En appliquant la formule (2.3.8) & la fonction u o ¢,}(¢) on obtient

SO+ o [ mld Aculei(0) dA)
D(0,1)

ulw) = 21 r'(0,1)

On exploite maintenant le fait que ’expression

9%u

A u(z)d\(z) = 218282

dz Ndz
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est un invariant conforme : si on substitue z = 1(() avec ¥ holomorphe, on a
dz = '(¢) d¢, donc 9?u/d20% devient

1 *u(y(¢))
Y(Q)Y'(C)  9COC

tandis que dz A dz devient 9’({)y’(¢) d¢ A d(. Par conséquent

Au(z) dA(z) = A¢ (u((¢))) dA(C).-

En appliquant cette invariance conforme avec le changement de variable ( = ¢, (2)
(c’est-a-dire z = () = v, (¢)), nous obtenons

1 1
u(w) = o u(z) |dpw (2)| + 2—/ I fu (2)[ Azu(z) dA(2).
T J1(0,1) T JD(0,1)
Comme wf? wf?
1—jw 1—jw
|[dow(2)] = ¢, (2)||dz| = 1= 2w |dz| = w2 |dz],
si |z| =1, la formule de Green-Riesz s’ensuit. O

2.4. Sous-harmonicité et positivité du laplacien

Comme conséquence de la formule de Green-Riesz, on obtient une carac-
térisation nécessaire et suffisante des fonctions sous-harmoniques de classe G2.
Nous améliorerons cette caractérisation dans la section 3, en la généralisant au
fonctions sous-harmoniques quelconques.

Proposition. Soit Q un ouvert de C. Une fonction u de classe C% dans Q est
sous-harmonique si et seulement si Au > 0 sur €.

Démonstration. Si Au > 0 sur , 1’égalité (2.2.1)

1 27 . 1 T
u(zo + re'?) do = u(z) + — / </ Au(z) dA(z)) dt
0 D(z0,t) 13

%0 2T

montre que l'inégalité de moyenne

27

o /. u(zo + 7€) df > u(z)

est satisfaite pour tout disque D(zp, 7). Inversement, s’il existe un point zg €
tel que Au(zg) < 0, alors par continuité il existe un disque D(zg, ) C 2 sur lequel

Au < 0, par suite

1 27 0
— ) do <
o7 ), u(zo +re’) u(20)

et u n’est pas sous-harmonique. O
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Dans les résultats ci-dessous, nous aurons besoin d’utiliser les procédés usuels
de régularisation. Pour cela, on choisit une fonction p : [0,4+00] — R de classe
C>° dont le support est égal a [0, 1] ; la fonction

. [exp(=1/(1—1)) sitel0,1]
p(t>_{0 sit e [1,+oo]

convient. On pose ensuite

_C |z
ott C' > 0 est une constante choisie en sorte que [, p-(z) dA(z) = 1. Il est bien
connu que si u est une fonction localement intégrable dans C, alors la convolution

u* pe(2) = /ec u(w)pe(z — w) d\(w) = / u(w)pe(z —w) dA(w)

€D(z,e)

est une fonction C* qui converge vers u dans L' sur tout compact. Plus
précisément, si u est définie sur un compact €2, alors u * p. est définie sur

Q. ={2€Q; d(z,0Q) > e},

avec 2 = (J.o( Q. De plus, par dérivation sous le signe somme, nous avons
DY(u * p) = u* (DY) pour tout opérateur de différentiation D*. Si wu est
continue, on démontre aisément la convergence uniforme de u * p. vers u sur tout
compact, et de 13, la convergence dans L' par densité des fonctions continues &
support compact.

Théoréme. Soit Q0 un ouvert de C et u :  — [—o0,+oo[ une fonction semi-
continue supérieurement.

(i) Siu € SH(Q) alors, pour tout zg € Q, Uapplication

1

T (W) = o

2
/ u(zo + re'®) do
0

est croissante sur [0, d(zo, CQ)[.

(i) Si uw € SH(Q) N LL () alors u * p. est sous-harmonique dans Q.. De plus
€ — u* po(z) est une fonction croissante et on a lim._o, u * p-(2) = u(z) en

tout point.

(iii) Si w € SH(Q2) alors u est la limite simple sur Q@ d’une suite décroissante u,, de
Jonctions sous-harmoniques de classe C>°, définies sur des ouvert §1y,,, formant
une suite croissante et tels que | J Qi =

Démonstration. Lorsque u est de classe G2, la propriété (i) résulte aussitot de la
formule (2.2.1) et de la positivité du laplacien.

(ii) La convolution peut s’écrire aussi

u* pe(z) = /ec u(z — w)pe(w) dA(w).
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C’est une fonction C*°, donc continue. De plus, en prenant la valeur moyenne sur
un cercle I'(zg, r), on déduit du théoreme de Fubini que I'inégalité de moyenne est
satisfaite, par conséquent u x p. est sous-harmonique et nous en déduisons de (i)
que

r— NZo,T(U * pe)

est une fonction croissante de r, pour r < d(zp,0) — . Aprés changement de
variable w — ew, nous pouvons écrire

wkpe(z) = C / _ule = el dx(w)

:O/Ol (/027r u(z+are”)d9)ﬁ(r2)rdr

1
:27TC/ fhz er(u) p(r?) rdr
0

De la, nous déduisons que € — u * p.(2z) est fonction croissante de ¢ si u est de
classe C2. En particulier, nous pouvons appliquer ce resultat pour u * ps, mais
comme u * ps — u dans L' sur tout compact, nous avons

u* pe(z) = 61—i>%1+(u * o) * pe(z)

et il en résulte, sans hypothese de régularité sur u, que € — wu * p.(z) est fonction
croissante de €. Maintenant, la derniere formule intégrale combinée a I'inégalité
de moyenne pour u implique

u*pe(z) = 27rC’/0 u(z) p(r?) rdr = u(z) /D p1(w) dA(w) = u(z).

(0,1)

De plus, pour tout A > u(z), la semi-continuité supérieure de u implique 'existence
d’un disque D(z,&¢) sur lequel u < A. Nous avons alors u* p.(z) < A pour € < &g,
et donc lim. g u * pc(2) = u(z2).

(iii) résulte de (ii) en prenant par exemple u, = u * p;/,, du moins lorsque u
est localement intégrable sur €2. Si u n’est pas localement intégrable, on sait
que u est identiquement égale a —oo dans les composantes connexes ou il n’y a

pas intégrabilité, et il est évident dans ce cas qu’on peut prendre u,(z) = —v.
La propriété (i) s’ensuit sans hypothese sur u, en considérant la suite (u,) et en
appliquant le théoreme de convergence monotone. O

Corollaire. Si f : Q' — Q est holomorphe et u € SH(Y) alors uwo f € SH(Q').

Démonstration. Nous considérons d’abord le cas ol u est de classe C2. Du fait de
I’holomorphie de f, nous avons

Puof) %u , :
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et la positivité de Awu entraine donc celle de A(u o f). En général, on écrit u

comme limite décroissante lim u, de fonctions sous-harmoniques de classe C*°, et
on en déduit que uwo f =limu, o f est sous-harmonique. O

Exemple. Un exemple fondamental est celui de la fonction u(z) = In |z|, étendue
a C tout entier en posant In0 = —oo. Nous avons

1
In|z| = El_i>1r(151+ 5 In(|z]? + &2),

et des calculs aisés donnent

0 z
—l 2 2 -~
0z n(j2]” + &%) |22 + €2’
62 1 2 2
In(|2|? + %) = B > 0.

9207 ZZ+e2 (22 +e2)2 (|22 +e2)2

Par conséquent, les fonctions z — In(|z|? +£2) et 2z — In|z| sont sous-harmoniques
sur C tout entier.

Conséquence. Il résulte de ’exemple précédent que pour toute fonction holomor-
phe f € O(Q), la fonction In |f| est sous-harmonique dans 2. Plus généralement,
si x(t1,...,tp) est une fonction convexe croissante et si fi,...,f, € SH(Q),
alors x(aqIn|fil,...,apIn|fy|) € SH(Q) pour tout systeme ay,...,a, de coethi-
cients > 0. Ceci implique que

max (oq In|f1],...,apIn|fy]) € SH(Q),
In (|f1]* +...+|fp|*") € SH(Q).

pour aq,...,ay, = 0.

Remarque. A partir de la fonction logarithme, il est aisé de produire des fonctions
sous-harmoniques fortement discontinues. Posons par exemple

+oo
u(z):ZQ_”ln|z—an| z€C,
n=2

ou (an)n>1 est une suite dénombrable dense dans C, telle que 1/n < |a,| < n.
Sur le disque D(0, R) nous avons |z — a,| < R+ n et on peut écrire

+o0 +0o0
E : —n 2~ Qn E : —-n
n=2 n=2

La deuxieme série est convergente et la premiere est composée de termes négatifs,
donc décroissante, ce qui entraine que u est sous-harmonique sur D(0, R) et donc
sur C tout entier. Nous avons

400

1
u(0) > Z 27" lng > —00,
n=2



Chap. V: Fonctions harmoniques et sous-harmoniques 131

donc u n’est pas identiquement —oo. Cependant u(a,) = —oo, donc u(z) est
égale a —oo sur une partie dense. La fonction positive v = e" est également
sous-harmonique, elle est nulle sur une partie dense de C sans étre identiquement
nulle.

3. Laplaciens comme mesures positives

3.1. Dérivation au sens des distributions

Il sera commode d’utiliser ici quelques rudiments de la théorie des distribu-
tions, de fagon a pouvoir différentier des fonctions qui sont seulement localement
intégrables par rapport a la mesure de Lebesgue d\. Nous nous contenterons d’un
cas tres particulier, qui met en jeu seulement des mesures, mais pas des distri-
butions quelconques. Comme souvent, le mot mesure désignera ici des mesures
«de Radon », c’est-a-dire des mesures de masse finie sur les compacts.

Etant donné un ouvert Q dans R™, on note C.(£2) ensemble des fonctions
continues & support compact dans €2, et D(2) 'ensemble des fonctions C* a
support compact dans 2. Grace aux procédés standard de convolution, on montre
facilement que D(2) est dense dans C.(£2) pour la topologie de la convergence
uniforme. Enfin, on consideére des opérateurs différentiels a coefficients constants

o 8a1+...+o¢n
P(D) = l Z a,aD = Z aal___anm .

al<m ar1+...4a, <m

Le point de départ consiste a observer que 'on a la formule d’intégration par
parties

(3.1.1) /Q P(D)u(x) v(x) dA(z) = / u(z) P(=D)o(z) dA(z)

Q

chaque fois que u et v sont des fonctions de classe €™ dans €2, 'une d’entre elles
au moins étant a support compact. L’opérateur P(—D) provient du changement
de signe lorsqu’on effectue une intégration par parties ordinaire. Ceci nous amene
a la définition suivante.

Définition. Soit Q un ouvert de R™, u une fonction réelle localement intégrable
au sens de Lebesgue et p une mesure réelle dans ). Nous écrirons que l’on a

P(D)u=p

«au sens des distributionsy si on a l’égalité

u(f) = /Q u(x) P(—D) f(z) d\(x)

pour toute fonction f € D(Q) de classe C>* a support compact dans €.

Comme les fonctions f de classe C*° a support compact sont denses dans
les fonctions continues a support compact pour la topologie de la convergence
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uniforme, la mesure p, si elle existe, est nécessairement unique. On observera que
si u est de classe €™, alors la formule (3.1.1) montre que la mesure . = P(D)u est
la mesure a densité continue par rapport a la mesure de Lebesgue telle que

dp(r) = P(D)u(z) dA(x),

I’écriture p = Awu revient donc simplement a identifier la mesure p avec sa densité
P(D)u.

3.2. Convergence vague des mesures

Nous aurons besoin de quelques résultats élémentaires sur la «convergence
vague» des mesures (parfois aussi appelée «convergence faible», mais nous
éviterons cette terminologie pour éviter la confusion avec la notion analogue mais
distincte en théorie des distributions).

Notion de convergence vague. On dit qu’une suite de mesures (f1;);en converge
vaguement vers une mesure p sur 2 si la suite réelle (p;(f))jen converge vers pu(f)
pour toute fonction continue f a support compact dans Q.

Proposition. Soit P une partie dense dans l’espace des fonctions continues a
support compact dans S et (uj);en une suite de mesures dans §1.

(i) Pour que la suite (pj) converge vaguement vers une mesure ji, il faut et il
suffit d’une part que pour tout compact K C Q, la suite réelle (|p;](K)) en
soit bornée, et d’autre part que p;(f) — p(f) pour tout f € P.

(ii) On a la propriété de compacité suivante pour la convergence vague : $i pour
tout compact K C § la suite (|u;|(K))jen est bornée, alors il existe une sous-
suite (f15,) qui converge vaguement vers une mesure fi.

Démonstration. (i) Considérons 'espace Ck (€2) des fonctions continues a support
dans un compact quelconque K C 2. C’est un espace de Banach pour la topologie
de la convergence uniforme, et toute mesure g sur €2 donne lieu a une forme
linéaire continue f — u(f) sur Cx (), dont la norme est égale a |u|(K°) (noter
que les fonctions de Cx (£2) sont nulles sur le bord 0K). Si la suite (u;) converge
vaguement vers f, alors c’est une suite de formes linéaires «simplement bornée »
sur Cx (), c’est-a-dire que la suite (u;(f)) est bornée pour tout f € Cx(€2). Un
théoreme classique d’analyse fonctionnelle (le théoreme de Banach-Steinhaus) dit
alors que la suite des normes ||y;| est bornée, donc les «masses» |p;|(K°) sont
bornées. Quitte a agrandir un peu le compact, on en conclut que les masses |11, |(K)
sont bornées.

Inversement, supposons que les masses |u;|(K) soient bornées et que
limp;(f) = p(f) pour tout f € P. L’hypothese de densité de P dans C.(Q)
signifie de fagon précise que pour tout fy € C.(€2), il existe un compact K dans €2,
contenant le support de fy, tel que pour tout € > 0 on peut trouver une fonction
fe € P, asupport dans K, telle que || f- — fo|| < e. Désignons par Cx une constante
majorant les normes ||p|| et ||p;|| < |p;|(K). Alors

‘/“Lj(fO) — u(fo)| < ‘/Jj(fs) — u(f)l + |,uj(f5 — fo)l + |u(fe = fo)l
< i (fe) = p(fo)l + 2Cke.
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Par hypothese f. € P, et il existe un indice N(¢) tel que |u;(fe) — p(fe)| < €
pour j > N(g). On voit donc que l'on a bien limpu;(fo) = p(fo) pour tout

fo € GC(Q)

(ii) On utilise ici l'existence d’une partie dénombrable P = {f,},en dense dans
Cc(2) (si 0, est une suite de fonctions tronquantes a support compact, égales
a 1 sur des compacts K, formant une suite exhaustive de €2, on peut prendre
P =A{z — 6,(z)p(x)}, ou p(x) décrit 'ensemble des polynoémes a coefficients
rationnels). On construit par récurrence une suite de parties infinies emboitées S,
dans I'ensemble des entiers naturels, telles que

ND>SyD>85D...08,D...,

et telles que la sous-suite 11;(f,));ecs, soit convergente pour chaque indice v. Ceci
est possible, puisque

i (f)l < Ckll £l

si K est un compact contenant le support de f, et Cx un majorant de |u;|(K).
Désignons par j, le n-ieme élément de S,. L’inégalité

|15 (F) = 1 ()] < L (Fo) = pe ()| = s (F = Fo)l + [ (F = fo)]

et la densité de P impliquent facilement que (15, (f)) est une suite de Cauchy pour
tout f € C.(2). Il est facile de voir que la limite

plf) = lim p;,(f)
définit une forme linéaire continue sur C.(€2), donc une mesure sur €2, et que (1, )
converge vaguement vers fi. O

Corollaire. Soit (u;)jen une suite de fonctions localement intégrables au sens de
Lebesgue sur Q2. On suppose que j1; = P(D)u; est une mesure positive et que u;
converge en norme L sur tout compact vers une limite u € L, (). Alors la suite
(15)jen converge vaguement vers une mesure positive fr sur ), et on a pp = P(D)u.

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que les masses |p;|(K) = p;(K) sont
bornées pour tout compact K de 2. Fixons une fonction § € C*°(£2), a support
compact, telle que 0 < 0 < 1 et § = 1 sur K. Par définition de p; et grace a
I’hypothese de positivité, on a

0<py(K) < py(0) = /Quj P(=D)0dX < |[P(=D)0lo [lusllLr (k)

ot K’ = Supp(f). Or, du fait de la convergence L' locale, la suite des normes
|lujllL1 (k) est bornée. On sait alors d’apres (ii) qu'il existe une sous-suite (i, )
convergeant vaguement vers une mesure p. Puisque les p;, sont positives, il est
clair que p est positive. Par convergence L' sur tout compact de la suite (uj),
I’égalité

ni(h)= [ wPED)Fx Vi e D@
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implique a la limite

u(p = [wP=D)fax v eD(@),

par conséquent p = P(D)u. Grace a la densité de D(Q2) dans C.(Q2), la partie (i)
de la proposition montre que (y;);en converge vaguement vers . O

Il faut remarquer que le corollaire précédent est faux dans le cas de mesures
non positives. Par exemple la suite de fonctions w;(z) = 277 sin(4’x) converge
vers 0 dans L{ (R) mais p;(z) = Lu;(z) = 27 cos(4z) n’est pas de norme L!
localement bornée sur les compacts, de sorte qu’il ne saurait y avoir de limite
vague de la suite de mesures 1 (x) dx.

3.3. Equation de Lelong-Poincaré

Nous appliquons ici les résultats qui précedent au cas des fonctions sous-
harmoniques. Nous obtenons tout d’abord le fait que le laplacien est une mesure
positive, en méme temps qu’un résultat général de convergence vague.

Théoreme. Soit u une fonction sous-harmonique u dans un ouvert (), qui n’est
identiquement €égale a —oo dans aucune des composantes connexes. Alors le
laplacien Au est une mesure positive. De plus, si(u,),en est une suite décroissante
de fonctions sous-harmoniques convergeant vers w, la suite de mesures Au,
converge vaguement vers Au.

Démonstration. Nous savons qu’'une telle fonction sous-harmonique u est locale-
ment intégrable, et qu’on peut choisir une suite décroissante (u,) de fonctions
sous-harmoniques de classe C*° convergeant vers u. Dans ce cas Au, est une fonc-
tion € > 0, et le corollaire précédent implique que Au est une mesure positive.
Le résultat général de convergence vague résulte aussi du corollaire. O

Exemple. Au sens des distributions, on a
Aln|z| = 2mdo,
ot 09 désigne la mesure de Dirac en 0.

Démonstration. Considérons la fonction

1
ue(2) = 5 In (|z|2 + 52),

qui converge en décroissant vers u(z) = In|z| quand ¢ tend vers 0 en décroissant.
D’apres un calcul déja fait dans la section 2.4, nous avons

2e?
(J22 +€2)2

Pour toute fonction f € D(C), nous trouvons

Auc(z) =

2
[ 80 1) aNe) = | G flew) aw)
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en effectuant un changement de variable z = ew. Or, cette intégrale converge vers
I £(0) avec

2 oo ordr
I = —  d\ =2 - =9
/c T+ oy ) ”/o T+ 27

(on a posé w = re'?, d\(w) = rdr df). Par conséquent

lim [ Auc(z) f(2) d\(z) = 21 f(0) = 2m80(f)

e—0 C

et le résultat est démontré. O

Equation de Lelong-Poincaré. Soit f une fonction mémomorphe sur un ouvert
Q de C, non identiqguement nulle sur chaque composante connexe, et soit

D= " mjla,]

son diviseur des zéros et des poles. Alors la fonction In | f| est localement intégrable
sur €2, et au sens des distributions on a

1
S-AIn|f| = zj:mjaaj

ou 04, est la mesure de Dirac au point a;.

Démonstration. 11 suffit d’apres 'unicité de démontrer 1’égalité au voisinage
d’'un point zy quelconque. Sur un disque D(zp,r) assez petit, on peut écrire
f(z) = (2 — z0)™u(z) ou m est la multiplicité de zo (nulle si zp n’est ni un zéro
ni un pole!) et u une fonction holomorphe inversible dans D(zp,r). On a alors
Aln |u| = 0 puisque

u/

0 _ ! 0? _ o [
go Ml === G W = 5 (z) =0

Comme In|f(z)] = mIn|z — 20| + In|u(z)| sur D(zp,r), on obtient

S|
IS

Aln|f(z)|=2mmd,, sur D(z,r). O

3.4. Formules de Jensen et de Green-Riesz généralisées

En utilisant le formalisme du laplacien généralisé au sens des distributions, il
est facile d’obtenir le résultat suivant.

Théoreme. Soit Q un ouvert de C et u une fonction sous-harmonique sur €2 qui
n’est égale identiquement a —oo sur aucune des composantes connexes. Soit Au
la mesure positive « laplacien au sens des distributionsy. Alors pour tout disque
fermé D(zg,7) contenu dans Q on a
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(i) Formule de Lelong-Jensen :

1 [ I dt
o ), u(zo + re?) do — u(z) = 27r/ (/D(Zo’t)A u(z) dA(z )) ;
! In

C2r D(z0,r) ‘Z - ZO|

Au(z) dA(z).

(ii) Formule de Green-Riesz : pour tout point w € D(zg, 1)

u(w) = / P, r(z,w)u(z) |dz| —|—/ Go.r (2, w) Au(z) dA(2).
I'(z0,7) D(zo,r)

(iii) Inégalité de Green-Riesz : pour tout point w € D(zy,T)
u(w) < / Pry (2, w) u(2) |dz].
I'(z0,r)

Dans ces trois formules, les intégrales étendues au cercle T'(zg,r) sont toujours
convergentes.

Démonstration. On remarquera que l'intégrale double du (i) peut-étre divergente,
c’est le cas si et seulement si u(zg) = —oo. De méme l'intégrale fD(ZO py - du (ii)
converge si et seulement si u(w) > —oo.
Pour démontrer ces formules, on reprend 1’égalité (2.2.3)
1 27 . 1 27 .
— u(zo +rel%) df — — u(zo + e€'?) db
27 2 Jo

1
= — min <ln ! ,In — ) Au(z) dA(z).
27 D(zo,r) |Z - ZO|

déja démontrée lorque u est de classe C2. Si u n’est pas de classe €2, on applique
cette égalité aux régularisées u, = u * p1,, et on observe que la fonction f définie
par

f(z) = min (In 27, In g) - sur Dz, 7),
0 sur C \ D(zp, 1)

est continue & support compact dans 2 (avec Supp f = D(zg,7)). La convergence
vague Au, — Au implique que

lim /f ) A, (2) dA(2 /f ) Au(z) dA(2)

v——400

tandis que les intégrales f027r u, (20 +rel?) do et f027r u, (20 + €'?) df admettent les
limites voulues par convergence monotone u, — u. Ces limites sont finies car la
propriété de croissance des moyennes en fonction du rayon implique

1 2 0 1
27 /. u(zo +re?)df > p— D u(z) dA(z) > —o0
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du fait de I'intégrabilité locale de u. En faisant tendre € vers 0, on obtient 1’égalité

I 1
— u(zo + re?) df — u(z) = / In Au(z) d\(z)
0 D(zo,7)

2 o |z — zo|
équivalente a (i). La formule (ii) se déduit de celle-ci comme dans la section 2.3,
en se ramenant a zg = 0, r = 1, puis en effectuant un changement de variable
¢ = pu(z). L’inégalité (iii) résulte immédiatement de (ii), de la positivité du
laplacien Au et de la négativité du noyau de Green G, . O

La formule plus classique connue sous le nom de formule de Jensen s’obtient
en prenant u = In|f| avec f holomorphe.

Formule de Jensen. Soit Q2 un ouvert de C et f une fonction méromorphe sur €,
de diviseur D = ) mjla;] (on suppose f non identiquement nulle sur chaque
composante conneze). Alors pour tout disque D(zg,7) C Q on a

27
L ln‘f(zo+reie)}d9—ln|f(z0)|: Z mﬂn(é).
0

2m a, €D(0,r) |CLV N ZO|

Démonstration. Lorsque f est holomorphe, c’est le cas particulier de la formule de
Lelong-Jensen appliquée a v = In|f|, dans laquelle on utilise I’égalité de Lelong-

Poincaré
—Au = E mj0q, -

Lorsque f est méromorphe, il suffit d’écrire f comme un quotient g/h de fonctions
holomorphes, et de soustraire les égalités obtenues pour g et h. On notera que
I’égalité a bien encore lieu lorsque zy est un zéro ou un pole def, dans ce cas les
deux membres sont infinis et du méme signe (400 pour un zéro, —oo pour un
pole). O

4. Fonctions harmoniques

4.1. Définition et relation avec les fonctions holomorphes

En combinant les résultats déja obtenus pour les fonctions sous-harmoniques,
il facile d’obtenir diverses caractérisations équivalentes des fonctions harmoniques.

Théoréme. Soit ) est un ouvert de C et h : 2 — R une fonction réelle sur €.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction h est semi-continue (supérieurement ou inférieurement) sur (2 et
pour tout disque D(zg,7) C Q elle satisfait I’égalité de moyenne

1

27
h(z) = %/0 h(zo +re'?) db.
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(i) he C%*Q) et Ah=0.
(iii) h € C*(QQ) et Ah = 0.
On dit alors que h est harmonique sur €.

Démonstration. 1l est évident que (iii) = (ii) = (i). Supposons maintenant que
I’hypothese (i) soit satisfaite, avec (disons) h semi-continue supérieurement; dans
lautre cas il suffira de changer h en —h. Alors h est sous-harmonique, donc
localement intégrable sur €2, et 1’égalité de moyenne sur les cercles implique que
hxp. = hsur Q. = {z € Q; d(2,0Q) > ¢} (passer en coordonnées polaires
pour calculer h * p., comme a la section 2.4). Ceci entraine que h est de classe
C°°, puisque h * p. I'est. Par suite h et —h sont sous-harmoniques et on doit
avoir simultanément Ah > 0, Ah < 0, ce qui entraine Ah = 0. Nous avons bien
démontré que (i) = (iii). O

Nous relions maintenant les fonctions harmoniques aux fonctions holomorphes.

Théoreme. Si ) est un ouvert simplement connexe de C, alors toute fonction
harmonique réelle h sur Q0 s’écrit comme la partie réelle h = Re(f) d’une fonction
holomorphe f sur 2. En particulier, toute fonction harmonique est R-analytique.

Démonstration. L’hypotheése d’harmonicité 02h/92z0% = 0 s’écrit encore

0 (0h
?(a_) =0

donc g = Oh/0z est holomorphe sur 2. Comme () est simplement connexe, g
posséde une primitive G sur €2, c’est-a-dire que 0G/0z = g = Oh/0z tandis que
0G/0z = 0. Nous en déduisons que

0 — 0

—(G+G—-h)=—(G—-h) =0,

5, G+ ) =5, )

et comme G+G —h est réelle, cette égalité entraine que d(G+G —h) = 0 puisque la
relation conjuguée est également satisfaite. Il existe par conséquent une constante
C réelle telle que G+ G — h = C', de sorte que

h=G+G—C=Re(f)

avec f = 2G — C. Le résultat est démontré. O

Remarque 1. Dans le théoréme précédent, les fonctions holomorphes f € O(Q)
telles que h = Re(f) sont uniques a 'addition d’une constante imaginaire pure
iC' pres. Dans tout disque D(zp,r) C Q on a un développement en série entiere
convergent

+0o0
h(z) = ag + Z Re (an(z — 20)"),
n=1
avec ag € R et a,, € C. Ces coefficients sont uniques et sont donnés par ag = h(zo)

et a, = 2%(20) pour n > 1.
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Remarque 2. Si h est une fonction harmonique a valeurs complexes sur un ouvert
simplement connexe €2, il est facile de voir que ’on peut écrire h = f+g avec f, g
holomorphes sur 2. Les fonctions f et g sont uniques a des constantes additives
pres.

4.2. Probléme de Dirichlet

Etant donné une fonction f € C°(I'(zo,r),R) définie et continue sur un cercle,
le «probléme de Dirichlet» consiste & trouver une fonction h € €°(D(zo,r))

continue sur le disque fermé, telle que
Ah =0 sur D(zg,T)
(4.2.1)
Rir(ze,ry = f  sur I'(zo,7),

autrement dit, une fonction h harmonique sur le disque D(zg, r) et continue jusqu’a
la frontiere, admettant f comme valeur au bord.

Théoréme. Le probléme de Dirichlet (4.2.1) admet une solution unique. Cette
solution est donnée par

(4.2.2) h(w) = / PG SG) 6

1 72— |Jw— 2)?

P, (z,w) = >0

2rr |z —w|?
est le noyau de Poisson du disque D(zg,r). On notera h = P, .[f].

Démonstration. Démontrons d’abord 'unicité. Si h existe, la formule intégrale
de Green-Riesz donne h = P, ,/[h] sur tout disque D(zg, ") avec r’ < r, et donc
aussi h = P, [h] sur D(zo,r) par continuité. Comme h|r(;,, ) = f par hypothese,
on en déduit que I'on a nécessairement h = P, ,.[f].

Pour démontrer ’existence, on supposera zg = 0 afin de simplifier les notations.
On pose évidemment h = P, ,[f]. Comme le noyau de Poisson est de classe €
sur I'(z0,7) X D(29,7), il est évident par dérivation sous le signe [ que h est de
classe C* sur D(zp,r). De plus un calcul facile donne
1 r2—jw?® 1 z4w

Re ,

P = =
b (2, 0) 2rr |z — w2 27r z—w

donc la fonction w — P (2, w) est harmonique sur D(0,r) pour tout z € I'(0, 7).
I1 en résulte bien que Ah(w) = 0 sur D(zg,r). Pour conclure la démonstration, il
suffit de vérifier que

(4.2.3) lim P, r[f](w) = f(z1)

D(z0,r)2w—21

pour tout point z; € I'(2p,7). Comme fF(ZO " P, r(z,w)|dz| =1 d’apres (2.3.5),
nous pouvons écrire

hw) = ) = [ Pasew) (72) - £(0)) ld:]

T'(z0,r)
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Comme f est supposée continue, étant donné € > 0 quelconque, il existe § > 0 tel
que z € I'(20,7) N D(21,9) implique |f(z) — f(21)| < e. On en déduit

Ih(w) — f(z1)] <+ / Pryr(20) |£(2) = f(20)] |d2].

T'(z0,r)ND(z1,9)

Prenons maintenant |w — z1] < n < /2 et z € I'(z9,7) \ D(21,0). Il vient
lz—w| >0d/2et |w| > |21 —m=r—4¢, donc

Por(z,w) = 1 7% —|w|? 2 12— (r—n)?
0= T o [ — w2 S 52 b

SRS
S

Le choix n = %552 donne
‘PZO’T(z,w)} <e pour w € D(z1,n) et z € ['(20,7) N\ D(21,96),
de sorte que pour tout w € D(zp,7) N D(z1,7n) on a
|h(w) — f(z1)| <e+e-2M - 2nr

avec M = supr,, , |f|. Ceci entraine bien (4.2.3), et le théoréme s’ensuit. O

5. Fonctions faiblement sous-harmoniques et
principe du maximum

5.1. Notion de sous-harmonicité faible

Nous commencons par introduire une notion a priori plus faible que la sous-
harmonicité. On verra en fait plus loin que les deux notions sont équivalentes.

Définition. Si 2 est un ouvert de C, une fonction u :  — [—o0,+00] est dite
faiblement sous-harmonique si elle est semi-continue supérieurement sur ) et si,
pour tout point zg € §Q, il existe une suite de rayons r, > 0 tendant vers 0 telle
que linégalité de moyenne soit satisfaite pour cette suite de rayons :

1 2 )
u(zp) < 5/0 u(zo + m,€) df.

On notera (et c’est 1a le point crucial de la définition !) que la suite de rayons
r, > 0 pour lesquels I'inégalité de moyenne est supposée étre vérifiée peut tres
bien dépendre du point zj.

5.2. Principe du maximum

La stratégie est de démontrer ce principe pour toutes les fonctions faiblement
sous-harmoniques.
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Principe du maximum. Soit 2 un ouvert de C et u une fonction faiblement
sous-harmonique sur (2.

(i) S’il existe zo € Q tel que u(zy) = supgu, alors u est constante sur la
composante connexe de zy dans €.

(ii) Pour tout compact K de §2, on a

sSup u = sup u.
K oK

Remarque. Si i est harmonique sur €2, alors h et —h sont sous-harmoniques sur {2
et on a donc aussi supy |h| = supgyx |h|.

Démonstration. Pour (i), nous pouvons supposer ) connexe (en remplacant
éventuellement (2 par la composante connexe du point zy). Considérons ’ensemble

E={z€Q; u(z) <u(z)}.

C’est un ensemble ouvert d’apres 'hypothese de semi-continuité supérieure de w,
et E est distinct de Q puisque zg ¢ E. Nous voulons montrer que E = (). Sinon,
FE aurait une composante connexe Fy non vide, et cette composante Ey aurait un
point frontiere a € 2 (sinon Ej serait a la fois ouvert et fermé dans 2, avec Ey # €2,
donc Fy = (!). Comme E est ouvert nous avons a € Q \ FE, donc u(a) = u(zo).
Par hypothese, il existe une suite de rayons r, > 0 tendant vers 0 tels que

1 27 0
< — ! .
u(a) < 27r/0 u(a+rye”)df

Pour r, assez petit, le cercle Ey intersecte & la fois Q \ D(a,r,) (prendre b € Ej,
n # aetr, <|b—al)etledisque D(a,r,) (puisque a est adhérent a Fy). La
connexité de Ej entraine alors que Ejy intersecte le cercle I'(a, 7, ), nécessairement
le long d’un ouvert de ce cercle, et sur cet ouvert on a u(z) < u(zg) par définition
de E. Sur le complémentaire on a de toutes fagons u(z) < u(zg). Ceci entraine

1 27

o /. u(a +1,e%) df < u(z) = u(a),

contradiction. Cette contradiction montre que E = () et (i) est démontré.

(ii) Nous appliquons (i) & louvert Q' = K°. Si nous avions supgyx u < Supy u,
le sup serait atteint pour un point zg € K° = ’. Par conséquent u serait constante
dans la composante connexe ), de £ contenant zp, égale & u(zg). Mais alors, la
semi-continuité supérieure de u impliquerait u(a) > u(zg) pour tout point frontiere
a € 09)y. Comme 09 C 0 C 0K, c’est une contradiction et (ii) s’ensuit. O
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5.3. Equivalence de la sous-harmonicité et de la sous-
harmonicité faible

Soit u une fonction faiblement sous-harmonique dans un ouvert 2 de C, et soit
D(zp,7) C Q. Comme la fonction UIT(zo,r) €St semi-continue supérieurement, on
peut écrire u = lim,_, 4 f, sur I['(zg, ), pour une certaine suite décroissante de
fonctions continues f, sur le cercle. Considérons les solutions

hu — on,r[fu]

du probléme de Dirichlet sur le disque. Ce sont des fonctions continues sur D(zg, 7),
harmoniques sur D(zp,7). Comme h, satisfait 1’égalité de moyenne, Il en résulte
aussitot que u — h, est faiblement sous-harmonique sur D(zg,r). De plus, pour
tout point z; € I'(zp, r) la semi-continuité supérieure de u implique

limsup  u(z) — hy(2) < u(z1) = ho(21) = w(z1) — fu(21) <O

D(z9,m)3z—21

Nous en déduisons u(z) — h,(z) < 0 sur D(zp, ), sinon le principe du maximum

serait contredit. En particulier, comme P, (2, z9) = % = Cte, on a

27

u(z0) < hu(a0) = Pror (o) = 5= [ ulio+ 1) db

Comme lim f,, = u sur I'(zg, 7), le théoreme de convergence monotone implique

1

< __
U(ZO) 2T

2m
/ u(zo + rel?) db.
0

Par conséquent u est sous-harmonique. O

Corollaire. Soit h : 2 — R une fonction faiblement harmonique, au sens ou h
est semi-continue supérieurement (ou inférieurement) sur €2, et pour tout zg € €2,
il existe une suite de rayons r, > 0 tendant vers 0 tels que

1

27
h(z) = %/O h(zo + 7,€%) df.

Alors h est harmonique dans €.

Démonstration. Supposons par exemple h semi-continue supérieurement. Alors
h est sous-harmonique, donc Ah est une mesure positive. La formule de Lelong-
Jensen appliquée au rayon r, implique que Ah doit étre nulle sur D(zg,r,). Par
conséquent Ah est nulle au voisinage de tout point, et donc identiquement nulle.
Ceci implique que h vérifie ’égalité de la moyenne pour tout rayon r tel que
D(zy,7) C Q et par suite h est harmonique. O
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6. Principe de réflexion de Schwarz

Noux commencons par démontrer un théoreme de prolongement par continuité
pour les fonctions holomorphes.

Théoréme de prolongement par continuité. Soit Q) un ouvert de C et A une
partie fermée de Q) qui est localement réunion finie d’arcs réquliers de classe C' par
morceaux a demi-tangentes distinctes. De facon précise, pour tout point zg € 2,
on suppose qu’il existe un voisinage ouvert V tel que ANV soit la réunion d’un
nombre fini d’arcs régquliers de classe Ct, fermés dans V, se rencontrant avec des
demi-tangentes différentes en chacun de leurs points d’intersection. Soit f une
fonction holomorphe sur Q. A, admettant un prolongement continu a €2 encore
noté f. Alors f est holomorphe sur ).

Démonstration. Désignons par E l’ensemble des points qui sont ou bien des
extrémités libres d’arcs composant A, ou bien des points anguleux, ou bien des
points multiples. D’apres I’hypothese, c’est un ensemble localement fini dans 2.

<
R;_ xZ
. v="h(u)+¢

aﬁ v="h(u) —¢

Nous commencons par montrer que f est holomorphe au voisinage de tout point
zo € A~ E. Pour cela, on choisit un rectangle R de centre zg, assez petit, tel que
I'intersection A N R s’écrive comme un graphe v = h(u) suivant les coordonnées
(u,v) données par les axes de symétrie du rectangle. Pour montrer que f est
holomorphe sur l'intérieur de R, il suffit de vérifier que la formule de Cauchy

() o)== [ LW,

211 Jop w — 2

est satisfaite pour tout z € R°. Par continuité, il suffit méme de montrer que cette
formule est satisfaite pour z € R° . A, puisque R° \ A est dense dans R°. Or,
pour € > 0, on peut considérer les graphes translatés v = h(u) + ¢, v = h(u) — ¢,
ce qui permet de délimiter deux régions compactes disjointes R et R, avec

| JRFUR: =R~ A

e>0
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Comme f est holomorphe sur O\ A et ORT UOR- C Q~\ A, la formule de Cauchy
implique
1 f(w)

flz) = — dw

271 Jortuors W — 2

pour tout z € R° ~\. A et € > 0 assez petit. Quand ¢ tend vers 0, on en déduit par
continuité que (x) est satisfaite. Ceci montre que f est holomorphe sur Q~\ FE. Mais
comme F est formé de points isolés, 'hypothese que f est continue sur 2 entraine
que les points de E ne peuvent pas étre des points singuliers. Par conséquent f
est bien holomorphe sur ). O

Nous en venons maintenant au principe de réflexion de Schwarz. Soit 2 un
ouvert de C invariant par réflexion suivant I’axe réel, c’est-a-dire invariant par la
conjugaison z — Zz. On note

Qr={2€Q; Imz > 0}, Q- ={z€Q; Imz <0},
Principe de réflexion de Schwarz. Soit 2 un ouwvert de C invariant par
réflexion et soit f € O(Q4). Si la fonction f vérifie

lim Im(f(w))=0 en tout point z € QNR,

Qi o2w—z

alors il existe un prolongement holomorphe ]7 de f sur € tel que

f(2) stz € Q)
f(2) = { limg, 02 Re(f(w)) sizeQNR,
f@) stz €.

On notera que l'existence d’une limite de Re(f) aux points de €@ N R n’est
nullement évidente, cela fait partie des affirmations du théoreme.
Démonstration. Si I'on fait en outre I'hypothese que Re(f) se prolonge par
continuité aux points de 2 N R, alors il est clair que f est continue sur €2 et
holomorphe sur Q ~ (2N R). La conclusion s’obtient donc aussitot a 1’aide du
théoreme de prolongement par continuité, avec A = Q2 NR. La difficulté est de
s’affranchir de I'hypothese de continuité de Re(f). Pour cela, on considere la partie
imaginaire h = Im(f) : @ — R telle que

h(z) =Im(f(z2)) sizeQy,
0

size QNR,
—Im(f(z)) sizeQ_.

=
—~
N
S~—
I

Nous affirmons que h est faiblement harmonique. En effet, h est continue sur €2
(et donc aussi sur €2_), et 'hypothese implique que h est continue en tout point
de Q NR. De plus il est clair par symétrie que

1 27

00— i0
h(zo)—O—27r i h(zo +re'”) df
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en tout point zp € QN R. Si zp € @\ (2N R), on a aussi

1

27
h(z) = o /0 h(zo + re'?) df

pour r < min(|Im 2|, d(z0,C)) puisque h est harmonique séparément sur Q,
et _. On en déduit que h est faiblement harmonique, donc harmonique sur €2 et,
en particulier, de classe €. Comme f—f = 2i h sur Q, il vient f/(z) = 2i 9h/0z.
On voit que f’(z) se prolonge de facon continue a Q4 U (2 NR), ce qui implique
que f elle méme se prolonge de fagon continue a Q4 U (2N R). Par conséquent f
est continue sur € et la conclusion s’obtient a I’aide du théoréeme de prolongement
par continuité. O

Nous allons maintenant généraliser un peu le principe de réflexion de Schwarz.
Supposons qu’on ait un ouvert 2 de C muni d’une involution anti-holomorphe
o : Q — Q, cest-a-dire une bijection o telle que o o 0 = Idg et z — o(z)
holomorphe, et une partition 2 = Q, UQ_ U E, ou E est I’ensemble des points
fixes de Q et 0(24) = Q_. L’exemple fondamental est bien stir 'application de
conjugaison o(z) = Z avec

E=0QNR, Qy=0n{Imz>0}, Q_=0QnN{Imz < 0}.

Un autre exemple est I'inversion o(z) = 1/Z sur Q = C*, dont I’ensemble des points
fixes E est le cercle unité |z| = 1; on peut voir I'inversion comme une “réflexion
par rapport au cercle”, avec 0y = D(0,1)~ {0} et Q_ = C~. D(0,1). De maniere
générale, il existe localement des réflexions par rapport a n’importe quelle courbe
analytique réelle lisse.

Proposition. Soit E une courbe analytique réelle lisse dans un ouvert du plan
complexe. Alors pour tout point zg € E il existe un voisinage V de zy et une
involution anti-holomorphe o : V. — V tels que E NV soit I’ensemble des points
fixes de o et que V \\E soit formé de deux composantes connexes V., V_ échangées
par o.

Démonstration. Par définition de ce qu’est une courbe analytique réelle, on peut
trouver un voisinage V'’ de zg de sorte que E N V' coincide avec I'image d’une
application analytique réelle v : | —e,e[ — E, t — > cpt™ avec v(0) = ¢o = 2
et v/ (0) = ¢; # 0. Quitte & diminuer € et & prendre un voisinage plus petit
V C V’, on a un biholomorphisme ¢ : D(0,e) — V, z — > ¢,2"™ qui étend ~
aux valeurs complexes du parametre, en sorte que ¥ H(ENV) =] —¢,¢[. Soit
7(z) = Zz l'involution anti-holomorphe canonique. On peut obtenir une involution
anti-holomorphe o sur V' en transportant 7 par le biholomorphisme 1), c’est-a-
dire en posant o = ¢ o 7 0o9p~ L. 1l est clair que o échange V, = (D (0,¢)) et
V_ =¢(D_(0,¢)), ou D1 (0,¢) désigne le demi-disque D(0,e) N {£Im =z > 0}.

Ce résultat s’applique localement pour une réflexion par rapport a une courbe
analytique réelle lisse quelconque FE, puisque pour tout point zy, € E on peut
trouver un biholomorphisme v : D(0,e) — V sur un voisinage V' de zg tel que

paramétrise FNV. On consideére alors I'involution o = ¢~ loTop = 1poTop~!
sur V conjuguée de 7 par ¢ = L.
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Lemme. Si o : Q — Q est une anti-involution holomorphe, alors

(i) L’ensemble des points fires E = {z € Q; o(z) = z} est une courbe analytique
réelle lisse.

(ii) Pour tout point zg € E, il existe un voisinage V de zy et un biholomorphisme
¢ : V.— D(0,e) sur un petit disque, tel que o)y = @ ' oT o ¢ ol

7:D(0,e) — D(0,¢) est la conjugaison complexe z — 1(2) = Z.

Démonstration. 11 suffit de démontrer (ii), puisque si (ii) a lieu, alors I’ensemble
des points fixes de T coincide avec 1'axe réel, donc ENV = ¢ 1(D(0,e) NR) =
0 (] —&,¢[), ce qui implique que E est une courbe analytique réelle lisse.

Soit donc zp € F un point fixe. Quitte a effectuer le changement de variable
z — z — 2, nous pouvons supposer zo = 0. La fonction o est alors définie sur un
voisinage D(0,¢) de 0, et puisque 7 y est holomorphe, on a un développement en
série entiere

+00 >
o(z) = Z anz", soit encore o(z)= Zanzn-
n=1 n=1

La différentielle dog est donnée par & — @, et puisque o est une involution, doy
est aussi une involution, ce qui équivaut & la condition |a;|? = 1, autrement dit dog
est une symétrie orthogonale par rapport a une droite du plan complexe. Etant
donné un nombre complexe A # 0, nous considérons la fonction

+o0o
0(z) =Xz +Xo(z) = (AN+day)z + ZXanz”.

n=2

Pour que ¢ soit un biholomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage de 0, il
suffit que A + Xa; # 0, ce qui ne laisse que I’embarras du choix (on peut prendre
par exemple \ = % a1, ce qui donne A+ ha; = 2\ = Va1 # 0 et une différentielle
dpo qui est une rotation). La propriété d’involutivité o o o = Id implique aussitot

ol0(2)) = 5 (00 (z) +X2) = (2] = 7o 9(2),

-1

par conséquent nous avons bien ¢ = ¢~ o7 o ¢ au voisinage de 0. O

On notera (c’est déja clair a partir de la démonstration) qu’il n’y a pas unicité
du biholomorphisme ¢, on peut en fait remplacer ¢ par ¥ o ¢ ou ¥ est un
biholomorphisme quelconque 1 (z) = 27@1 cn 2" a coefficients ¢,, réels, puisqu’un
tel biholomorphisme commute avec 7.

Principe de Schwarz généralisé. Soit 2 un ouvert de C admettant une
involution anti-holomorphe o, soit E [’ensemble des points fixes de o dans (2,
et Oy, Q_ des composantes connexes (ou réunions de composantes connexes) de
QN E telles que QNE =Q,UQ_ et Q_ = 0(Qy). Soit enfin f € O(Q4) vérifiant

lim Im(f(w))=0 en tout point z € E.

Qi ow—z
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Alors il existe un prolongement holomorphe f de f sur § tel que

f(Z) St z c Q+,
F(2) = { limg, 5. Re(f(w)) siz€ E,
fo(2)) siz€EN_.

Démonstration. Au voisinage d’un point fixe zg € FE, le changement de variable
w = ¢(z) nous ramene au cas de I'involution usuelle 7. O
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Chapitre VI
Représentation Conforme

L’objet de ce chapitre est d’étudier les transformations conformes et de décrire
un certain nombre d’exemples classiques : homographies, automorphismes du plan,
du disque, du demi-plan, d’'une couronne. Dans le cas du disque unité ou du
demi-plan, qui sont en fait isomorphes, on obtient ce qu’on appelle des modeles
de la géométrie hyperbolique. Ces domaines possedent en effet une métrique
hermitienne naturelle invariante par le groupe des automorphisme holomorphes ;
on lui donne le nom de métrique de Poincaré. Nous démontrons ensuite le théoreme
de Riemann, connu aussi sous le nom de théoreme fondamental de la représentation
conforme : tout ouvert simplement connexe du plan autre que le plan lui méme
est conformément équivalent au disque unité. Comme application de ce théoreme
fondamental, nous montrons ensuite que le revétement universel de C ~ {0,1}
s’identifie au demi-plan de Poincaré, et en déduisons le grand théoreme de Picard
sur les valeurs des fonctions holomorphes au voisinage d’un point singulier essentiel.
Le chapitre se termine par I’étude des fonctions univalentes de la classe 8.

1. Définition et exemples

1.1. Equivalence conforme

Nous rappelons d’abord les notions importantes de biholomorphisme et d’équi-
valence conforme.

Définition. Si Q1 et Qo sont deux ouverts du plan complexe C, alors une
application f : Q1 — Qo est appelée biholomorphisme si [ est bijective et si f
et f~1 sont holomorphes. S’il existe un biholomorphisme entre Q1 et Qs, alors ces
ouverts sont dits conformément équivalents.

Un biholomorphisme est encore appelé transformation conforme de 1 sur Q.
Il est facile de voir que la relation d’équivalence conforme ~o,f, comme son nom
I’indique, est bien une relation d’équivalence. Pour que f soit un biholomorphisme,
il suffit, par le théoreme d’inversion globale, que f soit holomorphe bijective. De
plus, si des ouverts €2 et 25 du plan sont conformément équivalents, alors ils sont
homéomorphes, c’est-a-dire qu’on a 'implication triviale

Q1 ~conf QZ = Q1 ~homeo QZ-

L’implication réciproque est fausse : ainsi C et le disque unité D = {|z| < 1}
sont homéomorphes via 'application C* ¢ : C — D, z — @(z) = z//1 + |2|?,
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mais il n’existe pas d’application holomorphe f : C — I puisque toute application
holomorphe bornée sur C est constante d’apres le théoreme de Liouville.

Notation. On notera Aut() [l’ensemble des biholomorphismes d’un ouvert
Q dans lui-méme, et on appellera ceuz-ci les automorphismes (analytiques ou
holomorphes) du domaine Q.

L’ensemble (Aut(2), o) des automorphismes muni de la composition des ap-
plications est évidemment un groupe. L’objet de cette section est d’étudier le
groupe des automorphismes d’un certain nombre de domaines classiques. L’un
des examples les plus simples est celui du plan complexe lui-méme.

Proposition. Les automorphismes de C sont exactement les applications affines
zr—az+b, aveca € C* et b e C.

Démonstration. Soit f : C — C un biholomorphisme. Alors 'application
z — ¢g(z) = f(1/z) est holomorphe injective sur C*. En particulier I'image
g(D(0,7) ~ {0}) d’un disque pointé n’est pas dense dans C puisque cet ensemble
est disjoint de I'ouvert g(C~.D(0,7)) = f(D(0,1/r)~{0}). D’apres le théoreme de
Weierstrass du 111 1.3, ceci entraine que g ne peut avoir une singularité essentielle
en 0, donc il s’agit d’un pole d’ordre m, g(z) ~ a,z~™. On a par conséquent
f(z) ~ apz™ quand z — oo, de sorte que f est un polynome d’ordre m. Un
polynome ne peut étre injectif sur C que s’il est de degré 1, par conséquent nous
avons f(z) =az + b avec a € C*. O

1.2. Compactification d’un espace localement compact et
notion de bouts

L’objet de cette section, qui ne comprend que des notions de topologie générale,
est d’approfondir un peu la notion de «voisinage de l'infini» dans un espace
topologique X, supposé localement compact et non compact.

On introduit pour cela ’ensemble X=X U {oo} obtenu en adjoignant un
«point a l'infiniy. On définit une topologie sur X en prenant comme ouverts de
X les parties de I'un ou 'autre des deux types suivants :

e les ouverts de X ;

o les parties de X de la forme V = X \ K = {0} U (X \ K), lorsque K décrit
I’ensemble des parties compactes de X. Les parties X ~ K sont donc par
définition les voisinages ouverts de I’'infini.

Il est facile de voir que ceci définit bien une topologie sur X , et que X est compact :
en effet tout recouvrement ouvert (Ui)ie 7 contient au moins un membre Uio qui
contient un voisinage X <K de I'infini, et par ailleurs (X N U;);e; recouvre K,
par suite on peut en extraire un sous-recouvrement fini {X NU;,,..., X NU;, }.
Alors {U;,,Ui,,...,U;\} est un recouvrement fini de X.

Définition. L’espace X =Xu {oo} munie de la topologie définie ci-dessus
s’appelle le compactifié d’Alexandrov de l’espace localement compact X .
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Le compactifié d’Alexandrov R de R s’identifie par exemple au cercle unité
au moyen de l'application z +— exp(2iarctanz) si * € R, et oo — —1. Le
compactifié d’Alexandrov ne distingue pas les «différentes faconsy» par lesquelles
un point peut s’éloigner a l'infini, ainsi dans R on peut s’éloigner vers l'infini en
tendant vers —oo ou vers +oo, et il peut donc étre plus judicieux de compactifier
R en introduisant plutot deux points a l'infini; c’est ainsi que l'on considere
classiquement le compactifié R = [—o0,4+00]. De facon générale, on appelle
compactifié d'un espace localement compact X tout espace compact X’ contenant
X comme sous-espace ouvert, et tel que X soit dense dans X’.

Nous allons maintenant introduire la notion générale de «bouts» d’un espace
topologique X. Pour cela, on suppose X séparé, localement compact et localement
conneze. On va voir que ceci permet de définir un compactifié X g possédant
autant de points a I'infini que de bouts de X.

Soit K un compact non vide de X et (C;);er la famille des composantes
connexes de 'ouvert X ~ K. Comme X est localement connexe, les C; sont
des ouverts. On partage [ en [ = T U (I ~T') ou les composantes {C; };cr sont
relativement compactes dans X (les «trous» de K), et ou les {C; };crr sont les
composantes «infinies» (non relativement compactes). Comme X est localement
compact, K possede un voisinage compact L, c¢’est-a-dire que K C L°. L’ensemble
de parties {C; };c; forme un recouvrement ouvert de X \ K qui contient le compact
OL = L ~. L°. On peut donc en extraire un recouvrement fini

{Cirsees G}y e U{Ciias e Cin i cror

de OL (ou on fait la distinction entre les trous et les composantes infinies).
Les autres composantes C; sont disjointes de L, donc par connexité, elles sont
contenues dans L° ou dans X \ L. Mais dans ce dernier cas on aurait

6C¢CX\L°:>6C¢H6K:®

ce qui est absurde puisque ) # 9C; C OK. Par conséquent toutes les autres
composantes sont contenues dans L° et sont relativement compactes, ce sont des
trous. On en déduit que I \ T = {ix+1,...,in}, et par suite le complémentaire
X K ne peut avoir qu'un nombre fini de composantes connexes non relativement
compactes. L’ensemble

I’EZKUUOZ':X\ U C;

€T 1€INT

obtenu en «bouchant les trous de K » est compact, puisque cet ensemble est un
fermé contenu dans le compact LUC;, U...UC;, (on a déja vu que les composantes
Ci, i € T, autres que iy,...,1; étaient contenues dans L°). Par construction
le compact K na plus de trous, les composantes connexes de X \ K sont les
composantes non relativement compactes {C; }icrr de X N K.

Notion de bouts d’un espace. Soit X un espace topologique séparé localement
compact et localement connexe. On définit un bout de X comme étant une
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application b : K +— b(K) qui a chaque compact K de X associe une composante
conneze b(K) de X \ K, avec la propriété suivante : si K C L, alors b(L) C b(K).
L’ensemble des bouts de X sera noté Bouts(X).

On observera que b(K) ne peut jamais étre un trou de K, car la condition

b(L) C ne pourrait pas étre vérifiée en prenant L = K. On a donc en fait
b(K) = ( ) de sorte que le bout b est entierement déterminé par les composantes
b(K) associées aux compacts sans trous. De plus, si X admet une suite exhaustive

>

» de compacts sans trous, ce qui sera toujours le cas considéré ici, un bout
b est déterminé de maniere unique par la donnée de la suite b, = b(K,), qui
doit évidemment vérifier b,41 C b, pour tout n. En effet, si K est un compact
quelconque, il existe un n tel que K C K,, et b(K) doit étre alors 'unique
composante connexe de X ~ K qui contient b, = b(K,). L’ensemble des bouts
peut-étre tres grand, comme c’est le cas pour un arbre :

K, }X

A Topposé, on a une situation assez simple dans le cas ou il existe un entier ng tel
que les composantes connexes des complémentaires X \ K,, et X ~ K,, sont en
bijection et en nombre fini pour tous m,n > ng. L’ensemble Bouts(X) est alors
I’ensemble fini en bijection avec ’ensemble des composantes connexes de X \ K,
pour n > ng. Ainsi un ouvert borné Q & bord de classe ' par morceaux et
possédant p trous admet p + 1 bouts, en bijection avec chacune des composantes
du bord 0f2 : les bords des p trous, et le bord de la composante connexe non
bornée de C \ €.

L’ouvert 2
a trois bouts

Une application continue f : X — Y entre espaces localement compacts est dite
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propre si, pour tout compact K de Y I'image réciproque f~1(K) est un compact
de X. Il est plus intuitif de voir cette condition en pensant en termes de voisinages
de T'infini. En effet, f est propre si et seulement si le prolongement f : X — Y tel
que f(oo0) = 0o est continu au point oo, autrement dit si limys, .o f(2) = 00 :
si cette condition est vraie, pour tout compact K de Y, lz N K est un voisinage
de l'infini et il doit exister un compact L de X tel que f(X N~ L) CY \ K, c’est-
a-dire encore f(X L) C Y \ K, ce qui implique que f~*(K) C L est compact.
Inversement, si f est propre, il suffit de prendre L = f~(K).

Si f est propre, on a une application naturelle f, : Bouts(X) — Bouts(Y)
induite au niveau des bouts. Si b est un bout de X, on définit un bout b’ = f.(b)
de Y comme suit. Pour tout compact K de Y, f~(K) est une partie compacte de
X, et b(f~1(K)) est une des composantes connexes de X\ f 71 (K). Par conséquent
f(b(f~Y(K))) est un connexe contenu dans Y ~ K. On définit alors ¥’ = f,(b)
comme le bout tel que b/'(K) soit, pour chaque K, 'unique composante connexe
de Y \ K qui contient f(b(f~1(K))).

~ On définit le «compactifié par les bouts Xp de la maniere suivante :
Xp = X UB est la réunion disjointe de X et de B = Bouts(X) ; les ouverts
de X p sont les réunions de parties d’un des deux types suivants :

e les ouverts de X ;

o pour chaque compact K de X et chaque composante connexe C' de X \ K,
ensemble CU {b € B; b(K)=C}.

Il résulte de cette construction qu'un systeme de voisinages fondamentaux d’un
bout by est constitué de la famille de voisinages ouverts

Vio, 6 = bo(K) U {b € B; b(K) =by(K)}.

Théoreme. Soit X un espace séparé localement compact et localement connexe.

(i) Pour la topologie définie ci-dessus, Xp est compact avec X comme ouvert
dense (en d’autre termes, Xp est bien un compactifié de X ). De plus,
B = Bouts(X) est compact et totalement discontinu.

(ii) Pour toute application propre f : X — Y entre espaces séparés localement
compacts et localement connexes, l'application induite fp: Xp — Y telle
que fg(b) = f.(b) pour chaque bout b de X est une application continue de
Xp dans Yp.

Démonstration. (i) Désignons par Cx 1’ensemble (fini) des composantes connexes
de X \ K. Puisque B consiste en des applications K +— b(K) € Cg, ’ensemble
B des bouts peut étre vu comme un sous-ensemble B C [[, Cx. La topologie
induite par X g sur B est la méme que celle induite par la topologie produit sur
[Ix Ck (avec la topologie discrete sur chaque facteur fini Cx ), comme il résulte
du fait que

BNVi,x ={b€B; b(K)=0by(K)}.

Les conditions b(L) C b(K) pour L D K équivalent a choisir b(L) parmi un
nombre fini de composantes qui sont celles de (X ~ L) N b(K); c’est donc une



154 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

condition fermée vis-a-vis de la topologie produit. Par conséquent B s’identifie a
un sous-espace fermé du produit [ ], Cx, qui est compact (d’apres le théoreme de
Tychonov) et totalement discontinu. On en déduit que B est lui-méme compact
et totalement discontinu. Si on a un recouvrement ouvert U = (U;);ecs de Xpg, sa
partie compacte B va étre recouverte par un nombre fini de voisinages V;, i, eux-
meémes contenus dans certains des U;. On a alors X g = U Vi, K, U K, et comme
chaque K est recouvert par un nombre fini d’ouverts U;, on en conclut I'existence
d’un sous-recouvrement fini de U. Par conséquent X p est bien compact. Par
définition X est ouvert, et cet ouvert est dense puisque Vi, x N X = bo(K) # 0
pour tout voisinage Vj, k.

(i) Soit Vi g un voisinage arbitraire de by = f.(bo) et K = f~'(K’). Alors on a

TB(‘/bo,K) - ‘/bf):K/

car f(bo(K)) C b((K') par définition de f,, tandis que I'image b = f.(b) de
chaque bout b tel que b(K) = bo(K) vérifie b'(K') D f(b(K)) = f(bo(K)), donc
b'(K') = b (K'). O

Il est clair que si f: X — Y est un homéomorphisme, alors fgz : Xp — Y p
est aussi un homéomorphisme. Par conséquent, pour que X et Y puissent étre
homéomorphes, il faut que X et Y aient le méme nombre de bouts. Cette condition
nécessaire vaut en particulier pour des ouverts du plan conformément équivalents.

1.3. Cas des couronnes

Rappelons la notation déja utilisée au chapitre III : pour des rayons quelcon-
ques 0 < Ry < Ry < +0 et 2z € C, on note

O(ZO,Rl,RQ) = {Z c (C; Ry < ‘Z— Z()| < RQ}

Proposition. Etant donné deuz couronnes C(0, Ry, Ry) et C(0, R}, R}) de rayons
quelconques finis et non nuls, les transformations conformes

f : 0(07 R17 RQ) - 0(07 Rll? RIQ)

sont de la forme f(z) = Az ou f(2) = Bz=! avec A,B € C* des constantes
complezes telles que |A| = R}/R1, |B| = R1R).

Il résulte de cet énoncé que les couronnes C(0, Ry, Rs) et C(0, R}, R,) de
rayons finis et non nuls sont conformément équivalentes si et seulement si elle
sont homothétiques, c’est-a-dire si et seulement si R,/ R} = Ra/R;.

Démonstration. D’apreés la section 1.2, une couronne C(0, R;, R2) admet deux
bouts, associés aux voisinages des bords |z| = Ry et |z| = Ry. Toute trans-
formation conforme f : C(0, Ry, R2) — C(0, R}, R5) (et plus généralement tout
homéomorphisme) doit induire une bijection f. des bouts de C(0, Ry, R2) dans
les bouts de C(0, R}, R}), c’est-a-dire que 1’on doit avoir I'une ou lautre des deux
situations suivantes :

oy fawnd = Ry fG) = B fauand [ Ry [£G)] R
quand |z| — R, |f(2)| — R4 quand |z| — R, |f(2)] — Rj.
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On introduit maintenant le réel

_ InRy/R]  InRy —InRj >0
a_lnRg/Rl _lnRg—lan ‘

Dans le cas (*) on introduit la fonction

h(z) = In(|f(2)|/R) — aln(|z|/Ry)
et dans le cas (xx) la fonction

h(z) = In(|f(2)|/Ry) + aIn(|z|/Ry).

Il est facile de voir que h est une fonction harmonique sur C(0, Ry, Rs), et de
plus h(z) — 0 quand |z| — R; ou quand |z|] — Ry. D’apres le principe du
maximum, h est identiquement nulle. Or, si 2z est une détermination holomorphe
sur C'(0, Ry, R2) ~ R_, nous avons h(z) = In|f(z)/2°%| + Cte avec ¢ = 1 dans
le cas (%), e = —1 dans le cas (xx). Ceci implique que f(z)/2°“ = A constante,
d'ou f(z) = Az**. Comme f doit se prolonger contintiment a C'(0, Ry, R2), on a
nécessairement e € Z. Mais comme de plus f est injective, la seule possibilité
est e = +1, donc @ = 1, f(2) = Az ou f(z) = A/z. Dans le premier cas, on
doit avoir |A| = R} /Ry, et dans le deuxieme |A| = Ry R). De plus, les couronnes
doivent étres homothétiques, c’est-a-dire que R,/Ro = R} /R;. O

Corollaire. Les automorphismes de C(0, Ry, Ry) sont exactement les applications
fizr Az etg:zr AR Ryz~t o X décrit ’ensemble des nombres complexes de
module 1.

Remarque. En adaptant le raisonnement ci-dessus, on montre facilement que les
applications holomorphes propres f : C(0, Ry, Ry) — C(0, R}, R,) sont toutes
de la forme f(z) = Az"™ ou f(z) = Az™™ avec A € C*, lorsque le quotient
a = In(R,/R})/In(Ry/R;) est un entier n. Il n’y a pas de telles applications
holomorphes propres si a n’est pas un entier.

1.4. Espaces projectifs et applications homographiques

Nous rappelons d’abord la notion générale d’espace projectif sur un corps k.

Définition. Si k est un corps (commutatif) et E un espace vectoriel sur k, on
appelle espace projectif associé a E [’ensemble quotient

Pr(E) = (E~A0})/R,

ou R est la relation d’équivalence telle que x R y si et seulement si il existe un
scalaire A € C* tel que y = Ax.

En particulier, ’'ensemble quotient P? = (k"1 < {0})/R est appelé espace
projectif de dimension n sur k (on convient d’écrire en général, et ceci sera justifié
de fagon plus précise au chapitre VIII, que dim Py (E) = dim E — 1).
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Notation. Pour des scalaires xg,x1,...,x, non tous nuls, on note
[To: X1 i Xy
la classe d’équivalence de (xq,...,x,) € k"1 {0} dans P?. Plus généralement,

pour un espace vectoriel E, on note [x] = k*x la classe d’équivalence de x € E~{0}
dans Py(E), et on introduit la projection canonique

m: EX {0} — Py(F), x — [z].

On a par définition [Azg : Azy : ... : Ax,] = [xo : z1 ¢ ... : x,] pour tout
scalaire A\ € k*, 'usage des symboles : dans la notation étant la pour rappeler que
ce sont seulement les rapports /) qui sont indépendants du représentant choisi
dans la classe d’équivalence (a condition bien siur que ce rapport soit défini, ce
qui suppose xx # 0). On dit que xg, x1, ... ,z, sont les coordonnées homogénes
du point [z]. 1l est clair que l’espace projectif s’identifie & I’ensemble des droites
vectorielles de E, puisqu’a toute classe d’équivalence [x] on peut associer de fagon
bijective la droite kx = [z] U {0}.

Dans le cas de la dimension 1, on voit qu'un élément [zg, z1] tel que x1 # 0
coincide avec

[Axg, A\x1] = [x0/21 : 1] pour A\ = 1/zq,

tandis que [z : 0] = [1: 0] si ¢ # 0 (prendre A = 1/xy). On peut alors identifier
P} & kU {oo} grace aux applications

P} — kU {00}, [xg : 1] — zo/21,

kU {oo} — Py, i [r:1], oo [1:0].

en posant ro/x; = oo si kg # 0, 1 = 0. Ceci justifie bien notre convention de
poser dim IP)}€ = 1.

Si E est un espace vectoriel sur k& de dimension finie et si ¢ € GL(E) est une
transformation linéaire bijective de E, alors ¢ induit une application bijective

[p]: P(E) = P(E),  [z] = [p(z)].

appelée transformation projective de E. On désigne par Proj(P(E)) ’ensemble
des transformations projectives de P(E). On obtient ainsi un homomorphisme de
groupes (GL(FE), o) — (Proj(P(F)), o) du groupe linéaire de E sur I’ensemble des
transformations projectives de P(E).

Lemme. Si ¢ € GL(E) alors [p] = Idpg) si et seulement si o est une homothétie
de rapport non nul.

Démonstration. L’hypothese [p] = Idpg) équivaut a ce que pour tout vecteur
x € B~ {0} il existe un scalaire A\, € k* tel que p(x) = A\yz. On choisit une base
(eg,€1,...,¢e,) de E, et on applique I'hypothese a . = eg+e1+...+¢€,. En posant
A = Aegteq+...4e,» ceci donne

olep+er+...+en)=XNeg+e1+...+en),
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et d’autre part
wleg+er+...+e,) =plen) +ler) +...+plen) = Aeg€o + Aey1 + .. + A, €n.
D’apres 'unicité de 1’écriture dans une base il vient
Aeg =Aey = - = Ae,, = A,

par conséquent p(e;) = Ae; et ¢ = Aldg. O

Par passage au quotient de I’application GL(E) — Proj(P(E)) par son noyau
k* Idg, on obtient un isomorphisme canonique

GL(E)/k*1dg — Proj(P(FE))

Théoreme et définition. Le groupe projectif linéaire est défini comme le quotient
PGL(E) = GL(E)/k*1d. On a un isomorphisme canonique

PGL(E) ~ Proj(P(E)).

Si dim P(F) = n, on appelle repeére projectif de P(FE) un systeme de n + 2
points ([eo], [e1], - - -, [en+1]) tel que tout systeme de n+1 vecteurs extrait de celui-ci
(€;)isi, forme une base de E. On peut en particulier choisir (e, 1, ..., €,) comme
base et écrire e,11 = Aoeg + ...+ A\pe,. La condition d’étre un repere projectif
impose que \; # 0 pour tout ¢. Le remplacement de e; par \je;, 0 < i < n, ne
change pas le point e;, et on se ramene alors a ce que e,+1 =eg+e1+ ...+ €.
Il est clair que 'image d’un repere projectif par une transformation projective est
un repere projectif. Inversement :

Proposition. FEtant donné deuz repéres projectifs ([wol, [w1],...,[wnt+1]) et
([wol, [wil, ..., [wyq]) de P(E), il existe une unique transformation projective
[¢] € Proj(P(E)) telle que [p(w;)] = [w}] pour tout i =0,1,...,n+ 1.

Démonstration. Comme nous ’avons expliqué ci-dessus, on peut toujours se
ramener a la situation olt wyp41 = wo+wi 4. .. +w, et w), ;| = wy+wy ... 4w,
On doit avoir ¢(w;) = Aw] pour 0 <i < n + 1, ce qui donne

n n

o(wnp41) = Z o(w;) = Z AW = App1Wy, 11 = Apy1(wy +wy + ...+ w),).
i=0 i=0

L’unicité de I’écriture dans une base implique

AOZ---:)\n:)\n—I—L

ce qui montre que ¢ est I'unique transformation linéaire, a un scalaire pres, telle
que p(w;) = w;, 0 <i< n. O
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Dans le cas de l'espace projectif Pi associé & E = k%, GL(E) s’identifie au
groupe GLy(k) des matrices 2 x 2 inversibles. Considérons I’application linéaire

@pr associée a un matrice
(@ b ’ o\, (%) _ azrgy + bxq ‘
c d T Y1 cxo + dxq
L’identification P} = k U {oo} est obtenue en posant z = zo/x1, et la transforma-
tion projective [pps] est donnée par

20 Yo  axg+ bxy
—_— ,—, == —

z= = ,
T Y1 cxro+dry

soit encore

ZszhM(Z)Zm, 00— —, —— oo

az+b a d
c

Le groupe Proj(P}) n’est autre que le groupe des homographies bijectives, et
ce qui précede montre que 'application M — hjy; est un homomorphisme de
groupes de GLa (k) sur Proj(P}), de noyau k* Id. Ceci veut dire précisément que
I’homographie hyp; associée aux coefficients Aa, Ab, Ac, Ad coincide avec hy;. Un
repere projectif de P} est la méme chose que la donnée de 3 points deux & deux
distincts wg, w1, we € kU{oo}. D’apres ce qui précede, il existe toujours une unique
homographie h qui envoie le triplet (wg,w;,wy) sur un autre triplet (w(, w}, wj)
de points deux a deux distincts.

Dans le cas des corps topologiques localement compacts £ = R ou k = C,
P = kU {oo} est le compactifié d’Alexandrov de k, et il est facile de voir que les
homographies définissent des applications continues hy; : Pr — P}

Droites et cercles de P}. Dans le cas de P{, on s'intéresse aux cercles [z —zo| = r
et aux droites Re(e™'*z) = p, qu’'on compactifie en adjoignant le point a l'infini.
En coordonnées homogenes (xg, 1), on pose z = xg/x; et I"équation d’un cercle
devient |z — zo1|? — r?|x1]|? = 0, tandis que I’équation d’une droite devient

foy) e~T

+ 0 _ 2p=0<% e_ia.CC()Tl + eiafElTO - 2p|£€1‘2 = 0.
X1 T

En d’autres termes, les droites (compactifiées) et les cercles correspondent exacte-
ment aux cones isotropes q(zg, 1) = 0 des formes quadratiques hermitiennes de
signature (1, 1) sur C2, aprés passage au quotient par la relation de colinéarité R ;
les cercles correspondent aux formes quadratiques dont le coefficient de |zo|? est
non nul, et les droites & celles dont le coefficient de |x¢|? est nul. L’image du cone
isotrope ¢ = 0 par une transformation linéaire ¢ est le cone isotrope go p~! =0,
et q o p~! est encore une forme quadratique hermitienne de signature (1,1). On
en déduit la conséquence archi-classique suivante :

Conséquence. La collection de parties de C U {oo} formées des cercles et des
droites compactifiées est stable par les homographies z Zjig a coefficients
complezes telles que ad — be # 0.




Chap. VI: Représentation Conforme 159

1.5. Cas du disque et du plan de Poincaré

Le «demi-plan de Poincaréy» est défini conventionnellement comme étant le
demi-plan supérieur du plan complexe. Il sera noté

H={z€C; Imz > 0}.

On note par ailleurs
D={z€C; |z| <1}

le disque unité du plan complexe.

Proposition. Les domaines D et H sont conformément équivalents via les homo-
graphies

1
p:D— H, Zzw =1 +Z,
1—=2
Y :H— D, w|—>z:w_%.
w +1
qui sont des bijections réciproques l'une de [’autre.
Démonstration. Un calcul direct donne en effet
11+2)(1-2)+(1+2)(1—2) 1—|z
I = — — > O,
=g 11—z e
Lo = |w+i|2—!w—i|2 _ Almw 0
lw + 1|2 lw +i|?

de sorte que 'on a bien (D) C H et ¢(H) C D. 11 est immédiat d’autre part que
@ et ¥ sont inverses I'une de l'autre. O

Proposition. Les groupes Aut(D) et Aut(H) peuvent se décrire comme suit.
(i) Les automorphismes de D sont les homographies

zZ—a

A
M e

avec [N\ =1, a € D.

(ii) Les automorphismes de H sont les homographies

az+b
cz+d

habed:z— avec a,b,c,d € R et ad — bc = 1.

Démonstration. (i) Les automorphismes du disque ont déja été déterminés au
chapitre II, section 5.3.

(ii) Pour obtenir les automorphimes du demi-plan de Poincaré H, on peut observer
qu’on a un isomorphisme de groupes

(%) Aut(D) — Aut(H),  frpofop™
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ou ¢ : H — I est "isomorphisme conforme déja mentionné. En particulier, tous
les automorphismes de H sont des homographies puisque ceux de D en sont.
On pourrait bien entendu utiliser (x) pour déterminer ces homographies, mais
il est plus rapide de chercher directement quelles sont les homographies hgp. c.d
qui préservent H. Ces homographies doivent aussi préserver le bord de H dans
CU {0}, a savoir RU{oco}. En considérant trois points x1, x2, 3 € R deux a deux
distincts et leurs images y1, y2, y3 € R par hgpe.q (prendre z; # —d/c) on voit que
les coefficients (a, b, ¢, d) doivent satisfaire les équations linéaires

arj +b— (cxj +d)y; =0, j=1,23.

C’est un systeme de 3 équations a 4 inconnues, a coefficients réels, et on sait que
le rang est 3 puisque les coefficients sont uniquement déterminés a un scalaire
pres. Les solutions complexes sont donc de la forme (a,b,c,d) = A(ag, bo, co, do)
avec ag, bg, co,dy € R (donnés par des quotients des déterminants mineurs) et
A € C. Ceci montre que que les coefficients a, b, ¢, d, a un scalaire multiplicatif
prés, peuvent étre choisis réels. Maintenant, ad — be = A\?(agdo — bocg) et on peut
donc se ramener a ad — bc = +1. Pour conclure, on calcule

Tm (“Z + b) _ Im((az +b)(cz + d))

cz+d) lcz + dJ?

)

soit encore

az+b Imz
I = (ad —bc) ——
o (cz—l—d) (a ) lcz + d|?’

et on voit quune homographie a coefficients réels hqp . q envoie H dans H si et
seulement si ad — be > 0. O

Remarque. Le résultat précédent peut se reformuler en écrivant qu’on a un
isomorphisme de groupes

Aut(H) = PSLy(R) = SLy(R)/{Id, — Id}.

En effet, lorsque la condition ad — bc = 1 est imposée, 'ambiguité dans la
détermination des coefficients (a, b, c,d) n’est plus que celle d’'un facteur multi-
plicatif A = £1.

2. Métriques hermitiennes

Une métrique hermitienne sur un ouvert €2 n’est autre qu’une fagon de mesurer
la longueur d’un déplacement infinitésimal dz, en utilisant une «unité variable »
en fonction du point z, mais en préservant le caractére conforme des coordonnées
(les petits cercles restent des petits cercles, il ne deviennent pas des ellipses . . .)

2.1. Définitions

Définition 1. Si Q) est un ouvert de C, une métrique hermitienne sur §) est
la donnée, pour chaque z € , d’une forme hermitienne h(z) = hy(2)|dz|?, ou
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hy : Q — Ry est une fonction positive. On dit que la métrique h est de classe C*
si la fonction hy est elle-méme de classe CF.

Si € € C est vu comme un vecteur du plan d’origine z (i.e. comme un élément
du fibré tangent a Q0 au point z), on définit la norme ||£]|;, de & par rapport a h de
sorte que

€l = ha(2) €1

Définition 2. Si f : O — Q est holomorphe et si h(w) = hy(w) |dw|? est une
métrique sur 2, alors on définit f*h comme la forme hermitienne obtenue en
effectuant la substitution w = f(z) :

Foh(z) = ha(f(2) | f(2)]|d=|?

df -

-~

f

L’image d’un vecteur & par la différentielle df, est le vecteur n = f/(2)¢ au
point f(z). Nous avons

11 = m()IEP, IR = ha(fE)InP = ha(fIF ()21,

par conséquent, la norme de la différentielle df, relativement aux métriques h, h
est donnée par

lar = B e

_ [*h(z)
hz)

Définition 3. On dira que f est une isométrie relativement a h,7L st df, est une
isomélrie en tout point, c’est-a-dire si ||[df.[l|, =1 pour toul z € 1, c’est-a-dire
encore i

f*h(2) = h(z) sur Q.
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2.2. Métrique de Poincaré du disque et du demi-plan

Avec la terminologie qui précede, nous pouvons énoncer le

Théoréme (métrique de Poincaré du disque). Il existe sur D une métrique définie
par

d 2

o) = 2L

(1—1z]?)

de classe C*°, telle que :
(i) Toute application f € Aut(D) est une isométrie pour h.

(ii) Toute application holomorphe g : D — I (non nécessairement injective ou
surjective) est une contraction faible, c’est-a-dire vérifie |||dg|||n,n < 1 en tout
point. De plus, s’il y a égalité |||dg.||n,n =1 en un point z = zo € D, alors g
est un automorphisme.

Démonstration. (i) Les automorphismes du disque sont donnés par

zZ—a

= :)\
o w=fz)=A——,

IAl=1, a€D.

Des calculs directs déja faits au II 5.3 donnent

1—laf? o (A —lal?)(1—12*)
dw = \——=dz, 1-— = ,
R TS Pl ol 11— a2
par conséquent
ldw|  |dz|
L—|w* 1|2

et ceci signifie que f*h = h.
(ii) est une reformulation du corollaire du II 5.3. O

Théoréme (métrique de Poincaré du demi-plan). Il existe sur H une métrique

= |dz|?
hz) = — <
=) 4‘Imz‘2

de classe C>° telle qu'on ait |||df.||~+ =1 pour tout f € Aut(H) et [||dg.[||>+ < 1
pour toute application g : H — H holomorphe. De plus, toute_transformation
conforme bijective ¢ : D — H est une isométrie de (D, h) sur (H, h).

Démonstration. 11 suffit de démontrer la derniere assertion, puisque toutes les
propriétés de D se transporteront a H par isométrie. Il suffit méme de vérifier que

I’application

1
D — H, sz:go(z):il—'—Z
—z

est une isométrie. Or, de nouveau, un calcul direct donne
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de sorte que
|dw| |dz]
2| Imw| 11— |22

2.3. Géométrie du plan hyperbolique

La géométrie hyperbolique plane n’est autre que la géométrie du disque unité D,
muni de sa distance géodésique. Le demi-plan de Poincaré H en fournit un modele
isomorphe. Introduisons d’abord la notion de distance géodésique.

Définition. Soit Q un ouvert du plan, et h = hy(z) |dz|? une métrique hermitienne
de classe CF sur Q. La longueur d’un chemin v : [a, 8] — Q de classe C* par
morceaur se calcule en posant

ds® = y"h = hu(v(t)) v/ (1)]* dt?,

B B
1myw3/w=/\meMﬂmw

Etant donné deux points a,b € Q, la distance géodésique dp(a,b) de a a b
relativement a h est définie par

dp(a,b) = inf long(y)
8!

ou l'inf est étendu a tous les chemins v : [a, 3] — Q de classe @' par morceauz
tels que y(a) = a et y(B) = b.

Pour le disque et sa métrique de Poincaré h(z) = |dz|?/(1 — |2|?)?, nous avons

P o)
b%m‘ﬁlww‘ﬂl—mmﬂt

Du fait que la métrique de Poincaré est invariante par les automorphismes du
disques, nous en déduisons aussitot :

Proposition. Pour tout automorphisme f € Aut(D) et tout chemin de classe C!
par morceauz 7y : [a, B] — , nous avons long(f o) = long(y) relativement a la
métrique de Poincaré h. De plus, pour tout couple de points a,b € 2, nous avons

dn(f(a), f(b)) = dn(a,b),

autrement dit f est une isométrie de l’espace métrique (D, dy,).

Nous affirmons que le chemin de longueur minimale joignant le centre 0 du
disque a un point quelconque w € D est le segment [0, w]. En effet, si on écrit
z=~(t) = r(t) €9 en coordonnées polaires, il vient

dz = (dr +ir df) €'?, |dz| = \/dr? +r2d6% > dr = r'(t)dt
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On obtient donc

|dz| /'wl dr 1. 1+ |w)|
1 = = =1 ,
ong(7) [yl—|z|2 o 1-r2 271 [u

et ce calcul correspond précisément a la longueur du segment [0, w]. Pour trouver
la distance de deux points quelconques a, b, on utilise I’automorphisme

z—a
/(=) = 1—-az
. : b—a
qui envoie a sur f(a) =0 et b sur w = f(b) = T On trouve
1 1 + |b_a|
An(@,D) = dn(f(@), F(B)) = dn(0,w) = 50—,
 J1—ab]

soit encore
|1 —ab| + |a — b

VIR

dh(a, b) =1

La géodésique (chemin le plus court) joignant a a b est 'image inverse par f du
segment [0, w]. C’est donc un arc de cercle d’extrémités a et b, porté par un cercle
orthogonal au bord D (en effet le diametre Rw est orthogonal au bord 9D, donc
leurs images inverses par f le sont, du fait du caractere conforme de f, et D est
évidemment invariant par f). La seule exception est le cas ou 0, a,b sont alignés,
auquel cas la géodésique est le segment de droite [a, b] porté par un diametre de D.

De maniere générale les “droites hyperboliques” de D sont les diametres et les
arcs de cercle orthogonaux au bord 0. Dans le modele équivalent du demi-plan
de Poincaré H, les “droites” sont les demi-cercles orthogonaux a l’axe réel OH,
auxquels il faut rajouter toutes les demi-droites ayant une extrémité sur OH et
othogonales a OH.
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‘7‘\

En géométrie hyperbolique, on constate facilement que les axiomes d’incidence
d’Euclide sont satisfaits, sauf précisément le 5éme postulat (postulat suivant lequel
par tout point passe une unique paralléle & une droite donnée) : ici, par tout point
p hors d’une “droite” D donnée, il passe une infinité de “droites” A ne coupant
pas la “droite” initiale. C’est la découverte surprenante faite par Lobatchevski
en 1826, ruinant 'espoir de déduire le 5éeme postulat des autres axiomes.

3. Le théoreme de D'application conforme de
Riemann

Le résultat central de cette section est une caractérisation des ouverts sim-
plement connexes de C a équivalence conforme pres. En fait, la preuve utilisera
seulement la propriété suivante de Q (qui résulte de la simple connexité) :

(P) Q est connexe, et pour toute fonction holomorphe f sur Q ne s’annulant pas,
il existe une fonction holomorphe u telle que u? = f (i.e. une détermination
holomorphe de la racine carrée de f).

3.1. Enoncé et preuve du théoreme de Riemann

Théoreme. Soit 2 est un ouvert simplement connexe de C, ou plus généralement
un ouvert satisfaisant la propriété (P) ci-dessus. Si ) est différent de C lui-méme,
alors Q) est conformément équivalent a D. De plus, pour tout point zo € §2, il existe
un unique biholomorphisme f : Q — D tel que f(z0) =0 et f'(20) € RZ.

Démonstration. La démonstration se fait en trois étapes. Dans la premiere, on
démontre 'unicité de f, et dans les suivantes, I'existence de f. Pour l'existence,
on peut évidemment ignorer la condition f’(z9) € R%, puisqu’on peut s’y ramener
aussitot en multipliant f par un nombre complexe A de module 1.

Premiére étape : unicité de f.

S’il existait une deuxieme solution g : 2 — D, alors ¢ = go f~! : D — D serait un
automorphisme du disque vérifiant ¢(0) = 0 et ¢'(0) € R%. La seule possibilité



166 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

est ¢ = Idp, donc f = g.

Deuzieme étape : on démontre 'existence d’une application holomorphe injective
fo: Q — D telle que fo(z9) = 0.

Fixons un point a € C\€. D’apres 'hypothese (P), il existe une fonction v € O(2)
telle que u(2)? = z — a, puisque z — a ne s’annule pas sur . Il est évident que
I’on a la propriété suivante :

u(z1) = fu(ze) = 21 —a =20 —a = 21 = 23,

en particulier u est injective. Posons wg = wu(z9) # 0. Le théoreme de
Papplication ouverte montre que u(f2) contient un disque D(wyg,¢), avec disons
e < |wg|. Cependant, u(£2) ne peut contenir aucun point w; € D(—wy, e) sinon
il existerait z; € Q tel que u(z1) = wy, et par ailleurs il existerait zo € Q tel que
u(ze) = —wy1 € D(wp,e). Mais alors on aurait z; = 2o d’aprés ce qui précede,
donc u(z1) = u(z2) et wy = 0, contradiction. Le fait que u(€2) soit disjoint de
D(—wy, €) signifie que |u(z) + wp| = € pour tout z € Q, donc

e/3 e/3
(2) +wo  u(zp) + wo

fo(z) = "

est une application injective telle que fo(z0) = 0 et |fo] < 2/3 (c’est la composée
de u avec une transformation homographique). A fortiori, fy envoie bien 2 dans D
et 'étape 2 est achevée.

Troisieme étape. L’objet de cette étape est d’essayer d’«agrandiry l'image
fo(2) pour rendre l'application a la fois injective et surjective. La quantité
caractéristique utilisée pour mesurer 1'¢«étenduey de f(Q) sera la taille |f'(zo)]
de la dérivée en z.

Pour cela, on considere dans O(£2) la partie

P = {f : Q — D; finjective, f(z0) =0, |f'(20)] = \f(’)(zo)\}

C’est une partie non vide de O(Q2) puisque fo € P. Nous prétendons que P est
une partie compacte de O(2) pour la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de €. En fait, nous avons vu au III 6.3 (Corollaire 2 du théoreme de
Rouché) qu’une limite f d’applications injectives f,, € P est ou bien injective ou
bien constante. Mais f ne peut étre constante puisque |f'(zo)| = | f{(20)| > 0. De
méme une limite f d’applications f, : Q — D vérifie a priori f : Q — I, mais si f
n’est pas constante alors f(2) est un ouvert donc f(£2) C . Ceci montre que P est
une partie fermée. La compacité résulte du théoreme de Montel, puisque toutes
les applications f € P sont uniformément majorées par 1. Comme ’application

o) —C,  fr f'(2)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme, il existe une application
F € P qui atteint le maximum du module de la dérivée, telle que

|F"(20)| = sup | f'(z0)].
fe®
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On va démontrer que F' est surjective. Si ce n’est pas le cas, il existe un plus petit
rayon r € |0, 1] tel que F(€2) ne contient pas D(0,7), et un point a € D, |a| = r,
tel que a ¢ F(2). On considere I’automorphisme ¢, : D — D tel que

Z—a

Spa(z) = (Pa(a) =0.

1—az’

Alors ¢, o F' ne s’annule pas et ¢, o F(29) = ¢4(0) = —a. Soit b € D une
racine carrée complexe de —a. L’hypothese (P) implique I'existence d’une fonction
holomorphe u : © — D telle que u?> = ¢, o F et u(zg) = b. L’injectivité de
F implique celle de u. Posons F; = ¢, ou = @ 0 /i, 0 F. C’est encore une
application injective. Nous avons Fi(z9) = ¢p(u(20)) = ¢u(b) = 0 et de plus
u = gpb_l o Fy. En notant k£ : D — I I’élévation au carré, nous trouvons

ngLOF:u2:kou:kO<pb_loF1,
par conséquent
F=1vyoF; aveczp:go;lokogpb_l:]DH]D).

Par construction F(z9) = Fi(z9) = 0, donc (0) = 0. Or @ n’est pas un
automorphisme de D (du fait que 1’élévation au carré k n’est pas injective), donc
le lemme de Schwarz implique |¢)'(0)| < 1. Cette inégalité entraine & son tour

[F' (20)| = [/ (0)] 1FY(0)] < [Fi(=0)],

ce qui est une contradiction. Cette contradiction implique que F' doit étre
surjective. Le théoreme de Riemann est démontré. O

Remarque. Un calcul immédiat donne
Y'(0) = (96(0)) ™" 2051 (0) - (0, 1) (0) = (1 = [af*) ™ - 2b- (1 — [b]*)
donc [¢'(0)| = 24/]a|/(1+ |a|). Construisons une suite d’applications holomorphes

fo, fiseo s frnye. 12— D

a partir de 'application fy définie a I’étape 2, en posant comme ci-dessus

ol a, € D est un point omis par f,(€2), de module minimal, ou b,, = \/—a,, et ou
An est un nombre complexe de module 1 tel que f; ,;(z0) € R%. Nous avons
1+ |ay|

[

[fri1(z0) = [¥5.(0)| 7 £ (20)| = | f7.(20),

et comme la suite |f/ (29)| est bornée, nous en déduisons que le produit infini

1—[1+|an| H<1+ 1;‘!3'10 ) 1/2

|an|
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est convergent. Ceci équivaut a la condition (1 — |a,|)? < +oc, qui entraine en
particulier lim |a,| = 1.

On voit donc que 'image f,(€2) recouvre des disques D(0, |a,|) dont la suite
des rayons tend vers 1. Soit g, : D(0,|a,|) — Q D'application réciproque. Pour
toute limite de sous-suite f = lim f,,, on peut supposer, quitte a extraire une
sous-suite de la sous-suite, que g = limg,, existe et définit une application
holomorphe g : D — Q (noter que 2 est conformément équivalent & I, donc les
fonctions a valeurs dans €2 se comportent comme des fonctions bornées). On a alors
(fog)'(0) =lim(fn, 0gn, )’ (0) =1, donc fog = Idp par le lemme de Schwarz. Ceci
implique que f est une bijection de Q sur D, telle que f(z9) = 0 et f'(20) € R%.
L’unicité de cette fonction entraine que toutes les sous-suites ( f,, ) convergent vers
la méme limite f, et par conséquent f = lim f,,. On obtient ainsi une méthode
«constructive » pour trouver I'application conforme de Riemann. Cette méthode
est due a Paul Koebe (et a été publiée en 1915). L’argument qualitatif reposant
sur la compacité de P est une réécriture moderne de la preuve due a Henri Cartan.

3.2. Caractérisation des ouverts simplement connexes du
plan

Nous énoncons ici une conséquence simple, essentiellement topologique, du
théoreme de Riemann.

Théoreme. Pour un ouvert connexe 2 du plan complexe, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

a)  est simplement conneze.

b) H,(Q,Z) = 0.

(

(

(c) Q n’a pas de trous.

(d) Toute application holomorphe f dans Q admet une primitive F' holomorphe.
(

e) Toute application holomorphe f dans 2 ne s’annulant pas admet une détermi-
nation holomorphe du logarithme log f.

(f) Toute application holomorphe f dans 2 ne s’annulant pas admet une détermi-
nation holomorphe de la racine carrée \/f.

(g) Q est homéomorphe a un disque (ou au plan lui-méme, qui est homéomorphe

au disque).

Remarque. Bien entendu, ces propriétés sont elles-mémes équivalentes au fait
que 'ouvert €2 soit biholomorphe a D ou a C, mais c’est 1a une propriété beaucoup
plus forte, qui n’est pas de nature topologique.

Démonstration. On sait que
(a) = (b) = (d) = (e) = (f) = (g)

La derniere implication résulte en effet du théoreme de Riemann, qui montre que
la propriété (P) = (f) entraine ’équivalence conforme de € au plan ou au disque.
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La propriété (g) = (a) est triviale, puisque la simple connexité est une propriété
purement topologique. Ceci montre que les propriétés (a), (b), (d), (e), (f), (g)
sont toutes équivalentes.

L’implication (c¢) = (d) résulte du Corollaire de la formule des résidus
généralisée (cf. III 6.2). Prouvons enfin que (b) = (c). Si Q possede un trou T
(composante connexe bornée de C \ 2), on montre I'existence d’un cycle contenu
dans , d’indice non nul par rapport & un point zy € T, ce qui contredira (b).
Prenons un rayon R > 0 tel que T" C D(0, R/2). Alors T est une composante
connexe du compact K = D(0, R) \ Q, donc T est Iintersection d’une suite de
parties T, a la fois ouvertes et fermées dans K (c’est une propriété bien connue des
espaces métriques compacts : il suffit de prendre pour 7, ’ensemble des points
qui peuvent étre joints a un point de 7' par une chaine de points de distances
mutuelles < 27" situés dans K, cf. exercice 77). Nous avons T, C D(0,3R/4)
pour n assez grand. Prenons un quadrillage assez fin du plan, de maille < R/10,
tel que pour tout carré du quadrillage on ait T,,NC' # ) = KNC C T,, (Iexistence
de ce quadrillage résulte du fait que T;, est un ouvert de K). Si L est la réunion des
carrés qui intersectent T),, alors L est un voisinage de T,, contenu dans D(0, R),
tel que

LNQ=LN(D0O,R)\Q)=LNKCT,
(puisque LN K est une réunion de parties K N C' contenues dans T},). Le bord 9L
est disjoint de T;,, donc de L ~\ €, par suite 0L C . C’est le cycle cherché. Son
indice par rapport a tout point zo € T' C T;, C L° est égal a 1. O

3.3. Continuité au bord de I’application de Riemann

Nous allons démontrer que lorsque 'ouvert simplement connexe {2 est suffi-
samment régulier, 'application conforme de Riemann f :  — D s’étend en un
homéomorphisme de 2 sur D. La nature de la frontiere 0€) joue un role décisif.

Définition. Un point ¢ de la frontiére 02 d’un ouvert Q du plan est dit point
frontiére simple si pour toute suite (zx)ren dans 2 convergeant vers C il existe un
chemin continu v : [0,1] — QU {(} et une suite strictement croissante (tx) de
réels > 0 tels que y(t) € Q pour tout t € [0, 1], limg— oo tx = 1 et y(tr) = wy pour
tout k (de sorte qu’on a aussi v(1) = ().

Exemple. Si ) est convexe, tout point frontiere est simple, il suffit de prendre
pour v un chemin polygonal par morceaux ayant pour sommets les points zx, en
paramétrant le segment [z, z41] par intervalle [1 —27%, 1 —27%=1] (disons). Au
contraire, si Q = D \ [0, 1], il est facile de voir que les points frontieres ¢ € ]0, 1]
ne sont pas simples. Un exemple plus compliqué est donné par le domaine

0<z<l, sin(l/z) —z <y <sin(l/x) + z,
dont aucun des points frontieres x = 0, y € [—1, 1] n’est simple.

Proposition. Soit Q un ouvert simplement connexe borné du plan, et soit
f:Q — D une application conforme de €2 sur D.
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(i) (Koebe) Si( € 0N est un point frontiere simple, alors f admet un prolongement
continu f a QU{(}.

(ii) (Lindeldf) Si (1,G2 € 0 sont deuzx points frontiére simples, et si f est
prolongée a QU {(1, (2} comme au (i), alors f((1) # f(2).

Démonstration. Notons g : D — Q D'application réciproque g = f~!. Comme
f et g sont des homéomorphismes, nous avons nécessairement |f(z)| — 1 quand
d(z,000) — 0, et d(g(z),0) — 0 quand |z| — 1 (ceci résulte du fait qu’on a affaire
a des applications propres).

(i) ¢ € 0L soit un point frontiere simple. Il s’agit de voir que la limite

li = oD
Qagricf(z) w e

existe et, pour cela, il suffit par compacité de D de montrer que f(z) ne peut pas
avoir deux valeurs d’adhérence distinctes w; # wy dans D quand z — ¢ (ces valeurs
d’adhérence étant de toutes fagons sur le cercle unité 9D). Supposons que cette
situation se produise. Il existe alors une suite (zj)r>1 dans € convergeant vers (
telle que f(zor—1) — wy et f(z2r) — we. L’hypotheése que ¢ est simple permet
de trouver un chemin continu ~ : [0,1] — QU {(} qui relie la suite de points zj
avec Y(tx) = zg, tp,/'1. Considérons la courbe image ¥ = fo~ : [0,1] — D.
Cette courbe a la propriété que lim;_,; [7(¢)| = 1, mais 7(¢) admet les deux valeurs
d’adhérence w; et wy. De plus g(7(t)) = go fovy(t) = v(t) — ¢ quand t — 1.
Ceci contredit le lemme ci-dessous, puisque g est bornée non constante.

(ii) Supposons au contraire qu’on ait deux points frontiere simples (1, (2 € 02 en
lesquels f(z) admet une méme limite w € JD. Choisissons des chemins continus
7v; © [0, 1[— € se prolongeant par continuité en t = 1, avec v;(1) = (;. Le chemin
image fo~,(t) a pour limite w quand ¢t — 1, donc pour tout r € ]0, o] avec ro > 0
assez petit, I’arc de cercle 9D(w,r) N D coupe le chemin f o~; en au moins un
point p;(r) = w(l —rel% (")) 0:(r) € ] —n/2,7/2].

Nous avons ¢(p;(r)) — ¢; quand r — 0, donc quitte & diminuer ry si nécessaire,
nous pouvons supposer |g(p2(r)) — g(p1(r))| = 3|¢2 — (1| pour tout r € ]0,7]. En
intégrant suivant l’arc de cercle py(r)p2(r) C dD(w,r) (qui est de longueur au
plus 77), on obtient I'inégalité

o(pa(r)) ~ alra) = [ "yl <o [ 1 erea,

1(r) p1(r)
oit 'on a posé z = w(1 — rel?), |dz| = rdh, et par conséquent
1 2 / 2
— |G — G|* < lg'(2)|?rd.
4mr 0D (w,r)ND

Comme l'intégrale

o
/ dr/ |9’ (2)|*rdd = Aire(g(D(w, r9) N ]D)))
0 0D (w,r)ND
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est convergente puique g est bornée, on aboutit a une contradiction. O

Lemme (Koebe). Soit h une fonction holomorphe bornée sur un disque D(0,
telle qu’il existe une courbe continue v : [0, 1] — D(0, R) vérifiant lim;_,1 |y(t)| =
etlimy_,1 h(7y(t)) = ¢ existe, mais telle que y(t) n’a pas de point limite quand t —
Alors la fonction h est constante, égale a ¢ sur D(0, R).

),
R
1.

Démonstration. Quitte a remplacer h(z) par h(z)—(, nous pouvons supposer ¢ = 0.
Les hypotheses sur « et la compacité de D(0, R) entrainent que ~(¢) a au moins
deux valeurs d’adhérence distinctes w; = Re'®, wy = Re'®? € T'(0, R) quand
t — 1. Grace au théoreme des valeurs intermédiaires, I'un au moins des deux arcs
joignant wq et wq sur le cercle I'(0, R) est balayé par les valeurs d’adhérence de ()
quand t — 1. Quitte & remplacer v(t) par e 1*y(t) avec a = (a1 + a2)/2, et h(z)
par h(e'®z), on peut supposer que I’arc (wjws) en question admet le point w = R
comme point médian, de sorte que w; = Re'®, wy = Re P o1 B = (a1 — a)/2.
Fixons un entier s pair tel que 27w /s < |5] et considérons la fonction

s—1
H(z) = [[ h(e*™7/52)h(e2mi/5%).
=0

Soit M = supp g gy || Alors H est une fonction holomorphe bornée, majorée par
M?%. Nous allons voir que H est identiquement nulle, ce qui entrainera que h elle-
méme est identiquement nulle. Fixons € > 0 quelconque. Par hypothese (¢ = 0),
il existe tg < 1 tel que |y(t)] = R — ¢ et |h(y(t))| < € pour t € [ty,1[. Grace
aux propriétés des valeurs d’adhérence de (t), on peut trouver un morceau du
chemin v, disons 7|;, +/) avec [t1, 1] C [to, 1], qui joint un certain point r € [R—e, 1]
d’angle polaire nul & un certain point 7/e?™/5 v’ € [R — ¢, 1, d’angle polaire 27/s.
On forme un chemin 7(¢) dont I'argument varie de 0 & 27 en reliant

o 7 e2mT/s y ! 2MUHDT/S oy 62””/57‘ [tr,¢/] 81 J est pair <'s, et

o 1 e2mUT/s § p2miHDT/s pap 62”1(j+1)/37| [t2.47] (conjugué de 7y, 4], parcouru
en sens inverse), si j est impair < s.

Sur chaque portion du chemin 7, il y a un facteur dans H qui est de module < ¢,
donc |H(2)] < M?~ ¢ sur I'image Im(5). Cette image est contenue dans la
couronne R — ¢ < |z| < R, son complémentaire a donc une composante connexe
Q). qui contient le disque D(0, R — ). Puisque le bord de ). est contenu dans
Im(7), le principe du maximum fournit

sup |H| <sup|H| < sup [H| < M* e,
D(0,R—¢) Q. Im(v)

Comme ¢ est arbitrairement petit, on en déduit bien H =0 et h = 0. O

Théoreme. Soit ) un ouvert simplement connexe borné du plan, tel que tout
point frontiere de 2 est simple. Alors toute application conforme f :§ — D peut
se prolonger en un homéomorphisme de ) sur D.
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Démonstration. La proposition qui précede montre qu’il existe un prolongement

par continuité L
f:Q—-D,

qui, en outre, est une application injective. Comme I'image f(Q2) est un compact
contenant D, cette image doit étre égale & D et par conséquent f est bijective.
La conclusion résulte de ce que tout application continue bijective d’un espace
compact sur un autre espace compact est un homéomorphisme. U

Ce théoreme admet un corollaire purement topologique.

Corollaire. Si Q) un ouvert simplement connere borné du plan, tel que tout
point frontiére de €0 est simple, alors la frontiere 02 est une courbe de Jordan.
(Rappelons qu’on appelle courbe de Jordan dans le plan toute image homéomorphe
du cercle unité).

Démonstration. En effet, la restriction au bord du prolongement continu de
n’importe quelle application conforme f : 2 — D induit un homéomorphisme
f:0Q — 0D, de sorte que v = (f)~! : OD — 0N est un paramétrage de 9 par le
cercle unité. O

Remarque 1. Le paramétrage v : D — 02 donné par la preuve du corollaire
est nécessairement d’orientation positive, c’est-a-dire que ~ est d’indice +1 par
rapport & tout point zg € . En effet, si g = f~1 : D — , le lacet v est la limite
quand 7 — 1 des lacets 7,.(t) = g(re'?) (de sorte que r — ~,., € [0, 1], se prolonge
en une homotopie en posant 3 = 7). Si on prend 7 assez proche de 1 pour que
g(D(0,7)) contienne zp, le changement de variable z = g(w) donne

1 dz 1 g (w) dw 1
I d Ty — . - N —_— = d = ]_
nd(9r, 20) 2mi LT z—z0 27 Jp,n 9(w) — 20 card(g™"(20))

d’apres la formule des résidus.

Remarque 2. Si fj : 2 — D est une application conforme, les autres applications
conformes f : 2 — D s’obtiennent comme les composées f = h o fy par un
automorphisme du disque h, c’est-a-dire une homographie du type

hxa(z) = Alz_;a, Al =1, a €D.

az

Or on sait qu’étant donné deux triplets (a1, as,a3) et (b, ba,bs) de points deux
a deux distincts du cercle unité 0D, il existe une unique homographie h telle que
h(aj) = b;. Une telle homographie préserve nécessairement le cercle unité oD, et
par conséquent ou bien elle envoie I dans D et 0D dans CD, ou bien elle échange
D et CD. On voit aisément que h envoie D dans D si et seulement si les triplets
(a1,az2,a3) et (by,ba,bs) se suivent dans la méme orientation du cercle (c’est-a-
dire si les chemins fermés constitués de la succession des arcs ajas, asas, azaq,
respectivement bybo, bobs, b3by, ont le méme indice € = 41 par rapport au centre
0 du disque D. Ceci résulte de I'invariance de I'indice par homotopie (en glissant
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A€ 0D vers 1 et a € D vers 0), et du fait que toute homographie qui échange
D avec CD est la composée d'un automorphisme du disque avec I’homographie
z +— 1/z. De la on déduit le résultat suivant :

Théoreme. Soit 2 un ouvert borné du plan dont tous les points frontiere sont
simples. Soient z1, 22,23 € 0N et wi,ws, w3 € 0D deux triplets ayant la méme
orientation (calculée au moyen de lindice du bord 02 par rapport a un point
zo €, lorsque ce bord est paramétré comme la succession des arcs orientés zy zo,
2923, 2321 ). Alors il existe une unique application conforme f :  — D dont le
prolongement par continuité au bord f vérifie f(z;) = w;.

Remarque 3. Les énoncés qui précedent sont valables non seulement pour des
ouverts simplement connexes bornés du plan, mais plus généralement pour des
ouverts simplement connexes ) C P} tels que le complémentaire E = P{ \ Q
soit d’intérieur non vide. En effet, si a est un point intérieur a F (avec, disons,
a # o0), alors I'homographie z — 1/(z — a) envoie £ sur un ouvert borné ' du
plan complexe. Il suffit alors d’appliquer les résultats & Q' plutot que €.

Remarque 4 (Régularité au bord de l’application de Riemann). On
montrera ultérieurement que si le bord 09 est de classe C*, k > 1, alors
'application de Rieman prolongée f est de classe C*~! (et méme de classe C*~)
sur Q. Cette preuve utilisera la relation qui existe entre I'application de Riemann
et le noyau de Szego.

3.4. Formule de Schwarz-Christoffel

(A compléter !)
(Exemples: uniformisation d’un rectangle, fonctions elliptiques de Jacobi)

4. Revétements et fonction modulaire

4.1. Notion de revétement

Etant donnés deux espaces topologiques X et B, un revétement X — B
peut étre vu intuitivement comme un espace X constitué d’un empilement lo-
cal de couches, appelées aussi «feuilles», localement homéomorphes a B et
homéomorphes entre elles. Le nombre de feuilles est supposé partout le méme.
La définition précise d’un revétement est la suivante. Tous les espaces qui inter-
viendront dans cette section seront supposés séparés et localement connexes.

Définition 1. Soit p : X — B une application continue entre espaces topologiques
(séparés et localement connexes), et soit F' un ensemble (considéré comme un
espace topologique avec la topologie discréte). On dit que p : X — B est un
revétement de fibre typique F si la condition suivante est satisfaite :

(R) Pour tout point yo dans B, il existe un voisinage ouvert V tel que p=1(V)
puisse s’écrire comme une réunion disjointe p~1(V) = Ujer Us douverts U
deuzr a deuz disjoints, j € F', et tel que la restriction pjy, : Uj — V soit un
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homéomorphisme pour tout j.

Cette condition implique que p~1 (V) est homéomorphe au produit V x F. Un tel
voisinage V' sera appelé un voisinage adapté (au revétement p). L’espace B est
appelé la base du revétement, X [l'espace total du revétement. Les ouverts U; sont
les feuilles situées au dessus de V.

F={1,2,3,4}

\
\
Us }
L \
X } \ \ }
\ \
} \ Us \ }
o |
p } \ \ }
\ \
\ \
o U
. -
\ \
B 1 v T
. —1
I V/ |

[Nota. Le dessin ci-dessus est quelque peu simpliste ; la propriété de revétement ne
serait pas vérifiée sur les bouts gauche et droit de B tels qu’ils sont figurés ici . . . |

On notera que 'on peut toujours rétrécir le voisinage V' en un voisinage ouvert
V' C V : la définition est alors satisfaite avec Uj = U; N p~ ' (V') = (pjp,) (V).
On dit que le revétement p : X — B est trivial si on peut choisir V = B, en sorte
que X s’identifie au produit B x F', et p a la premiere projection B x F — B.

Comme B est localement connexe, on peut choisir V' connexe, et les ouverts
U; sont alors nécessairement les composantes connexes de p~*(V). On dit que
les ouverts U; sont les feuilles du revétement au dessus de l'ouvert V. Si F' est
un ensemble fini de cardinal N, on dit que p est un revétement a N feuilles (ou
encore, un revétement de degré V).

Définition 2. Etant deux donnés deux revétements p : X — B et p' : X' — B
de base B, on appelle homomorphisme entre ces revétements tout diagramme
commutatif

x 2 x

AN
B

autrement dit une application continue ¢ : X — X' telle que p'op = p. On dit qu’il
s’agit d’un isomorphisme de revétements si ¢ est un homéomorphisme, et on dit
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que @ est un automorphisme du revétement p : X — B si c’est un isomorphisme
du revétement sur lui-méme (X' = X et p' =p).

Etant donné un homomorphisme ¢ de revétements, tout point b € B admet
un voisinage connexe V qui est adapté a la fois pour p et p’, de sorte qu’on a des
décompositions en feuilles

v =Uun vy = U Ui

JEF keF’

et la propriété de commutation p’ o ¢ = p implique que ¢ envoie homéomor-
phiquement chaque feuille U; sur une certaine feuille U. ,;( i) via p’~lop. Il en résulte
que ¢(X) est une partie & la fois ouverte et fermée de X’ (c’est une réunion de
feuilles ouvertes, et son complémentaire est la réunion des feuilles ouvertes qui ne
sont pas atteintes). En particulier, si X’ est connexe, tout homomorphisme de
revétement est nécessairement surjectif.

On notera G = Aut(p) lensemble des automorphismes du revétement
p: X — B. C(Clest clairement un groupe pour la composition des applications.
On l'appelle le groupe du revetement. Ce groupe permet de définir une relation
d’équivalence R comme suit : 1 R xs si et seulement s’il existe un automorphisme
v € Aut(p) tel que z2 = p(x1). On note alors X/G 'espace topologique quotient.
Il est facile de voir que I'application passée au quotient p : X/G — B est encore
un revétement, avec les éléments des fibres identifiés entre eux chaque fois qu’un
automorphisme permet de passer de I'un a ’autre.

Définition 3. On dit que le revétement p : X — B est galoisien si le groupe
G = Aut(X) agit transitivement sur les fibres p~*(y), y € B.

Autrement dit, le revétement p est galoisien si p : X/G — B est un
homéomorphisme, et on a alors B ~ X/G. On notera qu'un revétement trivial
B x ' — B de base connexe est galoisien de groupe Gr = ensemble des
permutations de F. Cet exemple est assez atypique dans la mesure ou X n’est pas
connexe méme lorsque B l'est (du moins si card F' > 2), et ou le groupe G = G a
éventuellement plus d’éléments que les fibres elles-mémes. Ceci ne se produit pas
si X et B sont connexes :

Proposition. St p : X — B est un revétement d’espace total X conneze, alors
deuz automorphismes @, 1 qui coincident en un point xog € X sont égaux. En
particulier, pour chaque fibre p~*(y), Uapplication

G—p 'y, z— o)

est injective et card G < card p~1(y).

Démonstration. En effet 'ensemble A = {x € X ; p(x) = ¢¥(z)} est un fermé, et
c’est aussi un ouvert du fait de la propriété d’homéomorphie locale de p qui fait
que si ¢, ¥ coincident en un point d’une feuille connexe Uj, alors il coincident sur
U; toute enticre. O
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La proposition précédente montre que G = Aut(p) agit sans point fixe sur X,
c’est-a-dire que seul ’automorphisme identique a des points fixes. Inversement :

Théoréme. Soit X un espace connexe (localement connexe et séparé), et G un
groupe discret agissant continument sur X, c’est-a-dire encore un groupe d’homéo-
morphismes de X. On dit que le groupe agit proprement sans point fixe si la
condition suivante est satisfaite : pour tout point xo € X, il existe un voisinage
ouvert U tel que les images p(U), ¢ € G, soient deux a deuz distinctes. Si c’est le
cas, alors lapplication de passage au quotient p: X — B = X/G (par la relation
1 Rxo si et seulement si x9 = gp(ml) pour un certain o € G) est un revétement
galoisien de groupe G.

Démonstration. La preuve est tres facile et les détails seront laissés au lecteur.
Si U est un voisinage ouvert comme dans la définition, alors V' = p(U) est un
voisinage ouvert adapté de yo = p(xg) € X/G, et p~ (V) = Ugeg ¢(U). O

Exemple. L’application exponentielle p : C — C*, z +— ¢€* identifie C* au quo-
tient C/27iZ. C’est un revétement galoisien de groupe Z, dont les automor-
phismes sont les translations z — z + 27ik, k € Z. De méme, pour tout entier n,
I’application p, : C* — C, z — 2" est un revétement. Le groupe du revétement
est constitué des automorphismes z — uz, u” = 1, et donc isomorphe au groupe
Z/nZ des racines n-iemes de I'unité.

On notera que si p : X — B est un revétement et B’ une partie de B, alors en
posant X’ = p~1(B’), l'application induite
p,:p|X/ :X,—>B/
est encore un revétement. On Dappelle la restriction du revétement a B’ C B.
Dans les exemples qui précedent, on peut se restreindre par exemple au disque
pointé D(0,r) ~ {0}, ce qui donne les revétements
p:{Rez <Inr} — D(0,7)~ {0}, z— e
pn : D0, 7Y™ {0} — D(0,7) ~ {0}.  z— 2",
Tous ces exemples sont des revétements holomorphes. De fagon générale, on parle

de revétement différentiable, holomorphe, etc, si ’application p est différentiable,
holomorphe, etc.

Théoréme de relevement. Soit p : X — B un revétement de base B localement
connexe par arcs, S un espace simplement connexe et sg un point de S. Pour
toute application continue f : S — B et tout point xg € X tel que p(xo) = f(so),

il existe une unique application f : S — X, appelée relevement de f dans X, telle
que

pof=f et f(so)=uo.
Ceci peut se visualiser par le diagramme suivant
X 3 xg
3f/ L
sp €S 7) B> f(So).
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Démonstration. Unicité. S’il existait deux relevements fvl et fg, I’ensemble F
des s € S tels que fi(s) = fa(s) serait a la fois ouvert et fermé. En effet, si
x = fl(a) = fg(a), il existe un voisinage U de x qui s’envoie homéomorphiquement
sur un voisinage V' de p(x) = f(a) par p, et par continuité, il existe un voisinage
W de a dans S tel que fl(W) CUet fg(W) C U. Comme po f; = po fa = f, ceci
implique ]?1 = fg sur W, par suite E est ouvert. Le fait que E soit fermé résulte de
ce que l'espace X est supposée séparé. Comme sy € F, la connexité de S entraine
E =S, et 'unicité est démontrée. Pour démontrer 1’existence, nous procédons en
trois étapes.

Existence, premiere étape. Nous démontrons d’abord l'existence dans le cas
S = [0,1] et sp = 0. Comme l'image f(S) = f([0,1]) est compacte, il
existe un recouvrement fini de f(S) par des ouverts connexes V; pour lesquels
p~ (V) = UjeF Uej ot piy,, : Urj — Vi est un homéomorphisme. Quitte a
prendre une subdivision [k/N, (k + 1)/N]| assez fine de [0, 1], on peut supposer
que f([k/N, (k+1)/N]) est entierement contenu dans un certain ouvert V) pour
tout k =0,1,..., N — 1. On montre alors qu’on peut choisir par récurrence sur k
un indice j(k) tel que

f= (p|U€(k),j(k¢))_1 of en restriction a [k/N, (k+ 1)/N].
Pour k = 0, on choisit j(0) en sorte que xg € Uy(o),;(0), ce qui est possible puisque

p(xo) = f(s0) = f(0) € Vy(o)-

Ce choix donne bien f(O) = x(. Supposons maintenant que fai’i déja été construite
sur [(k—1)/N,k/N], k > 1. On choisit alors j(k) en sorte que f(k/N) € Uy, (k)
ce qui est possible puisque p(f(k/N)) = f(k/N) € Viky- On voit alors que f se
recolle en une fonction continue sur [0, 1].

Existence, deuziéme étape : cas du carré S = [0,1]%, sop = (0,0). La preuve est
tout & fait analogue a celle du segment [0, 1]. On utilise cette fois un quadrillage
assez fin de sorte que chaque petit carré C' du quadrillage s’envoie sur f(C) C Vg,
puis on releve consécutivement les carrés adjacents ligne par ligne, en partant du
carré qui contient so = (0,0).

Ezistence, cas général (S simplement connezxe quelconque). Puisque S est connexe
par arcs, on peut choisir pour tout s € S un chemin v : [0, 1] — S tel que v(0) = sq
et v(1) = s. D’apres la premiere étape appliquée a g = f o~y :[0,1] — B, il existe
une unique fonction g : [0,1] — X telle que g(0) = z¢ et pog=g= for:

X 3z
dg./” Llp
0€[0,1] — B> g(0)= f(so0)
g=1fon

On définit alors f(s) = g(1), de sorte que po f(s) = g(1) = foy(1) = f(s). I

faut vérifier que I'image f(s) ne dépend pas du chemin ~y choisi pour effectuer le
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relevement. Si~’ est un autre choix, ’hypothese de simple connexité de S entraine
I’existence d’une homotopie

hi[0,1] % [0,1] — S

telle que h(0,t) = ~(t), h(1,t) = ~'(t), g(u,0) = so, h(u,1) = s pour tous
t,u € [0,1]. D’apres la deuxiéme étape appliquée & G = foh : [0,1]> — B,
il existe un relevement G de G tel que G(0,0) =z :

X 39
3G/ |y
(0,0) € [0,1]*> — B3 G(0,0) = f(s0).
G=foh

L’unicité implique que G(0,t) = g(¢ ) et G(1,t) = g'(t) = relevement de f o~'.
Mais comme p o G(u,1) = G(u,1) =
constante, ce qui entraine

— constante, la fonction u — G(u, 1) est

9(1) =G(0,1) =G(1,1) = g'(1).

La continuité de ]7 se déduit aisément de cette observation et du fait que B est
localement connexe par arcs. O

Exemple. Comme I'application exp : C — C* est un revétement, on retrouve ainsi
Pexistence d’un relevement f tel que exp(f ) f pour toute application continue
f S — C* définie sur un espace S simplement connexe. Autrement dit, f possede
une détermination continue f = log f de son logarithme complexe. Idem pour les
racines n-iemes %/f. On voit ici que ces propriétés étaient des faits purement
topologiques.

Corollaire 1. Soit X un espace simplement connexe et localement conneze, et G
un groupe opérant proprement sans point fixe sur X. Considérons la projection
p: X — X/G et un point base xog € X. On a alors un isomorphisme canonique

T (X/G, p(x0)) ~ G.

Démonstration. Nous définissons une application ¥ : G — 71 (X/G, p(xp)) comme
suit. Pour tout g € G, on choisit un chemin v : [0,1] — X tel que 74(0) =
et v4(1) = g - xo. Alors po, : [0,1] — X/G est un lacet basé en p(z¢), puisque
p(g - o) = p(xo). On définit ¥(g) = (po~y,) comme la classe d’homotopie de
po~yg- Cecine dépend pas du choix de 7,4, puisque tous les chemins sont homotopes
dans X d’apres I’hypothese de simple connexité. Considérons le chemin concaténé
Yg - (g 07y ) qui joint xg & gg’ - ¢ en passant par le point intermédiaire g - zo, et
observons que po g oy, = p oy, . On voit alors que

U(gg') = (poy) - (poy) =V(9)¥(g),
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c’est-a-dire que ¥ est un homomorphisme de groupes.

Comme p : X — X/G est un revétement, la propriété de relevement entraine
que tout lacet 7 basé en p(xg) se reléve en un certain chemin ~ joignant xg a un
point z; tel que p(z1) = p(xo). Mais alors 7 = g - xp pour un certain g € G,
donc ¥ = (poy) = ¥(g) et on voit que ¥ est surjective. Montrons enfin que
U est injective : si ¥(g) = (po~y,) = 1, le chemin § = poy : [0,1] —» X/G
est homotope au lacet trivial par une certaine homotopie A : [0,1]> — X/G. On
sait que cette homotopie se releve en une homotopie h : [0,1] — X qui relie
v a un chemin de projection constante par p, donc constant. Par conséquent
xog = ¥(0) = v(1) = g - xg, ce qui implique g = 1 du fait que G agit sans point
fixe. O

Corollaire 2. 5i X est un espace simplement connexe, tout revétement p: X — B
est galoisien, et le groupe d’automorphismes G = Aut(p) s’identifie a m (B, bo).

Démonstration. Etant donné by € B et deux éléments xg, x1 de la fibre p_l(bo),
le théoreme de relevement implique 'existence d’'un diagramme commutatif

X5

Je/ lp
o € X TBEZ)Q.

Par échange des roles de zg et x; et unicité du relevement, on voit que ¢ est
un automorphisme de X. Le groupe G = Aut(p) agit transitivement sur les
fibres, donc p est galoisien et B ~ X/G. Le corollaire 1 fournit un isomorphisme
canonique (B, by) ~ G. O

Un concept tres important de revétement est celui de revétement universel
d’un espace, a savoir par définition un revétement dont la base est ’espace donné
et dont I’espace total est simplement connexe. On va voir que c’est en fait le plus
grand revétement possible de la base.

Définition 4. Soit B un espace topologique connexe. On dit que T : B — B est le
revétement universel de B si c’est un revétement et si B est simplement connexe.
Théoreme. Soit B un espace topologique conneze.

(i) Le revétement universel, s’il existe, est unique & isomorphisme prés de
revétement.

(ii) Si la base B est localement simplement connexe (c’est-a-dire si tout point de B
admet un systéme fondamental de voisinages ouverts simplement connezes),

alors le revétement universel B existe.

(iii) Si B existe et si B = B/G avec G = (B, by), tout revétement connere
p: X — B admet une factorisation

B—B/H~X 2> B/G~B
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pour un certain sous-groupe H C G. Le revétement p est galoisien si et seule-
ment si H est un sous-groupe distingué de G, et son groupe d’automorphismes
s’identifie alors a G/H. En général, Aut(p) s’identifie & Ny /H ot Ny est le
normalisateur de H dans G.

Démonstration. (i) L’unicité a isomorphisme pres résulte facilement du théoreme
de relevement, et du fait que tout relevement entre deux revétements universels
B1 et By va donner un isomorphisme.

(ii) Supposons que B soit localement simplement connexe et fixons un point base

by € B. On définit un ensemble B comme 'ensemble des couples (b,4) oube B
et ou ¥ est une classe d’homotopie de chemin reliant by a b, muni de la premiere
projection p : B — B. Si V est un voisinage simplement connexe d’un point b € B,
on considere ’ensemble F' de toutes les classes d’homotopie de chemins reliant by
a b. Soit b' € V. On utilise le fait qu’il existe une seule classe d’homotopie d’arc
reliant b & b’ dans V. Ceci permet de définir pour chaque 4 € F' une feuille Uy, C B
constitué des paires

(0,4 - bb'), v ev,

ol b’ est I'unique classe d’homotopie d’arc reliant b a b’ dans V. Les feuilles U,

sont alors disjointes et en bijection avec V. On munit B de la topologie dont les
ouverts sont les réunions d’ouverts des différentes feuilles U (avec la topologie

induite par la bijection avec V). Il est clair que p : B — B est un revétement de
fibre typique F' (et que F' est en bijection avec w1 (B, bg)). On voit aussi que B est

simplement connexe, en effet si 7y est un lacet de base by et v = p o~ son image, le
fait que 7(1) = 7(0) = by signifie précisément que 7 est homotope au lacet trivial
basé en by, et cette homotopie doit se relever a 7.

(iii) Soit p : X — B un revétement quelconque d’espace total X connere. Fixons
un point bo € B et des points by € B et 79 € X tels que W(bo) = p(xg) = bo.
Comme B est simplement connexe, nous savons qu’il existe un relevement
7:B— X tel que po7 = et 7(by) = wo.

X 3z

ir,/ lp
bp € B ?BEbQ.

Alors 7 est un homomorphisme de revétements, et comme X est connexe, cet
homomorphisme est surjectif. Il est facile de voir que 7 est lui-méme un revétement
et que H = Aut(B — X)) est un sous-groupe de G = Aut(B — B) puisque la
propriété T o ¢ = T entraine m o ¢ = mw en composant avec p. On a donc une
identification B B
p:X=B/H— B=B/G.

Par le théoreme de relevement, tout automorphisme f de I' := Aut(p : X — B) se
releve en un automorphisme f de G = Aut (7 : B — B). Les fibres de 7 sont les
orbites H - b de H. Le relévement fdoit nécessairement permuter ces orbites, i.e.

f.H.Z:H.f.Z
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par conséquent fH =H- fet fest dans le normalisateur Ny de H. Inversement,
si c’est le cas, ’homéomorphisme f permute les fibres de 7 et induit donc
un automorphisme f € I'. Le noyau de Ny — I est H lui-méme (I’égalité
f- H-b=H-b équivaut a f~e H), donc I' ~ Ny /H. Pour que le revétement p
soit galoisien, il faut que le groupe Ny /H agisse transitivement sur les fibres de
p, et comme celles-ci sont en bijection avec G/H, il faut que Ny = G, autrement
dit il faut (et il suffit) que H soit un sous-groupe distingué de G. O

4.2. Fonction modulaire \

Pour tout entier m > 2, on définit le sous-groupe de congruence Iy, de PSLy(Z)
par

Fm:{(i Z) € SLy(Z); a,d=1 mod m, b,c=0 mod m.}/{+1d,—1d}~

Il s’agit d’un sous-groupe distingué de PSLs(Z), puisque c’est le noyau de
I’homomorphisme évident PSLy(Z) — PSLo(Z/mZ). En particulier I'y, qui con-
siste en I’ensemble des matrices de coefficients a, d impairs et b, ¢ pairs, est un sous-
groupe de PSLy(Z). Comme PSLy(Z) est lui-méme un sous-groupe de PSLa(R)
et que celui-ci s’identifie au groupe Aut(H) des automorphismes du demi-plan de
Poincaré, on a une action naturelle

a b az+b
'y x H — H, ((c d)’z)’_)cz—i—d'

On va voir que l'action de I'; sur H possede une domaine fondamental () qui est
délimité par les demi-droites Rez = +1, Rez = —1 et 'extérieur des cercles de
centres z = £1/2 et de rayon 1/2, a savoir de fagon précise le domaine

Q={z€eH; -1<Rez<1,|z2-1/2|>1/2, | +1/2] > 1/2}.

Ce domaine est figuré ci-dessous en gris, on a noté Q@+ = Q N {Rez > 0},

Q- =QN{Rez < 0}.

Q- QR+
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Proposition. Le groupe I's et son action sur H possedent les propriétés suivantes.

(i) Ty est engendré par les deux transformations z — z + 2 et z — z/(2z + 1),
correspondant respectivement aux matrices

b1 GY)

(ii) Ty agit proprement et sans point five sur H.

(iii) Q est un domaine fondamental pour l'action de T's dans H, c’est-a-dire que
les parties v(Q), v € I'a, sont deuz-a-deux disjointes, et H = U7€F2 v(Q).

Démonstration. (i) Posons

G () ()

avec ad — bc = 1, a,d impairs, b, ¢ pairs. Nous avons

;. r_ [a b+2ka v oampe [a 200 Y
M =MA _<c d-|-2kc)’ M7 =MB _(c’-i-%d’ d )’

En choisissant k convenable, on se rameéne a b’ = b+ 2ka tel que |b'| < |a| (il ne
peut y avoir égalité du fait les coeffcients a et b n’ont pas méme parité). Puis,
si b’ # 0, on peut choisir £ convenable pour se ramener a a” = a’ + 200" tel que
la"”| < |b'| < |a|. Ceci montre qu’on peut multiplier M & droite par un produit de
puissances convenables de A et B afin de se ramener a une matrice M telle que
b = 0. Une telle matrice M vérifie ad = 1, donc a = d = £1. Quitte a changer M
en —M, on peut supposer a =d =1, b = 0, et comme ¢ = 2p est pair, on a alors
M = BP. Ceci montre que A et B engendrent I's.

(ii) Si z € H est un point fixe de M € I'y, M # £1d, I’équation hps(z) = z s’écrit
az + b= z(cz + d), c’est-a-dire

cz? 4 (d—a)z—b=0.

Si ¢ =0, hy est de la forme hy(z) = 2z + 2p, p # 0, et n’a pas de point
fixe. Si ¢ # 0, il s’agit d'une équation du second degré et le discriminant
A = (d—a)?+ 4bc = (a + d)? — 4 est positif ou nul si a +d # 0 (car a + d
est pair). Dans ce cas les racines sont réelles et il n’y a donc pas de point fixe
dans H. Si d = —a, if vient a?> = —ad = —bc — 1 = —1 mod 4, ce qui impossible.
Ceci montre que I'y agit sans point fixe.

(iii) Montrer que 71 (Q) est disjoint de v2(Q) pour 77 # 72 revient & montrer que
v(Q) est disjoint de @ pour v # Id. Posons v = hyps. Si ¢ =0 alors v(z) = z + 2p,
p # 0. Par conséquent 7 est une translation horizontale de vecteur 2p + 0i avec
|2p| > 2 et il est évident que v(Q) N Q = 0.

Si ¢ # 0, nous affirmons que |¢z 4+ d| > 1 pour tout z € (. Sinon le disque
lcz 4+ d| < 1 de centre —d/c et de rayon |1/¢| < 1/2 rencontre @, et la définition
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de @ implique que ce disque doit contenir I’un des trois points zg = —1, zop = 0 ou
29 = 1 en son intérieur. Mais alors |czg 4 d| < 1, ce qui est contradictoire puisque
czog + d est un entier impair. La formule

Im 2z

Im(har(2)) = m

implique donc Im(hys(2)) < Imz pour tout z € Q. Cependant, la matrice M 1
a elle aussi un coefficient ¢ # 0, et on a de méme Im(h,; (w)) < Imw pour tout
w € Q. Ceci entraine la non existence d'un point z € @ tel que w = hy(z) € Q,
car sinon on aurait & la fois Imw < Im 2z et Im 2 = Im(h}} (w)) < Imw. Dans tous
les cas nous avons v(Q) N Q = () pour v # Id.

Montons maintenant que H = (J, .., 7(Q). Fixons w € H. Comme Imw > 0
il existe seulement un nombre fini de couples d’entiers ¢, d tels que |cw+d| < 1, en
effet cette inégalité implique |¢| < 1/ Imw, puis |d| < 1+ c|w| < 14 |w|/Imw. Par
conséquent, tous les points de 'orbite I'sw ont une partie imaginaire inférieure a
celle de w sauf un nombre fini, ce qui montre 'existence dans cette orbite d’un
point wy de partie imaginaire maximale. Quitte a translater wg par I'une des
translations z — z 4+ 2p, p € Z, nous pouvons supposer —1 < Rewy < 1. Nous
avons nécessairement | + 2wg + 1| > 1, sinon 'image de wq par z — z/(£2z + 1)
serait de partie imaginaire strictement supérieure a celle de wy. Ceci montre que
wo € @, a moins que wy appartienne au demi-cercle H N {|2z + 1| = 1} de centre
—1/2 et de rayon 1/2. Dans ce cas, le point wy = wg/(2wp+1) est sur le demi-cercle
image, qui est le demi-cercle de diametre [0, 1], et on a bien w; € Q. Ceci montre
que toute orbite contient un point de @, et par conséquent H = Uﬁyelﬂ2 ¥(Q).

Il reste a voir que tout point wy € H possede un voisinage ouvert V' tel que les
images v(V'), v € I'y soient deux a deux disjointes. D’apres ce qui précede, il suffit
de le faire pour wg € Q. Le résultat est clair si wy € Q° (intérieur de @), puisqu’on
peut prendre V = (Q° dans ce cas. Restent les cas des points du demi-cercle de
diametre [0, 1] et de la demi-droite Re z = 1. Pour traiter le cas o Rewy = 1, on
observe que le translaté 7(Q) par la translation z — z+1 (qui n’est cependant pas
dans I’y 1) est encore un domaine fondamental de I'y, du fait que

a(z—1)+0b (a+c)z+b+ (d—a)
cz+d cz+d

Tohyor H(2) =

entraine 7e7~1 = T'5. On prend alors V = 7(Q°). Le cas du demi-cercle de
diametre [0, 1] se rameéne a celui de la demi-droite Re z = —1, puisque ce demi-
cercle est précisément I'image de {Rez = —1} par 'homographie z — z/(2z 4 1).
Lorsque Rewg = —1, il est clair qu’on peut prendre V = 771(Q°). O

Il est peut-étre plus parlant de visualiser le pavage du demi-plan supérieur
défini par le groupe I's. Le schéma ci-dessous représente les images 7(Q) du
domaine fondamental par les différents éléments v € I's.
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Et voici une image isomorphe du méme pavage sur le disque unité, obtenue au
moyen de la transformation conforme ¢ : H — D, w — (w —4)/(w + 7).

Théoréme. Il existe une fonction, dite « fonction modulairey A : H — C ~ {0,1}
qui vérifie :

(i) A est holomorphe ;
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(ii) A est I'y-invariante, i.e. pour tout v € 'y, Aoy = X;
(iii) Uapplication induite X : H/T'y — C ~ {0,1} est un homéomorphisme.

Autrement dit, Uapplication A : H — C ~ {0,1} est un revétement de groupe I's,
et comme H est simplement conneze, c’est le revétement universel de C ~. {0,1}.

Démonstration. La construction de M\ est une conséquence assez simple du
théoreme de Riemann et du principe de réflexion de Schwarz.

Premieére étape: construction de A sur Q4.

L’ouvert (Q4)° est simplement connexe, et tous ses points frontiere sont
simples. D’apres le théoreme de ’application conforme de Riemann, il existe une
application biholomorphe (Q)° — D, et le théoréme final du § 3.3 montre que 1’on
peut choisir cette application de sorte que le prolongement continu F : Q L= H
vérifie F/(0) = 0, F(1) = 1, F(o0) = oo (voir aussi la Remarque 3). Pour cela,
il faut vérifier que le triplet (0,1,00) a la méme orientation sur 0Q; U {oo} et
sur OH U {oco} (& savoir en 'occurrence 'orientation d’indice +1). Ceci résulte
d’un argument d’homotopie évident, en calculant les indices par rapport a un
point zp € Q3. On prend tout simplement A = F' sur Q.

Deuziéme étape: extension de X a Q.
D’apres ce qui précede, F' envoie les demi-droites [0, 00) et [1,00) de 0Q 4 sur

les demi-droites [0, 00) et [1,00) de l'axe réel, et le demi-cercle de diametre [0, 1]
dans 0Q4 sur le segment [0,1] C R. Le fait que I prenne des valeurs réelles
sur 0@+ nous permet d’appliquer le principe de réflexion de Schwarz. De facon
précise, on pose B

Az) = F(2) sizeQy,

ANz) = F(-2) size@_.
Du fait que F' est réelle sur Q)+, les deux définitions se recollent sur la demi-droite
iRy = [0,00] C 9Q4. La fonction A est ainsi bien définie sur @), et le principe de

réflexion de Schwarz montre qu’elle est holomorphe sur l'intérieur Q° du domaine
fondamental.

Troisieme étape: extension de A a H.
D’apres la deuxieme étape, on a
AM—-141iy) =F(1 +iy) = F(1 +iy) siy e Ry,

toujours du fait que F' est réelle sur 0Q ;. Ceci montre qu’on peut recoller A par
périodicité vis & vis de la translation 7(z) = z+ 2, en posant A\(7%(z)) = A\(z) pour
z € Q. Il reste a examiner le comportement de F' vis-a-vis de 'autre générateur
0(z) = z/(2z 4+ 1) du groupe I's. Ici encore, on va pouvoir poser

Ao (2)) = A2)

pour tout z € @Q, car intersection @ N o(Q) se réduit au demi-cercle C de

diametre [0, 1], qui est I'image par ¢ du demi-cercle C_ de diametre [0, —1]. Pour

z=—14 %eie € C_, 0 €]0,r], il est facile de constater que

—5(1—€% 1 .
o(z) = % = 5(1—6_10) =z e,
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donc on a bien A(o(z)) = A(z) sur les points pour lesquels on dispose déja de deux
définitions. Pour conclure, tout point w € H s’écrit comme I'image w = ¢(2) d’'un
point z € () sous 'action d’un élément

p=qg"trPrgh2rP2  ghkrPk € Ty, n;, pj € 24,
et on définit alors

(%) Aw) = Mp(2)) = A2).

Ce choix fournit éventuellement plusieurs définitions simultanées de A(w) lorsque
z € 0Q4, en fonction de l'arc de cercle (—1,0), (0,1) ou de la demi-droite
(00, —1), (1,00) a laquelle z appartient. Suivant le cas, 2’ = o(z2), 2/ = 0 1(2),
2 = 7(2) ou 2/ = 771(2) appartient encore & 9Q, et d’aprés ce que avons vu
on a A(z') = A(z) dans chacun des cas. Par conséquent la définition (x) est
non ambigue. Grace au principe de réflexion de Schwarz, on voit que \ est
holomorphe sur H tout entier. On vérifie aisément que A est une bijection de @ sur
AMQ) = C~{0,1}. Ceci implique que I'application induite A : H/I's — C ~\ {0,1}
est un homéomorphisme. O

Remarque. Les fibres A~} (w) de la fonction modulaire A : H — C \ {0, 1} sont
les orbites I's - z de I'un quelconque des antécédents de w par A. Or, ces orbites
sont localement finies dans H, mais elles admettent RU {oo} comme ’ensemble de
leurs valeurs d’adhérence. En effet, tout réel xy peut étre approché d’aussi pres
que 'on veut par un rationnel a/c qui est un quotient d’un entier a impair par
un entier ¢ pair (on peut méme supposer que a et ¢ sont premiers entre eux, par
exemple en prenant pour ¢ une puissance de 2). L’identité de Bezout implique
alors 'existence d’entiers b, d tels que ad — bc = 1, et les matrices

a ka-+b
(c kc—f—d)’ keN

définissent des éléments de PSLy(Z) tels que les images (az +ka+0b)/(cz+ ke+d)
tendent vers a/c quand k — +oo. En particulier les zéros de A\(z) — w admettent
des points d’accumulation en tout point de ’axe réel, et ceci entraine que A ne peut
admettre de prolongement holomorphe sur aucun voisinage V' d’un point o € R.

4.3. Nouvelle démonstration des théoremes de Picard

Nous allons voir ici que 'existence de la fonction modulaire fournit une nouvelle
démonstration assez simple des théoremes de Picard.

Petit théoréeme de Picard. Si f € O(C) est une fonction holomorphe non
constante, alors f omet au plus une valeur du plan complexe.

Démonstration. Supposons que f omette deux valeurs distinctes wq,wy € C.
Apres transformation de f en (f(z) —w;)/(we —wq), on peut supposer que f omet
les deux valeurs 0 et 1. Comme A : H — C ~ {0,1} est un revétement et que C
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est simplement connexe, il existe un relevement holomorphe f: C — H tel que
Ao f = f. Mais H est isomorphe au disque D, et le théoréme de Liouville implique
que f est constante. Par suite f serait constante. C’est une contradiction. O

Grand théoréme de Picard. Si f € O(D(zp,7r0) \ {0}) et si zo est un point
singulier essentiel de f, il existe une partie E C C contenant au plus un point,
telle que f atteint une infinité de fois toute valeur de C . E sur tout voisinage
pointé V-~ {20} de zp.

Comme au Chapitre III, §8, la preuve découle de la proposition suivante,
appliquée a Q2 =D, zg =0 et ' =C ~\ {0, 1}.

Proposition. Soit Q un ouvert connexe de C et Q' un ouvert dont le complé-
mentaire n’est pas réduit a un seul point. On considére un point zg € €0 et un
compact Lo C Q. Alors pour tout compact K C Q, il existe un compact L C '
dépendant de K et Lg, tel que pour toute application holomorphe f : Q —
vérifiant f(z9) € Lo on ait f(K) C L.

Démonstration. Puisque ce résultat a déja fait 'objet d’une preuve complete, on se
contentera ici de traiter le cas Q@ =D, 29 = 0 et Q' = C~{0,1}. Grace ala propriété
de revétement de A : HH — C ~\ {0,1} et a la simple connexité de 2, il existe un
compact Lo de H tel que A(Lg) = Lg (ceci résulte du fait qu’on peut recouvrir Ly
par un nombre fini d’ouverts adaptés). D’apres le théoréme de relevement, toute
application holomorphe f : Q@ — C ~\ {0, 1} telle que f(0) € Lo se reléve en une
application holomorphe f: Q — H telle que f(O) €Lpet f=DM\o ]7 On voit alors
que la proposition se raméne au cas ou 2 = H (mais comme H est conformément
équivalent au disque, on peut tout aussi bien supposer ) = D); en effet, pour
tout compact K de €2, on pourra trouver un compact L tel que f(K ) C E, et il
suffira de prendre L = A(L).

Dans le cas ' = D, fixons un disque D(0, Ry) qui contient Lo, et si a = f(2),
considérons la composée @ 0 f avec p,(2) = (z—a)/(1—az), a = f(0). Alors p,o f
est une application du disque dans lui-méme envoyant 0 sur 0, donc |¢,0 f(2)| < |z
par le lemme de Schwarz. Comme l'image par ¢, ! = ¢_, du disque D(0,7) est
contenue dans le disque de rayon (|a| +7)/(1 4+ |a|r) < (Ro + r)/(1 + Ror), on en

déduit

) B . Ro+r
f(D(O,T)) C D(O,MRQ(T))7 ou MRO(T) = m
Ceci démontre la Proposition (et le grand théoreme de Picard en découle comme
au Chapitre III, §8). O

Remarque. Le petit théoreme et le grand théoremes de Picard admettent
également des versions pour les fonctions méromorphes. Ils s’énoncent comme
suit :

(i) Toute application méromorphe non constante f € M(C) omet au plus deux
valeurs de Pt = CU {oc}.

(ii) Toute application méromorphe f : D(z9,70) ~ {20} — CU {oo} admettant
une singularité essentielle en zy (c’est-a-dire un point singulier non isolé,
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ou bien un point singulier isolé mais qui est une singularité essentielle de
f comme fonction holomorphe) prend une infinité de fois toute valeur dans le
complémentaire P& N E, ot E est une partie de P& comportant au plus deux
points.

[Si a est une valeur omise par f et a # oo, on peut en effet raisonner sur la fonction
g(2) = 1/(f(2) — a) qui est une fonction holomorphe].

5. Fonctions univalentes

L’objet de cette section est de prouver quelques estimations quantitatives
concernant les fonctions injectives (dites encore univalentes) sur le disque unité.

Définition. On note § l’ensemble des fonctions holomorphes injectives f sur le
disque unité D telles que f(0) =0 et f'(0) = 1.

Ainsi toute fonction f € § admet un développement en série de la forme
+oo
f(z):z-i-Zanz”, z € D.
n=2

La fonction F' = 1/f est méromorphe sur D et admet du fait de 'injectivité de f
un unique poéle simple en z = 0. On a donc un développement en série convergent

1 X
F(z):;-i-Zoznz”, z € D.
n=0
On notera que si ¢ € D, alors la fonction

+oo
fe(2) = ¢ flez) = 2 + Z anc" 12"
n=2

est encore dans 8.

Exemple. La fonction

z R
fl(z) = m = nz_:lnz”

est un élément de 8. En effet, si f(z) = f(w), alors (z—w)(1—2zw) = 0 et le second
facteur n’est pas nul si |z| < 1 et |w| < 1. On vérifie aisément que I'image f1(DD)
est égale & C ] — 00, —1/4[. Ceci résulte du fait que I’équation du second degré
(1 —2)? — z/w = 0 a deux racines dont le produit est égal & 1, et ces racines ne
peuvent étre complexes conjuguées que si w est réel avec A = (2+1/w)? —4 <0,
ce qui équivaut & w € | — oo, —1/4] ; dans tout autre cas, une des racines z (et une
seulement) est de module < 1. D’apres la remarque ci-dessus, la fonction

z

fe(z) = ¢ fi(ez) = A=)

lef =1
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est également dans S, et son image est le complémentaire dans C de la demi-droite
] — o0, —1/4] L.

Théoréme de DPaire. Soit f € S et

11 X
F = 7~ — n n, eD
(2) T —l—n_oa z z
+00
2
Alors E nla,|* < 1.
n=1

Démonstration. La preuve repose sur une estimation de 1’aire couverte par 'image
F(C;) de la couronne C, = C(0,r,1), lorsque r € |0, 1] tend vers 0. Cette aire
est donnée par A(r) = ffcr |F"(2)|?d)\(2), car la différentielle d'une application
holomorphe F' est une similitude de rapport F’(z) (de sorte que l'image d’un
rectangle infinitésimal est un rectangle infinitésimal dont I’aire est multipliée par
|F"(2)]?). En passant en coordonnées polaires, il vient

1 27
A(r) = / pdp / F(06)|2d0.
r 0

La dérivée F’(pel?) s’exprime comme la série de Fourier

+o0 too
F/(pele) — _? + 2 TLOénZn_l — —,0_26_219 + 2 nanpn—le(n—l)le.

La formule de Parseval nous donne par conséquent
27 ] +oo

| F e s = 2m (5t 3 P ),
0 n=1

dott .
A(r) = w(ﬂ 14> nfag?(1 - r2”)>.
n=1

Par ailleurs, du fait de l'injectivité de F, I'image F'(C,) est contenue dans le
complémentaire de 'image du disque F(D(0,7)), qui est un voisinage de l'infini
bordé par I'image F'(I'(0,7)) du cercle de rayon r. Nous allons estimer I'image de
ce cercle a partir du développement en série de Laurent de F'. Nous pouvons ne
pas tenir compte du coefficient oy, puisque celui-ci produit juste une translation
de I'image de F. Par ailleurs, quitte a changer F(z) en cF(cz) avec |c| = 1, le
coefficient o est remplacé par a1c? et on peut donc supposer a; réel positif. Dans
ces conditions, si nous posons z = rel?, il vient

u+iv = F(reie) =r~te 0 4 airel? + 0(7‘2),
donc

uw=(r—t+ayr)cosf + O(r?), v=—(r"!'—air)sind + O(r?).



190 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fonctions holomorphes et surfaces de Riemann

Ceci entraine que

u2 1)2
+

(r—'+aqr)?2  (r~!' —aqr)

5 <14 Cr3,

donc l'image F(I'(0,7)) est contenue dans lellipse E, dont les demi-axes sont
a=(r"t+ar)Vi+Cr3etb= (r—! —ar)Vv1+ Cr3. Dapres ce qui précede,

I'image F(C,) est contenue dans E,., et son aire satisfait donc la majoration
Alr)y < mab=n(r '+ ar)(r~t —ayr)(1 + Cr?) = n(r2 + O(r)).

En combinant cette inégalité avec la formule explicite déja établie pour A(r), nous
obtenons

+oo
—1+ Z nla,|? <0
n=1
lorsque 7 — 0, et le «théoreme de 'aire » est démontré. O

Corollaire 1. Si f € 8, alors le coefficient ay de z dans F(z) = 1/f(z) vérifie
‘Oél‘ < 1.

Cette inégalité est optimale, puisque la fonction f.(z) = z/(1 — cz)? de § est
telle que F.(z) = 1/f.(z) = 27! — 2c + %2, et on a donc |a;| = 1 lorsque |c| = 1.

Corollaire 2. Si f € 8, alors le coefficient ay de z* dans f(2) vérifie |as| < 2.

Démonstration. Si f(z) =z + Z:ig an,z"™, on considere la fonction

9(2) = VF(22) = V22 + a2t + a3z + ... = 2\/1 4+ as22 + asz* + ...

La fonction g est impaire. Elle est dans § puisque g(z) = g¢(w) implique
f(z?) = f(w?), donc 22 = w? et w = £z ; or 'imparité de g exclut la possibilité
w = —z si z # 0, donc g est bien injective. Nous avons

1 1 _ 1 as 3 1
G(z):@:;(1—1-@2,22—%@324—1—...) 1/2:;—?Z+<§CL§—§CL3)ZB—|—,,,

Le corollaire 1 nous donne alors |%| < 1. De nouveau cette égalité est optimale
comme le montre 'exemple de la fonction f(z) = z/(1—2)? = 24222 +323+.. ..
U

Corollaire 3. Si f € 8, alors f(D) contient le disque D(0,3), et si F = 1/f,
limage F(D) contient le complémentaire du disque fermé du rayon 2 centré au
point —as.

Démonstration. Siw ¢ f(ID), alors la fonction

f(z)

9) = T2 70w
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qui est la composée de f avec une homographie est encore injective. De plus
g(0) =0cet ¢g’(0) = f'(0) =1, donc g € 8. Si f(z) =2z +azz?+ ..., un calcul du
développement limité donne

1
g(z):z+<a2+—>22—i—...
w

donc |ag + <] < 2. Ceci montre que F(ID) contient le complémentaire du disque
fermé de centre —as et de rayon 2. De plus |as| < 2, donc on a || < 4 et
lw| > 1. 1l en résulte que f(D) D D(0,%). La fonction f(z) = z/(1 — 2)? a
pour image f(D) = C\ ] — 0o, —1/4], tandis que g(2) = z/(1 + 2?) est également
injective, et admet une fonction inverse G = 1/g = 1/f + 2 qui a pour image
G(D) = (CU {oo}) \ [-2,2], avec un coefficient ay = 0. Par conséquent le
corollaire 3 ne peut pas étre amélioré. O
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Chapitre VII
Noyau de Szego et calcul numérique
de ’application conforme de Riemann

Ce chapitre est tiré de lmaniére essentielle de travaux effectués par Norberto
Kerzman et Manfred Trummer au début des années 1980.

Notations. Soit P une partie de R™ et I un intervalle fermé borné de R. A toute
fonction continue K (t,s) sur P x I, on associe un opérateur K de L!(I) & valeurs
dans l'espace C(P) des fonctions continues sur P, défini par

Ku(t) :/I K(t,s)u(s)ds, teP.

La fonction K sera appelée noyau de l'opérateur K. Pour P = I et u,v € L*(I),
le théoreme de Fubini donne

(Ku,v) = K(t,s)u(s)v(t) dsdt
IxI

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

|[(Ku, )| < | K| L2y [Jull2 [[0]2-
Par conséquent ||K|| < || K||2, et un argument de densité montre que K définit un
opérateur continu L?(I) — L?(I) pour tout noyau K € L?(I x I).

Soit 2 un ouvert connexe borné du plan complexe C dont la frontiere 92 est
une réunion de courbes fermées de classe C’k, k> 2.

Ba!
V3
V2

On désigne par O(Q2) I'espace des fonctions holomorphes sur §2, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts. Par ailleurs, on note ds la mesure de
longueur d’arc sur 0€) et s I'abscisse curviligne sur chaque composante connexe,
calculée a partir d’une origine quelconque. Enfin LP(0f)) désigne I'espace des
fonctions LP a valeurs complexes sur 02 muni de la mesure ds.
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1. Transformation de Hilbert

Si f est une fonction continue sur € et holomorphe dans €, la formule de
Cauchy donne

fwy = — [ LG4

= 5 w € Q.
2w Joq # —w

Notons z = ~(s) la paramétrisation de 02 par 'abscisse curviligne. On a
dz = 7(2)ds ou 7(z) = 7'(s) est le vecteur unitaire tangent a 92 au point z.
Par suite

flw) = H(w,z) f(z)ds avec
o0
H<w’z):%;§zi}’ we N, ze .

Définition 1.1. La fonction H(w, z) est appelée noyau de Cauchy de 2. Si u est
une fonction sur OS2, la transformée de Hilbert de u est définie par

Hu(w) = . H(w,z)u(z)ds, weQ.

Comme le noyau H est continu sur Q x 92, Hu est bien définie dés que u € L1(99),
et donc aussi si u € LP(0Q) C LY(99Q), p > 1.

Proposition 1.2. Pour tout u € L'(0Q), Hu est holomorphe sur , et l'opérateur
H: LP(0Q) — O(2) est continu.

Démonstration. Le noyau H(w, z) est différentiable par rapport a w et on a

a—H(w,z) = i (27-—(2)2’ gg (w,z) =0.

Les dérivées partielles 0H/Ow et OH /0w sont donc continues sur Q2x90€). D’apres le
théoreme de dérivation sous le signe somme, on en déduit que Hu est différentiable
et que

i]I-]Iu(w) = /a L () u(z) ds, 0 Hu(w) = 0,

ow o 2im (z —w)? ow
donc Hu est holomorphe sur 2. On a par ailleurs

|H(w,2)| = (27]z —w|) ' < (2nd(w, 00)) .

Si K est une partie compacte de €2, on obtient

su%\Hu(w)\ < (2rd(K,00) " lul)s,
we

donc H : LY(0Q) — O(Q) est continu. Le résultat est vrai aussi pour LP(0)
puisque l'inclusion LP(9Q) — L1(9€) est continue. O



Chap. VII: Noyau de Szego et application conforme de Riemann 195

Formule 1.3. Si u € C1(9R), on définit la dérivée de u le long de OQ par

! _ i w(~(s
u (7<S)) = ~/(s) ds[ (7< ))}

Alors (Hu)" = H(u') sur Q.
En effet, comme dz/ds = 7/(s) = 7(z) le long de 0€2, le calcul ci-dessus suivi d’une
intégration par parties montre que

(Hu)' (w) = /89 % % u(z)ds = /89 % dsc(lz) [ -1 } u(v(s)) ds

- / % z _1 w dis [U(V(S))} ds = H(w, z) u/(z) ds = H<u/)<w)
90 o0

Z—w

Exemple 1.4. Q = disque unité D ={w € C; |w| < 1}.

La paramétrisation de 0D par ’abscisse curviligne s’écrit
z=nx(s)=¢", se€[0,2n]

On a ~/(s) = ie** = iz, donc le noyau de Cauchy de D est donné par

1o 1 1 11
o2 e —w  2r 1—we s 21 1 —wz

HP(w,2) =

Puisque |w| < 1, H?(w, ) est développable en série entiere normalement conver-
gente sur tout compact de D x 0D :

1
HP(w, 2) = . Zw” e ",
n=0

On peut donc écrire

+oo 27
1 , .
Hu(w) = ;ﬂ(n) w"  ou u(n)= %/0 u(e¥)e "% ds, neZ

est le n-ieme coefficient de Fourier de u. Si u € L?(dD), la fonction u s’écrit
elle-méme comme somme d’une série de Fourier L2-convergente

u(e) => (n)e™
nez

et d’apres la formule de Parseval, la transformation de Fourier est une isométrie
d’espaces de Hilbert:

L?(0D) — 1*(7Z)
u+— V2m (i(n)) O

nez’

Revenons au cas général. On considere pour tout € > 0 assez petit la courbe
de classe C*—1

Ye(8) = v(s) + ety (s) = z +eit(z), 2z=(s) €I,

ou i9'(s) est le vecteur normal rentrant a 0f.
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Notre objectif est d’étudier le comportement de Hu sur la courbe 7. lorsque ¢
tend vers 0. Pour cela, on définit un opérateur H. sur L?(9Q) & valeurs dans
Ck=1(09) c L?(09) par

Heu(w) = Hu(w + git(w))  d.e. Heu(y(s)) = Hu(y=(s)).

L’opérateur H. est associé au noyau

H.(w,z) = H(w +¢it(w), z) = % o waza)iT(w)'

Théoréme 1.5. (a) Si u € L?(09), alors H.u converge dans L*(9S)) vers une
limite notée Hou, ou Hy est un opérateur continu sur L?(0S). De plus, il existe
une constante C' > 0 indépendante de €, u telle que

[Heullz < Cllulls-
(b) Siu € CI109Q), 1 < q <k, alors Hu se prolonge en une fonction de classe
C 1 sur Q.
Démonstration. On montre d’abord le théoreme lorsque 2 = D.
(a) On a par définition v.(s) = (1 — €)e’®, d’ott

+oo
HYu(e™) = H u((1 —e)e™) = Z(l — )" u(n) e™*.

n=0

Si HY est l'opérateur obtenu en faisant ¢ = 0 dans la formule ci-dessus, 1’égalité
de Parseval montre que ||[H u||2 < |Jul|2 pour tout € et

+o0
IHSw — HPu|3 =27 > [1 - (1 - &)"]* [a(n)

n=0



Chap. VII: Noyau de Szego et application conforme de Riemann 197

converge vers 0 quand ¢ tend vers 0.

(b) La formule (Hu)" = H(u') montre qu’il suffit de considérer le cas ¢ = 1.
Alors, comme u est continue, la suite des coefficients de Fourier inu(n) de u’ est
dans [(Z). Par suite (u(n)) € I'(Z) grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz; il en
résulte que la série >_ 2(n) w™ converge normalement sur D, d’ott HPu € C°(D).

On se place maintenant dans le cas d’un ouvert quelconque 2. Si le bord 0f2
est une réunion de courbes ;, alors

Hu(w) = Z / H(w, z)u(z)ds

et le terme d’indice j est holomorphe (donc C*°) sur C\ {v;}. On peut donc
supposer que 02 est composé d’une seule courbe fermée, et apres homothétie on
se ramene au cas ou 0f) est de longueur 27. On a alors

_ L rue) )
Hu(w) = 2i7r/0 v(s) — w ds.

(a) Posons w = «(t) € 992. 1l vient

B L 2m U ’7(8))7,(8)
H.u(w) = in /0 v(s) —~(t) — eir/(t)

Comme ~ est de classe C*, k > 2, la formule de Taylor avec reste intégral donne

ds.

Y(s) = (1) = (s =)' (1) + (s = )% pu(t, )
ol 1, pa, . .. sont des fonctions dans C*~2(9Q x 9€). On en déduit
Y(s) = y(t) =iy (t) = [s =t —ei+ (s — t)*pa(t, 5) |7 (1)
= —i[eC7) — Tt e+ (s = )°pa(t, )7 (1)
= —1 [eis —(1- e)eit +(s— t)2904(t, s)} e_it’y'(t),

o) — 27 u(v(s))7/<s)eit - (8 _ t)24,04(t, S) @
H, ( ) - /0 (eis _ (1 _ 6)6“)7’(15) [1 els _ (1 _ g)eit + (S _ t)2<,04(t, S)]

o’

Comme e*=%)4/(s5)/~'(t) = 14 (s — t)@s5(t, s), on peut écrire

Hu(w) 1 /O7r eiels u(v(s)) d8+/89 R.(t,s)u(v(s))ds

T or s —(1—¢g)ett
ou R.(t,s) est de la forme
s—t s—t

Re(t s) = ets — (1 —e)e

os(t,s) + et )]

7(s) = et

Nous pouvons interpréter cette décomposition sous la forme

(Heu) oy = H]?(U o) +Re(uory),
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ot HP est la transformation de Hilbert sur le disque. Il est facile de vérifier qu’on
a des minorations

e = (1 —e)e"| > Cu(ls =t +¢),  [v(s) = 1=(t)] = Ca(ls — | +¢).

Par suite on a une majoration uniforme |R.(¢,s)| < Cj5 lorsque € tend vers 0 et
l'opérateur R, est de norme uniformément bornée. Le théoréeme de convergence
dominée montre que l'opérateur R, converge en norme vers I'opérateur Rq associé
au noyau Ry. Comme application u + wu oy est une isométrie de L?(99) sur
L2(]0,27]) ~ L?(0D), il en résulte, modulo cette isométrie, que H. converge vers
Hy = HP + Ry. On notera que Ry € C*¥~2(92 x 99).

(b) On peut encore supposer ¢ = 1 ici. Si u € C(d9Q), on sait d’apres la
premiere partie que (g,s) — HZ(u o y)(s) s’étend continument & [0, go] x [0, 27].
Il en est de méme pour R.(u o )(s) d’apres le théoreme de convergence dominée,
d’ott Hu € C°(9). O

2. Espace de Hardy H?(992)

A toute fonction holomorphe f € O(2), on associe les fonctions f. sur 0f2
définies par
fe ('7(8)) = f(VE(S))~

Théoréme 2.1. Si f € O(Q), il y a équivalence entre les propriétés suivantes:

(a) f. converge dans L*(9R) vers une fonction fo.

(b) La norme || fc||2 reste bornée quand € tend vers 0.

(c) 1l existe une suite €, > 0 tendant vers 0 telle que la suite || f-, ||2 soit bornée.
(d) f est la transformée de Hilbert Hu d’une fonction u € L?(09).

On a alors f =Hfy.

Démonstration. 1l est évident que (a) = (b) = (¢) et 'implication (d) = (a)
résulte du théoreme 1.5, avec fy = Hpu.

Pour démontrer l'implication restante (¢) = (d), nous aurons besoin du
lemme suivant.

Lemme 2.2. Soit E un espace de Hilbert séparable et (x,) une suite bornée de
E. Alors il existe une sous-suite (1)) qui converge faiblement vers un élément
¢ € E, c’est-a-dire telle que

im (7). y) = (& y), VyeE.

p—+oo
En outre, si (y,) converge en norme vers y, alors (T, Yyp) converge vers (£,y).

Démonstration. Soit (e;);eny une base hilbertienne de E, x,, = Yz, €; et M un
majorant de ||z, ||. Chaque suite (2, ;)nen est bornée dans C; il existe donc une
partie Iy C N telle que la sous-suite (z,,0)ner, ait une limite &y, puis une partie
I, C I telle que (zy,1)ner, converge vers une limite &; et ainsi de suite. Soit n(p)
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le p-ieme élément de I,,. La sous-suite diagonale x,,(,) a la propriété¢ que chaque
coordonnée @, ; tend vers une limite &, et on voit facilement que Y [§[* < M?,
de sorte que le vecteur & = > £e; est bien défini. Comme

1/2
> @ wil <M (X luil?)

I>L I>L

ou le second membre converge vers 0 quand L tend vers 400, il est élémentaire de
vérifier que (z,,(p),y) converge vers (£, y) pour tout y € E. La derniere affirmation
résulte de ce que

‘(xn(p%y_yp)‘gMHy_ypH' U

Démonstration de (c) = (d). Quitte a extraire une sous-suite de (f.,), on peut
supposer que (f.,) converge faiblement vers un élément u € L?(9€). Pour w € Q
fixé, la formule de Cauchy appliquée au chemin v, donne

f(w) 1 (2) dz 1 fs('y(s))ﬂds

" 2in Y W " 2in 80 Ye(s) —w

Pour € = ¢,, ceci peut s’interpréter comme un produit scalaire {f. ,g,) ou (f:,)
converge faiblement vers u et ou (gp) converge uniformément (donc en norme L?)
vers s — H (w, fy(s)). A la limite, on obtient par conséquent

flw) = <u,ﬁ(w, .)) = Hu(w),

soit f = Hu. En outre, si (a) est vérifié, on peut prendre u = fy dans (c), donc
f=Hfo. O

Définition 2.3. L’ensemble des applications f € O(Q) vérifiant ['une des pro-
priétés équivalentes 2.1 (a), (b), (c), (d), muni de la norme ||fll2 = |foll2,
est noté H?(99).

L’application f — fo définit donc une isométrie de H?(9) sur un sous-espace
H2(09) de I'espace de Hilbert L?(052). La formule f = Hfy implique fo = Hofo
pour tout fo € H2(99Q), et comme Hou = (Hu)g € HZ(9Q) pour tout u € L?(0N)
on voit que I’ opérateur

Hp : L*(09Q) — H3(09)

est un projecteur continu. Il en résulte que H3(9N2) = Ker(1 — Hy) est un sous-
espace fermé de L?(99). Pour simplifier les notations, on conviendra dans la suite
d’identifier H?(99) et son image HZ(9), une fonction f € H?(9Q) et sa limite
au bord fy, opérateur H et sa limite au bord Hy.

Exemple 2.4. Si Q = D, les calculs faits en 1.4 donnent pour tout u € L?(99):

u(€®) = a(n)e™,  Hu(e”) =Y a(n)e™.

nez neN
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La transformation de Fourier donne donc un isomorphisme L?(0D) =~ [%(Z) par
lequel H?(OD) s’identifie au sous-espace [?(N) des fonctions dont les coefficients
de Fourier u(n), n < 0, sont nuls. Dans ce cas, H est la projection orthogonale
12(Z) — I3(N). O

Dans le cas général, une condition nécessaire pour qu’une fonction u de L%(92)
soit dans H?(99) est que [, u(z)f(z)dz = 0 pour toute fonction f € H?(9N), en
particulier pour f(z) = 2™, n > 0. Ceci résulte du théoreme de Cauchy appliqué
sur ~. lorsque € tend vers 0, compte tenu du fait que u. — ug et f. — fo dans L2.
Comme nous le verrons plus loin, le projecteur H n’est orthogonal que si {2 est un
disque.

Théoreme 2.5. L’ensemble des fonctions holomorphes sur un voisinage de € est
dense dans H?(99)).

Démonstration. Si f € H2(0R), on a la représentation de Cauchy

1 fO (7(5)) /
= — — ds.
flu) = 5= [ B
Soit, pour £ > 0 assez petit, ¥.(s) = v(s) — €i7'(s) la courbe des points de S
situés a la distance € de 0€2. 1l est clair que

Fwy= -1 [ 20©) g,

2w Joq Ae(s) —w
est holomorphe sur I'ouvert des points situés & une distance < € de Q. Des calculs
analogues a ceux faits dans la démonstration du théoreme 1.5 montrent que f.
converge vers f dans H?(0Q): on vérifie d’abord le résultat pour €2 = D ; on voit

ensuite que (f.)jan converge dans H?*(9Q) par un développement de Taylor du
noyau, et la limite est f dans O(€2). O

3. Adjoint de 'opérateur H

Si I est un intervalle fermé borné de R et si K est 'opérateur sur L2?(I) associé
a un noyau K € L%(I x I), il est facile de voir que I'opérateur adjoint K* est défini
par le noyau

K*(t,s) = K(s,1).
Cette formule ne peut toutefois étre appliquée directement a H, car le noyau H
ne se prolonge pas en un élement de L?(9€ x 92) ni méme de L1 (9 x 992). Pour
contourner cette difficulté, on cherche a évaluer l'opérateur différence H* — H,
qui, comme on le verra plus loin, a le mérite d’étre associé a un vrai noyau. On
considere les opérateurs approchés H., HX définis par les noyaux continus
1 7(2)
H.(w,z) = — . )

+(w,2) 2im z —w — eit(w)
1

X _ 7
He(w,2) = Helz,0) = 5o ———— it (2)
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et I'opérateur différence A, = HY — H. associé au noyau

w,z) = 1 (z —w)T(w) — (Z—w)7(2)
Ac(w, z) 2% (Z_w_giq-(w)) (E—@—&'?(z))-

Pour z = 7(s), w = 7(t) assez voisins, on voit comme dans 1.5 qu'il existe des
fonctions ¢; € C*~2(9Q x 9Q) telles que

z—w=(s—t)Y(t)+ (s — ) p1(t, 5),
|z —w|? = (s —t)*[1+ (s — t)pal(t, s)].
En substituant 7/(t) = 7(w) et (s —t)? en fonction de |z — w|? dans la premiere

ligne, il vient
z—w=(s—t)r(w)+ |z — w|2gp3(u), z).

En échangeant les roles de z et w, on obtient

z—w=(s—t)7(2) — |z — w|?p3(z,w), dou

|z —w|? A(w, 2)

Ae(w, 2) = (z —w — 62’7’(11))) (2 — W — 62’7(2)) avee
Alw, 2) = %(%(w, (W) + By (2, 0T (2)).

On obtient lim. g A.(w, 2) = A(w, ) pour w # z, avec A(w, z) € C*~2(9Q x 0N),
et de plus on a une majoration uniforme |A.(w,2)| < C|A(w, z)|. Ceci entraine
que A, converge en norme vers I'opérateur A de noyau A. Pour tout u,v € L?(99)
on obtient donc

(Hu,v) = lim (H.u,v) = lim (u, HXv) = lim (u, H.v + Av) = (u, (H+ A)v)

ce qui prouve bien que H* = H 4+ A. On a d’autre part

w3(w,w) = p1(t,t) = %’y”(t), d’ou
1 1=t 1 / . 1 d , B
1= ("7 O +7' OV #) = ==V B =0

A(w,w) =
car [¥/(t)] = 1. On peut donc énoncer:

Théoréme 3.1. L'opérateur A = H* — H est associé a un noyau A € C*=2(0Q x
00) défini par

1 /7(w T(2
A(w, z) = 57— <_ — — ( >), w, z € 0f).
im\Z—w z—w
Ce noyau A est antisymétrique, c’est-a-dire que A(z,w) = —A(w, z), et de plus

A(w,w) = 0.

Pour que le projecteur H soit orthogonal, il faut et il suffit que H* = H], ce qui
équivaut a dire que A = 0.
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Corollaire 3.2. Le projecteur H est orthogonal si et seulement si €2 est un disque.

Démonstration. Si A = 0, on a nécessairement
angle([z,w],T(z)) = —angle([z,w],T(w)) Yw, z € 01,

car les membres de gauche et de droite représentent les arguments respectifs des
termes 7(z)/(z —w) et T(w)/(Z — w) intervenant dans A(w, z).

En déplagant la corde [z, w] parallelement a une direction fixée, on en déduit que
00 doit étre invariant par symétrie autour de la médiatrice de chacune de ses
cordes. Considérons deux cordes faisant entre elles un angle irrationnel, et le
point d’intersection P de leurs médiatrices. Les deux symétries correspondantes
engendrent un groupe dense de rotations de centre P. Comme 0f) est fermé, OS2
est nécessairement une réunion de cercles de centre P, a savoir un cercle si 2 est un
disque, ou deux cercles si () est une couronne. Mais une couronne n’est invariante
que par les symétries autour des médiatrices des cordes dont les extrémités sont
sur un meéme cercle. Par conséquent {2 est un disque. O

4. Noyau de Szego

Le projecteur de Szegi est par définition le projecteur orthogonal S de L2(9)
sur H?(09Q). On cherche ici & montrer que S est, en un certain sens, associé a
un noyau S. Rappelons que H est orthogonal dans le cas du disque, par suite

S]D) — H]D)
Soit (t;)jen une base hilbertienne de H?*(9Q). L’image d’une fonction
u € L?(99Q) par le projecteur S est alors donnée par la série L2?-convergente

Su(w) = w5 5 (w) = 3w / (2)0(2) ds

JEN JEN

ou 1,0 désigne la limite au bord de ;. Ceci suggere d’introduire le noyau

z) = Z@Dj(w)ﬁj(z), w,z € ),

jEN
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qui sera appelé noyau de Szego de €.

Lemme 4.1. La série )y |9 (w)|? converge uniformément sur tout compact
de Q. Le noyau S(w,z) est de classe C*° sur Q x Q, holomorphe en w et
antiholomorphe en z. De plus, on a la majoration

1 1
d
ZWJ 47r2/39\z—w\2 S

JEN

Démonstration. Comme 1; € H?(92), on a

Yj(w) = Hypj(w) = (Y5, H(w, ) = (¢, SH(w, »)).

Par conséquent, (zpj (w)) est la suite des coordonnées de la fonction SH (w, ) dans
la base (1);), ce qui donne

S 10yw) P = 8T ()| < |Hw )P = 1 [ s

Am? Joq |2 — w]?

L’application w +— H(w,s) étant continue de Q dans L?(0Q), on voit que la
fonction w + ||SH(w,e)||?> est continue sur Q. Le lemme de Dini entraine
alors la convergence uniforme sur tout compact de la série de fonctions continues
> |9 (w)]?. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que pour N tendant vers +oo,

(Z \@bj(w)@(z)\f <D )P Y 1(2)

izN JZzN JzN

converge uniformément vers 0 lorsque (w,z) décrit un compact quelconque de
Qx Q. Comme ) 1;(w)1;(z) est une série de fonctions holomorphes en (w, Z), on
en déduit que S est holomorphe en (w,Z), en particulier de classe C* sur € x ).

]

Lemme 4.2. Pour w € §2 fizé et pour € tendant vers 0, la fonction
w,0) = by(w)i
JjEN

converge vers So(w, e) = >y ¥; (w)tp; o dans L*(0R). De plus

Su(w) = /aQ So(w, 2)u(z)ds, Vu e L*(09).

Démonstration. Comme H : L?(0Q) — O(Q) est continu, H envoie une série L>-
convergente sur une série de fonctions holomorphes convergeant uniformément sur
tout compact, d’ou

H( Y05 w)i0) = D (w) Hibyo = > ;(w) v = S(w

JEN jEN jEN

(Zﬂf ¢JO>:W'

JeN

[ ]
~—
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Le théoréme 1.5 entraine que le membre de gauche converge dans L%(9Q) vers

HO(ZjeNEj(w)zpj,o) = ZjeNEj(w)wj@ (cet élément est dans H?(99)). La
formule intégrale résulte immédiatement des considérations du début du §4.
U

L’espace H?(0D) du disque admet la base hilbertienne (w™/v/27)nen, ce qui
donne ’expression

SD(w,z):iZw”E”:i ! —,  VY(w,z) e DxD.

On voit que SP(w, z) coincide bien avec HP (w, 2) pour (w,2) € D x OD.

5. Formule intégrale reliant S et H

L’idée centrale introduite par N. Kerzman est que l'on peut retrouver le pro-
jecteur orthogonal S & partir du projecteur oblique H (qui est connu explicitement).
Comme S et H coincident avec 1’application identique sur H?(9€2), on a en effet

SH=H, HS-=S.

Prenons les adjoints dans la seconde égalité. Comme S* =S, on trouve SH* = S.
Soustrayons maintenant la premiere égalité et introduisons I'opérateur A = H* —H.
Il vient

SA =SH* —-SH =S — H,
soit encore S(1 — A) = H.

Lemme 5.1. L’opérateur 1 — A est un isomorphisme de L?(0) et on a ||(1 —
A7 <1

Démonstration. Comme A est antisymétrique, le produit scalaire (Au,u) est
purement imaginaire pour tout v € L2(9), ce qui implique

lull3 < KA = A)u,w)] < (I — A)ullz [|ull2

et en particulier ||(1—A)u||2 > ||u||2. L’opérateur 1— A est donc injectif et d’image
fermée. L’orthogonal de Im(1 — A) est égal au noyau de I'adjoint (1—A)* =1+ A,
et cet opérateur est injectif pour les mémes raisons que précédemment. Par
suite Im(1 — A) = L2(09) et 1 — A est donc un isomorphisme topologique de
L2(0€). Comme 1 — A accroit la norme de tout vecteur, on voit que (1 —A)~! est
contractant. U

Le lemme montre qu’on peut calculer S a partir de H par la formule
S=H(1-A)""

C’est cette idée qu’on va exploiter dans la suite pour évaluer le noyau de Szego S,
en établissant une formule intégrale reliant S et H.
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Pour tout u € L2(99) et w € 2, on a en effet
Sha(w) = [ So(w,&) Au(©)ds(©) = [ Solw,ds(©) [ A€z u(z) ds(a).
Gle) o0 o0

Le théoreme de Fubini montre que SA est associé au noyau

QA xIN 3 (w,2) — . So(w, &) A, z) ds(€).

L’égalité S = H + SA fournit alors ’égalité de noyaux:

Formule 5.2. Pour tous (w,z) € Q x 0 on a

So(w,z) = H(w, 2) + [ So(w,§) A&, 2) ds(&).
o

6. Régularité au bord du noyau de Szego

Nous nous proposons ici de montrer que S s’étend en une fonction de classe
C*=2 sur Q x Q en dehors de la diagonale Agg de 9 x 9Q. On utilise pour cela,
la relation S = H 4 SA démontrée au §5, ce qui donne

S=H+ (H+SA)A = H(H + A) + SA? = HH* + SA?
SA=S—H=(S—H)*=(S—H-A)*=(SA—A)* =A—AS.

La deuxieme égalité implique SA% = A% — ASA, d’ou
(6.1) S = HH* + A% — ASA.

Comme A € CF~2(9Q x 09), il est clair que A? possede un noyau de classe C*~2
sur 0§ x 0f). L’opérateur SA est associé au noyau SA(e, z) et ASA au noyau

/ A(’w,o) SA(.,Z) ds = <A(’U},o),SA(o,Z)>.
o

Les applications w +— A(w,e) et z — A(e, z) sont dans C*—2 (BQ,L2(6Q)). Il en
est de méme pour I'application z — SA(e, 2), puisque S est un opérateur continu
sur L2(09), donc ASA a lui aussi un noyau dans C*=2(9Q2 x 9€). Il reste a étudier
le noyau de HH*.

Lemme 6.2. La fonction

Glw.z) = | Hw. o HEG ds(e) = 4;2 /89 < _‘jj)(é)_ 5 (w2eaxo

se prolonge en une fonction G € C*=2(Q x Q \ Apq), et lopérateur défini par
G[QXaQ est G = HH*.
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Avant de démontrer le lemme 6.2, nous aurons besoin d’un résultat préliminaire
généralisant le théoréeme 1.5 (b).

Lemme 6.3. Soit E une partie ouverte ou un domaine a bord de classe C* dans
R™. Soit u: 02 x E — C une fonction continue.

(a) Siu est de classe C1, 1 < q < k, alors la transformée Hu définie par

Hu(w, ) = o H(w,2)u(z,z)ds(z), (w,z)€eQxXE

se prolonge en une fonction de classe C1~1 sur Q x E.

(b) Siwu est de classe C1, 0 < q < k et si u(e, x) 6_5{2((9(2) pour tout x € 2, alors
Hu se prolonge en une fonction de classe C'? sur 2 x E.

Démonstration. (a) Grace a la formule 1.3 suivie d’une dérivation sous le signe
somme en x, on obtient

ot om

ot om
Hu(w, x) = H(ﬁ Py u(z, l‘)),

ozt dw™

de sorte qu’il suffit de regarder le cas ¢ = 1. La démonstration du théoréme 1.5
montre que H est continu de C1(9Q) dans C°(Q). On en déduit

(e, 2) — Hu(e,0) | ooy < Cllu(e, ) = ule, o) lcx on)

et le second membre tend vers 0 quand x tend xers zp dans £. On sait d’autre part
que w — H(w,z) s’étend continument a {2 pour tout x € E fixé. Ceci entraine
facilement la continuité de Hu sur 2 x E grace a I'inégalité triangulaire

|Hu(w, z) — Hu(wo, 20)| < [Hu(w, z) — Hu(w, zo)| + |Hu(w, z¢) — Hu(wo, zo)|-

(b) On est facilement ramené au cas ¢ = 0, & condition de vérifier que toutes
les dérivées de u en (z,z) d’ordre inférieur ou égal & ¢ sont encore dans H?(99).
Par récurrence, il suffit de vérifier ce resultat pour u/, et u,. Pour u/,, on observe
simplement que

ule, ) — uls, 20) dans H?*(0Q).

(e, %0) = mli—g:lo T — T

D’autre part, la fonction holomorphe v = Hu(e, ) est continue sur Q d’apres (a),
et vérifie par hypothese vjgpq = u(e,z). Comme v’ = Hu’, le théoreme 1.5 montre
que (v'). converge vers Hou/, dans L?(99), et par suite dans L!(99). Pour tout

—~

arc abC 0f) on obtient donc

/ (Hou.,)(w, z) dw = lim/ (v")e(w) dw = limv (b + eiT(b)) — v(a + €it(a))

=v(b) —v(a) = u(b,x) — u(a, x)
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donc Hou!, = u!, et u(e,x) € H?(0). Comme dans (a), le cas ¢ = 0 se
réduit & voir que H envoie C°(92) N H?(9N) dans C°(Q), continument par
rapport aux normes uniformes. Si 2 = D, ceci résulte du fait que Hu est, pour
u € CY(0D) N H?(OD), la solution du probléme de Dirichlet (cf. W. Rudin). Le
cas général résulte de ’écriture H, = H? + R, obtenue dans la démonstration du
théoreme 1.5. O

Démonstration du lemme 6.2. Soit (0;) une partition de I'unité de classe C* sur
0Q, et T; = Supp §;. Ecrivons G =) G avec

Gj(w,z) = mH(w,é) H(z,€)6;(E) ds(S),

c’est-a-dire G, (s, 2) = H(H (s, 2)0;). Comme H (z,&)8;(€) est de classe C*~! pour
(€,2) € 90 x (Q\ T}), le lemme 6.3 (a) montre que G; est de classe C*~2 sur
Q x (2\ T}), et donc aussi sur (Q\ 7}) x Q apres conjugaison et échange des roles
de w, z. Par conséquent G; € Cck—2 (ﬁ X Q\Tj X Tj), et G =) Gj est de classe
Ck =2 sur Q x Q en dehors de | ; Tj x T}, qui est un voisinage arbitrairement petit
de Apq si les diametres des T sont choisis assez petits.

Pour tout u € L?(91), on a d’autre part

HH*w = lim HHXu = lim G_.u,

e—0 e—0
ou G, est 'opérateur associé au noyau

Ge(w,z) = . H(w,&) He(2,€)ds(€) = G(w, z + gir(z)).

Comme ce noyau converge vers Goxso uniformément sur tout compact, on en
déduit bien HH* = G. O

Théoréme 6.4. Le noyau de Szegé S(w,z) se prolonge en une fonction dans
CF2(Qx 0\ Asa), et plus précisément, en la somme du noyau G et d’une fonction
de classe C*=2 sur Q x Q. Quand z € Q tend vers le bord 02, on a

1 ds(§) 1
5(2:2) ~ 1 /aQ €22 " 4rd(z,09)

Démonstration. Considérons le noyau K (w, z) = Sp(w, z) — Go(w, z) sur  x 05,
associé a 'opérateur

S — HH* = A% — ASA : L?(0Q) — H*(09).

On sait que cet opérateur est défini par un noyau Ko € C*~2(9Q x 09), ce qui
implique Ko(e, 2) € H?(99) pour tout 2z et K = HKy. Le lemme 6.3 (b) donne
alors K € C*72(Q2 x 99). Par échange de w, z on voit que (S(e, z) — G(e, z))o est
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de classe C*~2 sur 99 x Q, et une nouvelle application du lemme 6.3 (b) donne
S — G e CF2(Q x Q). On en déduit en particulier

S(z,z) ~G(z,2) = ! / ds(&)

A2 Jpq 1€ — 22

quand z tend vers 0S). Soit § = d(z, 00) et () le point de IN2 tel que |z—~(t)| = 9.
Le point z est sur la normale a 92 au point (t), donc z = ~(t) + diy'(t). Quand
J et |s — t| tendent vers 0, on a

¥(s) =z =(s) = y(t) = v/ (t) = 7/ (t) (s — t =0 + O((s — 1)*)),

par suite |[y(s) — 2|2 ~ (s —t)?2 + 6% et

/ ds / ds +/ ds
aq |v(s) — 2|? |s—t|<81/3 (s — )% + 462 |s—t|>81/3 [v(s) — 2|2

= %arctan(é_wg’) +0(67%3) ~ g O

7. Relation avec I’application conforme de Rie-
mann

On suppose ici que €2 est un ouvert simplement connexe a frontiere de classe
CF, k > 2. Pour tout point a € € fixé, il existe alors une unique application
conforme bijective

R:Q2—D

telle que R(a) =0 et R'(a) > 0.

Théoréme 7.1. L’application R s’étend en un difféomorphisme de classe Ck-1
de Q sur D.

La démonstration de ce théoreme sera donnée plus loin. Nous admettons le
résultat provisoirement. Le changement de variable z = R(w) donne alors

u(2)?|dz| = wo R(w)|? |R (w)||dw
[}D|<>| dz] /m| R(w)? | R (w)) |duw

pour toute fonction u € L?(9€2). On voit donc qu’on a une isométrie

L?(0D) — L*(09)
uw— wo R(R)/?
oi1 (R")'/? est la détermination de la racine carrée complexe telle que R’(a)'/? > 0

(on notera que R’ ne s’annule pas sur Q). L’isométrie envoie H(D) N C°(D) sur
O(Q)NCY(Q) et, par densité (théoreme 2.5), elle envoit donc H?(ID) sur H?(INQ).
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Si (1;) est une base orthonormée de H?(9D), on en déduit que (y; o R (R')'/?)
est une base orthonormée de H?(952). Par conséquent

S(w, 2) = S®(R(w), R(2)) R (w)"/? R ()2,

LR'(IU)WWW
21— R(w)R(z)

S(w, z) =
En substituant z = a, R(a) = 0, on obtient en particulier

SW@Z%RMWH@W,SW@Z—R@,

d’ou on déduit aussitot les

Formules 7.2. L’application conforme R et sa dérivée sont données par

/ =21 S(U),CL)Z W e}
(a) R'(w)=2 Sla.a)’ Yw € ),
= —it(w 75(1”’@)2 w

(b) R(w)= ( >|S(w,a)|2’ Yw € 0f.

Démonstration. La relation (a) est immédiate a partir de ce qui précede. On a
par ailleurs |R(w)|? = 1 sur Q. En prenant la dérivée d/ds le long de 99, on voit
que dR(w)/ds = R'(w)dw/ds = R'(w)7(w) doit étre orthogonal & R(w). Quand
w tourne dans le sens positif sur 0€2, il en est de méme pour R(w) sur D (une
application holomorphe préserve 'orientation), donc 'argument de R'(w)7(w) est
égal a celui de iR(w). Ceci donne iR(w) = R'(w)r(w)/|R (w)| et (b) se déduit
alors de (a). O

Il nous reste a démontrer la régularité jusqu'au bord de l’application con-
forme de Riemann. Pour cela, on va montrer d’abord la régularité analytique
lorsque 02 est réelle analytique, puis on passera au cas général par un argument
d’approximation en norme C* de 9f.

Lemme 7.3. Soient €21, Qo des ouverts simplement connexes bornés de C ayant
des frontieres R-analytiques et F' : Q1 — (o une application biholomorphe. Alors

F s’étend en une application biholomorphe d’un voisinage de 21 sur un voisinage
de ﬁg.

Démonstration. Quitte & remplacer F par F~! : Qy — €, il suffit de voir que
F s’étend holomorphiquement & un voisinage de Q;. D’aprés Rudin (théoréme
14.19), F se prolonge en un homéomorphisme de Q; sur Q,. Soit z; € 0§
un point quelconque et zo = F(x1) € 0Q. Au voisinage de x;, 09, est
donné par une courbe R-analytique s +— ~,(s) définie pour s € R voisin de 0.
Celle-ci se prolonge en une application holomorphe 7, de la variable z = s + it
au voisinage de 0 dans C. Soit IIT = {z = s +it; t > 0} le demi-plan supérieur.
Il existe un disque U; C C de centre 0 et un voisinage V; C C de z; tels que 7;
définit un biholomorphisme de IIT N U; sur ; N V;. Si on choisit en outre V3
assez petit pour que F(£21 NVy) C Va, on en déduit une application holomorphe
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G = 52_1 oFo% : I"NU; — It N Uy qui se prolonge continument en une
application de o n U, dans o n Us telle que G(RNUy) € RN U,. Le principe
de réflexion de Schwarz (W. Rudin, théoréeme 11.17) montre que G se prolonge

en une application holomorphe G de U; dans U, d’ou un prolongement local
F:?y’QOGO%_ldeVldansVQ. O

Démonstration du théoreme 7.1. Si ) est a frontiere R-analytique, le lemme 7.3
montre que R est en particulier un C*°-difféomorphisme de Q sur D, donc les
formules 7.2 sont bien vraies. Si 9 est seulement de classe C*, on peut approximer
la courbe frontiere v par une courbe R-analytique obtenue par convolution:

75(3):Av(t)exp<_(85;t)2) 557;7.

On notera que 75 est une fonction ayant la méme périodicité que =y et que ||vs—7/||c*
converge vers 0 avec §. Pour ¢ assez petit, cette courbe est la frontiere d’un
ouvert {25 pour lequel on a un noyau de Szeg6 S; et une application de Riemann
Rs : Q5 — D. D’apres ce qui précede, Rj est lié a S5 par la formule 7.2 (a).
La démonstration que nous avons donnée de la régularité de S fournit en outre la
continuité de 1’application v — S, lorsqu’on prend la norme C* sur I’espace des
courbes v et la norme Chk—2 pour S (sur un compact de Q x Q ne rencontrant
pas Apqn). Il en résulte que Rs converge uniformément vers une application
holomorphe Ry qui vérifie encore 7.2 (a). En particulier R € C*~2(Q), donc
Ry € C*~1(Q). De plus Ry envoie 02 sur dD. Comme une limite d’applications
holomorphes injectives est ou bien injective ou bien constante (conséquence du
théoreme de Rouché), et comme Ry(a) = 0, R{(a) = 27nS(a,a) > 0, on en déduit
que Ry coincide avec l'application conforme R : 2 — I cherchée. 1l reste a
démontrer que la dérivée R’ ne peut s’annuler en aucun point zg € 9. Un calcul
facile montre que pour € > 0 assez petit 'image conforme de ) par ’application
2+ 1/(z — 20 + €iT(29)) est strictement convexe au voisinage du point image de
zo. On peut donc supposer que €2 est convexe au voisinage de zg. Dans ce cas, on
peut modifier la courbe 9€Q en dehors d’un petit voisinage de zy de sorte qu’elle
soit la frontiere 92 d’un ouvert arbitrairement proche d'un disque en norme C2.
Alors I'application conforme R : {2 — D est voisine de I’application identique en
norme C', donc R est un Cl—diﬁégmorphisme jusqu’au bord. Comme R o R~}
envoie OD sur JD au voisinage de R(zp), la démonstration du lemme 7.3 montre
que Ro R~1 s'étend en une application biholomorphe au voisinage de E(zo), par
suite R'(zg) # 0. O

Remarque 7.4. Lorsque ) est de classe C*, il n’est pas vrai en général que R
s’étend en une application de classe C' sur ), et méme si c’est le cas, il se peut
que la dérivée R’ s’annule au bord. Un exemple de cette situation est donné par
Pouvert Q0 obtenu en prenant l’image conforme d’un petit disque A = {|z—¢| < €}
par Uapplication Q(z) = z/log(1/z) (resp. Q(z) = zlog(1/z)). La frontiére de
9Q est de classe C* au voisinage de 0 parce que log(1/z) a un argument qui tend
vers 0 quand z tend vers 0 le long de OA. L’application conforme est donnée par
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R=Q *!/e—1 et on a donc R'(0) =1/(eQ'(0)) = oo (resp R'(0) = 0). De méme,
pour k > 2, on peut vérifier que l'image de A par Q(z) = z+ 2¥loglog(1/z) a une
frontiere de classe C*, mais Q et R ne sont pas de classe C* au voisinage de 0.

8. Calcul numérique de ’application conforme

La formule intégrale 5.2 donne

S(a,w) = H(a,w) + S(a,z) A(z,w)ds, w € IN.

o2
Comme A(z,w) = —A(w, 2z), on trouve apres conjugaison:
(8.1) S(w,a) +/ A(w, 2) S(z,a)ds = H(a,w), w € 99,
o0

ce qui permet d’obtenir S(w,a) en fonction des noyaux H et A explicitement
connus. Les formules 7.2 (a), (b) peuvent alors étre utilisées pour calculer
I’application de Riemann R a partir de S.

Les intégrales |[ f f(t)dt mises en jeu seront évaluées par la méthode des

trapézes relative & une subdivision t; = a + ih, 0 < ¢ < n, de pas constant
h=(B—-a)/n:
’ — fla
/ f(t) dt ~ h(f(to) + ft1) 4o+ fltp1) + M)

Si f est de classe C%, I'erreur d’approximation € est donnée par la formule d’Euler-
Mac Laurin

h2m

I 3 N
. Z b?;nm)! (f(2m—1)(ﬁ) _ f(2m—1)(a>) _p2 /a le((zm)! )/h)

ol by, et Bsy,, sont respectivement les nombres et les polynomes de Bernoulli. Ceci
montre que I'erreur est en général de 'ordre de O(h?) = O(n~2). Néanmoins, pour
une fonction f périodique de période 3 — a et de classe C?!, Ierreur est majorée
par O(h?'); dans ce cas, on a en effet f(™)(3) = f(")(a) pour tout m.

Comme les intégrales a évaluer sont des intégrales de fonctions périodiques, la
convergence de la méthode des trapezes est donc extrément rapide, tout au moins
dans le cas de fonctions C'°. Cette remarque montre que ’on n’a pas intérét a
calculer R par intégration a partir de 7.2 (a), mais plutot a partir de 7.2 (b) et de
la formule de Cauchy

FOeD(¢) dt,

m=1

1 R(z)dz
R(w)_ A% 90 R — W '

Supposons donnée une paramétrisation quelconque [, 5] 3 ¢ — z(t) de la
courbe 9. En multipliant (8.1) par |2/(t)|*/? apres avoir substitué w = z(t),
z = z(u), on obtient la relation équivalente

B
(8.2) o(t) —I—/ a(t,u) o(u) du = g(t),
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avec les notations

£/ (O)'2 5 (=(1), a),
g(t) = ' ()'/* H (a, 2(t)),
a(t,u) = [/ (0)[2 [/ ()2 A(2(1), 2(u)).

Cette écriture a I’avantage de préserver le caractere hermitien antisymétrique du
noyau a(t,u). Les fonctions g(t) et a(t,u) sont données par les formules explicites

o(t) =

o1t) = g1 = )1,
1 2 (u)

|2/ ()12 ]2 (w)| 72,

a(t,u) = {m—h(t,U) si t#u

0 si t=u.

L’utilisation de la méthode des trapezes conduit a résoudre le systeme linéaire

t)+h Y altit)o(t;) =g(t:), 0<i<n.

o<j<n

Ce systeme est de rang n, car la matrice antisymétrique (a(ti,tj)) a toutes ses
valeurs propres imaginaires. La résolution du systeme fournit les valeurs o(t;)
cherchées, par exemple a ’aide de la méthode d’élimination de Gauss. Dans cette
situation, il existe en fait des schémas de résolution itératifs plus efficaces (voir
M.R. Trummer). Une fois les valeurs o(¢;) connues, on obtient

Z(t;) o(t;)?
12/ (t)] lo(t;)]?

et une intégration approchée de la formule de Cauchy donne

R(Z(tj)) = —1

(8.3) R(w):% 3 %R(Z(m).
0<y<n

Tous ces calculs sont immédiats des lors que la fonction z(t) et sa dérivée 2/(¢)
sont connues aux points ¢t = ¢;. L’application de Riemann inverse

Q=R1'":D-Q, Q) =a,

peut étre évaluée comme suit. La formule des résidus implique

, 1 1 dz
) = ) = 3 e B

—a+/ Q' (v v:a—i log(l—wm)dz.

2w 90
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L’approximation des trapezes fournit alors
(8.4) Qw) ~a— 5 > log (1—wR(2(t))) 2 (t)).

Dans la pratique, les formules (8.3) et (8.4) sont un peu instables lorsqu’on
s’approche du bord, a cause des poles de la fonction a intégrer. Un moyen de
résoudre cette difficulté est de considérer que R(z) est affine par morceaux sur le
bord entre les points z(t;) et z(¢;41). Pour la fonction @, ceci donne par exemple

(=1-wR(z(t;+1))

(=1-wR(z(t;))

/ 1/w (tj-l-l) z(t])
8.4 w) ~a+ — lo —
B4) Qu=at 37 2 ) R [¢ros¢

L’approximation obtenue est alors tout a fait bonne, méme au voisinage du bord.
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Chapitre VIII
Surfaces de Riemann, propriétés
fondamentales et exemples

(Notes tres incompletes et imparfaites, désolé!)

1. Variétés différentielles et surfaces de Riemann

1.1. Faisceaux de fonctions et espaces annelés

Nous introduisons d’abord la notion de faisceau de fonctions. Une notion
plus élaborée de faisceau (dont les «sections) ne sont pas nécessairement des
fonctions) nous sera nécessaire ultérieurement, mais nous avons préféré limiter le
cadre conceptuel dans un premier temps, afin de rester le plus élémentaire possible.

Définition 1. Si X est un espace topologique et E un ensemble, on appelle faisceau
de fonctions F de X dans E la donnée, pour chaque ouvert U C X, d’un ensemble
F(U) de fonctions U — E tel que :

(i) StV cUetfeFU)alors fjy € F(V),

(ii) Etant donné une réunion d’ouverts V =], ,c; Va et des fonctions fo € F(Va)
vérifiant Vo, B € I, fav,nvs = favanv,, alors la fonction f:V — E définie
par Vo € I, fly, = fa est telle que f € F(V).

On peut, par exemple, considérer le faisceau (assez peu intéressant a priori. . .)
de toutes les fonctions U — F, auquel cas (ii) est trivial. En général, 'axiome
(ii) signifie que le faisceau F est décrit par une propriété de nature locale (comme
la continuité, la différentiabilité, etc), et non de nature globale (comme le serait
la propriété, pour une fonction, d’étre bornée). Ainsi, si £ = R ou C, on peut
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s’intéresser aux faisceaux Cx g, Cx,c des fonctions continues a valeurs dans R
ou dans C. Dans ces deux derniers cas, on a affaire a des faisceaur d’anneaur,
c’est-a-dire des faisceaux A tels que A(U) est un anneau pour tout ouvert U C X
(ce qui suppose que l'ensemble d’arrivée E a lui-méme une structure d’anneau).
Un couple (X, A) formé d’un espace topologique et d’'un faisceau d’anneaux est
appelé un espace annelé, et A est appelé le faisceau structural de X. Les exemples
fondamentaux qui vont nous préoccuper sont les espaces annelés (€2, 0) et (Q, €F),
ou 2 est un ouvert de C (resp. de R™), et ou, pour tout ouvert U de €2, 'anneau
O(U) est I'ensemble des fonctions holomorphes sur U et C¥(U) celui des fonctions
R-différentiables de classe C* sur U, & valeurs réelles. Plus généralement :

Définition 2. On appelle variété différentielle de classe CF et de dimension n
sur R un espace annelé (X, CX) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) X est un espace séparé localement compact et réunion dénombrable de
compacts ;

(ii) G’}c est un faisceau de fonctions continues X — C tel que pour tout point
p € X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
7: U — Q sur un ouvert Q C R"™, possédant la propriété suivante : pour tout

ouvert V. C U, l’ensemble Ck (V) consiste en les composées f = forT, avec
f € CH(r(V),R) de classe C* sur I'ouvert image 7(V) C Q C R".

De méme, on appelle surface de Riemann un espace annelé (X,0x) vérifiant
laxiome (i), et a la place de (ii), l'axiome

(ii")Ox est un faisceau de fonctions continues X — C tel que pour tout point
p € X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
7 : U — Q sur un ouwvert Q8 C C, possédant la propriété suivante : pour tout
ouwvert V.C U, I’ensemble Ox (V') consiste en les composées f = f o1, avec
f € 0(r(V)) holomorphe sur l’ouvert image T(V) C 2 C C.

Un tel homéomorphisme 7 s’appelle une carte (différentiable) de (X, €% ), resp.
une carte (holomorphe) de (X, Ox). Dans ce dernier cas, il résulte de la définition,
en prenant f(z) = z, que la fonction 7 vérifie elleeméme 7 € Ox(U). D’apres
laxiome (ii’) de la Définition 2, on peut trouver un recouvrement ouvert (Uy)aer
de X et un systeme de cartes 7, : U, — €, C C. De nouveau, I'axiome (ii’)
entraine que les applications de transition

Ta,8 = Ta © Tﬁ_l :178(Ua NUB) — 74 (Us N Up)

sont des biholomorphismes. En effet, 7, 3 est 'unique application f telle que
Ta = foTgsur V. =U, NUg C Ug, et comme 7,y € Ox(V), on doit avoir

Tag = f € Ox(m5(V)) = Ox (13(Ua N Up)).

Par symétrie des roles de a, 3, on a aussi T;lﬁ = 78,0 € Ox(7a(Us NUg)). Ces
propriétés peuvent étre visualisées par le schéma suivant.
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Inversement, on va pouvoir reconstruire une structure d’espace annelé a partir
d’un atlas différentiable (resp. un atlas holomorphe) comme ci-dessus :

Définition 3. On appelle atlas différentiable de classe C* (resp. holomorphe) sur
un espace topologique X (localement compact, séparé et réunion dénombrable de
compacts) la donnée d’un recouvrement ouvert (Uy)acr de X et d’un systéme
d’homéomorphismes (appelés cartes) 1o : Uy — Qg sur des ouverts Q, C C, tel
que les applications de transition

Ta,8 = Ta © 7‘6_1 :178(Ua NUB) — 74 (Us N Up)

soient des difféomorphismes de classe CF (resp. des biholomorphismes).

Pour reconstruire une structure de surface de Riemann a partir d’'un atlas
holomorphe, on utilise la proposition suivante (le cas d’une variété différentielle
serait entierement analogue). La preuve est treés facile et sera laissée au lecteur.

Proposition. A tout atlas holomorphe 7, : Uy — Qq, a € I, sur X, on associe le
faisceau d’anneau Ox ainsi défini: si V' est un ouvert de X, Ox (V) est l'ensemble
des fonctions f : V — C telles que fo = foT, 1 est holomorphe sur 7o(V) N Q,
pour tout o € I. Alors (X,0x) est une surface de Riemann.

Remarque. Un atlas holomorphe peut évidemment étre considéré comme un atlas
C> & valeurs dans C ~ R?. En composant les cartes 7, avec des applications de
classe C* k£ =0,1,...,00, on obtient des inclusions de faisceaux d’anneaux

Ox ce¥c...cekc...cekceck.

La variété différentielle de dimension 2 (X, C%) s’appelle la surface différentielle
sous-jacente a la surface de Riemann (X,0x). De méme, on appelle variété
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topologique toute variété (X, Gg() de classe CY, et on a le concept de variété
topologique sous-jacente & une variété différentielle de classe C*, k =1,2,...,00.

Définition 4. Si 7 : U — Q C R" est une carte de la variété différentielle X,
on notera en général T(p) = (z1,...,z,) et on dira que les fonctions (1, ...,Ty)
sont les coordonnées locates du point p relativement a la carte 7. Dans le cas d’une
surface de Riemann, on posera le plus souvent 7(p) = z et on dira que z est une
coordonnée locale holomorphe (de sorte que z = x + iy fournit des coordonnées
locales (x,y) de classe C>). On dit enfin que la carte est centrée en un point
po € U si 7(po) =0, c’est-a-dire si pg est l'origine des coordonnées locales.

1.2. Espace tangent a une variété ou a une surface de
Riemann

Nous introduisons d’abord la notion classique de dérivation d’un faisceau
anneaul.

Définition 1. §i A est un faisceau d’anneauzx de fonctions sur X a valeurs dans
K =R ou K = C, on appelle dérivation de A en un point x € X la donnée pour
chaque voisinage V' de x d’une K-forme linéaire D : A(V) — K compatible aux
restrictions (si V! C V et f € A(V), alors Dfjy. = Df), et vérifiant la regle de
Leibnitz

D(fg) = f(x) (Dg) + (Df) g(x)
pour tous f,g € A(V).

Déterminons d’abord les dérivations du faisceau d’anneaux Cg’ au point x = 0.
Soit D une telle dérivation. Posons {; = Dx; (on note ici par abus z; la fonction
x +— x;). On part de I'observation que

Dl=D(1-1)=1-(D1)+(D1)-1=2D1
donc D1 = 0. Soit f une fonction de classe €* au voisinage de 0 et soit

s

uj(z) = (tx) dt.

o 07;

Nous pouvons écrire

d’ou

Il vient alors
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donc D = Dy est la dérivation dans la direction du vecteur & = (&1,...,&,). Les
dérivations de Cg’, s’identifient aux vecteurs de R™ par la correspondance £ — De.

Définition 2. Etant donné une variété différentielle (X,CS) de classe C*, on
appelle espace tangent de X au point p € X, noté Tx p, l’ensemble des dérivations
du faisceau C¥ en p. On notera § : f— &f (ou parfois D¢ ) une telle dérivation.

D’apres ce qui précede, pour toute variété différentielle X de dimension n et
tout systeme de coordonnées locales 7 = (z1,...,2,) : U — £ sur un voisinage
ouvert U du point p € X, on a un isomorphisme

Tx, ~R", E (&1,...,&) avec & = Ex;.

Dans ces coordonnées, la dérivation £ ( = D¢) peut encore s’écrire sous la forme

ZSJ oz’

avec ’abus de notation consistant & poser pour tout f € C§(U)

of
8{132'

O(for™)
8{132'

(p) = (r(p))-

Dans la pratique, lorsqu’on travaille dans une carte fixée, on considere souvent

I’homéomorphisme 7 comme une «identification» de 'ouvert U a 'ouvert €2, de

sorte qu’on se permet d’omettre 7 dans les formules, comme si on avait 7 = Id. Par

définition de ’espace tangent, on peut alors considérer le systeme de dérivations
o o :

(8—961, e %) comme une base de T'x ;, en chaque point p € U.

Le cas d’une surface de Riemann est plus subtil, dans la mesure ou il convient
de distinguer d’une part les dérivations du faisceau structural Oy, et d’autre part
celles du faisceau C¥ D Ox qui définit la structure de surface différentielle sous-
jacente. On part de l'observation que les dérivations £ : O — C de ’anneau des
fonctions holomorphes sur un ouvert 2 C C sont données par

frgp=af (n) = al(n)

ou a = £ z. Pour le voir (en p = 0 par exemple), on écrit f(z) = f(0) + zu(z) a
partir du développement en série, avec u(0) = f'(0),

Définition 3. Soit (X,Ox) une surface de Riemann et € O Ox le faisceau
d’anneauz des fonctions C°° sur X.

(i) L’espace tangent (complexe) Tx , est l’ensemble des dérivations complexes
Ox,p — C, c’est-a-dire les opérateurs linéaires de la forme

£:0x,~C  frogf=adp)  aec

relativement a une coordonnée holomorphe z = 7(p) sur un ouvert U C X.
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(ii) L’espace tangent réel TRp est l'ensemble des dérivations réelles €Y, — R,
c’est-a-dire les opérateurs linéaires de la forme

of

0
£:C%, R, fro& [=ag(p)+io

() a, B €R,

relativement a une coordonnée holomorphe z = x + iy = 7(p).

(iii) L’espace tangent complexifié Tgp est ensemble des dérivations €%, — C,
c’est-a-dire les opérateurs linéaires de la forme

f of L2 of

€%, = C & f=ag )+ A5 (1) =ag () + b5 (0.

relativement a une coordonnée holomorphe z = x + iy = 7(p), ou o, 3 € C
sont des coefficients complexes quelconques et a = o + i3, b = a — if3.

Il est évident que 'on a un isomorphisme de C-espace vectoriels
TS, ~T T
X,p - Xap @ X7p

ot Tx,, admet pour base la dérivation 9/9z, ott T x, est I'espace conjugué ayant
pour base 0/0%, et T %p est 'espace de dimension complexe 2 ayant pour base
(0/0z,0/0%). Rappelons que 'on a par définition

8:1<6 .8) %:;(6 .6>'

92 oz oyl oz oy

L’espace tangent réel TRP, quant a lui, est un sous-espace vectoriel réel de
dimension 2 de l'espace tangent complexifié TX constitué précisément des
vecteurs tangents complexifiés invariants par conjugaison, c’est-a-dire les vecteurs
de la forme

avec a = a + i, a,0 € R. Les dérivations de Tx,p annulent les fonctions
holomorphes, tandis que celles de T’x ;, annulent les fonctions anti-holomorphes,
c’est-a-dire les fonctions du faisceau conjugué Ox.

1.3. Spheére de Riemann

La sphere de Riemann est tout simplement la sphere unité de R3
S? = {(u,v,w) € R3; w2 +0? +w? = 1}.

Munie des cartes «projections stéréographiques» :

9 v u+ 1w
s 5%\ {5}, M|v]—z= ,
1+w
w
7y SN {N} M :;L RV
: AN y = )
N w 1—w




Chap. VIII : Surfaces de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 229

c’est une surface de Riemann; la transition de carte § = 7wy o wgl est donnée par

0:ms(S2N A8, NY) = C = ms(S (S, N} =C" 2102/ =

En étendant 7g : S? \ {S} — C en 7s: S? — CU {0}, avec 75(S) = oo, on
identifie la sphere de Riemann & Pt = C U {oo}.

Ainsi, une base de voisinages de co dans C U {oo} est formée des ensembles
Vi = CU{c0}\D(0, R) = {|2| > R} et une fonction f est holomorphe au voisinage
de oo (f € Og2(VR)) si et seulement si z — f(1/z) est holomorphe sur D(0,1/R).

On note, a partir de maintenant, z = 7(z) la « coordonnée holomorphe locale »
(i.e. lecture systématique dans la carte). Une métrique hermitienne sur une surface
de Riemann est une application x — h(x) de la forme h(z) = hi(z)|dz|? ou
hy : © — Ry est de classe C*°. On applique donc cette métrique a des vecteurs
du plan tangent a X en x.

La métrique induite par R3 sur S? n’est évidemment pas celle lue par les cartes
dans C. Néanmoins, on a entre ces deux métriques la relation
4|dz|?
(1+]2[%)?
si du? + dv? + dw? est la métrique induite par R? et |dz|? celle de C (lue dans la
carte).

du?® + dv? + dw? =

Corollaire. Les projections stéréographiques mg et myn conservent les angles de
courbes.

Démonstration. Ceci vient du fait que les différentielles dmg et dmy sont des
similitudes directes (les métriques du? + dv? + dw? et |dz|? étant proportionnelles
d’apres le calcul ci-dessus). On dit encore que 7g et my sont des transformations
«conformes ». 0

Pour obtenir une carte conforme de S? (conservant les angles) sur un ouvert
U C S2, il suffit donc de prendre une application quelconque de la forme f o g
avec f biholomorphe sur I'ouvert image Q2 = 7g(U) (il faut alors supposer que
S ¢ U). Idem pour fomy.

2. Applications holomorphes entre surfaces de
Riemann, 1-formes holomorphes

Définition. Si X et Y sont des surfaces de Riemann alors une application
continue ¢ : X — Y est dite holomorphe si Vf € Oy (V), fop € Ox(f~HV)).
Si (U, 7o) est un atlas de X et (V3,73) est un atlas de Y , cette définition est
équivalente a : Y(a, 8), TsopoT,t € O(1o(Ua N1 (V3))).

Remarque. On définit de méme, par cartes locales, le faisceau M x des fonctions
méromorphes, et une fonction est méromorphe si elle est localement le quotient de
deux fonctions holomorphes.

Remarque. Si X est une surface de Riemann, une fonction méromorphe sur X
est la méme chose qu’une fonction holomorphe X — IP’}C (cf. le changement de
carte, au voisinage de oo, o f =1/f).
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Définition. Une 1-forme holomorphe (respectivement méromorphe) sur une sur-
face de Riemann X est la donnée de 3(z) = f(z)dz, ou f : X — C est holomorphe
(respectivement méromorphe). On définit le résidu, en zy, d’une 1-forme (3 holo-
morphe sur U \ {20}, par

1
ReS(ﬁ,Zo) = %/Ba
Y

ot 7y est un lacet dans U ~ {29} d’indice 1 en zy, par exemple le bord d’un petit
voisinage compact de zg.

Théoréme (Formule des résidus). Si X est une surface de Riemann, si K est
un compact de X a bord de classe C' par morceauz et o est une 1-forme holomorphe
sur V.~ {x1,...,xn} ou V est un voisinage de K et {xy,...,x,} C K°, alors

oK

6 = 2xi Z Res(5, x;).
j=1

Démonstration. On découpe le compact en un nombre fini de morceaux Ky
contenus dans des cartes, en se débrouillant pour que 0K, ne contienne pas de
point singulier. On applique alors la formule usuelle (pour un compact de C) a
chacun des compacts K. O

3. Surfaces de Riemann compactes

Théoreme. Si X est une surface de Riemann compacte connexe alors les seules
applications holomorphes sur X sont les constantes.

Démonstration. Application immédiate du principe du maximum (le maximum
est atteint puisqu’on est sur un espace compact). |

Théoréme. 5i X est une surface de Riemann compacte et 3 est une 1-forme
méromorphe sur X alors )y Res(3,z) = 0.

Remarque. On déduit de ce qui précede, en considérant § = df/f, qu'une
fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte a autant de zéros
que de poles, pourvu que ’on prenne en compte les multiplicités.

4. Courbes algébriques

4.1. Courbes algébriques affines

Définition. Une courbe algébrique affine plane est une courbe C' = {(x,y) €
C?%; P(x,y) = O}, ou P est un polyndome.

Pour qu’une telle courbe soit lisse, il suffit que le systeme d’équations P(x,y) =
OP/0z(x,y) = OP/0y(z,y) = 0 n’admette pas de solution dans C2.
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Dans ce cas, si par exemple dP/Jy(xo,yo) # 0 en un point de C, alors par le
théoreme des fonctions implicites on a h : V' — C holomorphe sur un voisinage
V de z¢ telle que C' soit le graphe y = h(z) au voisinage de (xg, o). C est donc
une surface de Riemann, de carte locale en un tel point la premiere projection

pi(z,y) =z
4.2. Courbes algébriques projectives

Définition. Si Q € Clz,y, z] est homogéne de degré d, i.e.
Q(Az, Ay, \2) = XQ(x,y, 2),
alors on définit la courbe projective plane
C={lz:y:2 €P}; Qz,y,2) =0}.

Si U = {[aj ry 2] € PRy o2 £ O}, alors U ~ C? et, pour une courbe projective
plane C' comme cz'—dessus

CNU={[z:y:1]; Q(z,y,1) =0}.

CNU est donc, par l'isomorphisme U ~ C?, une courbe algébrique affine plane.

Pour qu’une courbe projective plane soit lisse, et donc une surface de Riemann
compacte, il suffit que le systeme d’équations

ol ) = G2 00,2) = G0, 2) =0

n’admette pas de solution dans C3.

Définition. 5i C = {(as,y) € C?; P(x,y) = O} est une courbe algébrique affine
plane de degré deg(P) = d, alors on introduit le polynéme homogénéisé

Qz,y,2) = 2"P(x/zy/z)

et la compactifiée de C est la courbe projective plane

C={[x:y:2] €PE; Qz,y,2) =0}.

Les points a Uinfini rajoutés ¢ C pour former C correspondent ¢ z = 0 et se
calculent donc en considérant I’équation Q(x,y) = 0.

5. Courbes elliptiques

5.1. Définition des courbes elliptiques

Définition. Soit A un réseau dans C, c’est-a-dire un sous-groupe discret de rang 2

A =Za +Zb= {ma+ pb; (m,p) € Z*}
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ou a, b sont des mombres compleres R-linéairement indépendants. On appelle
courbe elliptique associée au réseau A l’espace quotient X = C/A, muni de la
topologie quotient.

Topologiquement, C/A est un tore, obtenu en recollant les arétes opposées du
parallélogramme fondamental P (parallélogramme fermé d’arétes [0,al et [0,d]).
Soit 7w : C — X = C/A la projection canonique. Pour tout w € C, on considére le
parallélogramme ouvert

Qw =w+ P°, Q, C C,

et son image U, = 7(Q,) C X. Alors m est un homéomorphisme de €, sur
U, et on a donc un homémorphisme inverse 7, = 7~ ! : U, — €. Le systeme
(Tw)wec constitue un atlas holomorphe. En effet, il n’est pas difficile de constater
que les intersections U,, N U, sont constituées de 1, 2 ou 4 composantes connexes
qui sont elles-mémes des parallélogrammes (4 parallélogrammes par exemple pour
Iintersection Uy N U,, figurant sur le schéma ci-dessus). Les applications de
transition T, = Tw © 7';,1 i Tw (Uw NUy) — 7uw(Uy N Uy) coincident avec
des translations z — z + A\, A\ € A, sur chacune des composantes connexes de
Tw (Uw N Uy) ('élément A n’est pas le méme sur les différentes composantes
connexes, mais peu importe .. .).

Conséquence. L’atlas (Ty)wec est holomorphe et munit la courbe elliptique C/A
d’une structure de surface de Riemann compacte.

Notre objectif est de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme. Pour tout réseau A, la courbe elliptique C/A est isomorphe (en tant
que surface de Riemann) a une courbe algébrique lisse de degré 3 dans P3.

On peut en fait démontrer que toute surface de Riemann compacte X admet un
plongement sur une courbe algébrique lisse dans P2 (et une immersion dans PZ, sur
une courbe algébrique n’ayant que des points doubles «ordinaires»), mais il s’agit
d’un résultat considérablement plus difficile, nécessitant des résultats d’Analyse
non triviaux. Dans le cas qui nous intéresse, la preuve se fait en exhibant un
isomorphisme explicite relativement simple. C’est I’objet du paragraphe suivant.

5.2. Fonction o de Weierstrass

Etant donné un réseau A = Za + Zb C C, on définit la fonction de Weierstrass
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@ associée a A par
1 1 1
2.1 == —_— - =
621) o =%+ Y (25 )

:Ziz—i- > ((z—mcll—pb)Q_(maipb)z)‘

(m,p)€Z>~{(0,0)}

On commence par montrer qu’il y a convergence normale sur tout compact de
C ~ A (les points de A étant visiblement des points singuliers). En effet,

1 11 (( 1 1) _ 1 ENE=/N

(z—N2 A2 X2\ (1-2z/A2

TN (122

Pour z € K C D(0,R) et X\ assez grand, disons |\ > 2R, on a |z/\ < 1/2 et
1 —2z/\ > 1/2, dou

1 1

Z/A[(2+1/2) _10R
(z—A\)2 X2

P R VN

Le probleme est donc seulement de démontrer la convergence de la série a termes
positifs Y-, cx. 1/|A]®. Or, en raison des hypotheses, (a, b) est une base du R-espace
vectoriel C ~ R?, et par conséquent (z,y) — |z| + |y| et (x,y) — |za + yb| sont
deux normes sur R?. Le théoreme sur I’équivalence des normes dans les espaces
normés de dimension finie entraine I'existence de constantes C7, C5 > 0 telles que

Cr(|z + lyl) < wa+yb| < Co|z] + |yl).

En particulier |ma + pb| > Ci(|m| + |p|), et le probléme se rameéne donc a la
convergence de la série

1 1 1
) D o me A D MR DI e

(m,p)€Z2~{(0,0)} meN* (m,p) EN* xN*

On peut pour cela utiliser la majoration élémentaire usuelle

1 T da 1 1
Yoot [TE L L s
meN*(m-i-p) p I a—1p

En appliquant ceci pour a@ > 2 et en sommant sur p € N* il vient

(mp)EN*xN*(m-l_p)a\a_lpEN*pa_l\a_l a—2 o —2 .

Comme la série définissant @ ne comporte qu'un nombre fini de termes ayant
des poles dans un disque compact D(0, R) donné (& savoir 1/z2 et les termes
1/(2—=X)?—1/)2 correspondant aux indices A € A*ND(0, R)), et comme chacun de
ces termes est méromorphe sur C, on en déduit que p est une fonction méromorphe
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sur C, admettant pour poles les éléments A € A du réseau. Par ailleurs, le théoreme
de dérivation terme a terme donne

(5.2.2) o)=Y ﬁ

AEA

avec convergence normale sur tout compact de C ~. A. De la on déduit la

Proposition. La fonction p est une fonction méromorphe périodique de groupe
de périodes A, i.e. p(z + N) = @p(z) pour tout X € A et il n’y a pas d’autres
périodes. La fonction admet pour poles précisément les points de A; ce sont des
poles doubles. Par ailleurs, la fonction @ est paire, et elle admet au voisinage de
0 un développement en série de Laurent

1 +oo
==+ (2p+1 2p
p(2) 2 +p_1( P+ 1)s2pt227F,

ot les coefficients s, sont les sommes des « séries d’Eisensteiny

1
W= Y

AEA*

Démonstration. 11 est clair sur la formule (5.2.1) que p est paire (un changement
concomitant de z en —z et de A € A* en —\ € A* laisse la série inchangée). Par
ailleurs, la A-périodicité de la dérivée o’ est évidente sur la formule (5.2.2). En
particulier, les fonctions p(z+a) — p(2) et p(z+b) — p(z) sont constantes, puisque
leur dérivée est nulle sur I'ouvert connexe C . A. En prenant z = —a/2 ¢ A, il
vient p(z + a) — p(2) = p(a/2) — p(—a/2) = 0 donc p(z + a) — p(a) est nulle,
et il en est de méme pour p(z + b) — p(z). On voit donc que tous les éléments
A = ma + pb sont des périodes. Comme

1 1 1
w2 =p(z)~ 5= (55—
T 2;Q%»2AJ

est homomorphe au voisinage de 0 avec u(0) = 0 et

uM(z)= 3" =D+ 1) n>1,

Atz

. . (n) .. (n)
il vient u(z) = 3275 UT,(O)z” au voisinage de 0, avec - n!(o) (n + 1)sp40.

L’imparité de s,, vis-a-vis de A montre que s,, = 0 pour n impair > 3, on a donc

+o00 400
U(Z) = Z(n + 1)Sn—|—22n = Z(QP + 1)82p+222p
n=1 p=1

au voisinage de 0 et le développement en série de Laurent de @ s’en déduit. Soit
enfin A le groupe des périodes de p, qui contient A d’apres ce qui précede. Comme
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0 est un pole double, la A;-périodicité montre que les points de A; sont également
des poles. On a donc A; C A, d’'ou A; = A. O

Corollaire. La fonction p se factorise par passage au quotient en une fonction
méromorphe

©:C/A— CU{oo}

(et donc en une application holomorphe o : C/A — PL), ayant un unique péle
double 0.

De méme les dérivées o™ sont A-périodiques et donnent par passage au
quotient des fonctions méromorphes p(”) sur C/A admettant 0 comme unique
pole. On montre maintenant, et c’est la un fait tout a fait fondamental, que p
satisfait une équation différentielle algébrique simple.

Equation différentielle fondamentale de . La fonction g satisfait ’équation

o = 49" +ap+
avec les constantes compleres a« = —60s4, = —140s¢.

Démonstration. Le début de la série de Laurent de @ est
0(2) = 272 + 35427 + 5sg2® + Tsg2% + O(20).
Par dérivation, on a donc

/(Z

o' (2

—2273 4 6542 + 20562° + 42582° + O(2°),
= 4270 — 245,277 — 8056 + (3653 — 168s5)2> + O(2*),
= 270 4 954272 4 1556 + (2757 + 21s8)2% + O(24).

N ~—
I

)
)3

(2
Par différence, on trouve

0 (2)? — 4p(2)* = —60s42"2 — 14056 — (7257 + 25258)2% + O(2*)
0 (2)% — 4p(2)® — ap(z) = —140s6 + (10857 — 252s5)2% + O(2*).

en posant o = —60s4. En particulier la fonction ¢'? — 4%° — a@ est holomorphe
sur C/A tout entier (le pole z = 0 a disparu). Par compacité de C/A, elle est
nécessairement constante et égale & sa valeur en z = 0, soit 3 = —140sg, ce qui
démontre le théoreme. O

Remarque. L’identification a zéro des coefficients ultérieurs du développement
fournit des relations remarquables reliant les valeurs des série d’Eisenstein, per-
mettant en particulier de calculer de proche en proche sg, sig, ..., a partir des

deux premieres valeurs sy, sg. On a ainsi 108s% — 252sg = 0, d’oul sg = ?si

On a maintenant le lemme suivant.

Lemme. Les zéros de ' sont les points z = a/2, z=10/2 et z= (a+b)/2. Leurs
images par @, a Savoir

r=p(a/2), 1m2=p(0b/2), r3=p((at+b)/2)
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sont les trois racines (2 & 2 distinctes) de I’équation 4p> +ap+3=0,p € C. En
outre, l'application

§:C/A — P
a la propriété suivante: pour tout w € P&\ {oo,r1,72,73}, la préimage (9) ™ (w)
est constituée de deux éléments opposés et distincts z, —z (modA), tandis que
pour w = 00, T1, T2, I3, l'équation p(z) = w admet une racine double, égale
respectivement ¢ 0, a/2, b/2, (a +b)/2 (mod A).

On exprime géométriquement le lemme en disant que @ réalise un « revétement
ramifié» & 2 feuillets de C/A sur P{, avec points de ramification 0, a/2, b/2,
(a+b)/2 (mod A).

Démonstration. Si w = oo, on a bien ()~ '(co0) = {0}, et ce point doit étre
considéré comme double, puisque 0 est un pole double. Maintenant, si w € C,
la fonction méromorphe p(z) — w sur la surface de Riemann compacte C/A est
telle que la somme algébrique des multiplicités des zéros et des poles est nulle.
Comme il n’y a qu'un seul pole, de multiplicité 2, on en déduit que I’équation
©(z) = w admet deux racines, comptées avec multiplicités. D’apres la parité de
g, ces racines forment nécessairement un couple de points 2 a 2 opposés z, —z, a
moins qu’on ait z = —z dans C/A. Ceci se produit si et seulement si 2z = 0 mod A
i.e. 22 = ma+pb € A. Suivant la parité de m et p, on obtient exactement 4 classes,
celle des éléments z = 0, a/2, b/2, (a + b)/2. En 0, la situation est claire, on a
©(0) = oo et 0 est un pole double. Aux autres points, par exemple a/2, 'imparité et
la périodicité de ' impliquent p'(a/2) = —p'(—a/2) = —p'(a/2 — a) = —p'(a/2),
donc p’'(a/2) = 0. On trouve de méme '(b/2) = 0 et ' ((a + b)/2) = 0. Par
conséquent, si r1, ro, T3 sont les images par p de a/2, b/2 et (a + b)/2, I'équation
p(z) =r; (j = 1,2,3) admet ces points comme racines doubles, et il ne peut y
en avoir d’autre. L’équation o2 = 403 + ap + 4 montre que les images 71, ra, 3
de a/2, b/2, (a + b)/2 par g sont bien racines de I’équation 4p® + ap + 8 = 0.
Les images 71, 79, T3 sont nécessairement distinctes (et sont donc les 3 racines
distinctes du polynome 4p3 + ap + 3): si on avait disons 7, = 75, alors I’equation
p(z) = r1 = ro admettrait 2 racines doubles distinctes mod A, a savoir les classes
de a/2, b/2, soit un total de 4 points en comptant les multiplicités, contradiction.
Le lemme est démontré. O

Nous avons maintenant le résultat suivant, qui précise le résultat énoncé au
§5.2.
Théoréme. L application ¢ : C/A — P% telle que

p(2) = [p(2) : ¢ (2) : 1]
pour z # 0 et p(0) = [0 : 1 : 0] définit un isomorphisme (c’est-a-dire une
application biholomorphe) de la courbe elliptique C/A sur la courbe algébrique lisse
de degré 3 B
L={[z:y:t c P2; y2t:4x3—|—amt2—i—ﬁt3},
qui est la compactification projective de la courbe algébrique affine
I'={(z,y) € C*; y* =42° + ax + B}.

Le point [0:1: 0] est lunique point a Uinfini de T, et sur C/A ~ {0}, ¢ peut étre
vue comme ’application

C/A~ {0} =T c C? 2z (p(2),9'(2)).
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Démonstration. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que T est lisse (on
utilise pour cela le fait que I'équation 4p® + ap + 3 = 0 a ses 3 racines distinctes),
et qu'elle admet [0 : 1 : 0] comme unique point a l'infini. L’équation différentielle
satisfaite par p montre que ¢ envoie bien C/A dans I'. Seul le comportement au
voisinage de 0 n’est pas clair. Pour z voisin de 0, on a

p(z) = [p(2) 1 9/ (2) : 1] = [272 + O(z%) : 2277 + O(2) : 1]
(5.23) = [z+0(%): =24 0(") : %] = [—%z L O(F) i1 —%,23 + 00T,

apres multiplication par 2%, puis division par —2 4+ O(z*). Ceci montre bien que
@ : C/A ~ 0 se prolonge au voisinage de I’origine en une application holomorphe
de C/A dans P2, telle que p(0) = [0 : 1 :0]). Pour z # 0, la dérivée de ¢ (vue
comme application dans C?) est

¢'(2) = (§'(2), 9" (2)),

qui ne s’annule jamais (la premiére composante @'(z) s’annule seulement si
z =a/2, z =b/2, z = (a +b)/2, mais en ces points @"’'(z) # 0, puisque ces
points sont des racines doubles de I'équation p(z) = r;). Par ailleurs, (5.2.3)
montre que ¢'(0) # 0, la premiére composante ayant une dérivée non nulle. Ceci
montre que ¢ est un difféomorphisme local de C/A dans T'. En fait ¢ est bijective,
comme il résulte facilement du lemme: la préimage de [0:1:0] € T~ T est {0},
tandis qu’'un point (z,y) € I' est atteint par une et une seule des deux racines z,
—2z de I'équation p(z) = x (on a ¢'(2)? = y? = 423 + ax + 3, et si z ne convient
pas, alors —z convient grace a I'imparité de g’). O

Remarque. On peut démontrer plus généralement que toute surface de Riemann
compacte est isomorphe & une courbe projective lisse dans P2 et, par projection
dans PZ, qu’elle s’envoie sur une courbe algébrique de PZ ayant au plus des points
doubles ordinaires.



