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DIFFERENTS EXEMPLES DE FIBRES HOLOMORPHES NON DE STEIN

par J.-P.DEMAILLY

Introduction.

Le présent travail se rattache au probléme posé en 1953 par
J.-P.SERRE (cf. [3]) de savoir si un espace fibré analytique dont
la base et la fibre sont des variétés de Stein est lui-méme une

variété de Stein.

Depuis lors de nombreux résultats avaient €t& obtenus,appor-
tant tous des réponses partielles positives. En 1977, H.SKODA mon-
trait néanmoins par un contre-exemple que la réponse générale était
négative ; nous renvoyons a [ﬁ] et [5] pour le contre-exemple ainsi

ue pour une is compléte de références.
q pour liste compléte d f

p 2
Dans ce contre-exemple, la fibre est €°, la base est un ouvert
de €, les automorphismes de transition sont localement constants et

a croissance exponentielle.

La démonstration repose essentiellement sur l1'inégalité de P.LE-
LONG relative 3 la croissance des fonctions plurisousharmoniques sur
les fibres, que nous rappelons en préliminaires. Il en résulte que s'il
existe une fonction holomorphe non triviale sur le fibré, les automor-
phismes de transition ne peuvent pas &tre trop déformants et doivent
vérifier des conditions assez restrictives a8 l'infini. Nous reprenons

les arguments de H.SKODA [5] dans la deuxiéme partie.

Une question naturelle posée dans [i] était de savoir si le type
exponentiel des automorphismes jouait un rdle fondamental. Nous mon-
trons au paragraphe 3 qu'il suffit en fait de prendre des automorphis-

mes de transition polynomiaux,de degré 2 lorsque la base est bien

choisie, le probléme se ramenant a un calcul d'enveloppe pseudo-convexe.
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Dans la quatriéme partie nous examinons par les mémes méthodes le
cas ou la base est un ouvert simplement connexe de €, et donnons un
T i m g 2 4
exemple de fibré non de Stein a4 fibre €  au dessus d'une telle base.
Les automorphismes de transition sont dans ce cas de type exponentiel,
et il nous semble que la croissance polynomiale soit insuffisante pour

obtenir le méme phénoméne.

Je suis heureux de remercier ici le professeur H.SKODA pour la
générosité avec laquelle il m'a accordé son temps. Je lui dois en par-
ticulier plusieurs améliorations dans la rédaction du manuscrit origi-

nal, et je lui en suis trés reconnaissant.

1. Préliminaires : l1'inégalité de P.LELONG.

Soit (1l une variété analytique connexe de dimension p,
. . : s n
V une fonction plurisousharmonique (en abrégé p.s.h.) surfLxC ,

w un ouvert relativement compact de f).
On mesure la croissance de V sur les fibres en posant :

M(V,w,r) = sup V(x,z) (1)
Xed ,lz| ¢

oi reR, et ol |zl 131'1p !zjl -
£J¢n

D'apreés P.LELONG Eﬂ , M(V, w,r) est une fonction convexe croissante
de Log r , strictement croissante pour r assez grand si V est non

constante sur au moins une fibre au-dessus de

LEMME 1. - Siflest un ouvert de ¢p, w Ccw, ¢cw, trois polydisques

1 2 3

concentriques de rayons €14C7 <63 relativement compacts dans fL, et V une

. n
fonction p.s.h. sur fxC , alors :

(2) MV, w,,r) { MV, w,,1%) + p My, wa, 1) - M(V, wl,r"")]

1og €3/ I T o Y/
log @3/6; F o log ¢4/

(3) avec g =

Démonstration. Supposons W Wy, w centrés en O

3



M( e r) est une fonction convexe des variables u = Log6>, v = Log r
(cf. par exemple P] , prop. 2.3.3. et 6.2.1.).
On considére dans le plan des (u,v) les trois points A],AZ,A3

définis par

A] I log e, v, = log r
A2 Pou, = log €s v, = Xlog r
A3 : uy = Log C3 v3 = 0
On choisit le paramétre \de sorte que A2 = XA] + (l-)\)A3
log @, - log g log e, /P
soit A\ = c 2 = —————21:2
log e, - log 03 log 63/61

On en déduit par convexité de (u,v) Hﬁ-M(eu,ev)

M(pys ™) L NMC o s1) + (1 = \)M(py,1)

: 1 <
solt avec g = — p o= 1 -\ et aprés remplacement de r par rS :

>\
MCp,ynT) (MO ) + p[MC g, 1) - M(p,,r)]

ce qui est bien la relation (2).

COROLLAIRE 1. - _i V est non constante sur au moins une fibre au-

dessus de W, 5 il existe r >0 tel que :

M(V,uﬁ,r) <& M(V, aﬁ,rd_) pour r ,r

En effet M(V, Qﬁ,r) est convexe croissante en log tr, et non constante

pour r assez grand, donc M(V, aﬁ, r) tend vers +ooquand r tend vers

+ 0O ,

D'aprés (2) M(V, uﬁ,r) tend également vers +oc, d'oli la conclusion.

COROLLAIRE 2 (inégalité de P.LELONG). - Soitfune variété analyti-

s g . n
que connexe de dimension p , V une fonction p.s.h. sur §Q xC non

constante sur au moins une fibre, et “ﬁ “ﬁ deux ouverts relativement

compacts defl.

Il existe une constanteg-ne dépendant que de u%, Qﬁ,ﬁl et une
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constante r, dépendant en outre de V telles que

(4) M(V, w,, 1) (M(V,w, r9) pour ryr,.

Démonstration: immédiate grdce au Corollaire | en utilisant la

connexité deflet des arguments de compacité.

2. Construction du fibré X . Restrictions sur la croissance d'une

fonction plurisousharmonique non triviale (H.SKODA [i]) "

On considére maintenant des ouverts_ﬂo,,ﬂl,...,IIN de € , connexes,

tels que Qo N Dj, 1 {J ¢N ait deux composantes connexes.ﬂj 113 , et

tels que f%nf&’= @ pour 1 ¢j (k ¢N.

N
On prend pour base B du fibré 1l'ouvert B = | IH .
j=o
On définit le fibré X en recollant les cartes locales trivialisantes :
n 2
- ¢ —>SfL XxC et i X —> 0 x €
TJ Q.J J TO QO o
par les automorphismes de transition Tjo = tj o T;] suivants :
_ . i n
%o(x,z) (x,gj(z)) si x e ﬂj z el
(5) n
= (x,z) si xgﬂ}' zeC

ou les gj sont des automorphismes analytiques de ¢ (1 $j (N .

Une fonction p.s.h. V sur X est définie par la donnée de fonctions

p.s.h. Vj =V o T;] sur ij ¢ pour 0 ¢ j¢N telles que
pour 1 ¢j N, on ait :

A z = V.(x,g.(z uand x efl!
5y Tolsr® ;85 (2) q !

V (x,z) = Vj(x,z) quand xe[lg "

: : n o .
Si h est un automorphisme de € , nous écrirons abusivement

V o h(x,z) = V(x,h(z)) .

Etant donné& deux fonctions (P, Y sur R_ nous noterons (P ~ Yla rela-
tion d'équivalence :

"il existe des constantes o3>0 et r > 0 telles que

P(r) ¢ y(ro)
q}(r)\<(_F(r°') pour r yr_ .
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On se donne alors des ouverts @, aﬁ, qﬁ (1 &3 ¢(N) relativement

compacts respectivement dans ﬁb, ﬂj, ﬂg .

Appliquons trois fois la relation (4) du corollaire 2 dans les cartes,
en supposant que V est non constante sur une fibre :

o &4 la fonction Vj o gj o h et au couple d'ouverts_ﬂj,.ﬁ§<:f%

M(V. o g. o h , uﬁ, r)r\)M(Vj o gj o h , wg, ) soit d'aprés (6)

1 n
M(Vo o h,(uj, r) nlM(Vo o gj o h,coj, r)

ed la fonction Voo h et au couple w,_ aﬁ c ﬂb :

1
M(V0 o h, W, E) n:M(VO o h , “ﬁ’ r)

-

. " ‘
ed la fonction V0 o gj o h et au couple u%, uﬁ c_no.

M(V0 o gj o h, W, s r)NM(Vo o gj o h ,cuj, r) (7)

Il vient par transitivité de n~ :

M(Vo o gj o h, ag, r)nJM(Vo o h,cuo, )

Prenons pour h un €lément du groupe d'automorphismes G engendré par
les gj ; en raisonnant par récurrence sur la longueur de l'écriture

formelle de h, on obtient 3 partir de (7)

PROPOSITION 1. - Soit hl”"’ hq des automorphismes de c” appar-

tenant au groupe G engendré par les gj. Il existe une constante c- ne

dépendant que de W et de 1'écriture formelle des hj dans G, et une

constante r dépendant en outre de V et des hj telles que :

-
(8) M(Vo o hj,(uo, ) éM(Vo’ w, T ) pour royr.
Désignons maintenant par Dr le polydisque |z| = sup zj|$r de ¢".
1£j¢n
N

L'inégalité (8) s'écrit encore :

sup
xe&%, zZ < LJ h'(Dr)

1¢iga
Notons Kr l'enveloﬁpe pseudo-convexe Uhj(Dr (c'est aussi l'enve-
j
loppe polynomialement convexe d'aprés HORMANDER [q » Ps 891, th. 4.3.4.)

Vo(x,z)ngVb,u%,r¢7 POuUTr T yr - .
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et T = ?(h],...,hq) le rayon du plus grand polydisque D€ inclus

dans K_.
r
Comme V0 est plurisousharmonique en z, on a par définition de Kr :

sup V (x,z) = sup V (x,z)
— o — o

X ED ,z€E h.(D ) xem , z €K

o ] 1 o T

. . A -
et a fortiori M(Vo,cuo, r)éAM(VO, u%, r) pour r 27,

Si V est non triviale, M(Vo,ué,r) est strictement croissante pour r

assez grand, et on en déduit aussitot :

PROPOSITION 2. - Si le fibré X posséde une fonction p.s.h. non

constante sur au moins une fibre , il existe des constanteso>0 et

roz,o telles que :

¢ o
T (h],..., hq) 4E pour r yr (9)A

"Comme 1'a souligné H.SKODA dans son article [5] , il est possible de

donner une construction plus algébrique du fibré X.

Une autre construction du fibré X :

On choisit la base B de sorte que le groupe fondamental G de B
soit un groupe libre a3 N générateurs Koo Ay opérant sur le re-

~N
vétement universel B de B .

~
On fait alors opérer G 3 gauche sur B xc" proprement et librement

en posant :
~ . B2 n
o(j(x,z) = (o(j(x), gj(z)) od 1 ¢jg¢N xeB et zeC .

L'espace quotientA(ﬁ‘xmn)/G est alors un fibré au-dessus de B,3 fibre

n
C , et on note

v n ; ;
P : BXC —> X la projection.
La donnée d'une fonction p.s.h. V sur X équivaut 3 la donnée d'une fonc-

~ ~
tion p.s.h. V =V o p sur BxC" invariante par l'action de G :

(10) Vix,z) = V(e&j(x), g;(2)) pour xeB et zec®.
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On retrouve les résultats de la proposition | en considérant pour
tout €lément (o, h) du groupe libre engendré par les ( dj’ gj) le

couple ( w, d(a%)) d'ouverts de B.

~ ~
D'aprés (10) on a M(V, w_, r) = M(V o h,qﬁuo),r), et d'aprés (4),
~
B étant connexe

~J N
M(V, w; r) vM(V o h, w r)

pour tout h dans le groupe engendré par les gj, c'est-a-dire 1'équi-

valent de (8).

. . A
3. Estimation de r, et contre—-exemple.

On prend n = 2, N = 1, autrement dit la fibre est mz, et la base

B réunion de deux ouverts ﬁo, Q].

Définissons g = g, par g(zl,zz) = (zk

C -2, 2) kel (11)

g est 8videmment un automorphisme de mz , et éq(zl,zz) = (zz,zg - zl).

. 2 k
Il est clair que g(Dr) = {(z],zz) e € : \zz\sr et \ZZ - z]\ ¢ r}
-1 _ 2 k _
g (Dr) —{(zl,zz) eC” ; \z]\ér et \z] 22\ < r} .

Soit V4 la surface de mz définie par 1'équation

P(z,,z,) = (zk -z )(zk -z, ) = A €€

1772 1 2 2 1 i

L'ensemble des valeurs « pour lesquelles Yﬂ posséde des singularités
(& valeurs critiques de P ») est fini : cela résulte du fait général
qu'un polyndme n'a qu'un nombre fini de valeurs critiques, mais nous

le vérifierons de fagon élémentaire par des calculs explicites.

Soit Ly la partie compacte de Vy; définie par
1 k 1 k
|z |¢3T |25 45"
. Supposons d'abord que V, est lisse

Le bord 3Q* de Lydans V_  est l'ensemble des points tels que

2| = %rk lzz“‘;_'rk
1k Ik
on |z¢] ¢ 37 |221= 37
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(9L, fait évidemment partie de cet ensemble, et lui est précisément

égal car les coordonnées 2,52, définissent des applications ouvertes

vV, —C
= ’ 2 1 2
1 K 1k 1k Kk
pour ‘Zl\ = 3T ‘zl - zzla—kr = S e pourvu que
2
rk_] ¥ 2

Cette condition sera assurée si k2, r »2, ce qu'on suppose désormais

k
r , on a donc

. P 1
Sur la partie de ng définie par lzll 5

B lg_lL
2 : k?'/ k+1

r 22
. rk +1 k
Prenons,xlg Bl ; alors \zz = z"é r et Commelz]lé%Tk on a

. k 1_k
z r sinon - - Lo
\2\$ ( |z2 zll>2r )r) d'od (z],zz) Gg(Dr)
Par conséquent ?Ld‘:g(Dr)ng_](Dr) et le principe du maximum appliqué
B ~j A
sur V_, donne : Lo(CKr —(g(Dr)Ug (Dr)> .

e Cherchons maintenant les valeurs dee pour lesquelles V_  est singu-

liére ;elles sont obtenues pour dP = 0
k k k+1 k+1
P = z, 2z, =z, -z, tz, oz, = « (12)
JP/ le = k z$—l zg - (k+1)z$ tz, = 0 (13)
_ k k-1 _ k _
2P/ 3z2 = k z, z, (k+l)z2 + z, 0 (14) .

En multipliant 1'équation (13) par z, et (14) par z, on voit que

k+1 k+1 . z =t k+1 _
zl = z , So1t {z; =5t avec p, = 1

Remplagons dans (12) et (13)

5k t2k _ 2tk+l 5 jtz o
gl g2l (k+1)t* + 3¢t = 0

Ces équations se résolvent explicitement ; on trouve

t =0 5 <=0 3 z, = 0 22 =0
- =0 = = k
t = 71 ’ A = 2 Z] - 7? 22 —‘71
_ 2 _ 1 _ 1
1 k-1 1:.2 k—1 k k-1

t = q/k, o = 7k+ k (1 - E) x  Hy = 7k z, = 7 k
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2
=il =
avec 7k = ] R §= 7k ! .

En particulier les valeurs critiques sont de module (|1 $r2 i

2
Or pour to(\\<r et (z],zz) elL, , on a

zk = 12 r -
: 2] & ou '22 z

conditions qui impliquent 1'une et l'autre (zl,zz)e Kr’ comme vu au

1 & F =

point précédent.

rk2+1
Dans tous les cas , on a LﬂcKr pour\d\ 74 —;E:T— (15)
REMARQUE 1,= En_fait le principe du maximum est vrai méme sur une

surface a4 singularités ; nous aurions donc pu nous dispenser des calculs

précédents, mais il nous a paru intéressant d'étudier les singularités

de V .

D'aprés (15) Kr contient l'ensemble

k2+1
. 1k 1k k k _ I r
{(zl’zz)em IS T EP RS |21 = 25 |25 SiRPY Ty } :
Si maintenant \zl\ et IZZ g%rk/2+]/2k , on a, par des calculs faciles :
2
k“+1 k2+l 1/2
z -z <—J—¢ 2 + lrk L de e 1 4
I 2|€7 % PR R ey s o ov
2 2 ko, o1
LEMME 2. - Si k »2, r »4 ?(g,g"')»%rz 2k

Si k est assez grand (par exemple kz,Za-avec la constanteo-de la

proposition 2), on obtient la contradiction désirée.

/ .
THEOREME 1. - Le fibré X construit au paragraphe 2 a4 1'aide de

l"automorphisme de ¢2 défini par (11) et avec k » 20 ne posséde aucune

fonction plurisousharmonique et aucune fonction holomorphe non constante

sur les fibres ; en particulier X n'est pas une variété de Stein.

Remarquons que si k = O (resp. k = 1) X est un fibré affine (resp.
vectoriel) au-dessus d'un ouvert B de Stein (car Be<(€) donc X est lui-

méme une variété de Stein.

Nous allons maintenant donner un contre-—-exemple précis pour lequel on

pourra prendre k » 2
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Choisissons B = € \{O}
'ﬂo = C\]—w, O]
_0.1 = €\ [O, +co[:
Qi =@<s€ ; Im x<()}

ﬂl ={xe€ ; Im x>0}

(l'automorphisme g étant toujours défini par (11)).

Explicitons la construction de X comme espace quotient indiquée au

paragraphe 1.

2

Soit p : €xC" —>X l'application définie par
-1 X -m
p(x,z) = T (e”, g (z)) pour (2m-1)mT¢Im x ¢(2m+1)1r
~ X -m
=T (e”, g (z)) pour 2m7 «Im x <(2m+2)m
1

(on vérifie aisément que les conditions de compatibilité sont satisfai-

tes).

X s'identifie donc 3 travers p au quotient de CxCZ par le groupe

d'automorphismes G ={o(m 3 meZ} ol «(x,2z) (x + 2iw, g(z)).

nt
Une fonction V sur X est caractérisée par la donnée de V = V o p
sur C x¢2 vérifiant
Iy} . 'N
(16) V(x+2iw , g(z)) = V(x,2)
Notonsw(a e)= {xec ;’x—al<e} , o aeC et (o>0
b

~ Iy
D'aprés (16) M(V o g, a%o 1y o r) = M(V’u?—Zhnl)"r)

M(Vl ’w(2irr,1)’ r) M(?IJ o g_l,w(o’];), Y).

En vertu du corollaire 1, avec % B j g e, = 142 1T, €3 grand, il existe

pour tout o>l une constante ro(a—) telle que

~ o~
WV Wrosmpay o T 4 (0,1+2m * - 0,1)> ¥

~ ~ ~
-
M(V’w(ZiTr,]) > T ) SM(V,w(O’]+2ﬂ),r$ M(V,w(o’l),r ) pour r ;/-ro(o‘) pourvu
que ¥ soit non constante sur au moins une fibre; en posant w = u«o 1)
’
~ ~
il vient M(V o g, w , r)S.M(V, w , r9)

M(?l' o g-l,w ,T) 4M('\7, w , r%) pour r)ro(o——).
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En répétant le raisonnement précédant la proposition 2, on obtient

LEMME 3. - Si le fibré X posséde une fonction plurisousharmonique

non constante sur au moins une fibre, il existe pour touteo>1 un nombre

ro(c—) > O tel que :

) ¢ rS pour T ;ro(c-).

Lorsque k »2 les lemmes 2 et 3 montrent que X n'a pas de fonction pluri-

sousharmonique non constante sur les fibres (prendre 1<r<%).

4. Exemple de fibré holomorphe non de Stein a fibre Cz au-dessus

d'un ouvert simplement connexe de C.

Soit B un ouvert simplement connexe de € (cette hypothé&se n'étant

d'ailleurs pas nécessaire dans ce qui suit) contenant les six points

a, =1, a2 = 1+2i,‘a3 = 1-21, a4 = -1, a_ = =-1+21, ag = -1-21

On note ‘Qo

y

B\{é],az,a3,a4,a5,a6}
ﬂb U {ak} pour 1 ¢k (6 .

]

. . L < ; 2
On construit un fibré X a fibre € au-dessus de B par les cartes loca-

les trivialisantes

T X ——rf%'x mz au-dessus de fL, (0 ¢k ¢6) avec les automorphismes

k
L _ -1
de transition Tkl K © T{

T,in xe? —> 0 xe® (sik 44 QN0 = 0) définis par
T, (x,2) = (x,w) w,o= oz, wy= z, exp(z,@(x))
T, (x,2) = (x,w) v, o=z vy = z,exp(z 3 @ (x))
T,5(x,2) = (x,w) v, =z, " W, = zzexp(z]jZCp(X))
T, (x52) = (x,w) w, =z, explz,p(x)) , w, = z,
To(x,2) = (x,w) W=z, exp(z,iQ(x)) , w, =z,
To(x,2) = (x,w) vz, exp(z,i0Q0), v, = 2,
avec xe z,w eC’ jo= ki \Fg

P(x) = exp( 21 * l 7 ¥ I 7—)

X2 =1 (x-2i)7-1  (x+2i)°-1



26

._]
= ’C =
et lkf ok © T;_Z pour tout k,f Iswss 6

REMARQUE 2. - Pour définir X, il n'est pas indispensable d'utiliser

2 N ’ . I
la carteflox € ; nous la conserverons néanmoins par souci de symétrie,

et pour simplifier les calculs.

LEMME 4. - Pour -1 (Re x (1, on a VP(X)l(l‘.
Démonstration. En effet —tl w3 ( 1 + 1 ) i -
e 7 2~ T+x  T-x T+x 'T-x

ont tous deux une partie réelle positive donc

1

Re —g—— .4 B et de méme Re 5 < 0 ,
Re —————17—— <0 pour -1 ¢Re x <1 .
(x+21) -1

Soit maintenant V une fonction plurisousharmonique continue sur X re-
P = 2 . ; .
présentée dans la carte ﬂk XC" par la fonction plurisousharmonique con-

. e=i ]
tinue Vk =V o Tk .

2
T, = = .
On a donc V, o . \ sur<ﬂox C k,¥ 1, 6

Désignons par “Ra ) le disque ouvert de centre a et de rayon e
b
(a e¢,<>>0) et par bk 1 ¢k $6 la projection orthogonale i Im ay de ay
sur l'axe imaginaire.
Nous supposerons de plus que B contient le disque ouvert de centre O et

de rayon 4 afin que tous les disques considérés dans la démonstration

du lemme 5 soient contenus et relativement compacts dans B.

LEMME 5. - Si V est non constante sur la fibre {ak}xcz , 11 existe

des constantes C, r,> O telles que pour r) r,

4
M(V o T ., w Iy » 1) ¢ M(V ,w 1, , exp (C(log r) )).
o Ok (bk,f) o (bk’f)

Démonstration. Pour simplifier les notations, on suppose par

exemple k = 1 , a = ls bk = 0.
v, étant non constante par hypothése sur la fibre {l}x ¢2

sup Vl(l,z) tend vers +oquand r tend vers +co,
|| ¢



27

Grace a4 la continuité de Vl, il existe pour tout nombre A >0 une cons-

tante r, et un voisinage UA de 1 tels que

sup V](x,z) 7 A pour tout xetk "
‘4érA

Prenons A = M(Vl’ u% 1)«

1,7/4)°

D'aprés la relation (2), si CD]CCDZC uﬁ sont trois disques concentri-

rencontrant UA ,

ques contenus dans “%1 7/4)° de rayon 914€2<€3 ,u%
b

alors avec la constantec précisée dans le lemme 1 (3)
M(Vl, ab,r) $M(V1’ W, r9 ) pour r ¥, (17)
(utiliser le fait que o >1).
Sur Qb’ v, =V, o Tg] , donc
w =
MV o T, N r) = M(V, w(o Ty r)
>2 >2
$M(v1, w 3 ’r) (18)
(l-tai‘t)
puisque w | € w 3 -
(0; 5) (l—t’ i-t)

(t est un nombre réel compris entre O et 1).

Choisissons t assez petit pour que 1 - t eL& et appliquons (17) &
w = w w, = w w, = w
1 £, > 2 3 ’ 7 &Ew 3
(]'—t, 7) (l_t”i'_t) 3 (l_t,z_t) (],Z)

Il vient pour r L2

M(V,, w , T) (M(V

3 w s £O7) (19)
(1_t’7-t)

1’ 1’

_ log 3/t 1
avec o = (7—4t)7r 4 C] log .
log (6-4t)

r étant fixé »r, choisissons t pour que

A
r9 . sup \(-P(X) ¢
Xew §
(]_t)_)
Le transformé de w " par l'homographie x > = est le disque
(1-to)
de diamétre
£y -1 2 £ -1 _ 2
(t + 7) = 3¢ (t 5) =T
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1 2
de sorte que pour xe¢7l on a Re Tox bTﬂT et
\Q(x)\éexp(— ;E) (voir 1a demonstration du lemme 4).
1
Cllogz

I1 suffit de prendre exp(g%) 7r

ou encore — 7C

avec C, constante »3 C, et r assez grand.

2 1

Avec ce choix de t 1'image réciproque par T du polydisque

I ol I
Cl leg — C,log—
t . :
\w l, lw l(er contient le polydlsque:‘z ',Iz lLr lorsque xew
L e = (1-t,5)
*2
On a donc 1 1
Cllng -1 Cllog?
M(V,, w g T ) ¢ M(V. o T , W ,er
1 (1-t £) S 1 ol (1~ t,2 1 )
12 c log—
:M(Vo, w 5 BF Dl
(1-t,%)
C3log log r
\<M(VO’ L r ) (20)
(1-t,5)
en prenant C2 log r . log log r 4%—<C4 log r. log log r (21)

C,,C, sont des constantes, avec C4 >C2 3d préciser par la suite.

3774

En combinant (18),(19) et (20), il vient

C3log log r
(22) M(V o T ,» w , T) ({M(V_, w , T

ol 1 o t
(O "i'

(l_t"z'
pour r )ro et t vérifiant C(21)«

Définissons maintenant une suite de disques concentriques

oﬁ'cug caﬁ de centre l—tn (nelN) et de rayons
n 1 n 1 n _ 3
e] B Ztn ’ 62 B ftn ’ 63 - 4tn
On veut que aﬁ c ngl, ce qui équivaut 2
t -t it - lt ou encore t_ 2
n-1 n€2 n-1 4 n & & 3
2 _ 2.n _3
On prendra tn = 3t - (3) et C4 202
Pour n = n(r) bien déterminé on a alors

C, log r log log rg

2 (C4 log r.log log r

1
t
n
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et d'aprés (22)
C,log log r

n(r) 3 .
M(V0 o Tol’ w 1 , r)éM(Vo, w, y E ) si r »T, (23)
(03—2")
Choisissons maintenant A = M(V.,, W , €) une constante r, et un voi-

1 (1, ) A

sinage U correspondants (voir le début de la démonstration).

Pour tout n elN ,wn Cw , et si n yn . w” rencontre U
3 (1 l) 7 0 1 A
>4

D'aprés (2), lemme l,on a

n n n
26) ML, ) (M, wf, ) s p[e Wl D - M, el re)
o _ _log 3
avec o ~Tog 372
Or M(V w? 1) = M(V, o T—] ol 1)<.M(V w? e) { A car dans(»n on a
o> 7732 1 02’ 73’ = >3 b 3
‘W(x)l(l (lemme 4) et whecw
3N0LD
’4 bl
de plus M(V ,co r )= M(V1 o T;} ,CU?, ¥}
n
>M(V1’CD]’ °—'“1og r)
car si lzll, lzz"égg log r 1'image (wl,wz) par to] vérifie
2
,wll\(%— log rér(ﬁ =eXp("2:log ¥ g BT (ryl)
\wzl§§ log r. rc?,2 grdce au lemme 4 «u?c%csm 3 —l¢re x (l} )
' 6514 (o
d'odl tleér .
En prenant nyn et 0—27 log >,rA (24) donne
n n
M(Vo’wzs r) \ M(V ’wl’ ro)
SM(V ,w; l, r° ) puisque wrllcwrzl_l
Pour r assez grand n(r) >0, donc de proche en proche
n

n(r) o c—-n(r)—no T

M(Vo,w0 , T) $M(Vo’ w, s T . ) pour 5 log r RN (25).

Il ne reste qu'un nombre fini d'étapes 3 accomplir (nO précisément)

pour obtenir
% o a o
(26) M(VO, w, s XD \(M(Vo’ Wy, T )
(23), (25) et (26) entralinent , puisque wz = w 1
(0,—)
2
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n(r)
C35— ,log log r
M(Vo o Tol’ “10 1.0 r) ¢ M(Vo, u? l) , T ) pourvu que
’2 0’2
2r
A
r zsup(ro, ris € /o—)'
; 3= \
Mais g = (7) avec of= 2,458333 ... ¢3 d'ou
q
fp(r) = _%:_— < 62(10g r)d (log log r) et C3¢p(r) log log r ¢Cg (log r)3
tn(r)
pour r assez grand
On a donc pour r »r, convenable
7 =9 3
Cs(log r)
M(VO o tol, w 1 ’ r)gM(VO, w 1 g B )
(0,5) (0’7)

et la démonstration du lemme 5 est achevée.
Nous pouvons enfin énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe

THEOREME 2. - Le fibré X construit ci-dessus au moyen des 7 cartes

2 . o —— .
ﬂk X € et des automorphismes de transition Tk£ a la propriété suivante

il existe une fibre {ak} sz , k= 1,... 6 ol toutes les fonctions plu-

risousharmoniques continues sur X sont constantes ; en particulier X n'est

pas de Stein, et n'est pas isomorphe au fibré trivial B XGZ.

Démonstration. Supposons que pour tout k = 1,.,.. 6 il existe un

fonction V plurisousharmonique et continue sur X non constante sur la

(k)

fibre {ak}x (112 s

A

Posons vV = oli les Xk sont des scalaires réels »0.

6
= e Yoo

(oY

Lorsque TIes Ak sont bien choisis V est non constante sur les six fibres
{ak}xcz (il y a au plus un hyperplan de ( Al’ AZ"" )%) emﬁ pour

lesquels V soit constante sur l'une des six fibres).

On peut alors appliquer le lemme 5 a chacune des fibres {ak}xtz
4
M(Vo o I;k’ w | r) 4M(Vo, w L exp(C(log r) ) pour r yTy -

En appliquant aux deux membres le corollaire 2 dans.ﬂo, on obtient pour

r r, assez grand et C, >0 convenable

1

,» T) ¢ M(V , w , exp(C,(log r)4)) d'ol avec les
Corsnc) S O :
’2 92

1
M(Vo o Lok,xu
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A

notations du § 3, et Kx,r = ( Tok({x}‘xDr))
1¢ky¢b
sup Vo(x,z)‘ M(VO, w 1 exp(Cl(log r)A))
X e® 1 z ek mf)
X,T
(O,?)

Or il est clair que
TO] ( {X}XDr) D {(w] sWo) e(lz; |w1| L ,wzlgr exp(—];— '(‘)(x)! ) et - %F‘Arg wl(e(x)gg—' }
et de méme pour Toz(%x})<Dr) tog({x}x Dr) en remplagant la derniére condition par
- : o m .2 . .

3 (Arg W, ] (P(x)( 3ou -~ 3 ¢Arg w, ] CP(X)( 3 donc 1%){3 Tok({x}x Dr) contient

2 T, -~ 7
{(wl,wz)ed) - \wllgr, ‘WZ‘Qr exp(EWQ(x)l)} et de méme . MJ$6 tok({x}xDr) contient :

<

2 r
{(w],wz)ec § ller exp(il(f)(x)( ) 5 1w2 lgr} .
Le principe du diéque (cf. par exemple HORMANDER D] » P. 34, th., 2.4.3.) mon-

tre que Kx . contient le polydisque de rayon "moyenne géométrique"
b

r exp(%l@(x)l).

Mais pour x € | \CP(X)\},CZ »y0 d'od
(0’5 Czr 4
M(Vo,w 5 1 oexp () ¢M(V , o, exp(G(log r)7))
(O’E) (Osf)

Comme V est non constante sur au moins une fibre de X

M(Vo, w » r) est une fonction strictement croissante de r pour r

1
(0’—) C,r
g

assez grand ; on en conclut r exp(—%—xbxp(q(log r)a) pour tout r assez

grand, ce qui est contradictoire.

5. Nature du fibré X selon la valeur de la constante de Lelong.

Nous nous proposons de montrer par un exemple que la nature du

fibré X est intimement liée 3 la valeur de la constante de Lelong (et

donc a3 la géométrie de la base).

Prenons pour base une couronne

B {rets o<kl e} 0@ <@ g+
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Le revétement universel de B s'identifie a la bande

B ={xe¢;1og €1<Rex (1og(02}
au moyen de l'exponentielle exp 2 B ——B.
Soit g un automorphisme polynomial de c¢” de degré k au plus ainsi que
-1 ' . ] . ~ n .
g et G le groupe d'automorphismes {d ¥ 3 ezj} de B x € ot
A(x,z) = (x + 2i711, g(z)).

n
Considérons le fibré X = B x&n/G (voir § 2) .

. : ’ ’ . n n
Cherchons a construire une fonction (p plurisousharmonique sur B XC et
invariante par G qui induise une fonction d'exhaustion strictement pluri-

sousharmonique sur X.

€
Si E; {+ocon peut toujours supposer e, €3 = 1 quitte & appliquer une
1
homothétie 3 B.
o ; 2 =
La bande B , qui a pour largeur a = Log — , est alors centrée en O.
1
_ _ 2 X . C2
Posons q&(x,z) = exp(x” cos — )zi si ¢ { + oo
2 : ;
= exp(x )zi sinon , 1 ¢i¢n
< j 2
puis ¢(x,z) = 2{: E ‘Qi o dJ(x,z)l
jez 1 gig¢n
W(X,Z,X',Z') = Z Z (-Pi o °<J(x)z) CPi o e‘J(x'sz') .
jez 1 ign

Cherchons 3 quelle condition cette derniére série converge uniformément

’ i n, 2
sur tout compact de (B XC )" .

Il existe une constante C » 1 telle que
L+ [g(2)] ¢ ¢+ |zF
1 +]g7 )| ¢c v 2D
d'ol par récurrence

- [3]-1 j
1+ |gl(a)] ¢ ettt (1 + |z|)kl |

. . j .
ee [eh | @l aeizn® T = exp acBh (i3] 10g ¢+ 10g1 w1200
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+21] i ; .
cosTl(x i3m) = cos Re x ch m(Im x + 2jm) _ i sin T Re x Sh‘n(lm x + 23m) ]

a a a a a
On a - %(Re x(% donc cos WR: 2 >0 sur ﬁ’ de sorte que cos TL(E—;——EHID— a un

. ~
argument en valeur absolue ( constante (%; lorsque x décrit un compact de B.

~n
Pour tout compact K<B, il existe donc une constante CK telle que :

m(x + 2ijm) 2 2 i1 T2

Re(x + 2ijﬂ72 cos = £- CK i~ exp =

2

2 2[j| 1T
2 exp M7,

d‘oﬁlqk o e(j(x,z)léexp(kljl (}i] log C + Log (1 + |z| )) - Cx

Les séries précédentes convergent donc uniformément sur tout compact de

o n
B XC pourvu que :

2 2

a

k ¢ exp( )

W définit alors une fonction continue holomorphe en (x,z) et antiholo-

morphe en (x',z') de sorte que ¢ est analytique réelle.

Q)n'est pas nécessairement propre 3 cause de la dépendance en x, mais
tend uniformément vers +oo quand z tend vers +o00, x décrivant un compact

~n
de B.

Soit(Pla fonction induite sur X par ¢, W: B —~R une fonction d'exhaus-
tion strictement plurisousharmonique sur B, et q : X —>B la projection

sur la base.

X = (P+ Y o ¢ est alors une fonction d'exhaustion strictement plu-

risousharmonique sur X.

Montrons en effet que la forme de Levi 9%’va de_X(i.e. la forme hermi-

tienne associée a4 la (l,1)-forme '‘réelle f}bxﬁ est définie positive.

Pour tout vecteur tangent 2 & X on a
H XD (3 =Hp) (D) +Hy)dalH) .
Comme les deux termes du membre de droite sont » 0,#(Y)(5) est o0
et ne peut s'annuler que siJf((P)(S) =X (W)(dq(5)) =0 d'od dq(B) =0
(West strictement plurisousharmonique sur la base) puis 5= 0 ((pest

strictement plurisousharmonique sur les fibres).
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2
PROPOSITION 3. - Le fibré X &est de Stein pour k exp( _—EE?E___ )
log /€
. 2 K :
Si g est l'automorphisme de €¢° défini par g(zl,zz) = (z1 DY z]) et
2
si k sexp ( 2W2 ) toutes les fonctions plurisousharmoniques sur X
log /@l

sont constantes sur les fibres.

Démonstration. La premiére assertion vient d'@tre prouvée; pour ob-

tenir la deuxiéme il suffit de réexaminer les arguments du paragraphe 3.

. Estimation de la constante de Lelong.

X

52 ‘est une application conforme de la bande

9: X I—>tg 1T

i a a 3 5 g
B = {xeﬂl 5 -3 (Re x(i} sur le disque unité.

Soit u)e= {xe’fi’; lO(x)I(the} (o)O

Mont w, + ib € w beR
ontrons que e 1 Do A . T |b]
€ e 2a
0(x) + 0(ib)
1 - 6(x)0(ib)
formé du disque lx’(the par l'homographie
x + i th "%/2a

1 - ix thwb/Za

par suite O(w,+ ib) est le trans-

€

Si 0(x + 1ib)
1 Xé(x% X 1

X >

Ce transformé est le disque de diamétre

i the+ i th l'rb/Za

. b
= 1 th(p+ 5—

I + thp th T /ra ¢" 2a
- i thep+ i th s _ . b
=~1 th(e"‘fa—

1 = the th‘"b/Za

et il est bien contenu dans le disque de centre O et de rayon

th(e+ %F—;J) = th e'

o~
Si V est une fonction plurisousharmonique non triviale sur X et V son

< « o 2 4 .
relévement 3 B X¢€~, on a, pour tout entier J ;l et r assez grand

~ 3 ~ s s
M(V o g " uJe , T) = M(V,u%>+ 2ij 1T, r)
)
& MV, w, , 1)
€

avec €j ol ] 3
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1
g . log /th e _ log coth p
63 arbitraire > = 5

1
1 /th o.
og e_]

1ogcoth(€+ 5 —2— )

(d'aprés le corollaire 1 appliqué sur le disque unité ; c} est donné
par la relation (3) avec €] = th e e, = th ej €3 41 arbi-

traire).

Un calcul élémentaire fournit

lim log coth po _ exp(zJ;T ).
+Co
e log com(e + ] 1;) g @
On peut donc énoncer , en prenant a = log =2 si 2 L +004, et a arbi-
€ €
trairement grand sinon
5 i 2
230 i z ~
LEMME 6. = Pour tout g Yexp( ), 1l existe un ouvert wccB
log f’2/€1
et une constante r, dépendant de j, o tels que

+ 3 et
M(V o g J,w, r)SM(V,w, ) pour tout ryr,

En prenant j = 1, les résultats du § 3 (lemme 2) montrent déja que X

n'est pas de Stein si

2
21 )

1og @2 /e,

k 1
2 " o 7exp |

. Calcul d'enveloppe pseudo-convexe.

A

I1 s'agit donc d'évaluer l'enveloppe (gJ(Dr)[Jg_J(Dr)) .

Soit P, ¢ ¢2 —> C i = 1,2 1les fonctions coordonnées, WX la surfa-
(z],zz) 2 z,

ce de Cz définie par 1'équation

p,Ogj(Z) -pzog_j(Z) = S EC , .
et Ld la partie compacte de Vit définie par |z| = sup(lzl‘,lzzl) érkj
Pour '21\ = rkJ et r assez grand P, © gj(z) ;%Tkzj
(p] o gj est un polyndme de degré kj admettant z]J comme seul mondme de
degré kj).

On prendld]é%rk2j+l et on a donc Py o 8_j(z)l$r

Vérifions par récurrence sur j que les inégalités lz‘$rk et |p, 0 Qj(z)gr
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entralinent lp] o) 3—3(2)f4cj r ot Cj est une constante > 1 assez grande.

Pour j = 1 - z]l‘r et 1zll‘érk par hypothése donc

r + r $2rk et leézlfk T

- =[5k ) T
Si j »1 lpz o g J(z)i = \pz o g 3 (wjlér‘éQI avec w

g (z)

j+1 2 _j-1
; k k™. k
et |w§42r s (2™ )
Par hypothése de récurrence (appliquée en remplagant z, g_J, r par
—(§=1) k2

W, g J 5 ZF )

; 2

- -(j-1 k
o, 0 873 | = |p, 0 87| g2c, ) & _

k2 K3
r- )

. o = el =1
Mais P, o ¢g Itz) = P, 0 8 (3 ])(Z) et ]z|$rk ¢ (2¢

2
rk (hypothése de récurrence).

k!

-(3-=1
donc lpl o g (] )(z)’ éZC?_l

Or P, © g_J(z) = [PZ o g_(J—l)(z)]k - P, 0 g—(J_])(z) est de module {1

d'od \pz o g—(Jﬂl)(z)lg,C'rk oli C' est une constante 3 1.

Ip] ) g_(J—l)(z)IQC'Cj_lrk (hypothése de récurrence)

lpl o g"J(z)' = lpz g g ed=dd pon ¢Cyr C.Q.F.D.

Par suite Ig_J(z)lé_er Ta z eg‘](DC r) et le bord de Ld est con-
J

o -]
tenu dans g (DC.r)ng (DC.r)'
J
Des calculs analogues 3 ceux du § 3 donnent alors

LEMME 7. - Pour ryr = et ﬁj assez petit

; _: A : . ] j
(gJ(Dr) Us J(Dr)) contient le polydisque de rayon Ejrk /2 + 1/2k

2 772 j 25m?
Si k » exp(————) , on a KkJ » 2 exp( J ) pour j assez grand ,
10862/(? 10g€2/e
1 1
k] 1 2jTT2 .
par cqnséquent —— + —= > exp( ) et les propositions 1 et 2

2 g3 log 2/6’-1

permettent d'achever la démonstration de la proposition 3.

6. Topologie de HI(X,GO.

Soit X 1'un des fibrés construits aux paragraphes 2,3,4 et 5, 01e

faisceau des germes de fonctions analytiques sur X.

&

Par l'isomorphisme de Dolbeault HI(X,ﬁﬁ s'identifie au quotient ZI/Bl ol
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1 =
zZ ={f0rmes différentielles de bidegré (0,1) p -fermées sur'Xj}
BI = %ormes différentielles de bidegré (0,1) @ -exactes sur X} 5
Zl est muni de la topologie de la convergence C% sur tout compact,

H](X,g) de la topologie gquotient.

Soit q : X — B la projection sur la base , et X un point de B tel
que toute fonction-holomorphe sur X soit constante sur la fibre q_](xo)

(xO peut €tre choisi arbitrairement dans les exemples des § 3,5 ).

Soit lJ un ouvert de B contenant X s f une fonction holomorphe sur
q_l(U) , q)une fonction de classe C® sur B & support dans U, &égale 3 1

au voisinage de x,

Cherchons une fonction u de classe C® sur X telle que
h = f.LPo q = (g ~ xo)u soit holomorphe sur X.
h(xo,z) = f(xo,z) donc le probléme précédent n'a pas de solution si f

7 =]
est non constante sur la fibre gq (xo).

La condition 2h = 0 équivaut a :
-
Su= L2
(o]

Lorsqu'on prend pour U un domaine de carte trivialisant et f du type

f(x,z) = F(z) oi F est entidre, on obtient ainsi des formes 2-fermées
f %wglgl qui ne sont‘ﬁ—cohomologues que si les F correspondantes diffe-
o

rent d'une constante.

Ceci montre déji que H!(X,0) est de dimension infinie ; plus précisé-
. . n n .
ment il poss&de un sous—-espace isomorphe i @km y/C (G&C ) = fonctions

entidéres de n variables).

. Non séparation de HI(X,@S.

. o 1 .
Nous allons voir de plus que B] n'est pas fermé dans Z , ce qui prouvera

1 @
que H (X,03 n'est pas séparé.

) = dx_, (B

Soit en . effet x, un point frontiére de B tel que d(xo,x

1 1

(on prendra X, =o si B = €).
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Le segment [xo,x][ est donc inclus dans B.

Dans le cas des exemples des § 2 et 3, il existe un voisinage ouvert
U de [xo,xi[ dans B sur lequel le fibré X est trivial.

(car les automorphismes de transition sont localement constants).
Dans l'exemple du § 4, X appartient & une certaine carte

ﬂj = B\ {nombre fini de points ai} .

Si par malchance[}o,x][ passe par certains des ai, on peut trouver un
chemin 7Y joignant X Y X, dans f% en contournant les a, par de petits
demi-cercles .

Dans tous les cas, il existe un chemin\{:[o,]] —ﬁrEU{}% X([O,l[) c B
¥(0) = x_ ¥(1) = x, et un ouvert U contenant Y({o,1[) sur lequel X

est trivial.

On prend £ : q—](U) —3 C non constante sur q_l(xo) (par exemple 1l'une

des fonctions coordonnées ZiseeesZ de la fibre).

1 au voisinage de Y ([0,1[).

[l

Soit(?ecm(B) i support dans U et égale

D'aprés le théoré&me de Runge , X r—> ;—é—;— est limite uniforme sur tout
)

compact de B\ Y ([0,1[) d'une suite v, de fonctions holomorphes sur B

(cf: HORMANDER lﬁ], ps 95 ths 1:3wb: B 3 X([O,][) est connexe et non

compact).

Comme 9 q = 0 au voisinage de YW([0,1 [ ), la suite v, © q.f.qﬂsq)con—

verge uniformément sur tout compact de X ainsi que ses dérivées vers

e
g—%—%ﬂkqui est o -fermée mais non d-exacte.
o

e -
Cependant ¥y B q.f.q 3@ =?(vv0 q.f.(Fo q ).

. Si X est le fibré du § 5, H}(X,Oﬁ est grossier.

; ol 2 . . i :
Soit p ¢ BxC — X la projection de B.XEZ sur son quotient par le grou

~

pe G = {o(m H mez}avec B ={xeC ; log 614Re x{logez}

o{(x,z) = (x+2im, g(z))
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Soit f une forme fermée de bidegré (0,1) et de classe C® sur X.
- * * =
9(p £) = p 3£ =0 .
~
Puisque B XEZ est de Stein, il existe une fonction h de classe C® sur
o 2
BxC™ telle que

2h = p*f

T ~
et 11 est immé&diat que u = h - h o est holomorphe sur Bsz.

Montrons que u peut €tre approch&e uniformément sur tout compact par

N
des fonctions du type v - v 0 o oi v est holomorphe sur B xt!:z.

~
Soit 6 un nombre >0 et K un compact de B xmz de la forme L xD oi L est un

n
rectangle de B et D un bidisque.

I1 existe un entier j glN tel que L n(L + 2ijmM) = @ et un bidisque D'

contenant DU gJ(D) .

Avec les choix précédents K < Lx D'
oI (K) e (L + 2ijm) x D'
LU(L + 2ij1T) ne sépare pas le plan, donc est polynomialement convexe,

et il en est de méme du produit [LU(L ¥ ZijTT)]xD’ .

D'aprés HE)RMANDER [1] , th. 2.7.7., p. 55, il existe un polyndme Q
tel que :
|Q - u‘(ﬁ sur KcLx D'
Q] ¢ & sur «3(K) c(L + 21§ 1) XD
d'ol |Q - Q Oe(j = u'<26 sur K, et en posant v = Q + Q oo{t+...+ QOo(j—l

v-vod=0Q-0Q og(J approche u d 2§ prés sur K.

Remplagons h par h - v ; on voit qu'il existe une suite hn de fonctions
oo 2

C® sur B Xx€° telles que :

= *

2h = p f , et si un=hn—hnod 11mun=0.

Soit maintenant L{)+, ¢_ une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement
1-1, +@[, ]-o0, 1] der .
2

~
On définit une fonction kn C® sur Bx€° par

kn(x,z) = E u o qj(x,z). C{J_(Im.(x * 2171 ™))
iy0
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- T w0 TG @, (Im(xe2if W)

j<0
(kn - kn o) (x,z) = un(x,z) Q_(Im:ﬂ + un(x,z) Q+(Im x)
d'ot k_ -k o«=u , et de plus k_ tend uniformément vers 0 sur
n n n n

tout compact ainsi que ses dérivées.

hn - kn est invariante par o, et induit sur X une fonction C% notée v
* — = == * g
= h - k = -
P P W 2 " 3 - p £ akn
d'olt 1lim gwn = f pour la topologie C%.

Par conséquent B! est dense dans Z’, ce qui signifie que HI(X,GS a la

topologie grossiére.
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