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0. Introduction et notations.

Le présent travail réétudie dans un cas particulier les techniques développées par
H.SKODA [11] , [121 , (131 , [14] , [15] pour 1'étude des morphismes surjectifs de fi-
brés vectoriels holomsrphes semi-positifs. On considére une sulte exacte
(1) 0 —>8 —E -2Q —0
de fibrés vectoriels holomorphes, de rangs respectifs s,p,q (avec s = p-q) , au-—
dessus d'une variété analytique complexe X de dimension n . On dit qu'un morphisme
de Q dans E réalise un scindage holomorphe de la suite exacte (1) si

g oh = IdQ ,
de sorte qu'on a alors la décomposition

E = S & h(Q .

Plus généralement, &tant donn& un fibré linBaire M sur X , et une section £ du
fibré Hom(Q, Q ® M) , on recherche s'il existe une section h du fibré Hom(Q, E ® M)
telle que

goh = .
Pour obtenir de tels résultats, nous serons amenés 3 faire des hypothéses de convexité
sur la variété X , et de positivité sur les fibrés E et M . Nous supposerons, comme

H.SKODA [13] , [14] , [15] , que X est une variété kihlérienne, munie d'une métrique
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est faiblement pseudoconveXe ,

de Kihler w non nécessairement compléte, et que X

c'est-3-dire qu'il existe sur X wune fonction de classe C2 , plurisousharmonique
et exhaustive . Les variété&s compactes, les variétés de Stein, l'espace total d'un
fibré holomorphe semi-n&gatif an sens de Griffiths au-dessus d'une varig&té compacte ,
sont faiblement pseudoconvexes. On suppose de plus que les fibrés E , M sont munis
de métriques hermitiennes, et que les fibrés S , Q , Hom(Q, Q®M) , Hom(Q, E®M)

sont munis des métriques naturelles déduites de celles de E et M.

Les hypothéses de positivité sont les suivantes (voir le paragraphe ! pour les défi-

nitions concernant la courbure et la positivité) : le fibré E est semi-positif au

sens de Griffiths, et il existe un réel k>Inf(n,q) + inf(n,s) tel que 1'une des

conditions (2) ou (3) soit réalisée :

(2) ic(M) - ik c(dét Q) - 1ic(dét E) + i Ricci(w) > O ;

(3) le rang s de 'S est &gal 4 1, ou bien E est semi-positif au sens de Nakano,
et on a

ic(M) - ike(dét Q) + 1 Ricci(w) > 0 .

n
w_

P . . . 2 - . <
On a alors un théordme d'existence avec estimations L précises (on a noté dV = T

1'élément de volume canonique sur X ).

THEOREME 1. - Pour toute section globale f de Hom(Q, Q ® M) telle que le second

membre de (5) soit fini, il existe une section globale h de Hom(Q, E® M) telle que

(4) goh = £,

(5) f In|? av < c J 1£]2 av
X X

avec C = k - Inf(n,q) .

k-Inf (n,s)-Inf(n,q)

En pratique, le théor@me 1 s'appliquera surtout au cas oll la variété X est de Stein,
car les conditions de positivité et la convergence globale des intégrales semblent
supposer l'existence de fonctions d'exhaustion strictement plurisousharmoniques (du

moins lorsqu'on cherche & construire des scindages holomorphes).

La démonstration repose sur 1'inégalité de Kodaira-Nakano, et sur le lien qui existe

entre les formes de courbure des fibrés Q, S et l'obstruction au scindage holomorphe
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de la suite exacte (1). Les calculs sont directement inspirés de [14] , mais utili-
sent de plus une relation entre les notions de positivité de P.A.GRIFFITHS et de
S.NAKANO, récemment publi&e par 1l'auteur dans [3] en collaboration avec H.SKODA |

et dans [2].

Etant donné une sous-variété X de dimension n de CF , le théoréme | s'appli-

que en particulier 3 la suite exacte

0—>Tx—>Tme—>Nx——>o

qui. définit le fibré normal NX de X . Cette idée , déjd utilisée par C.A.BERENSTEIN
et B.A.TAYLOR [1] , nous permet de montrer l'existence d'un voisinage tubulaire U
se ré8tractant holomorphiquement sur X , et d'estimer la taille de u*. En anpliquant
des technicues analogues a celles de B.JENNANE {9] » nous obtenons au dernier paragraphe
un théor2me d’extension des fonctions holomorphes avec contrdle de la croissance >

Je tiens a remercier Monsieur Henri SKODA pour ses nombreuses suggestions, qui ont

permis d'améliorer la rédaction initiale.

1. Rappel sur les différentes notions de positivité.

Si E est un fibré hermitien, on peut définir une connexion canonique D sur E ,
hermitienne et holomorphe (cf. A.DOUADY et J.-L.VERDIER [4] , P.A.GRIFFITHS [5]) ,

qui envoie 1'espace C:)b(X,E) des formes de type (a,b) & valeurs dans E , dans
b

o]

(e o]
@ .
Corp,p (KB Ca,bH(X,E)
La forme de courbure c(E) du fibré E est alors définie par la propriétéd suivante
D2u = ¢(E).u

- 00 3 -
pour toute section C u de E , de sorte que ic(E) est une (l,l)-forme &
valeurs dans le fibré Herm(E,E) des endomorphismes hermitiens de E ; on identifiera

toujours ic(E) & la forme hermitienne sur TX ® E qui lui est associBe canoniquement.

/
DEFINITION 1. = Soit © wune forme hermitiennme sur un produit tensoriel T ® E

d'espaces vectoriels complexes T et E de dimensions respectives n et p . On di-

ra que O est semi-positive

*(cf. § 4, théorémes 4 et 5).

xx(cf. corollaires 2,3,et 4 du théoréme 6 ),
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(6) au sens de GRIFFITHS, si pour tout vecteur décomposable x =t ® e € T®E ,

on a 0O(x,x) >0 ;

(7) au sens de NAKANO, si pour tout x€ T® E , on a 0O(x,x) >0 .

Le fibré vectoriel hermitien E sur la variété X est dit semi-positif au sens de

GRIFFITHS (resp. au sens de NAKANO) si pour tout point z€ X , la forme hermitienne

ic(E) sur la fibre Tz X ® Ez est semi-positive dans ce sens.

Nous noterons ;G la semi-positivité de GRIFFITHS, zN celle de NAKANO. Il est
clair que la semi-positivité& de NAKANO entralne celle de GRIFFITHS. De plus, les deux

notions coincident si n =1 ou si p=1 , et sont reliées en général par le

théoreéme suivant.

THEOREME 2 - Soit O ZG 0 une forme hermitienne sur T ® E .

Si est une base orthonormée quelconque de E (supposé hermitien) on

©)1¢ 5 <p
définit TrE © par

I o

= @
TrE O(t,t) e (t ej, t ® ej)

j=1

pour t € T . Alors on a
(8) ©+ Tr 0@ Id > 0,

(9) €] QN Inf(n,p) TrE@ ® IdE s

Soit E wun fibré vectoriel hermitien sur X , semi-positif (resp. positif) au

sens de GRIFFITHS. Alors

(10) E ® dét E N 0 (resp. E @ dét E >N 0 ,

£*@dét E* < 0 (resp. E® dét E < 0) ,

(1) E® (d&t gy~ nf(m.p) < 0 (resp. <, 0) ,

p* @ (aae gy (P -

;N 0 (resp. >_ 0)
REMARQUE 1. Les deux assertions de (10) (ou de (11)) ne sont pas Eéquivalentes car la
positivité de E équivaut & la négativité de E* seulement au sens de GRIFFITHS

(mais pas au sens de NAKANO en général).

Les points (9) et (11) sont en fait une généralisation du lemme fondamental (3,5)

de [14] . Lorsque E est quotient d'un fibré trivial, la seconde assertion
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de (11) est d'ailleurs conséquence de ce lemme de [14] .

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur 3 EZJ , [31 pour une preuve de (8).

Preuve de (9) : montrons tout d'abord que

®@ - >
TrE C] IdE e o .

G
En effet, tout vecteur décomposable xE€T ® E peut s'écrire x = t & e ol
le]l =1 ; si 1'on choisit une base orthonormée (ej)1 <j<p de E telle que
e, = e ,11 vient
O(x,x) = 0(t® e, t ® el) , et
4 2
TrE 0® IdE(x,x) = jzl O(t @ ej, t ® ej) "e" >0(x,x) ,

grice & 1'hypothése 0 % 0 . D'aprés (8) on a donc

Trg 0@ Id = 0 + Trp(Tr 0 @ Tdy - 6)®Idy = p Try 0® 4y - 0% 0,

ce qui démontre (9) lorsque p<n. Lorsque n € p , il est aisé de voir que

T® E = T®F
FCE, dim F =n

Appliquons le résultat déjid trouvé a la restriction @F de © a8 T®F , pour tout

sous—espace F de dimension n de E . (9) se déduit des inégalités suivantes
®
BF sN n TrF BF IdF SN n TrEO ] IdF ,

soit 0 < n TrE@® IdE sur TQF .

N

Preuve de (10) et (11).

I1 est bien connu que la courbure du fibré dét E = AP E est relie 3 celle de E

par la formule

(12) c(dgt E) = Try c(E) = - Try c(EY ,

et que pour deux fibré&s vectoriels hermitiens El- et E2 , on a

(13) c(E, ® E)) = c(E) ® IdE2 +’ IdE1® c(E,)

(10) et (11) se déduisent alors de (8) et (9) en prenant O = ic(E) ou O = ~ic(Ex)

selon le cas.
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. . . . . oz 2
2. Estimations a priori et inggalités L° .,

On considére , avec les notations et hypoth@ses de 1'introduction, la suite

exacte (1)

0 —>S —>E 2Q—0 .

. . ~ . . co
La connexion canonique D sur E se décompose suivant le scindage orthogonal C

E=S®Q , de la mani8re suivante

(14) D s

oi D, et P sont respectivement les connexions canoniques sur S et Q , et ol

S Q
= C;O,O(X’ Hom(S,Q)) .

Nous renvoyons 3 P.A.GRIFFITHS [5] pour la démonstration de (l4), et & H.SKODA [14]

pour le détail des calculs qui vont suivre. On a classiquement

Dg - B*AB —DBX
c(E) = D% =
2 =
D8 DQ—BAB
d'oll par définition
o(8) = Dg =em|g + 8%
(15) 9 -
c(Q) = Dy = c(E)[Q + B A BT
n . x

Soit K= A T" X 1le fibré canonique de la variété X et M un fibré en droites

sur X . Par application & (1) du foncteur Hom(Q, ? ®K®M), on obtient la suite

exacte

(16) 0 —~Hom(Q, S® K® M) —» Hom(Q, E® K ® M) —» Hom(Q,Q ® K @ M) — 0 ,

et la connexion D se décompose suivant le scindage orthogonal de

Hom(Q, E®@K®M)

(16) , en
DHom(Q, S®K®M) - Bx

Phom(Q, E®@K®M)

B DHom(Q, QA KB®M)
Posons R = Hom(Q, S®M) pour simplifier les notations.

PROBLE}ME. - Etant donné une section holomorphe f de Hom(Q, Q®K®M), chercher un
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relévement h de f dans Hom(Q, E® K® M) sous la forme

h = f + u ,

[e] [se]
avec u€ C (X, R®K) = Cn O(X, R)

>

On aura bien par construction g o h=f , et h sera holomorphe si et seulement si

*
" - - " -
(17) Dpu = Dhom(q, E®@ k ® M) T B £

On résout cette &quation par la méthode d ' HORMANDER [6] et [7] , ce qui, modulo 1'in&-
galité de KODAIRA-NAKANO (cf. [4], exposé III, th. 3) , nécessite l'obtention d'une

estimation a priori du type suivant (avec une constante A > 0)
* 2 .
(18) [(B¥E|v)|° € AGc(RA v | v)
pour toute (n,l) forme v & valeurs dans R , de classe ¢’ et a support compact.

Le produit scalaire ( | ) est défini & partir du produit scalaire ponctuel < , >

des formes par la formule
(vlw) =J <v, w>dV ,
X [e0)
pour deux formes v et w a valeurs dans R , de classe C , et & support compact.
‘A désigne d'autre part l'opérateur de type (-1,-1), adjoint de 1l'opérateur L de
multiplication extérieure par w , pour le produit scalaire ponctuel < , >

Nous nous servirons de la proposition suivante (cf. H.SKODA [14] , lemme (3,1) ,

proposition 3.1. , et conclusion (4,17)).

PROPOSITION. = Sous 1'hypothé&se (18), il existe une forme ufECm(X, R ® K) vérifiant

(17) = i uw =B f, et:
(19) j [u]2 v < A .
X
Le reldvement h = f + u de f est donc tel que
(20) [ |h|2 dvV £ A + f '|f|2 av ,
X X
car £ et u sont orthogonaux.
Le théoréme | sera démontréd si mous établissons 1'inégalité (18) et déterminons la

constante A .



3. Calcul de courbure,

Nous aurons besoin des notations et résultats suivants .

~

Le produit intérieur a b de deux formes a valeurs scalaires est défini en
tout point z de X par dualité@ :
<adb , c > =<b,5/\c> H
on étend le produit intérieur au cas ol a, b sont des formes & valeurs dans des

fibrés vectoriels E, F par bilindarité (le ré&sultat &tant & valeurs dans le fibré G

si on a un morphisme bilinéaire E X F —G).
LEMME 1, - (H.SKODA [14] , lemmes (3,3) et (3,4)) .

Pour toute forme VEC: 1(X, R) = C: l(X, Hom(Q, S ® K ® M)) & support compact, toute
s s

(1,1)-forme réelle O >)N O 3 valeurs dans Herm(R, R) , et toute forme

B € COIO,O(X’ Hom(S, Q)), on a

(21) © A v]v) >0

(22) X A B A v v =|sav]?.

Démonstration de (21). Soit

_ . - *
0 i z a?\ujk dZA_A clzu ® ej ® e >
S AT,k
-1 =
V=3 }\Zj V)\j dzlA... Adzn/\d 2 ® ej s
3

-

1'8criture canonique de © et de v relativement 3 une base orthonormée (d’z}\)1<)\<Il

de ™* x , et 4 une base orthonormée {ej} de la fibre de R . On a en tout point

n-A
v

AN
Av = )\Z_ (-1 Aj dzll\.../\,dzxfx.../\dzn@lej s
5]
OAv = 1 z ay ., v.. dz, A...Adz Adz ®e
. Auik A k?
A,k MR A noH
OAv,v>= 2" b v

Ay eq. V. V >0
. Uik A k “ ’
}\,U,J,k H I

d'aprés 1'hypothése de semi-positivité de NAKANO de O .

Démonstration de (22). Ecrivons en tout point de X

_ x
B = I B?\Q.j dz)\® E:j ®n2 ’

A .../\dzn/\dz)\ ® Ej .
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avec v)\jeQ ®M, 1gAsn, 1< j<s, 1< < q, dans des bases orthonormées

i’1¢jgs ? ( ﬂ£)1< 2<q des fibres de S et Q . On vérifie que
~ ~ ~ ~

ok . - - *
-i1B"ABR =1 T By, B dz, Adz ® €. ® ¢
. AL 2k O k 2
A, dsk,e b
de sorte que les coefficients de O = —inAﬁff Herm(S,S) sont donnés par

Huik = % Bagg P
D'aprés la premiére partie de la démonstration, on a

< -if*ABAv,vy>=<0®Id x_  Av,v >

Q" ®M
=27z Byo: Boisvy: 5 v >
A, Jok,n AR TR ATk
2
=2" T | T By, vy.]
LA ALl A]
(22) résulte donc de 1'inégalité
_ - n .
B dv= (1) lA ? SLBMLJ. V)3 dzjA...ndz ®n, . =

Nous disposons maintenant des moyens techniques nécessaires pour effectuer le calcul

de courbure.

Qx ® S®M , on a d'aprés la formule (I3)

Puisque R

(23) c(®) = c(Q") ® Td g, + c(S)BId kg \ + c() ® Id

@M @ M Fes
Supposons le fibré E semi-positif au sens de GRIFFITHS.
Alors il en est de méme pour le fibré Q . D'aprés le th8oréme 2 (I11) on a

(24)  ic(Q®) + Inf(n,q) ic(dét Q) @ Tdyx % O .

Puisque "inAB ZG 0 (en fait on a méme -i BXAB ZN 0) , (9) et (15) entralnent succes-
sivement

(25) ile(®)|g - c(8)) = -ig*Ap <g TnE(n,9)i Tr (-85 A B) ®1d

- Tnf(n,s)i TrBAR" ® 1
(26) i(c(®)|g - c(8)) < Inf(n,s) i(e(dét Q) - Tr c(B)|) ® Idg ,
d'od , aprés substitution de (24) et (26) dans (23) :

ic(R) 2y 1) - (Inf(n,q) + Inf(n,s))c(dét Q) + Inf(n,s).Tr c(E)!Q]®IdR+ic(E)|S®Ide®M.

Si (hypoth&se (3)) S est de rang 1 , ou si E 2N 0, on a ic(E)]S ;N 0 ; de
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fagon générale, (8) implique
ic(B)|g + 1 Tr c(E)|S ® Idg  », O .

-~

En substituant & nouveau dans (27) , il vient

ic(R) ZN i[c(M) - (Inf(n,q) + Inf(n,s)c(dét Q) + Inf(n,s)Tr c(E)[Q - Tr c(E)|5]Q9IdR .

Posons € = k = Inf(n,q) = Inf(n,s)>0 ; comme Tr BABx = c(dét Q) - Tr c(E)|Q
d'aprés (15), on obtient

(28) ic(R) - ieTr BART ® ICHES
i(c(M) = k c(dét Q) + (k = Inf(n,q))Tr c(E)]Q - Tr c(E)IS)QbIdR H

le terme Tr c(E)IS peut méme &tre omis sous 1'hypothése (3)

Remplagons M par M ® K* = M ®dét TX ; compte tenu de ce que Ricci(w) = c(dét TX)
et E >G 0, le premier membre de (28) est semi-positif sous les hypothéses (2) ou (3).
La propriété (21) entraine donc 1'in&galité suivante :
(29) (ic(R) Av|v)z e(i Tr BABTAv] v)
Pour obtenir 1'estimation a priori (18) , il nous reste i majorer [(8x flv)]2 en
fonction de (i Tr BAB Av|v).
Pour obtenir (18), il nous reste a majorer |(B}E f |v)|2 en fonction de (i Tr BABXA.V]V).
Par définition du produit intérieur, et d'aprés (22), on a

* 2 2 2 2 2 . K
30) | 8% t[w|* = | (fle 2| "¢ [l [8av]® = |e] = -i8%e hv]v) .
Une nouvelle application de (21) fournit & partir de (25)

(31) (-iB%AB A v|v) <Inf(n,s) (i TrBAB™ A v|v) ,

d'oll en combinant avec (29):

LEMME 2. - L'estimation (18) I(Bxf|v)|2<AA(i c(R) Av[v) est satisfaite , et on peut

choisir la constante A &gale &

Inf(n,s) 2
k-Inf(n,q) - Inf(n,s) JX lf‘ v .

Le théoréme 1| résulte maintenant de la proposition (cf. (20)) et du lemme 2.

REMARQUE 2. Les calculs pré&cédents montrent en fait que le théoréme est vrai si 1'on
suppose seulement
(32) i(c(M)-kc(dét Q)+ (k-Inf(n,q))Tr c(E)\Q-Tr c(E)|S+Ricci w) >0,

le terme Tr c(E)IS étant superflu si s =1 , ou si E ZN 0.
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Mais nous avons préféré énoncer le théoréme 1 avec des hypothé&ses géométriques

qui ne supposent pas une connaissance approfondie de <c(E).

REMARQUE 3. Lorsque la section f du fibré Hom(Q, Q & M) est de la forme f = IdQ® u

pour une section u de M , on va montrer que
* 2 n 2 . b3
| (8™ £]v)| < Inf(g,8) £l (i Tr BAR™ A v]|v) ,
de sorte qu'on peut dans le lemme 2 prendre

n
Inf(a,s)

2
A = k - Inf(n,q) - Inf(n,s) J; Ifl v,

et remplacer la constante C du théoréme 1 par
n
Inf(ays)

' 4
¢ L+ k - Inf(n,q) - Inf(n,s)

Ecrivons en effet en chaque point z €X 1la section

~

v € C: 1(X,R) = Cm(X, Hom(Q,S ® K ®@ M)) sous la forme v =w® e , oi e est
b
un vecteur unitaire de la fibre Kz LY Mz , et oi w est une (0,1)-forme & valeurs

dans Homz(Q,S) . On a

(33) <8xf, v> =<onIdQ®u, w® e > = <B}E , w> <u, e >,
Dans une base orthonormée (dzj) de T: X , les formes B et w s'écrivent
n
N B = .El Bj dzj 9 Bj E Homz(S’Q) b
1 ]
W= r w. dz. |, w, € HomZ(Q,S)
j=1 ]
I1 vient donc
* o *
<B7, w> = L <B., w.>
i=1 J ]
a ]
(34) |<Bx, w>[2 <n I IBjIZ lvj|2 , avec v, = w.@® e
j=1

Si d'autre part, on a choisi la base (dzj) de sorte que les &€léments Bj solent
orthogonaux (ce qui est toujours possible, car toute matrice T x n , B peut s'écrire
B= UDV , o D matrice '"diagonale" T x T , U et V matrices unitaires r XY

et mxXx n) on obtient successivement

B Ag" = ) B. By dz.Adz
n 1 <j,kgn J Jn
iTr gARY =1 T Tr(R. fY) dz.adz, =i % [B.]% dz.AdZ, ,
j=1 J ] J J j=1 J ] J



2
1 1v.]?

~e

n
(35) <i Tr BAB Av, v> = T |B

pour &tablir 1'égalité (35), on se reportera & la démonstration de (21). En combi-
nant (33), (34) et (35), on voit que
* .

[<B f,v>]25n<1 Trg/\gx AV, V> 1u12

= %-|f|2 <iTrpR Aﬁsx Av, v>.

Apres int&gration sur X , 1'indgalité de Cauchy-Schwarz implique
* 2 2 . *
| (8% £]v)] gg(fjf]<W).(1TrsAB Av]v) ,
X
et (30) , (31) montrent qu'on peut remplacer %— par Inf(%,s) . =
On va maintenant &noncer les résultats du théor@me 1 en fonction d'une métrique

donnée a priori sur Q , de maniére & pouvoir traiter comme H.SKODA [14] le cas

ol le morphisme g dégénére.

. * . co ~ - . P
Soit g le morphisme C , transposé de g , pour les métriques données sur

E et Q:
*
O——>Q—g>E.
Le morphisme gﬂ:(ggﬂf)—1 : Q —E , est le scindage Cc” de la suite exacte (1)
. . L P .
qui envoie Q dans (Ker g)i'= S™; la métrique quotient I " sur Q est donc
donnée en fonction de la métrique initiale | ] par
*, x -1 2 x -1
(36) lu]'? = |g%eeg™ ™ ul® = <(gg™ ™ u,u>, ueq .

Désignons par c'(dét Q) 1la forme de courbure de dét Q relative i la métrique

quotient sur Q . Il résulte aussitdt de (36) que pour tout v € dét Q

|v|'2 = dét(ggi’:)h1 !vlz

On a donc

¢'(dét Q) = c(dét Q) + d'd" Log dét(ggy) .
Si 1'on veut conserver telles quelles les hypothéses de positivité (2) et (3), on
est amené d multiplier la métrique de M par le poids Eiét(ggx)]k , de sorte
que 1'estimation (5) du théor@me 1 devient

(37) J [n|'2 (dat g5 K avc J 1£]'2 (et g5 K av .
X X

Pour tout &lément h€&Hom(Q, E) , la norme lh]' est donnée en fonction de la
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norme naturelle ]h| par
h['2 = |n o g]z = <h o gg~, h> ,

et d'aprds (36), on a pour tout f&E Hom(Q, Q)

* -1 *
<(gg”) o fogg , fo>
1

£]'2

~ x, - ~x *
(dét gg”) < gg ofogg, £,

~Nx . :
oli gg  désigne 1'endomorphisme cotransposé de ggx "

L'estimation (37) s'écrit donc

= _ * -k < _ k-
[ <hogg, h>(dét gg) stCJ B . Fem® |, PRt sy Y gy,
X

X

Si maintenant g n'est surjectif qu'au dessus de X privé d'un ensemble analyti=

que Z , on suppose que Z est X-négligeable au sens suivant.

DEFINITION 2. - Nous dirons qu'un ensemble ZCX est X-négligeable, s'il existe

un sous—ensemble fermé Y de X , contenant Z , de mesure nulle, tel que 1'ou-

vert X \Y soit faiblement pseudoconvexe, et tel que toute fonction de carré som-—

mable sur un ouvert U de X , holomorphe dans U\Y , se prolonge en une fonc-

tion holomorphe sur U .

Lorsque la variété X est de Stein ou projective, Z est toujours X-négligeable :

il suffit de prendre pour Y une hypersurface quelconque de X contenant Z .

Si Z est X-négligeable, le théoréme 1 s'applique &2 X\Y . Comme k >1 , la
finitude de 1l'intégrale

x_
J <h o ggx, h> (dét gg) k dv
X\Y
entraine que h est localement L2 , donc que h se prolonge 8 X . D'ol le

THEOREME 2. - Etant donné un morphisme g : E —>Q , on suppose que l'ensemble

*x . - s
analytique Z = {zEEX]g(EZ) # Qz} est X-négligeable , et que le fibré linfaire M

vérifie 1'une des conditions de positivité (2), (3) ou (32)

Alors, pour toute section f de Hom(Q, Q ® M) telle que le second membre de (38)

soit fini, il existe une section h de Hom(Q, E® M) telle que g oh = f et

- ~ —k—
(38) J <h oggx, h > (dét ggx) i dv <C { < ggX f oggx,f> (det ggx) k-1 av ,
X\Z X\Z

k = Inf(n,q)
k = Inf(n,q) - Inf(n,s)

avec C =

X On peut démontrer que cette hypothése est superflue.
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4., Construction de rétractions holomorphes.

Soit X wune sous-variété fermée de dimension n d'un ouvert pseudoconvexe
de €P ., On s'intéresse 3 la suite exacte
0 — TX —> T0|y —E»NX —>0
ol NX est le fibré normal & X . Tous ces objets sont munis des métriques indui-
cP

tes par la métrique de . Avec les notations de l'introduction , on a

E= T Q[X sy 5 =TX , Q=N , s=n, q=p-n,

De plus, dét Q = dét NX = (dét TX)_1 métriquement, donc
c(dét Q ) = = Ricci(X)
Choisissons pour M un fibré trivial, dont la métrique est donnée par le poids e
de telle sorte que c(M) = d'd" ¢
Comme le fibré E =T QIX est plat, les conditions (2) et (3) s'Bcrivent :
id'd"y¢ + i(k+1)Ricci(X) > O ;

en appliquant le théordme 1 3 f =1 dont la norme en tant que section de

dQ ’

Hom(Q, Q ® M) vaut qe-w , et compte-tenu de la remarque 3, on obtient le

THEOREME 3, - Pour toute fonction ¢ - plurisousharmonique sur X , et tout réel

k > Inf(2n,p) tels que

id'd"¢ + i(k+1)Ricei(X) > 0 ,

il existe une section h : NX —4—TS2IX telle que

goh = IdNX ’

2 -y n Y
< -
(39) J% [h|% e™" av < (p—n + K= Tt (Zn,p)’ JX ¢ 4

REMARQUE 4. Le résultat a &té démontré seulement lorsque ¢ est de classe c’ R
mais il est immédiat de se débarrasser de cette hypoth&se par un passage 3 la limite.
On notera que la condition de courbure ne peut &tre vérifiée que si ¢ est plurisous-
harmonique , car i Ricci(X) £ 0.

Si Ty ¢ NX — X est la projection du fibré NX , on dé&finit une application

o : NX —¢P par

a(z) =nX(;) +h.z , T€NX.

I1 est clair, d'aprés le théoréme des fonctions implicites, que o est un
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isomorphisme d'un voisinage V de la section nulle dans NX , sur un voisinage V'
de X dams Q .
On construit donc une rétraction holomorphe r : V' —X (c'est-a-dire une appli-

cation holomorphe r : V' —>X telle que r(z) = z pour tout ze&X) en posant

Il ne nous reste plus qu'd préciser V et V'
On se donne une fonction p>0 sur X telle que pour tout z€X , il existe un
polydisque D(z, p(z)) de centre z , de rayon p(z) , dans lequel X est un
graphe. De fagon précise, on suppose :
(40) D(z, p(z)) est le produit des deux disques D'CZTZX, D"(:(TZXYL'de centre z
et de rayon p(z)
(41) X MND(z, p(z)) est le graphe d'une application holomorphe
u, D' — D"
Si on pose ¢ (z) = sup ¢(z) , on obtient le résultat général suivant , qui

LEXMD (z0(z))
ne fait intervenir que des données géomé&triques de X .

THEOREME 4. - Soit ¢ une fonction plurisousharmonique sur X telle que

id'd"¢ + i( e+ 1 + Inf(2n,p))Ricci(X) >0 (e > 0),
f e ¥ dv < +w ,
X

p une fonction vérifiant les hypothéses (40) , (41) , et h 1le scindage holomor-

phe du théoréme 3.

Alors l'application o(z, §) = =z + h(z). &, définie sur NX , est injective

sur un '"voisinage" V de la section nulle dans NX de la forme
—wp(Z)
V={(z, 8)ENX ; [g] <C| e p(2)

2n+1}

Il existe une constante C2>'0 et une rétraction holomorphe r : U —=X

sur 1'ouvert
-y (z)

P5 Fzex fe-zl<c,e © 7 o@

Les constantes CI >0 , C2>>O , sont le produit de constantes universelles (me dé-

pendant que de la dimension p ) et de

[+ D J e av] 7! .
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Démonstration. Dans toute la suite, on désignera par aj les constantes ne dépen-
dant que de la dimension p , et on posera

C=(1+ é) J e av.

X
On considére en tout point z€ X un systdme de coordonnées linéaires (Cl, ey Cp)
] 3 . - 3 d
tel que A I solt une base orthonormée de T X , et 3T SEREN o
1 n z n+1 P
_ 1 9 G) e s
une base orthonormée de (TZX) . Les vecteurs Sz—m— 3 eeey 52— définissent un

n+l1 P
repére local de NX au-dessus de X(WDZ ; on note £n+1""’ Ep les coordonnées

correspondantes dans les fibres de NX . La section h € Hom(NX, TQ[X) est donc

définie dans XrﬁDz par une matrice

Hy(Tp,eees T) = [hjk(cl,---,cn)]l cicp
n+l<k<p

. = 0. <jJ < .
avec th(z) 6Jk , ntl £j,k<p

Soit AZ le polydisque de centre z et de rayon %~p(z) , contenu dans D(z, p(z)).

Dans AZ, l,h|2 est équivalent & une constante universelle préds 2
2

[H|® = = |n.

i,k
(noter que 1'application u, de (41) a ses dérivées bornées dans A)) , et on

tire de (39), gréce aux iné€galités de Cauchy, que pour tout ¢ € A
1/2¢ (z)
1/2 -
B (@] <oy c/?e P o™

oH 1/2¢ (z) =1
Sup fgt;—z(c)| SOLZCUZ e P o(z)" .
I<j<n 3

z ’

(42)

a/ Injectivité de ¢ sur V C NX .

De (42) il résulte en particulier pour ¢ = z
1/2¢ (z)
Cl/2 e P

(43) p(2) ™" 30y,

et si (z, £) appartient au '"voisinage" V , on a

=1/2¢ (z)
1/2 o o 1

(48) |o(z, &) - z| = |n(2).£| < a,CcC o(z)™"

1
Supposons o(z, &) = g(z', £') pour deux points distincts (z,&), (z', &') de V ,
ce qui ne peut se produire que si z # z' ; on a par exemple

-1/2¢ (z") -1/2¢ (z)
e P Q(Z')HJrl e P o(Z)M1
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(43) et (44) entrainent donc
1/2 e_l/zﬁap(z)

(45) |z' - z| <20, C, C

n+l
4 "1 p(z) 5(15 Cl C O(Z) ’

et z' € AZ dés que C, C est assez petit .

1

On montre ais@ment 3 partir de (41) , (45) que

=1/2¢_(2z)
angle(TZX ; z'=z) < oc6CICI/2 e P p(z)n s

e . -1 .
car les dérivées secondes de u, sont bornées par a5 o(z) dans Az . Ecrivons

maintenant
0=oa(z', ") -0(z, &) =2' -z + HZ(Z')-g' - Hz(z).E
=z' -z + (H,(z") - H (2)). & + HZ(Z)-(E' -8 .
¢ (2) 2n+1
Dfaprés (42) et 1'inégalité |E'] < C, e P p(z) , on obtient ,

si C,C  est assez petit :

[, (z") - H (2)).£"] <ag, c'"e o). 2" - 2
< ugcl Clz' - z|<|2z" - 2| ,
angle (z' -z ; z' - z + (Hz(z') - Hz(z)). E") 5(}100101/2 e_1/2¢b(2) p(z)n .
D'autre part, comme le vecteur non nul Hz(z). (§' = E) se projette sur le vecteur

de coordonnées &' - £ dans N,X o, (42) implique

angle(T, X ; H_(2).(E' - £)3[8' - £]. |0 (). &' - D]

_ -1/2¢ (z)
1/2 o o p(z)n )

>
7 @y, C
Les trois &valuations d'angle qui préc@dent sont contradictoires d&s que CIC

est assez petit; on a donc démontré l'injectivité de ¢ sur V .

b/ Existence de l'ouvert U .

Comme nous n'avons fait aucune hypoth@se de régularité sur la fonction p ,
1'ensemble V n'est pas nécessairement un véritable voisinage de la section nulle

dans NX .

I1 nous faut commencer par "régulariser" .
P

On remarque qu'il existe une constante alééflo,l[ telle que pour tout
T € Az = D(z, % p(z)), X soit un graphe dans le polydisque D( C,ulz p(z))
(c'est-a-dire que les hypoth&ses (40) , (41) relatives & 7, D(z, ulzp(z)) sont

vérifides).
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On peut donc remplacer p par la fonction

o'(8) = sup 0y,(0(2) ~ 2 L -z2]) , L€X .

|l !

n

+ ® , auquel cas X

p' est lipschitzienne de rapport 2(112 , 4 moins que p

est le graphe d'une application ¢t — P , et 1'ouvert U = t®? convient !

Posons pour tout z€X et 0<t £ p'(z) :

wt(Z) = Sup v (T)
ZEXND(z,t)

La plurisousharmonicité de ¢ entraine que wt(z) est continue par rapport
a (t,z) dans le domaine 0 <t<p'(z).
D'autre part, on a la majoration &vidente

-7 (z) n
et .lr_'théJ e-dev.
n. X

—wt(Z)

. +
de sorte que l'expression e . t2n !

, tE]O, p'(z)] , atteint son maximum en un
point t =‘5(z) € ]0, p'(z)] , et que la fonction
DA
o p(Z) 6(2)211+1

est continue sur X . Il résulte du lemme de Schwarz que les conditions (40), (41)

(41) sont bien satisfaites pour les polydisques D(z, p(z))

L'ensemble V associé & § comme dans 1'&noncé du th., 4 est donc ouvert, et
1'application holomorphe o , qui est injective sur V , est un isomorphisme de V
sur l'ouvert o(V) C t? (on pourrait aussi de fagon plus &lémentaire utiliser le

théoréme des fonctions implicites).

L'inégalité &vidente qui suit, valable pour IC - zl <%—p(z)

6]
p' (@ = ~%3-p(z)

entraine par définition de {

- v, (T) a
@) e P @™ sepe, @) [ e@] P!
—%z-p(z) ,
a -¢ (z)
W)™ e P o™
%12

car D( g, == p(2)) C D(z, o(2))

-~

Fixons zE€X ; d'aprds (46) 1l'ensemble V contient 1'adhérence W de 1'ouvert

Pl omel,

W= {(5 E)ENK 5 [ - al<zpG) et [E] <cye p ()

dés que C3 < O3 C1 .
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-¢ (z)

On va montrer que O(W) contient la boule de centre z et de rayon 02 e P p(z)znﬂ

lorsque C2 C est assez petit, ce qui achévera la démonstration. Il est clair que

le rayon de la plus grande boule incluse dans o(W) est égal & la distance de =z

au bord 00(W) = g(3W) de o(W) .

Supposons qu'un point (Z, E) €W soit tel que

¢ (z)
W o, &) -zl = Jt-z+n@.|l=cie P o)™

Alors d'aprés (42), (43) :

-1/2 ¢ (2) ¢ (z)
IC - z[ S“la C3 C1/2 e P p(z)n+l + C2 e P p(z)2n+1
172 TH2e,(@) n+1
$tx15(C2 + C3)C e 0(z) .
On en déduit comme dans la premidre partie :
- 172 "2 e () n
angle (T - z ; TC X) £ ocl6(C2 + 03)0 e p(z)
-1/2 ¢ _(2z)
-1
angle (h(2).€ 5 T, ®32[E].|h(@).£] 3 )5 C ST CO

et lorsque (C2 + 03)C est assez petit

angle (¢ - z, ~h(@). E) » 5 [g]. [n@.2]™,

ho).e|™h] . [le-z| + |n@).2]]
_1/2 e_1/2 ¢O(Z)

lt -z + n(0.&|3[sing]E].

1
> g lel +ac p(2)" |z - 2|,

ce qui est vrai méme si |Z] = 0 .

I1 résulte alors de (47) :
-¢ (2)

lg] < 8 C, e P D(Z)2n+l ’

-1 1/2 -l/2¢b(2)

n+1
|z - z| sogC,C o(z) S oy Cy Cplz) ;5

lorsque C2 C est assez petit, on voit que (Z, &) ne peut appartenir 3 la

frontidre 9OW de W , donc la distance de z 3 0(3 W) est bien minorée

(2 onsl

par C2 e P p(z) , =

Nous allons maintenant transcrire le théor@me 4 sous une forme plus exploitable

dans la pratique. On suppose que la variété X est définie par des &quations

teltles que le rang du systéme (dFj)1<j<N soit &gal @ codim X = p-n en

tout point de X . Calculons la courbure de Ricci de X en un point z € X ol
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les formes (dFj)j cJ sont indépendantes, JO c{1,...,N}, IJO’ =p-nmn.,.
© *
Si 1'on considére dFj comme une section de N'X , /ﬁ\ dF. définit une
Jj€J
section de dét N°X = dét TX ; par consé&quent °
Ricci(X) = c(dét TX) = -d'd" Log |,/\ dFjI2 .
jes
ce qui entraine ©
i Ricci(X) + id'd" Log T | /2% dF,|>
J€J J
J
/\ dF. 2
1 g j€J
= id'd" Log X |*———| >0 .
J - /\ dF.

L ]
] JO

D'autre part , par définition de la métrique de AT® ¢P , on a

2 2
ar.|* = 1 |a
A YT
dF,
ot Ay & det [-,a-;i]JEJ, kEK ,
Jc{l,...,n}, xCc{l,..., p} , |3 =1Ix] =p-n.

On a donc
i Ricci(X) + id'd" Log £ |4, ,|®> %0,
e
b

et on voit qu'on peut prendre pour poids ¢ toute fonction
(48) ¥ =28 Log A + v

avec les notations

% =€+ 1+Inf(2n, p) , A2 = £ |A

J,K
et ot ¢, est une fonction plurisousharmonique sur X telle que

_ -y
J A 2% e ! dV < + o
X

2
J,K

Nous pouvons maintenant montrer de fagon tré&s précise 1'existence de ré&tractions ho-

lomorphes, déja discut&e par C.A.BERENSTEIN et B.A.TAYLOR [I] dans un cadre analogue.

s . . . .
THEOREME 5. - Soient P15 P95 X des fonctions plurisousharmoniques sur 1'ouvert

pseudoconvexe ) C €, telles que

28 ™
(49) A e dV< + oo, =g+ 1+ Inf(2n, p) ,
X N y
(50) 7] = ¢ ¢ |r.|HY2¢e?,
j=1
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(51) z€Q ££_|C - zl <e“X(Z) impliquent :
TEQ , ‘PI(E) <<PI(Z) + A, ‘PZ(C)S‘PZ(Z) + A, et x(g) < x(z) + A.

Alors il existe une rétraction holomorphe r : U —- X d&finie sur 1'ouvert

"Eb(Z)}

U=1{z€q; ]F(z)|<e

ol ¥ est la fonction plurisousharmonique

log A +C,. ,

(52) V=9, +Cie, +Cyx +C .

4

avec C2 (2n+2) (p-n)-1, C3 = (2n+2) (p—n)+2n, C4 = 2( £-n-1) ,

-2 7% 1
C5 log( A e dVv) + log — +q (l+e+A) ,
% €

I

et 0o > 0 une constante ne dépendant que de N et p .

= . - e + +
Démonstration. On désignera par Bj les constantes du type al € +h , et

-
c=(1+é){ 27 gy,

a/ Montrons que la fonction

-(p—n)«p2 - (p—n+l)x
(53) p = Bl A e

vérifie les hypoth&ses (40) , (41).

D'aprés (50), (51) et les inégalités de Cauchy, les dérivées premidres des F.
v, (2)+X(2) )
sont majorées par 82 e sur la boule de centre =z et de rayon e
0, (2)+2 (2)
les dérivées secondes par 83 e .

-x(2)

ro| —

On a donc IAI < 84 e(p—n)(¢2+x) , ce qui permet de choisir Bl tel que

(54) 0oge X,

Fixons un point 2z €X , que nous prendrons comme origine des coordonnées pour
simplifier ; quitte & effectuer une transformation unitaire sur (Fl,...,FN) ,

on peut supposer que les différentielles szl""’szp—n sont orthogonales,

et que szp—n+1 = ... = szN =0 .

On choisit un systéme de coordonnées (Cl,...,gp) tel que

dZFl(C) = algl’ ey szp_n(C) = ap_ncp_n .

On a alors
0, (2)+x (2)

A(z) = lall ce. a | , et Iajl = ]szjIS Bze ’

P
ce qui entraine

=(p-n-1) (¢, (2) +x(2))
(55) las] > B A(2) e
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On peut écrire

-1 _

i + Gj(C) » 1€j<pm , avec

|46, (©) [ €8¢ 8(2) 7" exp((mn=1) (0, (2)+ X(2)) + 9,(2) + 2 x () [z]

sur la boule [C[ < %_e—x(z) .
On en déduit que l'application G = (Gl""’Gp—n) est %-lipschitzienne sur une cer-

taine boule de centre =z et de rayon B7A(z) exp(—(p-n)!pz(z) - (p-n+1)¥x(2)) ;
1'assertion relative & p résulte alors du théoréme des fonctions implicites.

Si 87 est assez petit, on aura de plus dans cette boule

A(z)

N —

(56) ACT) >

b/ D'aprés (48), (51), (54), (56), on a e@(C) < Bsew(z) pour I; - zl <p(z), donc
wp(Z) .

< Bge ¢ (z)

e . Le théoréme 4 implique que 1l'application ¢ est injective sur
pL1q q PP J

le voisinage

V= {(Z’ E)ENX H lgl < 89 C-le-(p(z) D(Z)2n+1} ,
avee (£, (43) 8¢ e 0@ co)

Plagons-nous en un point z € X . Pour tout point (z,E) € 8V , avec

le—p(g) p(§)2n+1 , le raisonnement de a/ montre que

[tz |<Bgplz,) et |E] = BoC
IFCo(z, £)) > Inf ]ajl X distance (0 (L,£),X) .

J
La partie b/ de la démonstration du théoréme 4 entraine dans les mémes con-—

ditions (89 et B,, assez petits)
distance(0(Z,£),X) = inf 1 distance(0(Z,E),z)
2&X,|z=z |50 (2,) -

> inf 1 110—18—”2)0(2)2“l
zEX,k—zoléip(zo)

=1 -9 (z0) o(z )20+l

> 8IZC 0 ’
et comme |z, = 9(L,8)] <p(0 (5, £)) , on a d'apres (51), (53), (54)
o) p(a )P 5 8 eV OEE) (g, g2

On obtient donc au point 0= o(z,E) € Jo(V) :

F©@)] 2 8,67 A@) exp(-(p=n=1) (5, (@) +x (@) e P p()?™! = ¥ (D20t

(cf. (48),(52),(53),(55),56)).
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I1 en résulte que l'ouvert V contient toutes les composantes connexes de U

qui rencontrent la sous-variété X . On définit la rétraction r par r=T, ° ol

X

sur ces composantes, et r = point constant de X sur les autres composantes de U .

REMARQUE 5. On a de plus par construction

lz(g) - g]<e X

pour tout point ¢ de 1'une des composantes connexes de U rencontrant X .

REMARQUE 6. Dans les applications , on aura int8ré8t i remplacer (49) par une con-
dition plus maniable. Si w est la r&union des boules ouvertes de centre z€X et

de rayon p(z) , on a

- -4 - — 9 (o
{ A2 e ay < 815 J A2, 2 (p-n)
X W

-2 (2+p-n) e“¢1 EZ(P'H)[(p-n)¢2+(p—n+1)x]

cog |

w

compte—tenu de la définition (53) de p .

Supposons maintenant que les conditions suivantes soient réalisées (avec des

fonctions plurisousharmoniques ©9s P35 X )

(57) A>e s
Y9
(58) |Flge ©

(59) z€Q et lz - z| < e—x(z) impliquent
LEQ, v,(0) <v,(2) + A, 04(0) Loq(z) + A, X(T) < x(z) + A .

Alors on peut choisir

2

¢y = 2(p=n) [(pm)v, + (p-n+DX] + 2(2+4p=n) 3 + (pre)Llog(l + lz|%)
2
Y= Cyw, + Cyog+ C['*x + Cg + (p+e)Log(l +|z|%)

(p—m) (¥, +X)
avec %=¢# 1 + Inf(2n,p) , et (compte-tenu de ce que ]AI £ B4 e )
Cé = 2( L+p-n)(p-n) - 1 , Cé = 2(f+p-n) ,

CL = 2(%+p-n+1) (p-n) + 2n, Cé =2 Logé + o(l +e+ A)

Ces derniéres estimations précisent et généralisent les résultats antérieurs de

C.A.BERENSTEIN et B.A.TAYLOR [1] . Ainsi, soit ¥ wune fonction plurisous-
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harmonique sur ! vérifiant les conditions suivantes
(60) X>0 , et Log(l+ [z]) =0(x(2) ;
(61) il existe une constante A telle que

z€Q et !z - | <exp(- X (2)) implique que

X@) s X(z2) + A,

On définit 1'algébre AX(Q) comme 1'ensemble des fonctions holomorphes f sur @
telles qu'il existe des constantes A], A2 20 telles que
(62) |£(2)| €A exp(a, x(2))
L'hypothése (61) est généralement exprimée sous une forme un peu plus générale dans la
littérature (voir par exemple [8]), mais tous les poids usuels satisfont la condition

g _ X
plus restrictive que nous avons donnée

COROLLAIRE 1. - Soit X une sous-variété de dimension n de l'ouvert pseudoconvexe
C P T i a 1 = = = = (S
Q €- , définie par les équations Fl FZ cee = Fy 0, avec Fl""’FN AX(Q)
On suppose que la quantité
oF. 2NL/2
A= = dét| ~—L l
3] = I%] = p=n P,
jE€J, kEK

est non nulle, et vérifie une minoration du type

A > exp(- Al X(z) - A2) , pour tout z€X .

Alors il existe des constantes A3,A4?>0 et une rétraction holomorphe r : U —X

définie sur 1l'ouvert

U={z€0 ; |F(z)|<exp(~ AyX (2) - AZ')} ;

5. Extension des fonctions holomorphes avec contrdle de la croissance.

On se replace tout d'abord dans la situation g&nérale des paragraphes 0,! et 2
X désigne une variété kahlérienne faiblement pseudoconvexe de dimension n , E, M des
des fibrés hermitiens au-dessus de X , M étant de rang N . On considére un sous-—
ensemble analytique Y = F_I(O) de X , lieu des z8&ros d'une section holomorphe F

de M , et on pose

U=1{z€Xx; |F(z)| <1}.

* On peut démontrer en outre que les classes d'algébres AX(Q) correspondantes sont les
memes .
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On a dans ce cadre un théordme d'extension , qui généralise le thé&ordme de

B.JENNANE [9].

/ ¥ = = .
THEOREME 6. - Soient n , q deux réels > 0 tels que ,IFI 2q ne soit localement

sommable en aucun point de Y (en général q sera un entier 3 1 , par exemple

= sup codim Y , ou = Inf(n,N))
q SEp . q >

: T ES
On suppose que Y est X-négligeable (cf. §3, définition 2) ,et que la forme de cour-

-

bure de L satisfait 3 1'inégalité

(63) Lo(E) B (==l + Ly <ic(M).F,F> -i Ricci(X)
N 2 12
1+ F]T 0 F]
Alors pour toute section g de E au-dessus de U , telle que I ]glz dV < + o
U
il existe une section G de E au-dessus de X,coincidant avec g sur Y, et telle que
2
G dv 2
J il 7o S Clam [ |g|” av,
X (1 +|F|D) U
2 2

2 1)

Démonstration. On cherche 1l'extension G sous la forme

¢ = A(F[P)g - u,

oii ) est une fonction réelle de classe C 2 support dans ]—cn, l[ , telle que
A =1 au voisinage de O, et wec” (X,E) , u=0 sur Y

L'analyticité de G &quivaut &

(64) D'"u = v ,

avec v = D"( A([F]Z)g) = A'(]F[z) <F,D'F>g¢g

Comme toute solution de 1'@quation (64) est de classe g , 11 suffit d'imposer que
|u|2 |F|—2q soit localement sommable pour assurer l'annulation de u sur Y

Soit Z wune partie fermée de X contenant Y , telle que X\ Z satisfasse les

hypothéses de la définition 2. On résout 1'équation (64) dans X\Z , aprés avoir
multiplié la métrique de E par (1 + IF[Z)—anl_zq

Pour cette nouvelle métrique, la forme de courbure c¢'(E) du fibré E est donnée par

¢ (E) = c(E) +n <D'F,D'F> [F[Z <D'F,D'F> - 2<]§'F,F> A <F,D'F> _ <c(M).F,]52‘>
(1 +|F|%H? (1 + [F|H 1+ |F)

¥ g [[F[z <D'F,D'F> -—4<D'F,F> A<F,D'F> _ <c(M).E2’,F>]
|F| |F|

% Comme pour le théoréme 2, cette hypothése est en fait superflue.
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Soit K = dét(TXX) le fibré canonique de X . Comme la (1,1)-forme

i([F]2 <D'F , D'F> - <D'F,F> A <F, D'F>) est 3 0 , il résulte de 1'hypoth&se

(63) que
1 1
ic' (k* ©B) > n.iig—i;—; ® Id,
(1 +|F|5
La forme VGEC (X E) = 1(X, KX @ E) vérifie clairement les inégalités
MR 71® ore|? gl

s1m a2 r1? o+ F1H? |g]? <ic @B Av, v |

grace au lemme 1, § 3, ligne (21). D'apr&s H.SKODA [13] , théoréme 2 et remarques
consécutives (comparer aussi avec la proposition du § 2), il existe une solution
u € C;iO(X\ Z, Kx ® E) = Cw(X\ Z, E) de 1l'équation (64) , telle que

Y m 2 2EE G+ 51D 1)
Jx vz e H el Jx\ z

(1 + |r|H"|F|%

(65) =1J odr®)? (1 + 7] D22 av
i

n IFIZQ‘ ?

dv

comme la fonction —zliigé—%l— (1 + 2)2 N est bornée, la derniére intégrale du
second membre est bielFélnle.

La section G = A(|F|2)g - u est donc holomorphe dans X\ Z et localement L2 dans X ,
par conséquent G se prolonge en une section holomorphe de E sur X (hypothése

de la définition 2) ; on voit que u est de classe C . dans X , et que u =0 sur Y

d'aprés (65). On obtient :

|G|2 < (1 + ]2 2 ]g]2 o= 5 9 [u,z ,
(1 o+ 1/]F]H - |F|
2 2 2 2
[ P S 1 . Ll
(+[F[HT T a+E|HT -[F]2T p|%

J _Jfﬂ_________ < J g : { 22 l A'z.(l +[F|2)2 ] .
n
X U

(1 +|F|Ham a1 +|r| ) L +[F[2)q ~]F[2q |F]2q_2

On fait tendre convenablement ) vers la fonction Ao définie par
+1/2
A (B =1 - a1/ pour ogtg 1,
=0 pour t>1 5

le prolongement G de g va tendre vers une section encore notée G
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telle que
2 12 2.2
J G 2 dv (J IB!Z [ AO + 1 Ao e +IF] ) ]
X  ( +[e|HI Ty +|F|2)n (1 +p|H%p2e N |p|2972
2
RGBS - - )
avec =2 = ( 5 ) (1 +IF| )T & (g+]) dans U , et

|F|
(1 +|F|2)q - [F[zq';lnf(l , 2q—1) dans U , car la fonction (1 + x)q - x1 est mo-

notone sur [0,1] .

2
On peut donc prendre C(q,n) = Sup(l , é )+ (q;l) . B
273-1

On remplace désormais X par un ouvert pseudoconvexe 2 de TP , et on suppose que
N iy < .. . ,
E=0C , M=2=C sont des fibrés triviaux , dont les métriques sont données respec-
tivement par les poids e2qQJ—‘W, ezw (¢ , Y fonctions plurisousharmoniques de
00
classe C ) . On a donc
Ricci(Q)) = 0, C(E) =d'd" - 2q d'd"p , c(M) = - 2d'd"Y ® IdM , de sorte que la

condition (63) est vérifiée.

COROLLAIRE 2. — Soient g wune fonction holomorphe dans 1'ouvert

U=1{z€q; lF(z)l<e—w(z)} ,

telle que J [g]2 L I, , et N un réel >0 .
U

Alors il existe une fonction holomorphe G qui coincide avec g sur 1'ensemble ana-

lytique X = F_I(O), et telle que

2 _2q)-v
G e dv 2 2qp-
J ol_e < @ J g]? VT v
Q (1 +|F|7 ™) U
Par un passage 3 la limite &vident, le corollaire 1 s'étend au cas oi ¢ est pluri-

sousharmonique quelconque, et Y localement minorée.

Reprenons maintenant les notations et les hypothéses du théoréme 5 : X est la sous-—

*on améliore ainsi les estimations de B.JENNANE [9] , grace au choix de poids plus natu-
rellement adaptés au probléme posé.

I1 peut paraitre surprenant que le corollaire 1 fasse intervenir un poids non plurisous-
harmonique 2qy - ¢, mais cette situation s'explique par le fait qu'on a "récupéré de la
plurisousharmonicité" en jouant sur la négativité du fibré M . Lorsque

F(zl =2z =(zy,+...,2) , ¢ =p , et Y = constante, le corollaire | redonne le théoréme
d'HORMANDER-BOMBIERIP sous une forme optimale, utile pour la théorie des nombres

(cf. H.SKODA [16] ).
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variété lisse de 1'ouvert QCCP définie par les équations F1 = ... = FN =0,
oF.

On pose n = dim X, A2 = 2 |dét Ejyéq 1> ,F-= (FlreeanF),

2 2 o 191=]K|= p=n k' §€J, k€K p .
|F| = ‘Fll +o..t IFN‘ , et on désigne par dVX = %T]X 1'élément de volume
canonique de X ; on suppose que V¥ est la fonction plurisousharmonique donnée
par le théoréme 5 ou la remarque 6, et que 1'inégalité |z - z| <e—X(z) entraine
de plus v (T) <v(z) + A .
COROLLAIRE 3. - Pour toute fonction holomorphe g sur X = FHI(O) et tout réel

n.> 0, il existe une fonction holomorphe G dans @ qui prolonge g , telle que

2 = - Y 1+A o
J el AT v (1ﬁ$J lgl® a7 ™ av
Q  (|F|7 + e FYyPTR X

X b

ol o est une constante ne dépendant que de p et N

i

Démonstration. On choisit q = codim X = p-n ; si r : U -—X est la rétraction du

— -~ - ~ n
théoreéme 5 , on tend g a U en posant g =g o r sur les composantes de U
. n
qul rencontrent X , et g =0 sur les autres composantes.
Réexaminons maintenant les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 5,
en conservant les mémes notations.
Les composantes connexes de U qui rencontrent X forment un voisinage tubulaire

de X , dont la coupe suivant le plan normal (TZX) constitue approximativement
-1 =V -1 -
[ le [ e v ).

un polydisque de multirayon ([a1 s .ees |a

p—n
Un tel polydisque est contenu par construction dans la boule de centre =z et de

-X(z)

et son volume est donné par

l—2 e—Z(pﬂn)w —nd A_Z e—qu'.

rayon p(z) €e

Pp—n

e P e P

1 p—n

On en déduit visiblement d'aprés la remarque 5 que

J 517 &2 "y $oel+AJ g2 272 e P av ,
U X
et la conclusion résulte du corollaire 2.

Le corollaire 3 paralt pratiquement optimal, en dehors du fait que l'on souhaiterait
pouvoir prendre n =0 .

On observera que les constantes 02,03,C4,C5 qui interviennent dans la définition

de Y , et qui ne sont probablement pas les meilleures possibles, n'auront en général

aucune importance dans les applications du corollaire 3, puisqu'on peut les "tuer"

en choisissant T assez petit, et qu'en pratique { sera 2 O .
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REMARQUE 7. Explicitons le corollaire 3 en termes plus familiers, sous les hypothéses
sulvantes
¥ 4
2 3
el se¥ L |F[<e © , A3ze ,
dans lesquelles on suppose que Y, ©,s ¥4, X soONL des fonctions plurisousharmoniques

vérifiant toutes 1l'analogue de (51) ; dans ces conditions, on peut choisir comme

fonction p (cf. (40) , (41) et le théoréme 5) la fonction
~(p=n)¢,~(p-n+1)x

p = 64 Ae
On obtient alors, en posant w = 2 X D(z, p(z)) et en remplagcant ¢ par 2y :
-7 - 2y + 29 , - 20 .
|8|2 A 2 o 2¢ v, < B e 3 0 2(p—n) av
X X 17 ©

on choisit donc
¢ =vy+ (p—n+l) 0oyt (p"n)[(p—n)w2 + (p—n+1)x]+ (p+mLog(l +|z]|) ,

ce qui donne

-2¢ =-2nY
2 e 1.2
JQ lc| 5% v < Byg(1 + ﬁo ,

(e
g - o=
d'od [6]¢B o1 + %)e¢+nw TP (e F 4 TP

2+e-2w)p-n+n

COROLLAIRE 4. - Sous les hypothéses du corollaire 1[ voir (60), (61), (62) ; X est

définie par FI,FZ,...,FN € AX(Q), et on suppose que Az'exp(—AIX-Azﬂ , une fonc-—

tion holomorphe g sur X se prolonge en une fonction GEEAX(Q) si et seulement si

g vérifie la condition :

[g(z)[ < exp(A3x(z) + AA) , pour tout z€X .
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