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1. Introduction

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C" et soit Y le
diviseur des zéros de f. La formule classique de Poincaré-Lelong dit que le courant
d’intégration [Y] sur Y peut s'écrire (2mi)"*001log|f|?. Pour une application
f:U — CP telle que les zéros Y; des composantes f; sont en position générale,
on obtient un produit des courants d’intégration

00log |f1]> A ... NDDlog |f,|* = 2mi [Vi] A ... A 27i [Yy] = (27m0)P[Y]

ou [Y] désigne le courant correspondant & lintersection Y1 N ...NY,. Il est
bien connu que le courant intersection du membre de gauche se factorise
en deux parties: un facteur jacobien wy = dfi A ... A df, et un facteur

Ry =0(1/f1) A...ANd(1/f,), appelé courant résiduel (voir [CH78], p. 52).

Dans cette Note nous montrerons comment cette factorisation peut étre
étendue au cas global ou Y est ’espace complexe associé a un idéal cohérent 7
sur une variété complexe X, sous I’hypotheése ou Z est localement intersection
compléte. Le fait que la forme jacobienne ne se réalise pas en général comme une
section d’un fibré sur X tout entier nécessite une étude des faisceaux sur Y méme,
et conduit a la notion de cohomologie & support dans le voisinage infinitésimal
d’ordre 1 de Y. Ici la cohomologie modérée employée dans [Ra76] et [DS85] (voir
aussi [RR74]) ne conviendrait pas, puisqu’elle n’est pas indépendante du choix du
prolongement & X d’un faisceau donné seulement sur Y. Notre résultat principal
(Théoreme 3.5) est le suivant : le courant résiduel Ry peut s’identifier de maniére
intrinseque a un élément canonique de la cohomologie infinitésimale d’ordre 1 a
support dans Y et a valeurs dans le faisceau des sections du déterminant du fibré
conormal & Y. Le point essentiel est la loi de transformation

1 1 1 1
O— N...NO— = (det(g;; O— AN...NO—
7l 77 = (detlw) 0 7

lorsque (f]) = (¢i;)(f;) avec une matrice inversible (gi;).

On sait en fait d’apres le calcul de courants méromorphes développé dans
[Pa88] que le courant résiduel d(1/f1) A...AI(1/fp) est bien défini méme lorsque
les diviseurs Y; des f; ne sont plus en situation d’intersection complete. II serait



tres intéressant de savoir si la classe de cohomologie de ce courant peut encore se
voir comme une classe de cohomologie a support définie de maniére intrinseque sur
une certaine sous-variété de I'intersection des Y;. On peut penser par exemple au
cas ol les f; seraient les composantes d'une section globale arbitraire f d’un fibré
vectoriel holomorphe sur X. Malheureusement, la loi de transformation associée
a un changement linéaire (f/) = (g:;)(f;) est dans ce cas difficile & expliciter et
a interpréter, car elle doit nécessairement prendre en compte certaines dérivées
(en nombre fini) de det(g;;). Il en résulte que la signification cohomologique du
courant résidu reste assez mystérieuse dans le cas ot 'on n’a pas une intersection
complete.

Une grande partie de ce travail a été faite pendant un séjour du deuxieme
auteur a l'Institut Fourier au printemps 1992.

2. Théorie des résidus: formalisme algébrique

Nous rappelons ici le formalisme général des résidus introduit par Grothen-
dieck (voir [Ha66]). Soit X une variété analytique complexe de dimension n, O son
faisceau structural et Z un faisceau d’idéaux cohérent sur X. Nous supposons que
la variété des zéros Y = V(Z) est de dimension pure n — p et que le faisceau 7
est localement intersection compléte, c’est a dire que tout point z € ¥ admet un
voisinage U sur lequel Z est engendré par exactement p fonctions holomorphes
fi,-- -, fp € T(U,0). Lasuite f = (f1,..., fp) forme alors une suite réguliere au
voisinage de x, et le faisceau quotient O/Z admet sur U une résolution libre de
longueur p donnée par le complexe de Koszul

(2.1) 0— APG* - AP7IG* — ... 5 AGF - 0 — 0)T — 0,

on G = O9 et ou la différentielle du complexe A®*G* est le morphisme de
contraction f 1 e, f € T'(U,G) (voir par exemple [GHT8], p. 687-695).

2.a. Définition du fibré normal a Y.

Nous considérons Y comme ’espace complexe non nécessairement réduit
dont le faisceau structural est Oy = (O/I)y. Le faisceau Z/Z? est alors un
Oy-module localement libre de rang p (une base locale est donnée par les images
des générateurs f1, ..., fp). Ce faisceau peut étre considéré comme le faisceau Ny
des sections du fibré conormal Ny-. Le fibré Ny peut aussi étre défini comme suit :
si (Uy) est un recouvrement de Y par des ouverts de Stein tels que Z soit engendré
par fo = (fa1s---, fa,p) au dessus de Uy, il existe une matrice holomorphe g, g
telle que fo = gapfs sur Uy N Ug et on voit que la matrice gog © ggy — Gy
doit annuler f, sur U, NUg N U,. Ses lignes sont donc dans I'image de la fleche
A%2G* — A'G* du complexe de Koszul, en particulier les composantes sont dans Z.
Il en résulte que (gq3) mod Z définit un cocycle de matrices holomorphes inversibles
a coefficients dans Oy : on définit Ny comme le fibré vectoriel sur Y défini par ce
cocycle. Bien entendu, si le faisceau d’idéaux Z est engendré globalement par les
composantes d’une section f d’un fibré vectoriel holomorphe E de rang p sur X,
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alors on a Ny = Ej}y- et le complexe de Koszul (2.1) existe globalement sur X avec
G = O(F). On notera cependant qu’en général Ny ne s’étend pas nécessairement
en un fibré vectoriel défini sur X tout entier (voir [OSS80], p. 93).

2.b. Construction du résidu de Grothendieck associé a 1’idéal 7.

Soit F un O-module localement libre sur X. Par définition, les foncteurs
Ext? sont les foncteurs dérivés du foncteur faisceau d’homomorphismes Hom (e, o)
et se calculent en prenant au choix une résolution projective du premier argument
ou une résolution injective du deuxi¢me. Les faisceaux Extl,(O/Z, F) peuvent
donc étre calculés localement au moyen du complexe de Koszul de O/Z : ce sont
les faisceaux de cohomologie du complexe Hom(A*G*,F) = A*G @ F dont la
différentielle est simplement I'opérateur de multiplication extérieure f A e . Ce
complexe s’identifie lui-méme par dualité & un complexe de Koszul, en écrivant
A*G ~ AP7EG* @ det G ; on en déduit aussitot

ExtY(O/IT,F)=0 pour q#p, ExtP(O/I,F)~detGoF® (O/I).

Compte tenu du fait que Gy trivialise localement Ny, on a un isomorphisme
canonique global

(2.2) EaxtP(O)I, F) ~ j.(det Ny ® Fry ),

ot j : Y — X est l'inclusion et F}y = (F ® O/I)y la restriction “schématique”
de F a Y. On voit en particulier que le résultat dépend uniquement de cette
restriction. Si F est un faisceau localement libre défini seulement sur Y (i.e.
localement libre sur Oy ) on peut définir des faisceaux de cohomologie & support
dans le voisinage infinitésimal d’ordre 1 de Y par

(2.3) My (F) = Ext?(O/T, F),

en choisissant n’importe quelle extension localement libre F de F au voisinage
de Y. D’apres ce qui précede, on obtient

(2.4) H((ZY> (F)=0 pour q#p, HZZY) (F) =~ j(det Ny @ F).

Passons maintenant au niveau des Ext et des groupes de cohomologie globaux
sur X (rappelons que les Ext sont les foncteurs dérivés du foncteur composé
Hom = T o Hom, a savoir les groupes de cohomologie issus de RI' o RHom
opérant sur la catégorie dérivée des faisceaux). Or, on a dans la catégorie dérivée
des faisceaux un objet canonique RHomo(O/Z,F) indépendant du choix de
P'extension locale F de F , de sorte qu’en appliquant le foncteur RI' on obtient
aussi des groupes globaux

HQ

v (X,F):=Ext45(0/I,F),

que nous appellerons groupes de cohomologie a support infinitésimal d’ordre 1.
Puisqu’il y a un seul degré ¢ = p en lequel le faisceau £xt? est non nul, la suite
spectrale des Ext dégénere en Fy et on a donc un isomorphisme

HY (X, F) = HI7P (X, HYy (F)),
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en particulier
H:(DY>(X7]:) = F(XaHz(jm(]:))'

2.5. REMARQUE. — Cette cohomologie a support ne doit pas étre confondue
avec la cohomologie & support usuelle HY, (F) (dérivée du foncteur I'y- des sections
a support dans Y, et qui est définie pour un faisceau F sur X tout entier), ni avec
la cohomologie a support modérée

Hiy)(F) = ind lim Ext? (O/TF, F)

associée elle aussi a un faisceau cohérent F sur X tout entier (voir Ramis [Ra76]).
En général, on a seulement des fleches

H?Y)(]:) - H?Y] (F) — Hy (%),

HEIY] (F) étant en quelque sorte la partie de Hy (F) annulée localement par une
puissance de Z, et H?Y> (F) la partie de H{.(F) annulée par Z. En fait, nous allons

considérer ici des faisceaux F qui sont seulement définis sur Y ; ceci nous interdit
a priori de considérer d’autres groupes de cohomologie & support que H((1Y> (F).O

Si on choisit en particulier comme faisceau F le faisceau inversible
F = det N3 , le second isomorphisme (2.4) définit une section canonique oy de

Hg’y> (X, det N¥) correspondant & la section constante unité de det Ny @ F = Oy-.

Cette section peut étre considérée comme le résidu de Grothendieck associé
a l'idéal Z. Ce résidu est intrinseque, c’est-a-dire indépendant du choix des
générateurs locaux fo 1, ..., fa,p de I'idéal Z.

2.c. Relation avec la classe fondamentale de Y dans X.
La relation f, = gap donne par dérivation dfy = gag(dfs) + (dgag)fs, d’ol
dfa1 N ... Ndfap =det(gap) dfgi A ... Ndfg, mod T ® QF.

I1 en résulte que la collection des formes différentielles df, 1 A. .. Adf , définit une
section canonique

(2.6) wy € HO(Y, Q% @ det Ny).

Par Oy-linéarité, on obtient un produit

(2.7) Hiyy (det NY) @ 5 (D @ det Ny) — Hi3 (5 ) = Eat?(O/T, Q% ).

Ceci donne un cup produit “extraordinaire”

(2.8) Hy (X, det Ny ) x HO(Y, Q% ® det Ny') — HY,

Compte tenu de la contravariance des £xt en le premier argument, la projection
canonique @ — O/7 jointe & I'isomorphisme évident Exth (0, Q%) = H1(X, Q%)
induit un morphisme oubli du support
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La section oy définie plus haut est un élément canonique de H fy> (X, det Ny)
et son cup produit par wy donne un élément oy - wy de wa (X, Q%) quon va
pouvoir interpréter comme la classe fondamentale de Y dans X. L’objet de ce qui
suit est de préciser cette interprétation en faisant usage de la théorie des courants,
et en particulier des courants résiduels.

3. Interprétation au moyen d’un complexe de courants

Comme on va le voir, il est trées commode d’utiliser le formalisme des
courants pour interpréter les groupes de cohomologie introduits au paragraphe 2.
Si F est un O-module localement libre sur X, et si 'p°e désigne le complexe
des courants de bidegré (0,q) sur X avec la différentielle 9, alors F ® D" est
une résolution fine de F (isomorphisme de Dolbeault). Le complexe de faisceaux
RHom(O/I,F) est représenté localement dans la catégorie dérivée par le complexe
simple associé au complexe double Hom(A*G*, F ® ”DO"). Comme pour tout
ouvert U Pespace des distributions I'(U, D’) est un I'(U, O)-module injectif ([Ma66],
chap. VII, 2.4 et 2.5), on a exactitude du bifoncteur Hom par rapport au premier
argument dans ce complexe double, ce qui montre que RHom(O/Z,F) s’identifie
au complexe simple

Hom(O/T,F ®'D**) = F & 'D}y),

ol ’D?i% désigne le faisceau des courants annulés par idéal Z (ce sont donc
des courants & support dans Y, comportant suffisamment peu de dérivations
transverses pour étre annulés par les générateurs fi,..., f,). Comme ce dernier
complexe est un complexe de C*>°-modules, le complexe de ses sections globales
calcule directement les Ext globaux. Par ailleurs, il est clair que le complexe
Fo'! D?i% ne dépend que de la restriction de F a Y, de sorte que les notations
ci-dessus ont encore un sens lorsque F est un Oy-module localement libre défini
seulement sur Y. On obtient alors des isomorphismes

0,0 0,0
(3.1) H?Y>(.7:)2Hq(]:®/p<y>), Hgy>(X7_7:)ZHq(P(X,]:@I'D(Y))).

Introduisons maintenant les courants résiduels associés a notre idéal Z, et

commencons par une situation locale. Etant donné les fonctions fi,...,f, €
I'(U, O) et une forme test ¢ € D™ P(U), nous considérons la limite
—1 —1 %)
(3.2) O— AN...NO— () :=1lim [ ———,
fl f;n e=0 /. fl"'fp
ol le tube analytique réel T, = {|f1| = e1,...,|fp| = €p} est orienté par la forme

volume d (arg f1)A. . .Ad (arg f,) > 0. Pourvu que le p-uplet & tende vers zéro d’une
maniere convenable (voir [CH78] ou [Pa88] pour les détails), cette limite existe et
définit action d'un courant d-fermé d(1/f1)A...A8(1/f,) dans 'D*P(U). Puisque
ce courant résiduel est annulé par les f; (voir [CH78|, Th. 1.7.6), il appartient en

fait & Pespace ’ D?i% (U). Sur les intersections U, N Ug, la loi de transformation

1 1 o1 1
3.3 T A AT = (det(gag)) T—— A .. AT——,
(3:3) Fox Fop ~ (detlgam) 057 For



dont une preuve précise se trouve dans_[D892], est valable. Par conséquent, la
collection des courants 9(1/fa,1) A...AI(1/ fu,p) définit un courant résidu global

Ry € T(X,det Ny @ DY)

Plus généralement, si fo est une fonction holomorphe sur U, on sait définir un

courant
1-1 —

151 1oy _r
(3.4) FOL N AT () m/csfofy-fp’

ou l'intégrale est calculée sur la couronne cylindrique

Ce = {lfol > eo, |fil =1, ., [fpl = &}

Ce courant est annulé par f1,..., fp, son produit par fo redonne le courant (3.2),
et on a la formule usuelle
/121 =1 =1 -1 =1
(05 A ND5) =B AB— AL A D
Jfo f1 Ip 0 1 Ip
(voir [CH78], Th. 1.7.7).

3.5. THEOREME. — Par I'isomorphisme (3.1) correspondant a F = det Ny, soit
x 0,e

la section oy construite au §2 s’identifie au signe pres a la classe de cohomologie
du courant résidu Ry .

Preuve. — En utilisant le complexe de Koszul (2.1), le fibré normal Ny s’identifie

localement a Gy et F = (det G)~! est une extension locale de F = det N3. On a
donc

RHom(O/T, F) = Hom(O/I,F @ 'D*) = Hom(A*G*, F @ 'D”*)
= AR Fe D" = AP*G* @ D",

Ceci signifie que RHom(0O/Z, F ) est quasi-isomorphe au complexe simple associé
au complexe double K = AP~iG* @ "D’ produit tensoriel du complexe de
Koszul (inversé et décalé) par le complexe de Dolbeault. Désignons par (er)rj—
la base canonique de A*G. La premiere différentielle de K ** est la contraction par
le vecteur f =" frer et la deuxieme différentielle est (—1)'9. Par définition, oy
est 'image de 1 vu comme cocycle de KP°, tandis que Ry s’identifie au cocycle
(exA...nep)® (B(1/fi) A...AD(1/f,)) de K®P. Pour démontrer le théoréme, il
suffit donc de vérifier que oy + Ry est un cobord dans K**. Pour cela, on définit
une cochaine v € KP~10q ... @ KP~*k1g @ KOP~1 par

1 1-1 = 1
u=el®——+ Y (-)FFAED (A A ® (—8— A AND )
1 s e fi Jr—1
Un calcul élémentaire montre alors que
(d +dVu=f1u+(—1)u=oy — (=1)PPHD/2Ry, O
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Revenant pour un instant a la théorie locale, nous rappelons la structure
du résidu logarithmique (voir [CH78], p. 52), & savoir

(3.6) E%A.../\Ei/\dfl/\.../\dfp: (27mi)? Y],

ou le produit extérieur & gauche doit étre compris au sens des courants, et o [Y]
désigne le courant d’intégration sur Y, prenant en compte les multiplicités. Ce
dernier courant est défini sur X tout entier et représente un élément, appelé classe
fondamentale de Y dans X, du groupe H ) 7(X) de cohomologie de de Rham.

D’aprés (3.6) nous avons la relation globale Ry A wy = (2m)P[Y], et
il s’ensuit que le produit oy - wy correspond, via l'isomorphisme (2.8) et
I'isomorphisme de Dolbeault HP (X, QF,) ~ Hg"p(X) C HY,(X) ala classe fonda-
mentale de Y multipliée par (27¢)P. Nous pouvons visualiser ces propriétés par le
diagramme commutatif
HP

oy € wa(X,detN;*/) <Y>(X,Q§()—>HP(X,Q§()

o =] S

- Wy

{Ry} € H?(D(X,det Ny @ 'D}y))) AY e (D(X, D)) — HEP(X)
Ry (2mi)P[Y].
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