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Introduction

L’objectif de ce texte est de proposer une « trame » pour ’enseignement de 'intégration
depuis le lycée jusqu’aux premiéres années de 'université. Pour cela, nous développons
les bases de la théorie de l'intégration telles qu’elles ont été posées et grandement
éclaircies par Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstock & la fin des années 1950. Au fil des
chapitres, le niveau mathématique de ’exposition glisse progressivement d’un niveau
trés élémentaire jusqu’a un niveau de second cycle universitaire.

Méme si au début une partie des résultats doit étre admise ou démontrée de maniére
heuristique du fait des contraintes de temps ou des prérequis, nous pensons que la
démarche mathématique utilisée dans ’enseignement doit respecter chaque fois que cela
est possible les principes d’une progression par généralisations successives compatibles
avec les exposés qui ont précédé (« progression concentrique »). Il est donc trés utile
d’introduire dés le début des définitions qui sont susceptibles d’étre rendues rigoureuses
et formalisées, et d’adopter un ordre de présentation des concepts et une articulation
logique tels que la théorie n’aura pas a étre substantiellement changée le jour ol viendra
la formalisation compléte.(t)

A Theure actuelle, I'intégration est souvent abordée en plusieurs étapes qui sont les suivantes :

a) En terminale, une premiére étape qui consiste a introduire 'intégrale comme « aire sous la courbe »,
avec un état d’esprit qui se ressent obligatoirement de ’appauvrissement continuel de la conceptu-
alisation depuis 2 décennies. Il en résulte qu’il est devenu trés difficile de formaliser complétement
la théorie, ce qui veut probablement dire qu’on ne peut guére espérer que le cours donne de
véritables démonstrations, mais seulement au mieux quelques indications de preuves complétées par
des considérations heuristiques.

b) Dans les premiéres années d’université, les enseignants présentent en général une version plus ou
moins édulcorée de la théorie de «l'intégrale de Riemann », a ’aide d’encadrements par des fonctions
en escalier, et des preuves qui tendent de plus en plus a disparaitre du fait du recul des connaissances
fondamentales requises (pratique des ¢ et §, continuité uniforme, ...)

c) En Master lére année apparaitra dans les bons cas une théorie plus solide de 'intégration reposant
sur la théorie de la mesure et l'intégrale de Lebesgue. Mais il est de notoriété publique que ce sujet qui
fache a tendance aujourd’hui & étre de moins en moins traité, surtout dans les filiéres dites « Master
enseignement ».

Cette situation présente de nombreux inconvénients. La théorie de 'intégrale de Riemann n’est pas
une « bonne théorie », ni du point de vue didactique ni du point de vue mathématique. La présentation
n’en est pas trés simple : il faut manipuler constamment des encadrements de fonctions, utiliser la
continuité uniforme pour démontrer l'intégrabilité des fonctions continues, faire des découpages de &
et § parfois peu éclairants. Il y a de nombreuses restrictions ou pathologies, des théorémes essentiels
comme ceux de la convergence monotone ne sont pas valables, etc. Plus tard, l'introduction de
I'intégrale de Lebesgue viendra balayer ce travail en montrant qu’il s’agissait en fait d’une théorie
bancale et incompléte. Si les étudiants échappent & l’intégrale de Lebesgue — comme cela arrive a
un nombre de plus en plus grand de CAPESiens — ils n’auront donc jamais eu 'occasion de se voir
exposer une théorie «sérieuse» de ’intégration, ce qui est préoccupant.
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Le choix de l'intégrale de Kurzweil-Henstock présente l'avantage de fournir des défini-
tions assez simples — peut-étre plus simples que celle de Riemann puisque les encadre-
ments de fonctions ne sont plus nécessaires, que ’on n’a plus besoin de la continuité
uniforme, que tous les théorémes de base se démontrent en quelques lignes — et, en
méme temps, d’étre assez puissante pour contenir les parties élémentaires de la théorie
de Lebesgue ... Dans ces conditions, il parait quelque peu anachronique que la théorie
n’ait pas encore trouvé sa juste place dans ’enseignement !

Nous suivons ici d’assez prés le livre «Introduction to gauge integrals» de Charles
Swartz [Sw|, en l’allégeant autant que faire se peut, pour atteindre trés rapidement la
preuve des théorémes fondamentaux (rapport entre intégration et primitive, intégration
par parties, changement de variable, dérivabilité des intégrales indéfinies de fonctions
continues...). Nous développons ensuite les résultats plus spécifiques a la théorie de
Kurzweil-Henstock pour atteindre les théorémes de convergence monotone et dominée.
L’existence de la mesure de Lebesgue et ses propriétés fondamentales figurent parmi les
conséquences directes, sans qu’il y ait besoin d’introduire au préalable le langage général
des tribus et des mesures dénombrablement additives. Les étudiants auront donc en
fait un premier exemple motivant sous la main lorsque ces notions plus générales
seront introduites. Enfin, les définitions ad hoc des diverses intégrales généralisées,
impropres et semi-convergentes deviennent également accessoires, puisque toutes ces
notions peuvent étre exprimées en une seule définition naturelle contenant les cas utiles :
I'intégrale de Kurzweil-Henstock autorise par nature méme la « semi-convergence » ...

Les premiéres étapes nous paraissent éventuellement utilisables au lycée, a condition
d’admettre quelques-unes des démonstrations — et en prenant comme perspective que
c’est l'intégrale de Kurzweil-Henstock qui sera développée ensuite, de sorte que les
énoncés présentant des hypothéses artificielles superflues n’ont pas lieu d’étre.

Le cours qui suit a été a 'origine inspiré par des notes synthétiques rédigées par Eric
Charpentier [Ch] & 'Université de Bordeaux autour de 2002, et fait des emprunts a de
multiples sources (cf. bibliographie). Ces notes ont été ensuite développées sous forme
de cours polycopié par Jean-Yves Briend & Marseille [Br| (aprés que je I'ai informé des
suggestions d’Eric Charpentier). Le présent texte a fait 'objet de plusieurs rédactions
successives depuis "automne 2005, et a lui-méme inspiré ultérieurement des cours ou
manuels mis en chantier par plusieurs collégues. Je voudrais dans ce cadre signaler
d’utiles remarques et questions formulées par Xavier Buff, auteur du chapitre sur
I'intégration pour le L2 dans la collection de manuels “Licence-Tout-en-Un” dirigée
par Jean-Pierre Ramis et André Warusfel [RW], et remercier ces deux derniers pour
leur intérét et leurs encouragements.
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Chapitre I

Définitions et résultats fondamentaux

Cas des fonctions d’une variable

L’objectif de ce chapitre est de proposer une présentation rigoureuse et compléte des
premiers éléments de la théorie de l'intégration. Compte tenu de cette ambition,
I’exposé est nécessairement théorique, et donc beaucoup plus exigeant que d’autres
textes ou manuels qui se contentent de donner des techniques de calcul, et qui s’appuient
seulement sur une intuition de la notion d’aire en lieu et place de justifications mathé-
matiques complétes. Un prérequis indispensable est d’avoir déja assimilé ’art de couper
les € en quatre — ou d’étre prét a faire ’effort de creuser la question. Le public visé est
celui des éléves de Terminale trés motivés — la théorie de base ne fait jamais appel a
aucune notion qui dépasse le niveau du lycée. La plupart des notes de bas de page sont
destinés a des lecteurs plus avancés et ne peuvent normalement pas étre comprises par
des personnes qui aborderaient la théorie pour la premiére fois; de méme, les passages
marqués d’un * ou de deux ** peuvent étre omis en premiére lecture; les sections 7, 8
et 9 sont nettement moins élémentaires et relévent de 'université.

1. Sommes de Riemann

Dans toute cette section, a et b désignent deux réels tels que a < b. Soit f une fonction,
définie sur Uintervalle [a,b], & valeurs dans R. La portion du plan comprise entre le
graphe de f et I’axe horizontal est ’ensemble des couples (x,y) tels que

0<y< f(x) sif(z)>20,  flz)<y<O0 sif(r)<0.

Pour une fonction f suffisamment réguliére, nous souhaitons évaluer l'aire A de cette
portion de plan, en comptant positivement les surfaces situées au-dessus de l'axe
horizontal, et négativement celles situées au-dessous (Fig. 1). Nous parlerons de «’aire
algébrique » (?) située sous le graphe de f.

L’approche des intégrales par les aires nous parait infiniment préférable & celle qui consiste & introduire
a priori 'intégrale par le calcul des primitives, ne serait-ce que parce que cette fagon de voir dépouille
l'intégrale de son sens géométrique (et qu’en outre elle escamote 'unique fagon de démontrer en général
lexistence des primitives...)
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(+)
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A=A+ Ay + Az + Ay = —|Ay| + |As| — |Az| + | A4

Fig. 1. Aire algébrique située sous le graphe de f.

L’idée est de découper l'intervalle [a, b] au moyen d’une subdivision en sous-intervalles
laj,aj4+1], puis de sommer les aires de rectangles basés sur les intervalles [a;, aji1].
La figure 2 ci-dessous résume le procédé.

)
J(@j)
a
b x
32
ap an
Fig. 2. Somme de Riemann associée a f sur D.
N-1
La somme des aires des rectangles figurés ci-dessus est donnée par Z f(zj)(aj41 — aj),
et on est ainsi conduit & poser la définition suivante. j=0

(1.1) Définition.
(a) On appelle « subdivision pointée » de l'intervalle [a,b] la donnée de N + 1 points
a=ap<a1 <...<an_1<an=25b
et de N points xg, x1,..., Tn_1 tels que
Vj=0,1,...,N — 1, zj € [aj, a;11].



I.1. Sommes de Riemann 7

FElle sera notée
D = {(laj, aj41], %) fogj<n-

Les réels hj = ajy1 — a; (amplitudes des intervalles) sont les «pas» de la
subdivision.

(b) Soit D wune subdivision pointée de l’intervalle [a,b] et f une fonction de [a,b]
dans R. On appelle « somme de Riemann » associée a f sur D, le réel

Sp(f) = z_: f(@;)(aj41 —aj) = z_: fxj) by
=0 =0

La somme de Riemann Sp(f) est l'aire algébrique de la réunion des rectangles de
largeur h; et de hauteur f(z;) (Fig. 2). Il s’agit bien d’une aire algébrique, puisque
f(x;)h; est compté positivement si f(x;) > 0 et négativement si f(x;) < 0.

Intuitivement ’aire A cherchée est la limite de Sp(f) quand les pas h; tendent vers 0.
Un choix possible consiste par exemple & prendre une subdivision en sous-intervalles
égaux

b— b—
aj=a+jh=a+] ¢ 0<j<N o hy =h= Na,

que ’on peut combiner avec un choix quelconque des points ;.

(1.2) Exemple. Comme premier exemple, considérons la fonction identité f(z) = =
sur U'intervalle [0, 1]. Pour N > 1, posons :

1 J
=0, a = =
ap , a1 N,...,CL] N

., AN = 1

Les pas de cette subdivision sont tous égaux a 1/N. Voici trois calculs de sommes de
Riemann, selon que 1’on place les points x; au début, au milieu ou a la fin des intervalles
laj,aj+1] (rappelons que la somme des N premiers entiers vaut N(N + 1)/2).

N—-1 . N-—1
— 0 _ g 1 . N-1
(L2a) o) =a; : o) =2 NN =W 2= aw
N-—-1 . N-—1
aj + aji1 274+1 1 1 _ 1
1.2b = tHl . g - . 9i 41 ==
(1.2b) = 2 p()=2 SNy N a2 ¥tl=3
N—-1 . N-—1
. J+11 1 , N+1
(1.2¢) x5 =a541 SD(f):j_OTﬁ:z\m J_OJ“Ll: 2N

La seconde somme est égale & 1/2 pour tout NV, les deux autres tendent vers 1/2 quand
N tend vers l'infini. L’aire du triangle sous le graphe de la fonction est bien 1/2 :
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f(x)

Fig. 3. Sommes de Riemann associées a l'identité sur [0, 1].

(1.3) Exemple*. Nous considérons ici une situation ou la fonction f n’est plus bornée.
On prend [a,b] = [0, 1] et f telle que f(z) = 1/y/zsix €]0,1] et £(0) = 0. On introduit
une subdivision pointée D = {([aj,aj+1],xj)}0<j<N telle que a; = (j/N)? pour
0<j< Netonposex; = (t;/N)?avect; € [j,j+1]. Onaalors a;1—a; = (2j+1)/N?
et f(z;) =N/tjsit; >0, don

-ty AL

. t;
0<j<N—1,1;>0
f(x)
| I
0 1 x

Fig. 4. Sommes de Riemann associées a f(x) = 1/y/x sur [0, 1].

Le choix le plus simple est ¢; = j + 2, qui donne 23—“ = 2 et donc Sp(f) = 2. Si
on choisit plutdt ¢; = j + 1, on obtient la valeur mlnlmale possible pour Sp(f), mais
comme %3:11 — 2 quand j — 400, il est facile de ler que 'on a encore Sp(f) — 2
pour N — 400 (on peut observer par exemple que ]]T-i-ll 2 — ? > 2 —1/v/N pour
VN < j < N). Comme aji; —a; < (2N —1)/N* = 0 quand N — —|—oo ce calcul
ameéne a penser que 'aire du domame non borné définipar 0 < x < let 0 <y <1/

est bien finie et égale a 2. O



[.2. Définition de l'intégrale d’une fonction 9

Dans la suite, nous aurons besoin pour des raisons & la fois théoriques et pratiques de
considérer des sommes de Riemann sur des subdivisions arbitraires. Il est facile de voir
a partir de la définition 1.1 (b) que ces sommes vérifient les propriétés suivantes.

(1.4) Propriétés fondamentales.

(a) Linéarité. Si f, g : [a,b] — R sont des fonctions quelconques et X, i des constantes
réelles, alors

Sp(Af + pg) = ASp(f) + nSp(g).

(b) Monotonie. Si f, g : [a,b] = R sont des fonctions quelconques, alors

f=zg9g = Sb(f)=Sblg).

En particulier, si f >0, alors Sp(f) = 0.

(c) Formule de Chasles. Soient a < b < ¢ des réels et f une fonction définie sur |a,c|.
Si Dy est une subdivision pointée de [a,b] et Dy une subdivision pointée de [b,c|,
alors D1 U Dy est une subdivision pointée de [a,c] et

SD1UD2(f) - SDl (f) + SDz(f)

2. Définition de I’intégrale d’une fonction

La premiére idée qui vient a l’esprit est de considérer des subdivisions pointées
D ={([aj,aj+1],z)}o<j<n dont les pas h; = aji1 — a; sont tels que 0 < h; < 0
avec § tendant vers 0, et de regarder si les sommes de Riemann de Riemann Sp(f)
convergent bien vers une limite A. Cette limite sera alors interprétée comme étant
I’aire cherchée. On aboutit a la définition suivante, qui est la définition historiquement
introduite par Cauchy et Riemann.

(2.1) Définition. Soit f : [a,b] — R une fonction quelconque. On dit que f
est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable) s’il existe un réel A qui
représente 'aire algébrique située sous le graphe de f, tel que pour toute marge d’erreur
e > 0 donnée a priori, on peut trouver un réel 6 > 0 tel que pour toute subdivision
pointée D = {([aj,aj4+1],x;)} de [a,b] on ait

hj =aj1—a; <0 = [Sp(f) —Al<e.

Le nombre réel A de la définition précédente est appelé intégrale de f sur [a,b] et noté

A:/abf(x)dx.

et on dit que f: f(z)dz est la limite des sommes de Riemann Sp(f), lorsque le pas de
la subdivision tend vers 0.
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Dans cette définition, on peut par exemple se contenter de prendre une subdivision
en NN sous-intervalles de pas constant h = I’_T“, et on obtient alors la conséquence

immeédiate suivante.

(2.2) Convergence des sommes de Riemann. Si f : [a,b] — R est une fonction
intégrable au sens de Riemann, on a

b N-—1 ]
. b—a 7
/a flx)dx = ]\[1_1>IJIF1OO N ZO f(a + N(b — a)) [cas z; = a;]
]:
b—a < j
= Nl_i}I—Ii_loo N Zf(a + N(b - CL)) [CCLS x] = aj+1]
j=1
N—1 ]
. b—a 27 +1 a;+ aiin
= N1_1>I£oo N par f(CL + W(b — CL)) [ca,s T = %] )

Si I'aire f: f(z) dz située sous le graphe de f est connue d’une maniére ou d’une autre,
on peut alors en déduire la valeur des limites correspondantes ; il faut savoir pour cela
que la fonction f est intégrable au sens de Riemann, on démontrera plus tard (cf.
théorémes 7.6 et 7.10) que c’est le cas si f est continue ou continue par morceaux.

(2.3) Exemple. Considérons la somme

%(\/1(N—1)+\/2(N—2)+...+ (N=1)1)

qui peut aussi s’écrire :

DR E08)

C’est une somme de Riemann associée & la fonction = — \/x(1 — z) sur l'intervalle
[0,1]. Sa limite, lorsque n tend vers +oo, est égale a : fol V(1 — x)dx. Or, le graphe
y = +/z(1 — z) de cette fonction est un demi-arc du cercle x> — z + y = 0, soit encore
(x — %)2 +y? = %, c’est donc un demi-cercle de centre % et de rayon % La limite de
la sommation est égale a l'aire du demi-disque, qui vaut 7 /8. O

Cependant, on s’apercoit assez vite que la définition de lintégrabilité au sens de
Riemann impose des restrictions assez génantes sur la fonction f:
(2.4) Condition nécessaire. Toute fonction f Riemann-intégrable est bornée.

Démonstration. En effet, selon la définition 2.1, prenons § > 0 donnant une erreur au
plus €. Pour une subdivision D de pas constant h < d, a savoir h = (b — a)/N avec
N > (b—a)/d, nous devons avoir la majoration |Sp(f) — A| < ¢, donc

> Flxy)

0<j<N

N
<—(A ;
(|4l +e)

<|Al+e =

S0l = "3 ¥ fla)

0<j<N
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ceci pour tout choix des points z; € [a;,a;+1]. Choisissons pour I'un des points z; un
point z € [a, b] quelconque, et pour les autres les points a; de la subdivision. II vient
alors

veefa,  F@l< Y Ifa)l+ (Al +2),

0<j<N

ce qui montre que f doit étre bornée. O

Cette restriction que f soit bornée est trés génante, puisqu’on a vu a l'exemple (1.3)
qu’il existait des fonctions non bornées pour lesquelles 'aire située sous le graphe est
finie et calculable sans difficulté. D’autre part, d’un point de vue concret de calcul
numérique, on peut étre amené a faire des calculs d’aires pour des fonctions bornées
qui «oscillent plus» a certains endroits qu’a d’autres :

Y hj < 6(z;)

/T

.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a xj b T

Fig. 5. Somme de Riemann & pas variable.

Dans ce cas, on sent bien intuitivement que l'on a intérét a resserrer davantage les
pas h; aux endroits ou f oscille davantage. Plutét que de supposer que h; < J ou
0 est un réel positif fix¢, il vaudra donc mieux demander que les pas h; satisfassent
une condition h; < §(x;) ol 6(x;) est une quantité positive assez petite dépendant de
I'endroit ot I'on prend le rectangle de hauteur f(z;). On choisira alors des fonctions
0 : [a,b] — RY positives qui serviront & majorer les pas h;. Une telle fonction sera
appelée une jauge sur |[a, b].

(2.5) Définition. Soit 6 : [a,b] — R wune fonction positive quelconque. Une
subdivision pointée D = {([aj, a;11], ;) }o<j<n de [a,b] sera dite 0-fine si

Vj:O,l,...,N—l, hj:aj+1—aj<(5(:1:j).

Si 0, et 0 sont deux jauges telles que §, < 9, alors toute subdivision d.-fine est aussi
0-fine. Le résultat suivant, appelé lemme de Cousin, affirme que la définition précédente
n’est jamais vide de contenu.
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(2.6) Lemme. Soit § : [a,b] — R une jauge. Alors il existe une subdivision pointée
D de lVintervalle [a,b] qui est 0-fine.

Démonstration.” Elle est basée sur un procédé de dichotomie. Nous allons raisonner
par I’absurde, en supposant que [a, b] n’admet pas de subdivision pointée J-fine. Posons
ap = a et by = b. Divisons l'intervalle [ag, bg] en deux, et considérons les deux moitiés
[ag, 2kbo] et [2otbo o] ¢ si chacune des deux admettait une subdivision d-fine, la
réunion de ces deux subdivisions serait une subdivision é-fine de [ag, bp]. Donc 'une
des deux moitiés au moins n’admet pas de subdivision d-fine : on note celle-ci [aq, b1].

On itére ensuite le procédé, de maniére a construire des intervalles emboités [ay, by,
de longueur (b — a)/2%, dont aucun n’admet de subdivision é-fine. Les suites (az) et
(br,) sont adjacentes par construction, donc elles convergent vers la méme limite. Soit
xo cette limite. Puisque 6(zg) > 0, il existe kg tel que

[akos bro] C [0 — 50(0), 20 + 56(20)]-

Donc la subdivision pointée de [ag,, b,| formée seulement de I'intervalle tout entier et
du point z¢ est d-fine. D’ou la contradiction.(® O

(2.7) Définition. Soit f : [a,b] — R une fonction quelconque. On dit que f est
intégrable au sens de Kurzweil-Henstock (ou KH-intégrable) s’il existe un réel A qui
représente l'aire algébrique située sous le graphe de f, tel que pour toute marge d’erreur
e > 0 donnée a priori, on peut trouver une jauge 0 : [a,b] — R% en sorte que pour
toute subdivision pointée D = {([a;,a;y1],x;)} de [a,b] on ait

D §-fine i.e. Vj, aj41 —aj; < 0(x;) = |Sp(f) —Al<e.

(une telle jauge § sera dite e-adaptée a f). Le nombre réel A de la définition précédente
est appelé intégrale de f sur [a,b], on écrit

b N—-1
/a fe)de = Jim Sp() = Jm, 3 1(23)(as — )
<

et on dit que f; f(x)dx est la limite (au sens de Kurzweil-Henstock) des sommes de
Riemann, lorsque la subdivision D devient de plus en plus fine®.

Le lecteur ayant quelques connaissances de topologie aura reconnu un cas élémentaire du théoréme
de Borel-Lebesgue relatif & la compacité du segment [a,b]. Cependant, notre but est de rester aussi
élémentaire que possible — sans éluder les difficultés — donc il nous a paru préférable de faire la
démonstration dans le cadre strict des subdivisions pointées. [On notera que celle-ci permet en fait
d’énoncer un résultat un peu plus précis : pour toute jauge § il existe une subdivision pointée d-fine de
[a,b] formée d’intervalles dont les longueurs sont de la forme (b — a)/2%i. En effet, il suffit d’utiliser
un raisonnement par I’absurde avec ce type d’intervalles pour aboutir & une contradiction.] Quoi qu’il
en soit, la démonstration de 2.6 est probablement assez difficile pour la classe Terminale, c’est pour
quoi nous ’avons marquée d’un astérisque *, comme toutes les parties plus délicates qui vont suivre.

L’intégrale de Kurzweil-Henstock est parfois appelée aussi intégrale de jauge ou encore intégrale de
Riemann généralisée. Elle a été introduite au milieu des années 1950, alors que l'intégrale de Riemann
remonte au 19éme siécle. Bien qu’en apparence la définition de Kurzweil-Henstock différe trés peu de
celle de l'intégrale de Riemann, il se trouve qu’elle jouit de propriétés beaucoup meilleures, tout en
procurant des démonstrations souvent plus simples et en éliminant beaucoup d’hypothéses superflues,
par exemple le fait que f soit nécessairement bornée.
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Cette définition est de fagon évidente plus générale que celle de Riemann, par con-
séquent toute fonction intégrable au sens de Riemann est aussi intégrable au sens de
Kurzweil-Henstock. D’autre part, si une jauge J est e-adaptée, alors toute jauge d, < 0
est encore e-adaptée. Nous utiliserons cette observation a plusieurs reprises dans la
section suivante. La notation dx intervient pour rappeler qu’a la limite on considére
des rectangles «infiniment » fins de largeur do = a1 —a;, considérée comme accroisse-
ment infiniment petit de la variable = (voir Fig. 6 ci-aprés), et l’écriture symbolique
f: f(x)dx se lit «somme de a a b de f(z)dz.»

[205) I y
f(x)dx /: (+)

Fig. 6. Intégrale et son élément différentiel f(x) dx.

(2.8) Exemple. On appelle fonction en escalier sur [a,b] une fonction f telle qu’il
existe des points (u;)o<i<p de [a, b] et des constantes réelles ¢; telles que

a=ug<ur <...<u,=0b et f(x)=c¢ sur|u;,ui11],

les valeurs f(u;) € R étant elles-mémes quelconques, éventuellement différentes des
valeurs ¢;.

Yy
— /
C; L <
flui) 1 .
[ ] I
} |
1 ‘
| |
— i :
l l l L]
L] 1 1 1 1
| | | | |
| | | | |
: : \ i | :
a Uy i U; Uiy b T
¢

Fig. 7. Une fonction en escalier.

Nous affirmons :
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Toute fonction en escalier f est intégrable au sens de Riemann, et on a

b p—1
/ flx)dz = Z ci(uip1 — ug).
a i=0

Démonstration.* La fonction f est bornée, la borne supérieure de |f| est donnée par

M = [suglfl = I[I;Eﬁ{lfl = max{|c;|, | f(u;)[}.

h; 2int 1int
y < —— —
— f Y
Ci+ D ¢ 1
° l
’ | 1
| S < 2M
i ! ° < |
fla)r | 1 i
| | | . |
. | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
l I ll 11 1 l ll l !
T T LI L T T T T
a a1r1 a9 U1 Qj f Qj4+1 U; U1 b i X
® |
A

Fig. 8. Sommes de Riemann d’une fonction en escalier.

Soit D = {([a;,a;+1],2;)} une subdivision J-fine pour une certaine constante 6 > 0
(les points a; n’ont a priori aucun rapport avec les points de subdivision u; de la
fonction en escalier). La somme de Riemann Sp(f) = ) f(x;)h; est représentée
par par la somme des aires des rectangles de couleur rosée de la Fig. 8 (avec les
points a; en rouge et les points de marquage x; en bleu — tous ceux-ci n’étant pas
représentés). La différence entre les aires Sp(f) et > ¢;i(ui+1 — u;) (partie en noir
du graphe) est représentée par les zones hachurées en bleu clair. Nous avons au plus
2p intervalles [a;, a;4+1] qui contiennent 1'un des points intermédiaires u;, & savoir un
a chaque extrémité et un ou deux pour chacun des points u;, ¢ = 1,...,p — 1. Pour
chacun de ces intervalles, le terme f(x;)h; mis en jeu différe de Iaire des deux rectangles
délimités par le graphe de f par au plus 2Mh; < 2M 6, puisque |f(z) — f(z;)] < 2M
et hj < 6. Au total on a donc

)SD(f)_ Z ci(uit1 —wi)| < 2p x 2M6 = 4pMo.

o<i<p—1

11 suffit alors de choisir § = ¢/(4pM) pour conclure. O
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3. Propriétés élémentaires de 1’intégrale

Les propriétés énoncées dans cette section sont, dans I'ordre, la linéarité, la monotonie
et la relation de Chasles. Elles sont obtenues par passage a la limite a partir des
propriétés analogues des sommes de Riemann Sp(f) (propriétés 1.4 (a,b,c)), et valent
pour l'intégrabilité au sens de Riemann et de Kurzweil-Henstock indifféremment.

(3.1) Linéarité. Si f,g : [a,b] — R sont des fonctions intégrables sur [a,b] et X\, u
des constantes réelles, alors A\f + pg est intégrable sur [a,b] et

/ab (M (z) + pg(x)) dz = )\/abf(:z:) dijM/abg(x) de.

Démonstration. En termes de limites de sommes de Riemann sur des subdivisions
pointées D de [a, b], nous pouvons écrire

b
| @)+ ng(@) de = lim So(\F + ) = Jim ASp (1) + #S(s)

= A dimSp(f) +p Jim Sp(g)
b b
:)\/ f(ac)dm—l—,u/ g(z)dx. O

Pour analyser plus en détail cet argument, reprenons le calcul en termes de jauges, une
marge d’erreur € > 0 étant fixée a priori. Posons

A:/abf(x)dx, B:/abg(x)dx.

11 existe par hypothése des jauges d1, d2 telles que si D est d;-fine alors |[Sp(f) —A| < e
et si D est dy-fine alors |Sp(g) — B| < €. Prenons une subdivision D §-fine avec
d = min(d1, d2). Comme Sp(Af + pug) = ASp(f) + 1Sp(g) on en déduit

|Sp(Af + pg) = AA+ uB)| < (IA] + [ule.
Ceci montre que \f + pug est intégrable et que son intégrale est bien AA + uB.

(3.2) Remarque. Si f : [a,b] — R est une fonction qui est nulle partout sauf
en un nombre fini de points u; € [a,b], alors f est Riemann-intégrable d’intégrale
nulle®. C’est en effet un cas trés particulier de fonction en escalier, et on peut
appliquer la formule de ’exemple 2.8 avec ¢; = 0. Il en résulte que si deux fonctions
g, h : [a,b] — R différent en un nombre fini de points, alors l'intégrabilité de 'une
équivaut a I'intégrabilité de I’autre et on a f;g(x) dr = f; h(x)dx (puisque f =g —h
est d’intégrale nulle). O

Pour l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstock, ce résultat est vrai plus généralement dans le cas
ol f est nulle partout en dehors d’un ensemble dénombrable de points E C [a,b]. Voir l'exercice 9.22.
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(3.3) Monotonie. Si f,g: [a,b] — R sont des fonctions intégrables sur [a, b]

b b
fzg = /f(x)dx)/g(x)dx.

Démonstration. Cela résulte de I'inégalité sur les sommes de Riemann Sp(f) > Sp(g),
par passage a la limite. O

(3.4) Relation de Chasles. Soient a < b < ¢ des réels et f : [a,c] — R une fonction.
Si f est intégrable sur [a,b] et intégrable sur [b,c|, alors f est intégrable sur [a,c| et

/acf(ac)dm: /abf(m) dac—l—/bcf(m) dz.

Ceci vaut aussi bien pour lintégrabilité au sens de Kurzweil-Henstock que pour l’inté-
grabilité au sens de Riemann.

Démonstration. Fixons un réel ¢ > 0 et choisissons des jauges 61 : [a,b] — R,
02 i [b,c] = R% e-adaptées & f sur [a,b] et [b, c| respectivement. Autrement dit, si on
écrit

b c
A= [ fds A2:/b f)de, A=A+ A,

on aura |Sp,(f) — 41| < e et |Sp,(f) — A2 < € pour toutes subdivisions pointées
d1-fines Dy de [a, b] et do-fines Do de [b, ¢]. Si nous supposons démontrée l'intégrabilité
de f sur [a,c|, c’est-a-dire lexistence de la limite limgy, p Sp(f) lorsque D parcourt
les subdivisions pointées de [a, c], alors on peut prendre une jauge J sur [a, c] telle que
d < 9y sur [a,b] et § < Jy sur [b, ], et une subdivision D = D; U Dy d-fine égale a la
réunion d’une subdivision Dy d;-fine de [a, b] et d’une subdivision Dy d2-fine de [b, c].
On obtient dans ces conditions Sp(f) = Sp,(f) + Sp,(f), donc |Sp(f) — A| < 2¢ et
la relation désirée

c b c
/af(x)dm:KlfiIr’nDSD(f):A:Al—l—AQ:/af(m)dx—i—/b f(x)dz

s’ensuit en prenant € arbitrairement petit. La seule difficulté qui reste est de démontrer
'existence de la limite limgy, p Sp(f) pour des subdivisions D = {([a;, a;j4+1],z;)} de
la, c] ne comprenant pas nécessairement a; = b comme 'un des points intermédiaires,
ce qui est a priori requis pour prouver l'intégrabilité de f sur [a, ¢|. La méthode consiste
a redécouper l'intervalle [a;, a;+1] de D qui contient le point b, et & estimer de combien
on modifie ainsi la somme de Riemann Sp(f).

(3.5)* Preuve de l’intégrabilité de f sur [a,c| sous les hypothéses de 3.4.
Dans le cas de l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstock, la preuve est trés simple.
On définit une jauge ¢ sur [a, c] en posant

min(dy (z), (b—x)/2) siz € [a,b],
d(z) = < min(d2(x), (z —b)/2) sixz € ]b, ],
mln(él(b), (52([))) siz =b.
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de sorte que 0 < 61 sur [a,b] et 6 < &g sur [b,c]. Soit D = {([aj,aj+1],x;)} une
subdivision d-fine. Si z; < b, alors on a aj41 < x; +0(z;) <z; + (b—2x;) =b. De
méme, si x; > b, alors a; > x; — d(x;) > x; — (v; —b) =b. Ceci montre que le seul
cas ol [aj,aj+1] peut contenir le point b est le cas x; = b, ce qui permet de découper
'intervalle pointé ([a;,a;+1],b) en les deux intervalles pointés ([a;, b], b) et ([b, aj+1],b).
On produit ainsi une subdivision pointée Dy d;-fine de [a, b] et une subdivision pointée
Dy do-fine de [b, ] telles que Sp(f) = Sp, (f) + Sp,(f). On a donc [Sp(f) — A| < 2¢

et la conclusion s’ensuit comme précédemment. O

Dans le cas de l'intégrabilité au sens de Riemann, la preuve donnée ci-dessus n’est pas
valable, car la jauge § produite n’est pas constante. On sait cependant de plus que
f est bornée, disons |f| < M (si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et [b,c], elle y
est nécessairement bornée d’aprés la condition 2.4). Prenons pour D une subdivision
pointée é-fine avec & < min(dy,d2). Sil'un des intervalles [aj,aj4+1] contient b en
son intérieur, on remplace son point de marquage z; par z’; = b, ce qui donne aprés

j
découpage comme ci-dessus une nouvelle subdivision D' = D; U D5 d-fine telle que

Spr(f) = Sp,(f)+ Sp,(f) = [Sp(f)— Al < 2e.
On a de plus
1Sp(f) = Spr ()] = | (F(z;) — F(b)) Ry | < 2M,

par conséquent |Sp(f) — A| < 4e dés que § < min(dy,d2,6/M). Ceci entraine bien
I'intégrabilité de f au sens de Riemann sur lintervalle [a, ¢], ainsi que la formule de
Chasles. O

Pour des réels a, b qui ne vérifient pas nécessairement a < b, on pose

(3.6) /abf(m)dx:O sia=b, /abf(x)dx:—/baf(x)dx sia>b.

On peut vérifier que la relation de Chasles reste valable dans tous les cas, quel que
soit 'ordre des réels a, b, c, a condition bien siir que f soit intégrable sur chacun des
intervalles mis en jeu.

4. Le théoréme fondamental de I’Analyse

On appelle théoréme fondamental de ’analyse, le fait que 'intégration (calcul d’aires)
et la dérivation (calcul de tangentes et de différentielles) sont des opérations inverses
I'une de l'autre.

(4.1) Théoréme. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors f' est intégrable
au sens de Kurzweil-Henstock et

/ f(x) dz = f(b) — f(a).
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Démonstration.(®)  Commencons par une preuve heuristique (c’est-a-~dire simplifiée,
mais non rigoureuse). Soit D = {[a;,a;11],x;)} une subdivision pointée assez fine. On

a par définition
N—-1

b
/ Fyde= 3" Fe;)(azs — o).

7=0
Mais f’(x;) peut étre vu comme une approximation de la pente de f sur l'intervalle

laj,aj41] et on a donc f'(z;)(aj11 —aj) ~ f(aj+1) — f(a;), d’ou

N—-1

b
/ Fa)de =~ S (flag) - flag) = 1) - f(a).

Jj=0

Il n’est pas difficile de rendre cet argument rigoureux. L’hypothése de ’existence de
f(z) = limy_,, W signifie par définition que pour tout pout x € [a,b] et tout
e > 0 il existe un réel §(z) > 0 tel que

€ la,b], 0<|y—zl <5(x);») —f'(x>) <e, et donc

y€labl, yelr—d(),z+d@)]=[fly) - fl@)—(y—a)f ()] <ely—al

(puisque I'inégalité est vraie aussi de maniére évidente pour y = x). Prenons une subdi-
vision pointée D = {[a;, a;+1],x;)} 0-fine, c’est-a dire telle que hj = a1 —a; < 0(z;).
En appliquant I’égalité ci-dessus & * = x; et y = a; ou y = aj41, il vient

|f(a;) = f(@;) = (a; —

} <eglaj — x| = e(x; — aj),
| faji) = f(z5) = (541 — ) f'(25)] < elajin — 5] = elaja —z5).

En faisant la différence, 'inégalité |v — u| < |u| + |v| donne

| flajz1) — f(aj) — (ajp1 — aj) f'(z;)] < elaji1 — aj).

La sommation de ces inégalités pour j = 0,1,..., N — 1 implique en définitive

|f(b) = f(a) = Sp(f")| < e(b—a),
par conséquent

b
| F@dn = lim So(r) = 1(0) - fla) 0

KH, D

Notons qu’on retrouve ainsi le résultat important suivant qui, alternativement (et de
maniére plus classique) est démontré au moyen du théoréme des accroissements finis.

Le théoréme 4.1 est un résultat particuliérement impressionnant de la théorie de Kurzweil-Henstock,
que ni la théorie de Riemann ni méme la théorie de Lebesgue ne permettent d’obtenir. Ce « défaut »
de la théorie de Lebesgue avait amené A. Denjoy [Dj1] & proposer en 1912 une théorie de «'intégrale
totale » qui lui permit de rétablir la validité du Théoréme 4.1 (cf. aussi les travaux de O. Perron [Pe].
Cette théorie se révélera a posteriori essentiellement équivalente a la théorie de Kurzweil-Henstock,
mais avec un formalisme et des justifications beaucoup plus compliquées.
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(4.2) Corollaire. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R, telle que
f'=0 (resp. ' >0, f' <0). Alors [ est constante (resp. croissante, décroissante).

Démonstration. En effet, pour tous points a < b dans I, on voit que f(b) — f(a) est
égal a 0 (resp. positif ou nul, négatif ou nul). 0

Le théoréme fondamental peut aussi se s’énoncer comme une formule de calcul d’une
intégrale & partir de la primitive d’une fonction(”).

(4.3) Calcul des intégrales au moyen de primitives. Si f : [a,b] — R admet une
primitive F' (c’est-a-dire si F' est dérivable et F' = f), alors f est KH-intégrable et

/ f(x)dz = F(b) — F(a) encore noté [F(x)}l;

Pour exploiter cette formule, il convient de connaitre une liste suffisante de primitives de
fonctions usuelles — en connaitre un certain nombre par cceur devient vite indispensable
pour étre en mesure de calculer les intégrales de maniére efficace. Compte tenu de la
formule 4.3, la primitive F' d’une fonction continue f, la ou elle est définie, sera notée
sous la forme

(4.4) Plz) = / f(@)de + C,

ot C désigne une constante quelconque. Une écriture de la forme [ f(x) dz est parfois
appelée intégrale indéfinie. Voici une liste de primitives qui permet déja de calculer
un bon nombre d’intégrales usuelles. Les variables a, a, b représentent ici des nombres
réels quelconques avec a # 0.

xotl 1
/xo‘dx: +C, a# -1 /—dx:ln|x|+0
+1 T

1
e dr=—-e”™+C
a

1 1
cos(ax + b) dx = . sin(ax +b) + C sin(ax 4+ b) dx = — cos(azx + b) + C

/COS2 dxr = tanz + C /_12 dr = —cotanz + C

In|z|de=zln|z| -2+ C

dr = —1In

1
= —arct —+C
arctan 2 5

1 1 ’
T —|—a2 a

]+C
T+ a

(™) On notera que pour en arriver la, on a eu besoin de nettement moins de théorie que dans ’approche
classique de l'intégrale de Riemann. En effet, dans cette approche, il faut au préalable connaitre
Pintégrabilité des fonctions continues, et avoir démontré que la dérivée de l'intégrale indéfinie d’une
fonction continue f(z) est égale a cette fonction, pour en conclure que l'intégrale indéfinie est une
primitive de f. Par ailleurs, toutes les hypotheses superﬂues (fonctions C' dans les intégrations par
parties ou les changements de variable) disparaissent ..



20 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Kurzweil-Henstock

5. Méthodes de calcul des primitives et des intégrales

Il convient d’observer qu’il est en général impossible d’expliciter en termes de fonctions
usuelles la primitive 2de beaucoup de fonctions pourtant relativement simples. Ainsi on
peut montrer que e* ou In(sinz) ont des primitives qui ne peuvent pas s’exprimer en
termes des fonctions trigonométriques, puissances, exponentielles, logarithmes et leurs
composées. Lorsque le calcul est possible, on s’appuie le plus souvent sur 'une des
deux formules importantes qui suivent.

(5.1) Formule d’intégration par parties. Soient u,v : [a,b] — R deux fonctions
dérivables. Le produit uv est alors dérivable et (uv) = u'v + wv’. Par conséquent
uv’ = (uv)’ — u'v est intégrable si et seulement si u'v lest, et dans ce cas

b

[u(z)o(z)]’ = / ’ (wo) (2) do = / o (@)o(z) de + / " )/ () da.

a

On a donc la formule

b b
/ w(z)v'(z) de = [u(x)v(m)]z —/ o (z)v(z) dr,

qui peut encore se récrire de maniére plus abrégée

b b b
/udvz[uv}a—/ v du.

En termes de primitives et avec la notation des intégrales indéfinies, on peut aussi
écrire

(5.1a) Exemple. Soit n > 1 un entier naturel, on cherche a calculer une primitive F,
de f,(x) = x™e™*. La fonction f, est déja écrite comme produit de deux fonctions, que
I'on sait intégrer. Intégrons par parties en prenant u(z) = 2™ et v'(z) = e~* (d’on, par
exemple, v(x) = —e™7):

F,(x) = /x”e‘” doe = [2"(—e™")] - /nx”_l(—e_‘r)dx
=—x"e " — n/x”_le_x de = —z"e * +nF,_1(z) (+0C).

x

Comme Fy(x) = —e™ 7", cette relation de récurrence permet de calculer F,, pour tout

entier n > 1:

Fo(z) = —(in(n— 1)...(p+ 1):5?)@—% (+0C).

p=0
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(5.1b) Exemple. De méme, pour a € R~ {—1} et n € N, en posant v'(z) = % et
v(z) = (Inx)™, on trouve

a+1 a+1
/xa(lnx)” do = 2 (Inz)" —/ T ﬁ(lnx)”_1 dx

a—+1 a+1x
xa—|—1
= 1(lnx)” o /x“(lnx)”_1 dx
xott n ozt n(n —1)
— 1 n __ 1 n—1 a(] n—2d )
a+1(nx) a+1a+1(nx) + FEEE /x (Inz) x

Par récurrence, ceci donne

“ no arl -~ pn(n—l)...(n—p—I—l) nep
/m (Inz)" dx = 2** pgo(—l) (ot 1)r (Inx)"P.

(5.2) Formule de changement de variable. Soit f : [a,b0] — R une fonction
admettant une primitive F'. On a alors

b

/ f(x)dx = [F(x)}a = F(b) — F(a).

Il est souvent commode de changer de variable, en posant x = ¢(t) pour une certaine
fonction ¢ : [a, 8] — [a, b] dérivable telle que p(a) = a et p(5) = b (on ne suppose pas
nécessairement a < b ni < ). 1l vient alors

B B

b
/.ﬂwdxzf«ww»—F@xw>:[wawﬁ=3/<me%wﬁ=3/ () (8) dt

(0% (0%

On a donc la formule fondamentale

/abf(a:)dx:/jf(sﬁ(t))go’(t)dt:/jfogpd@

En pratique, on effectue les substitutions

=), dr=¢'{t)dt, a=pla), b=e(B),

en prenant soin de changer les bornes comme indiqué. En termes d’intégrales indéfinies,
si F' désigne une primitive de f, on peut écrire

mwzmwmz/ﬂwWMMt

SN

Ezxemple. Le cas particulier f(z) =

/%0

, F'(z) = In|z| implique

~—

dt =In|p(t)| + C.
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1

De méme, le cas f(z) = 152
x

F(z) = arctan z implique

o't
/ T+ o2 dt = arctan p(t) + C.

Ceci permet par exemple de trouver successivement les formules

tanx dr = / ST e = —In|cosz|+C

COS T

CoS T :
cotanxdx—/ —— dx = In|sinz|+ C
sinx

cosx sinx
—dr = ( — + )dx:ln|tanx|+0
sin x cos x sinxr coszx

1
251115(:055 2

sinzx

1 r
de = | ————dz =1 ’ —+ — ’ .
/Cosx e /sin(x—l—g) r= tan(2—|—4> +C

(5.3) Intégration des polyndmes trigonométriques. Pour calculer lintégrale
d’un polyndme trigonométrique [ P(cosz,sinz)dx on utilise ce quon appelle la mé-
thode de linéarisation, qui consiste & trouver une combinaison linéaire de la forme

P(cosz,sinx) = ag + E ay, cosnx + by, sinna.
1<n<N

Pour cela on remplace cosz et sinx en fonction de I’exponentielle complexe (formules
d’Euler)
eix + e—im eix . e—ix
cosr = ————— sing = —————
2 ’ 20
ce qui permet d’exprimer P(cos(z, sinz) comme combinaison linéaire des fonctions e"*
et e~* On remplace finalement ces fonctions par e*"* = cosnx % isinnzx (ou bien,
si P est réel, on prend la partie réelle du résultat. Par exemple

) 3 eI 4 eTITN\2 plT _ oTIT\ 3
COS™ T SIn- xr =

2 21
_ %(em +92+ 6—21'1;) (eBiw _ 36T 4 3ol _ 6—31'1;)
_ K2 (857130 _Bir g iv 4 g o—iz | ~Biz _ e—5m>
32
1
= E( — sin bz + sin 3x + QSinx).

On obtient alors

1 /1 1
/COSQI sin® x do = 1_6<5 Ccos Hx — gCOS?)CE-QCOSI) + C.
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(5.4) Intégration des fractions rationnelles. Une fraction rationnelle est une
fonction définie comme le quotient P/@Q) de deux polynoémes P et @ a coefficients réels
ou complexes. La division euclidienne de P par () s’écrit P = E(Q + R avec un quotient

FE et un reste R qui sont des polyndémes tels que deg R < deg (). On a alors
P R
—=F+ —.
Q Q

Le quotient E s’appelle aussi la partie entiére de la fraction rationnelle, et R/Q la
partie polaire. Elle est telle que lim,_, ., R(z)/Q(z) =

(5.4a) Cas ou Q(z) = (x — a)™. En écrivant R comme un polynéme en X =z — a,
soit R(z) = > o jcm (T — a)’, on voit que P/Q admet une écriture de la forme

G Aj
Q) >+;<x—a>w

Si « est réel, la primitive se calcule sans peine puisque

1 1 1 1
dr =1In|z — C ——dr = C sij>1.
/x—a r=Inlzx —a|+C, /(x—a)J x ST a- T+ si j
(5.4b) Cas ou Q est un trinéme du second degré. Si Q(x) = ax?® + bx + ¢, le

calcul des racines réelles ou complexes donne une factorisation Q(z) = a(x —a)(x — ﬁ).
Si les racines «,  sont réelles et distinctes, on écrit

1 1 1 1
(r —a)(z —pB) T a-B (x—a B x—ﬁ)’
ce qui donne aussitot
1 1 T —
I eer e Rt | R
Dans le cas d'un trindéme réel az? 4 bz + ¢ de discriminant A = b% — 4ac < 0, les racines
sont complexes et on procéde différemment. On a en effet

Q) =al(e+7) - 5gz) = olla =" +9)

avec v = —b/2a et 6 = \/|Al|/2|al, les racines complexes étant o =y + id, @ = y — 0.
Aprés division euclidienne de P par @), on est ramené & intégrer des expressions de la

forme
/ —)\x Al dx
(z—7)2+6%

Dans ce cas on écrit Az + u = A(x — ) + (Ay + p) et on observe que (x — 7) est la
moitié de la dérivée du dénominateur, ce qui donne

Az 4 p B Mz —7) / Ay 4+ p
/—(m—’y)2+52dx_/—(x—fy)Q—i—dQ dz + T )E+0? dz

:%)\ln((x—fy)2+62)+()\fy+,u)/—(x_71)2+62 dx
1

Y+ p x—y
= 5/\ln ((z — 7)? + 52) + 5 arctan 5 +C.
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6. Calcul d’aires et de volumes

Nous commencerons par une application concréte trés importante qui est le calcul des
aires et des volumes.

(6.1) Calcul d’aires("). Par définition méme, I'intégrale d’une fonction f calcule I'aire
algébrique située sous son graphe. Pour un domaine plan quelconque, la frontiére est
en général délimitée par les graphes de plusieurs fonctions (deux au moins, davantage
si le domaine comporte des « trous» ou des « renfoncements » ).

[ R e

xl—l—dm

Qe ——

Fig. 9. Aire d’'un domaine délimité par des graphes de fonctions.

Comme on le voit par soustraction des aires situées sous les graphes de f et g
respectivement (et en remplagant si nécessaire f, g par f + C, g + C pour avoir des
fonctions positives), I’aire du domaine plan est égale a la différence

A:[fﬂ@dx—leﬂ@dn

L’aire d’'un tel domaine plan est donc donnée par l'intégrale par rapport & x de la
longueur ¢(z) = g(z) — f(x) des sections « verticales» du domaine :

Azl%@ﬂle%ﬂ@—f@»m.

< 2
A titre d’exemple, cherchons 'aire délimitée par 'ellipse 2—2 + ¥z = 1, de demi-axes
a et b. Le domaine delimite par ellipse est Compris entre les graphes des fonctions

x) =by/1 —(x/a)? et f(x) = —g(x) pour = € [—a,al, ce qui donne

A:/ 2¢9(x x_Qb/ \/1——dx

Le changement de variable x = asint avec t € [—7/2,7/2] donne dx = a costdt, d’ou

7T/2 7T/2 1 2
A= 2ab/ cos?(t) dt = 2ab/ L cosat dt = mwab. O
—7/2 —m/2 2
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(6.2) Calcul de volumes®. La procédure est essentiellement la méme : on effectue
des sections planes (disons par exemple en coupant par un plan horizontal z = Cte),
et on suppose connue l'aire S(z) d’une telle section plane (cette aire aura en général
été évaluée elle-méme par un calcul intégral comme expliqué au paragraphe 6.1).

T, Y

Fig. 10. Calcul d’un volume par tranchage dans la direction z.

Dans ce cas, le volume est donné par

V:/abS(z)dz.

Une application immédiate est le calcul du volume de la boule de rayon R d’équation
22+ y? + 22 < R%. L’aire de la section z = Cte est Paire S(z) = m(R? — 2?) du disque
2?2 = y? < R? — 22 de rayon v R? — 22. On trouve donc

R R
4
V:/ 7T(R2—22)d2:271'/ (RQ—ZQ)dz:QW[RQ,z—ZB/Z’»]?: §7TR3.
—R 0

Une autre application est la formule donnant le volume d’un cone — éventuellement
«oblique » — ayant une base d’aire A connue et une hauteur h.

On entend ici par cone la réunion des segments issus d’un point (sommet), ayant pour
autre extrémité un point quelconque d’un domaine plan (choisi comme base). Pour
faire le calcul, il est commode de choisir le sommet du cone comme origine et de fixer
un repére orthonormé tel que la base du cone soit contenue dans le plan z = h.

La définition de l'aire (et de méme du volume), pour des domaines «mesurables» arbitraires de

R2 et de R3 requiert des concepts sophistiqués de la théorie de I'intégration que nous ne pouvons pas
développer ici. La démonstration compléte des formules 6.1 et 6.2 s’appuie ainsi sur le célébre théoréme
dit de Fubini. Nous renvoyons & la section 9 du chapitre ITT de notre exposé complet pour une preuve
détaillée dans le cadre de la théorie de l'intégrale de Kurzweil-Henstock. Il n’est pas incorrect ici de
considérer que les formules données pour la surface et le volume sont en quelque sorte des définitions
de ces grandeurs.
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TN s

Fig. 11. Calcul du volume d’un céne.

Comme P’aire de ’homothétique de rapport A d’un domaine plan est multipliée par A2,
et comme le domaine d’aire S(z) est homothétique du domaine d’aire A dans le rapport

A=z/h,ona
2

On en déduit que le volume du cone vaut

ce qui prouve la formule classique
1
V = -Ah.
3

On peut appliquer le méme raisonnement pour un cone sphérique, c’est-a-dire un coéne
ayant pour sommet le centre d’une sphére, et pour base un domaine de cette sphére
(plutét qu’un domaine plan). Si R est le rayon de la sphére et A 'aire du domaine
sphérique, on trouve alors comme précédemment V = %AR. Dans le cas ot la base est
la sphére toute entiére, le cone est la boule elle-méme, d’out V = %ﬂ'RB. On en déduit
ainsi la valeur de I’aire de la sphére

A= 4AnR?.
7. Encadrement par des fonctions en escalier. Intégrabilité des
fonctions continues ou monotones par morceaux ()

Nous nous proposons de démontrer ici que quelques classes usuelles de fonctions (no-
tamment les fonctions continues ou monotones par morceaux) sont intégrables.

A partir de ce point, le niveau théorique de l’exposé augmente sensiblement, nous considérons donc
que cela reléve plutot de lenseignement supérieur — le théoréme (7.10) peut étre admis d’emblée en
Terminale si I’on souhaite ensuite étre en mesure d’énoncer et de démontrer le corollaire 7.7.
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Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. L’idée est de considérer des encadrements

(7.1) o< f<y

de f par des fonctions en escalier ¢, 1, comme figuré sur le schéma ci-dessous.

Y

b x

; R

Fig. 12. Encadrement d’une fonction bornée f par des fonctions en escalier.

On peut supposer ici que les fonctions en escalier ¢ et 1 sont exprimées au moyen de
la méme subdivision a = up < u; < ... < u, = b, sinon il est toujours possible de
redécouper les subdivisions qui les définissent pour arriver & une subdivision commune
[de plus, comme les valeurs ¢(u;), ©¥(u;) ne jouent pas de role dans les intégrales, on
peut choisir par exemple p(u;) = 1 (u;) = f(u;)]. Dans cette situation, 'erreur due a
I’encadrement de 1’aire est précisément

b b
(7.2) / Y(x) de — / p@)de =Y (di—c)(uis — u;)
a a 0<i<p—1
(somme des aires des rectangles dessinés en grisé sur la Fig. 12). On obtient ainsi le

(7.3) Critére d’intégrabilité au sens de Riemann. Soit f : [a,b] — R une
fonction. On suppose que pour tout € > 0 il existe un encadrement ¢ < f < ¢ de f
par des fonctions en escalier @, 1 telles que

b b
/ Y(z)dr —/ o(x)dr = Z (d; — ¢i)(ujr1 — u;) < e.

0<i<p—1

Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] et on a

/abf<x>dx=sup{/abso<x>dx; 90<f}=inf{/ab¢(ﬂf)dx; v>r).
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Démonstration. Considérons les ensembles de valeurs prises par les intégrales de
fonctions en escalier ¢ qui minorent et 1) qui majorent, c’est-a-dire

Elz{/abw(x)dw; soéf}, Ezz{/abt/)(x)dw; ¢>f},

et S = supFEy, I = inf E5, 11 est clair que pour tout A; = fab o(z)dx € E; et tout
Ay = f; Y(x)dx € Fy on a A; < As. L’hypothése de la condition signifie que pour un
choix adéquat de ¢, ¥ on a Ay — A; < €. Ceci entraine bien S = sup 1 = I = inf Ej.
Comme toute fonction en escalier est intégrable avec des jauges constantes (cf. exemple
2.4), il existe §; > 0, d3 > 0 tels que

VD = {([aj, aj41],75)}, h; < 61 pour tout j = |Sp(p) — Ay
VD = {([aj, aj41],75)}, h; < 82 pour tout j = [Sp(¥) — As

Or nous avons A; < S =1 < Ay et Ay — Ay < e. Prenons une subdivision pointée
D = (aj,a;41], z;) vérifiant hj < 0 = min(d1, d2). Nous obtenons dans ces conditions

Sp(p) < Sp(f) < Sp(¥), donc

SD(f)QSD(w) As+e < T+ 2e, SD(f)ESD( ) Al —e> 85— 2e.

//\ //\

Par suite en posant A = S = I il vient |Sp(f) — A|] < 2¢. La suffisance du critére
d’intégrabilité est démontrée. O

(7.4)* Complément. Le critére 7.3 est en fait une condition nécessaire et suffisante
pour que [ soit intégrable au sens de Riemann sur [a,b].

Démonstration. Pour voir la nécessité de la condition, supposons f : [a,b] — R
Riemann-intégrable et soient € > 0 et § > 0 satisfaisant la définition 2.5. Considérons
une subdivision pointée é-fine D = {([a;,a;+1],2;)} quelconque. En faisant varier
indépendamment chaque x; dans I'intervalle [a;, a;41], on trouve

N-1 N-1
sup Sp(f f(z)(aj41 —a;) = Z M;(aj41 — aj),
{z;} ]:0 j=0

N-1 N-1
inf Sp(f) = inf » flz;)(aj11—a;) = ) mjlaj1 —aj)
{e;} 1520 =

olt Mj = SUDPyc(q; 0,4:] f (), My = infrc(a; a;,,) f(2). Puisque A —e < Sp(f) < A+e,
on voit en passant au sup et a I'inf que

N—

;_n

N-1
mj(a;+1 — aj;) E  Mj(aj —aj) <A+e.
J:O Jj=0

eci entraine en particulier qu’aucune des bornes i ne peut étre égale a +oo e
C t ticul ’ des b M, t ot le & 400 et
qu’aucune des bornes m; ne peut étre égale a —oo, et par conséquent que f est bornée.
Si on définit les fonctions en escalier ¢, 1) par

o) =mj, P(x)=M; siz€laj,ai1,  ¢la;) =1v(a;) = f(ay),
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on obtient un encadrement ¢ < f < v tel que

Ab¢<w>dx—lbw<x>dx<25,

et on voit que la condition du critére 7.3 est bien satisfaite. O

Une application directe de 7.3 est la preuve de l'intégrabilité des fonctions monotones
ou continues (dans la suite de ce paragraphe, tous les résultats concerneront donc
I'intégrabilité au sens de Riemann.)

(7.5) Théoréme. Toute fonction f : [a,b] — R monotone est intégrable au sens de
Riemann sur [a,b].

Démonstration. Supposons par exemple f croissante et soit a = u; < ... <wu, = b une
subdivision ¢-fine de [a, b], ot § > 0 est une constante. De maniére évidente, on définit
un encadrement ¢ < f < de f par des fonctions en escalier en posant

o(x) = f(uj) sur Juj, w1, Y(z) = f(ujt1) sur Juj, ujpq]
(et o(uj) = ¥(uj) = f(u;) comme déja convenu). Ceci donne

[ o@dn— [Co@dr= 3 (Fus) - ) (- )

OsisN-1

<O (Flugen) = F(uy) = 0(£(b) = f(a))-

0<j<N-1
On voit ainsi que la condition 7.3 est vérifiée en prenant J assez petit. O

(7.6) Théoréme Toute fonction f : [a,b] — R continue est intégrable au sens de
Riemann sur |a,b].

Démonstration. Soit € > 0. La continuité de f en tout point = € [a,b] implique
Iexistence d'un réel 6(z) > 0 tel que

va' € [a,b], 2’ € [z —d(x),x +d(x)] = |f(2)) - f(z)| <e.
Soit D = ([aj, a;j+1], z;)o<j<n une subdivision pointée d-fine. En prenant = x; et en

faisant parcourir a 2’ 'intervalle [a;,a;11] C [z; — 6(x;),x; + d(z;)], on déduit de la
majoration |f(z") — f(z;)| < e que les bornes inf et sup

m; = inf  f(a'), M;= sup f(a2)

z'€laj,a;41] z'€laj,aj11]

sont comprises entre f(x;) —e et f(x;)+ ¢, par conséquent M; —m; < 2. On obtient
ainsi un encadrement ¢ < f < ¢ de f par des fonctions en escalier ¢, ¥ telles que

o) =mj, P(x)=M; siz€laj,aj1,  @la;) =1P(a;) = f(ay),
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et de plus
b b
[ @ [Cp@yde= ¥ 06 -m)en - o)
a @ 0<i<N -1
< 2 Z aj+1 —a; =2e(b—a).
0<iSN -1
Ceci montre que le critére 7.3 est satisfait, donc f est intégrable.(10) O

(7.7) Théoréme. Toute fonction continue f : [a,b] — R admet une primitive F,
donnée par

F(x) = /:C f(t)dt, x € [a,b)].

Les autres primitives sont les fonctions de la forme Fy(x) = F(z) + C ou C est une
constante.

Démonstration. Nous savons que I'intégrale donnant F'(z) existe par le Théoréme 7.6.
La relation de Chasles donne

x+h T _ T x+h
F(x+h)—F(x):/ wa = ”2 F():%/ £(#) dt.

Pour tout € > 0, ’hypothése de continuité dit que f(x) —e < f(t) < f(x) + € pour
|t — x| < d(z), on a donc

z+h T - T x+h
fa)—e = [ @ —ar s TN LT ) ey = o) +e
pour |h| < §(z), ce qui signifie que
Fl(z) = lim ZEFN = @)

h—0 h

Si on a une autre primitive Fy, il vient (F; — F)' = f' — f' =0, donc F} — F = C
constante. U
(7.8) Proposition.

(a) Si f:[a,b] = R est une fonction continue positive ou nulle, on a f; f(x) =0 siet
seulement si f = 0.

(b) Si f, g:la,b] = R sont continues et f < g, on a ff f(z)dx < f;g(x) dx dés que
f et g se sont pas égales.

On remarquera que dans cette preuve 'utilisation explicite de la propriété de continuité uniforme de
la fonction f n’a pas été nécessaire, ce qui est une simplification appréciable susceptible de rendre la
preuve abordable dés la classe terminale [avec des vitamines tout de méme!].
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Démonstration. (a) Si f n’est pas nulle, il existe un point zy € [a, b] tel que f(zg) > 0, et
on pose alors € = f(z)/2. La continuité de f en xg implique qu’il existe un intervalle
[zo, zo + 1] (ou [xg — 1, xo], si zg = b) sur lequel f(x) — f(xp)] < e. On voit donc
qu’il existe un sous-intervalle [c,d] de de [a,b] de longueur d — ¢ = n > 0 sur lequel
f(x) = f(zo) —e > €. Par suite f; f(x)dx > fcd f(x)dx > (d—c)e > 0.

(b) Si f < get f # g, alors h =¢g— f > 0 nest pas nulle, donc fab h(z)dx > 0
d’aprés (a). O

(7.9) Formule de la moyenne. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors il
existe un point ¢ € la, b[ tel que la «valeur moyenne de f sur [a,b] » soit égale a f(c) :

1 b
= [ f@de= 5o

Démonstration. Soit m = ming, ) f, M = max[, f. Supposons d’abord f non cons-
tante. D’aprés la proposition 7.8 (b) appliquée aux inégalités m < f < M, nous
avons

m(b—a)</bf(x)dx<M(b—a), soit m<bia/bf(x)dx<M.

La formule de la moyenne est donc une conséquence du théoréme des valeurs intermé-
diaires, puisque f(]a, b[) est un intervalle qui contient l'intervalle |m, M[. Si f est égale
a une constante C', le résultat est évident, les deux membres de la formule étant égaux
a C quel que le soit le choix de ¢ € |a, b]. O

(7.10) Une généralisation. On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est continue (resp.
monotone) par morceaux s’il existe une subdivision

a=qp <o <o <...<any_1<any=2b

telle que f soit continue (resp. monotone) sur chaque intervalle |a;, aj11] et posséde
des limites a droite et a gauche finies en chaque point o tel que j < N (resp. j > 0).
Toute fonction continue ou monotone par morceaux est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. En effet, la restriction fj[q;,o,,,] difféere d’une fonction continue (resp.
monotone) par une fonction en escalier nulle sur Jo;, oj41[ (et prenant des valeurs
adéquates en o et a1 1). Par conséquent f| [aj,0;11] €St intégrable au sens de Riemann,
et l'intégrabilité de f sur [a, b] résulte de la relation de Chasles. O

Nous démontrons maintenant une généralisation du théoréme fondamental 4.1. Obser-
vons d’abord que comme une fonction nulle sauf sur un ensemble fini est d’intégrale
nulle (remarque 3.2), on peut envisager d’intégrer des fonctions f qui sont seulement
définies sur le complémentaire [a,b] ~ Z d’un ensemble fini Z : on se raméne au cas
d’une fonction partout définie en étendant f arbitrairement sur [a, b], par exemple en
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posant f () = 0 sur Z. L’intégrale ainsi calculée est indépendante du prolongement f
choisi.

(7.11) Théoréme. Soit f : [a,b] = R une fonction continue. On suppose qu’il existe
un ensemble fini Z = {u;; 1 <i < p} tel que f soit dérivable sur [a,b] ~ Z. Alors f’
(prolongée arbitrairement aux points u;) est KH-intégrable sur [a,b] et on a

b
/ f(@) dz = f(b) - f(a).

Démonstration.* On reprend la démonstration du théoréme 4.1. La dérivabilité de f
sur [a,b] \ Z implique l'existence d’une fonction § : [a,b] \ Z — ]0, +o0] telle que

y€la,b], yelr—0dx),z+d)]=|fly)—flx)—(y—2)f(z)] <ely — 2]
pour tout z € [a,b] \ Z, ce qui donne
|faji1) = flaj) = (a1 — az) f'(25)| < elajir — aj

pour toute subdivision pointée D = {([a;, aj+1],x;)} o-fine, lorsque z; € [a,b] \ Z.
D’autre part, si ; = u; € Z, la continuité de f au point u; entraine 'existence de
8; > 0 tel que tout point x € [u; — &;,u; + ;] satisfasse |f(z) — f(u;)| < €277 On
choisit de plus §; assez petit pour que &|f/(u;)| < €277, et on pose §(u;) = ;. Dans
ce cas il vient

[flaj1) = flag)l < [(fajen — flw) = (flay = flui))] < 2e27°
siz; =wu; et aj41 —a; < 6(x;) = 0(u;) = 0, ce qui implique
| (aj1) = flag) = (aj1 —a;) f'(us)| < 327"
En sommant toutes ces inégalités, il vient
|£(b) = f(a) = Sp(f)] <e(b—a)+3e,
(car 32 cicp 36 27" < 3¢), et le théoréme est démontré. O

(7.12)* Remarque. On peut voir facilement que le théoréme 7.11 est en fait encore
vrai avec un ensemble Z = {u;};en dénombrable.

(7.13) Corollaire. Si f : |a,b] — R admet une primitive F' sur |a,b[, et si cette
primitive F' admet une limite a droite F(a + 0) en a et une limite & gauche F (b — 0)
en b, alors f est KH-intégrable sur [a,b] (si f n’est pas a priori définie en a et b, on
peut lui attribuer des valeurs f(a), f(b) € R arbitraires), et on a

b
/f(x)dx:F(b—O)—F(a—l-O): lim F(z)— lim F(z).

z—b—0 z—a—+0
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Démonstration. 1l suffit en effet de prolonger F' par continuité sur [a,b] en posant
F(a) = lim, 440 F(z) et F(b) = lim,_,p_o F(z), puis d’appliquer le théoréme 7.11 &
sa dérivée F’ qui est définie sur |a, b[ = [a,b] \ Z avec Z = {a, b}. O

Un exemple typique d’application du corollaire 7.13 est celui de la fonction

1
xr) = —— sur 'intervalle | — 1, 1.
e 1]
Dans ce cas, on a en effet une primitive F'(z) = arcsin(z) qui se prolonge en une

fonction continue sur [—1,1]. On obtient par conséquent

1
1
———— dx = arcsin(1) — arcsin(—1) = 7.
| = (1) — arcsin(~1)
Plus généralement, le corollaire 7.13 nous améne a la définition des «intégrales im-
propres ».

(7.14) Intégrales «impropres». Soit I = [a,b] C R un intervalle semi-ouvert, ot
be RU{+o0}, et soit f : [a,b] = R une fonction intégrable (par exemple continue
ou monotone par morceauz) sur tout intervalle |a,B] C la,b[. On dit que l’intégrale

f; f(x)dx est convergente au point b si la limite

B
A= lim/ f(x)dx

B—b_

existe dans R (en particulier finie), et on pose alors f; flx)dz = A.

On donne une définition analogue dans le cas d’un intervalle semi-ouvert |a,bl,
a € RU{—o0}, en considérant la limite lim,_q, folj f(z)dz avec [a,b] C Ja,b], et on
dit qu’on a convergence sur un intervalle ouvert |a,b[ si les intégrales sur ]a,c| et [c,b]
convergent pour tout point intermédiaire ¢ € la, b|.

(7.15) Exemples. On vérifiera que les intégrales

1 “+o00
1 1 1 1
LIS / Lge b
1

0o T% 1—-a

convergent respectivement pour a < 1 et b > 1, et que

“+o0
1
/ e “Cdxr=—
0 c

converge pour tout ¢ > 0. En utilisant le calcul de la primitive de x"e™" donné au
point (5.1a), on obtient également le résultat classique

“+o0
/ e Tdr=n!.
0
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(7.16)** Convergence absolue. Soit f : [a,b] — R une, fonction KH-intégrable
sur tout intervalle fermé borné [a, B]. On dit que lintégrale f f(x)dzx est absolument
convergente si de plus |f| est KH-intégrable sur chaque intervalle [ , 0] C [a,b] et sila
limite 5

Jim [ 1) dr

existe dans R (donc en particulier si elle est finie).

On donne une définition analogue dans le cas d un intervalle semi-ouvert ]a,b],
a € RU{ oo}, en considérant la limite lim, 4, f f(z)dz avec [a,b] C ]a,b], et on
dit qu’on a convergence sur un intervalle ouvert |a, b[ si les intégrales sur ]a, c| et [c, b]
convergent pour tout point intermédiaire ¢ € |a, b|.

Le critére de Cauchy* permet de voir qu’il y a convergence (resp. convergence absolue)
de l'intégrale sur [a, b[ si et seulement si pour tout € > 0 il existe 5. < b tel que pour

tous 8,7 € [B-,b], B < 7, on ait

‘/;f(m)dx‘és, resp. /[;|f(x)|dx<5

Comme | | g fla)dz| < [ ; |f(x)| dz, il est clair que la convergence absolue implique la
convergence.

8. Convergence uniforme, continuité et dérivabilité d’intégrales
en fonction de paramétres**

Soit f,, : [a,b] — R une suite de fonctions réelles. On dit que la suite (f,,) converge
uniformément vers une limite f : [a,b] — R, si la distance uniforme de f, a f tend
vers 0 c’est-a-dire si

d(fn, f)= sup |fu(z)— f(x)] = 0.

z€[a,b]

(8.1) Théoréme de convergence uniforme. Soit f, : [a,b] — R une suite de
fonctions réelles convergeant uniformément vers une limite f. Si les fonctions f,, sont
Riemann-intégrables (resp. KH-intégrables), alors f est Riemann-intégrable (resp. KH-

intégrable) et
b b
ngr—il—loo/a fn(z) dm:/a f(z) dx

Démonstration. Posons A, f fn(x)dz. Soit € > 0 et ng tels que |f, — f| < € pour
n = ng. Nous avons |f, — f,| < 2¢ pour p,q = ng, d’ou |A, — A,| < 2¢(b—a). La suite
(A,,) est donc une suite de Cauchy, par conséquent la limite A = lim,,_, o A,, existe.
De plus, il existe une jauge § (resp. une jauge constante dans le cas de l'intégrabilité
au sens de Riemann) telle que pour toute subdivision pointée D de pas h; < 6(x;)
on ait |Sp(fn,) — Ang| < €. Il vient a la limite |A — A,,,| < 2¢(b — a) tandis que
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1Sp(f) = Sp(fng)l < Do 1f(x5) = fro(zj)| hj < e(b—a). En mettant bout a bout ces
inégalités il vient

1Sp(f) — Al < e+ 3e(b—a),

donc f est bien intégrable sur [a, b] d’intégrale A = lim A,,. O

(8.2) Remarque. Pour obtenir l'intégrabilité au sens de Kurzweil-Henstock de la
limite f = lim f,,, il suffirait d’avoir une estimation de la forme |f, — f| < e,9 avec
g > 0 KH-intégrable (non nécessairement bornée) et ¢, — 0. Nous obtiendrons de
toutes facons des théorémes de convergence beaucoup meilleurs encore dans ce cas,
cf. chapitre II.

Rappelons qu’une fonction f : I — R définie sur un intervalle I est dite réglée si elle
admet une limite & droite et & gauche en tout point de l'intérieur 7°, ainsi qu’une limite
a droite en a =infI sia € I et & gaucheen b=supl sibe I.

(8.3) Lemme. Toute fonction réglée sur un intervalle fermé borné [a,b] est limite
uniforme de fonctions en escalier.

(8.4) Corollaire. Toute fonction réglée sur sur un intervalle fermé borné [a,b] y est
Riemann-intégrable.

Démonstration du lemme et de son corollaire. Soit € > 0. Pour tout x € [a,b], il
existe d(x) > 0 et des constantes ¢ = limg_,, 10 f(€), ¢& = lime_,,_o f(§) telles que
|f(z) —c¢7| < esur [z —d(x),z]N[a,b] et |f(z) —ct| < e sur [z,2 + d(x)] N [a,b].
D’apres le lemme 1.2.6, on peut trouver une subdivision pointée D = ([a;, aji1],x;)
0-fine. Ceci nous permet de définir une fonction en escalier ¢ en posant

p(zj) = f(x;), wla;) = f(ay),
Pllaj,z;| = Cj_ = lim 0f(£)7 Pllaja;r1] = C;"— = lim f(€>

£_>mj— £—>$j+0

Par construction nous avons |f — ¢| < € sur [a,b]. Il en résulte que f est Riemann-
intégrable comme limite uniforme de fonctions en escalier. O

On va maintenant tirer du théoréme de convergence uniforme les propriétés usuelles
de continuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de para-
meétres. Des résultats beaucoup plus forts sont vrais, mais on aura besoin pour cela de
théorémes de convergence plus subtils que le théoréme 8.1 (cf. Chapitre II, section 5).

(8.5) Lemme. Soit T C RY une partie quelconque et f : [a,b] xT — R, (x,t) — f(x,t)
une application continue. Alors, si ty € T, la famille de fonctions fi : x — f(x,t)
converge uniformément vers la fonction fy, : x — f(x,ty) quand T > t tend vers t.
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de tg tel que pourt € TNV,
on ait |f(x,t) — f(x,to)| < e pour tout x € [a,b].

Démonstration. Pour tout xo € [a,b], 'hypothése de continuité au point (xg, %)

implique qu’il existe un voisinage Vy, +, de to (dépendant de zp) et un voisinage

U($0,t0) = [x() - 5(’r0>7 To + 5(1;0)] X Vmo,to de (’rO?tO)
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tel que (z,t) € Uz 1) N ([, b] x T') implique |f(z,t) — f(xo,t0)| < £/2. En appliquant
ceci en particulier pour ¢t = ¢y et en faisant la différence, on voit que que pour tout

t € TNVyy.t, €t tout z € [xg—0(z0), x0+(x0)] ona |f(x,t) — f(x,to)| < e. D’apres le
lemme 1.2.6, il existe une subdivision pointée D = ([a;, a;+1], z;) de [a, b] qui est J-fine.
Par conséquent [a;, aj+1] C [z, — 8(x;), x; + 0(x;)], et en prenant t € V = (), Vg, ¢, 0

voit que la conclusion du lemme est vérifiée. D

De 14, on déduit aussitot le théoréme de continuité des intégrales dépendant de para-
metres.

(8.6) Continuité sous le signe somme. Soit T C R% une partie quelconque et
f:la,b) x T =R, (x,t) — f(x,t) une application continue. Alors l’application

= /abf(x,t) dx

Démonstration. Avec les notations du lemme 8.5, on trouve

est continue sur T'.

F(O) - Ft)] < [ [f(at) = floto) do < (b - e

pour t € T'NV, ce qui prouve la continuité de F' au point tg. O

(8.7) Dérivation sous le signe somme. Soit T' un intervalle de la droite réelle et
f:la,b) x T =R, (x,t) — f(x,t) une fonction telle que

(a) f est continue sur [a,b] X T ;

(b) f admet en tout point une dérivée partielle %(x,t) qui est elle-méme continue
sur [a,b] x T

Alors Uapplication F(t f f(z,t) dz est de classe C* sur T et pour tout tg € T on a

b
F/<t0):/ %(w,to)dfﬁ

Démonstration. Soit t € T. En appliquant le théoréme des accroissements finis a
t — f(z,t) sur intervalle [to, t], on voit que

F(t) — F(to) / fla,t) = flx,to) /
—— .Tth
t—t, t—to ot

pour un certain point ¢ = ¢; , € |to,t[. Soit € > 0. En appliquant le lemme 8.5 & la

fonction continue g(z,t) = ‘?9{ (z,t), on voit qu’il existe un voisinage V' = |tog —n,tg + 1|
de tg tel que |%(m, t) — 8f +(x,t0)| < € pour tout = € [a,b] et tout ¢t € V. Sous cette
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hypothése on a également c(x,t) € Jtg,t[ C V, donc \%(w, Ctz) — %(x, to)| < € et par
suite

b
’w_ g(m,to)dx’: < (b —a)e.
0

ot /ab (%o )~ A, 10)))

a

On a donc bien F'(ty) = ff g—{(x,to) dzx, et cette relation montre que F’ est continue

d’aprés le théoréme 8.6. O
Pour un paramétre t = (¢, ...,tq) € R% nous avons le résultat analogue suivant.
(8.8) Différentiabilité sous le signe somme. Soit T C RY une partie ouverte et
f:la,b) x T —= R, (x,t) — f(x,t) une fonction telle que

(a) f est continue sur [a,b] X T';

(b) f admet en tout point des dérivées partielles gTC_(x, t) qui sont elles-mémes contin-
ues sur [a,b] x T.

Alors Uapplication F(t) = f; f(x,t)dz est de classe C* sur T et on a

OF bar
a—t](t)_ i 6—%($,t)d$

Démonstration. 1l suffit en effet d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe
somme séparément pour chaque variable ¢; pour voir que les dérivées partielles 0F/0t;
existent, et d’invoquer ensuite le théoréme de continuité pour voir que ces dérivées
partielles sont continues sur 7. O

Il est bon parfois de connaitre également la formule de différentiation sous le signe
somme dans le cas ot 'intégrale est calculée sur des intervalles dépendant du paramétre.

(8.9) Formule générale de dérivation sous le signe somme. Soient I C R et
T C R des intervalles. On considére une intégrale de la forme

b(t)
F(t) = flx,t)dz
a(t)

ot a,b : T — I sont des fonctions de classe C1 et f: I xT — R, (x,t) — f(x,t)
une fonction continue admettant une dérivée partielle % continue sur I x T. Alors
Uapplication F est de classe C' sur T et on a

b(t)
F(t) = / ) O ) o V()7 0(0), 1) — /(1) (a0, 1)
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O(t,u,v) = /U f(z,t)dx

Plagons-nous sur un sous-intervalle fermé borné 7" = [t1,t3] C T, et soit

Démonstration. On pose

A =mina(t) € I, B = maxb(t) € I.
teT teT"

Nous avons [A4, B] C I, donc les hypothéses des théorémes 8.5 et 8.6 sont satisfaites
sur [A, B] x T'. On voit par conséquent que ® admet des dérivées partielles

9 _ [*of o0 o

u

(pour cette derniére égalité, il suffit d’échanger les bornes u et v). De plus, ces trois

dérivées partielles sont continues en les variables (¢, u,v). Pour M’ et 83’ c’est clair par
hypothése, tandis que pour W cela résulte de I’estimation
0P 0P v rof of
t,u,v to, ug,vo)| < M(|u—wug|+|v—ov —I—/ (—m, )dx
G )= 5 o) | < M=l oo+ | [ (Fe-F ot

dans laquelle M est un majorant de |g—{| sur la pavé [A, B] x T'. On déduit de tout
cela que ®(t,u,v) et F(t) = ®(t,a(t),b(t)) sont de classe C*. De plus

yon 0D 0P 0P ,
F'(t) = 5 (t,a(t),b(t)) + 5~ (t,a(t), b(t)) a'(t) + 5 (, a(t), b(¢)) '(2)
ce qui donne la formule (8.9) attendue. O

9. Intégrales a valeurs vectorielles et formule de Taylor**

L’objet de cette section est d’étendre la définition des intégrales au cas des fonctions
f :la,b] = E a valeurs dans un espace E de Banach, c’est-a-dire un espace normé
complet (E,| ||) sur R ou C. On va voir que la théorie de l'intégrale de Kurzweil-
Henstock permet de généraliser, d’unifier et de simplifier considérablement des énoncés
classiques comme le théoréme des accroissements finis ou les différentes formules de
Taylor pour les fonctions a valeurs vectorielles. On définit d’abord les sommes de
Riemann associées a une subdivision pointée D = {([a;, a;+1],%;) to<j<n par

N-1 N-1
(9-1) =D (aj41—aj) f(z;) = ) by f(zy)
J=0 Jj=0

la seule différence avec le cas réel étant qu’il s’agit désormais d’une combinaison linéaire
a valeurs dans F. On pose alors comme précédemment la définition suivante.

(9.2) Définition. Soit f : [a,b] — E une fonction quelconque & valeurs dans un
espace de Banach E. On dit que f est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock (ou
KH-intégrable) s’il existe un élément A € E qui représente la valeur de l'intégrale, tel
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que pour tout € > 0 donné a priori, on peut trouver une jauge 0 : [a,b] — R en sorte
que pour toute subdivision pointée D = {([aj, a;11],x;)} de [a,b] on ait

D 6-fine, i.e. Vj, aj11 —a; <6(x;) = |[Sp(f)—A| <e.

L’élément A € E de la définition précédente est appelé intégrale de f sur [a,b], et on
écrit

b N-—1
/a f)de = Jim, Sp(5) = Jim, 3 (050 = )2
<

L’inégalité triangulaire donne aussitot || Sp(f)|| < Sp(||f]), d’ou :

(9.3) Proposition. Soit f : [a,b] — E une fonction KH-intégrable & valeurs dans un
espace de Banach E. Alors on a

'/abf(:v)dx

des que ||f|| est KH-intégrable sur [a,b] (on notera que la KH-intégrabilité de f
n’entraine pas nécessairement celle de || f|).

b
< / 1 ()] da

On considére maintenant des fonctions différentiables a valeurs dans des espaces de
Banach. Soient G, E des espaces de Banach, U une partie de G et f : U — E une
fonction. On dit que f est différentiable en un point x € U s’il existe une application
linéaire continue ¢ = df (x) € £L.(G, E) telle qu’on puisse écrire

fy) = f@) + Ly — ) + o(lly — «[])

pour y € U voisin de z, c’est-a-~dire si pour tout € > 0, il existe §(x) > 0 tel que y € U,
|ly — z|| < d(x) implique

(9.4) [ f(y) = (f(x) + £y — 2))|| < elly — =]

Dans le cas out U est une partie de la droite réelle G = R, ceci équivaut a l'existence
d’une dérivée f'(z) € E, i.e.

. fy) = =)
9.4’ ()= lim T o p
(9.4) f(z) e T
la relation entre f'(x) et ¢ = df (x) étant que f/(z) = £(1). Le «théoréme fondamental
de I’Analyse » s’énonce alors :

(9.5) Théoréme. Soit f : [a,b] — E une fonction continue en tout point de [a,b]
et dérivable en dehors d’un ensemble dénombrable Z = {u;}ien. Alors la dérivée
f'ila,b] N Z — E, prolongée arbitrairement sur Z, est intégrable au sens de Kurzweil-
Henstock sur [a,b] et

b
/ f(@) dz = f(b) - f(a).
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Démonstration : c’est une copie pure et simple de la preuve de (7.11), a I'invocation
prés de la norme de E a la place de la valeur absolue usuelle. La dérivabilité de f sur
[a, b] . Z implique 'existence d’une fonction ¢ : [a,b] \ Z — ]0, +00] telle que

y€la,b]l, yelr—0(x),z+6@)]=|fly)—flx)—(@y—a)f ()| <ely— |

pour tout x € [a,b] \ Z. En prenant y = a; puis y = a;11 et en sommant, ceci donne

| flajp1) = f(aj) = (aj41 — a;) f'(z;)] < elajzr — aj]

pour toute subdivision pointée D = {([a;, aj+1],x;)} 0-fine, lorsque z; € [a,b] \ Z.
D’autre part, si ; = u; € Z, la continuité de f au point u; entraine ’existence de
8; > 0 tel que tout point = € [u; — §;,u; + &;] satisfasse || f(z) — f(u;)|| < e27%. On
choisit de plus §; assez petit pour que &;||f/(u;)|| < 277, et on pose §(u;) = §;. Dans
ce cas il vient

1f(aj1) — flap)l < [[(flajsr — flw)) — (fla; — f(w))]| <2627

siz; =wu; et aj11 —a; < 6(x;) =0(u;) = d;, ce qui implique

| flajs1) = flaj) = (aj41 — aj) f'(w)]| < 3e27"

En sommant toutes ces inégalités, il vient

() = f(a) = Sp(f)|| < (b - a) + 6,
(car Y-, oy 36277 = 6¢), et le théoréme est démontré. O

Supposons maintenant que f : U — E soit une fonction différentiable sur une partie
U d’un espace de Banach G, et soit « : [a,b] — U une fonction continue et disons de
classe C'! par morceaux. Alors fo-~y est continue sur [a, b] et différentiable en dehors des
points anguleux de v (en nombre fini par hypothése). Comme (f o~) = (df o v)(v/),
il vient

(9.6) fy (@) = f(v(a)) =/ (df o) (v'(£)) dt

et en passant au sup de la norme pour l'intégrande ||(df oy)(v'(£))|| < ||df (v(&)) [V ()]l
on en déduit l'inégalité dite des accroissements finis

(9.6") [f(y(1) = f(v(a)|| < sup [|df(2)]| x longueur(y)

z€lm(y)

ot longueur(y) = f; 17/ ()|l dt. En particulier, si [x,y] est un segment contenu dans
I'ensemble U, paramétré par v(t) = x + t(y — x), t € [0, 1], on trouve

(9.6") [f(w) = f@)]| < sup [|ldf (2)I| x [ly — z].

z€[z,y]
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On notera qu’en fait (9.6), (9.6") et (9.6”) sont vérifiés dés lors que ~y est continu sur
[a, b] et différentiable en dehors d’un ensemble dénombrable, et qu’il suffit de méme
que f soit continue sur Im(v) et différentiable en dehors d’une partie dénombrable
de Im(7) (resp. de [z,y]). Le cas particulier de (9.6) avec vy(t) = x + th, t € [0,1],
donne également

(9.6"") flx+h)=f(x)+ /O df (z + th)(h) dt

dés que f est différentiable sur le segment [z, + h]. Par récurrence sur p, on définit
la dérivée p-iéme

dPf U — L.(GP, E) par dPf = d(dP~1f),

ou L.(GP,E) ~ L.(G,L.(GP~!, E)) désigne I'espace des applications p-multilinéaires
continues de G? = G x ... x G dans E. La dérivée p-ieme est donc définie sous
I’hypothése que dP~! f existe et soit elle-méme différentiable sur U C G'; on dit alors
que f est p fois différentiable sur U. Dans ce cas, on obtient la

(9.7) Formule de Taylor avec reste intégral. Soit f : U — E une fonction p fois
différentiable sur U. Alors pour tout segment [x,z + h] C U on a

1
fx+h)=flx)+df(z)(h)+...+ = 1)'dp—1f(x)(h)p—1
1 -1
(L—2)P
+ ————dPf(x + th)(h)P dt.
| o+ mm)
On notera que (9.7) se réduit a (9.6”") pour p = 1 et que la preuve s’obtient

immédiatement par récurrence a l’aide d’une intégration par parties, sachant que la
dérivée de t +— dP f(x + th)(h)P est t — dPTL f(x + th)(h)PTt:

(1=t 1 Pa—p 1 p+1
/O Qdﬂ”f(a:ﬂh)(h)pcht:ﬁdl’f(x)(h)”Jr/o %dﬁ f(z+th)(h)PT dt.

(p—1)!

Dans le cas ou E = R, la version générale de la « formule de la moyenne » démontrée
a lexercice 11.31 (c) implique qu’il existe 6 € ]0, 1] tel que

-t by [P .
/0 Wd f(xz+th)(h) dt_/o T dt x dP f(x + 0h)(h)
_ ]%dpf(xnteh)(h)p,

d’ou

9.7) f(z+h) = f(a)+df(z)(h) +...+

1 p—1 p—1 ip x p
<p_1)!d f(x)(h) o flz+0h)(R)P.
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La formule (9.7’) se réduit & f(x +h) — f(x) = df (x 4+ 6h)(h) pour p = 1. Ces derniers
résultats ne sont pas vrais pour une fonction a valeurs vectorielles f : U — E avec
dimg F > 2. Ainsi pour p =1, E = C et f(z) = ¢ sur l'intervalle [0, 27], on a

F@2m) = f(0) =0 f'(¥™) x 2m, VO €]0,1].

Sous une hypothése plus faible, la formule de Taylor avec reste intégral montre
I’existence d’un developpement limité :

(9.8) Formule de Taylor-Young. Supposons que f : U — E soit (p — 1) fois
différentiable sur U et que dP~1f soit différentiable en x. Alors pour h — 0 on a

flz+h) = fz) +df (z)(h) + ...+ %d”f(w)(h)p +o([lAl").

Démonstration. En effet, on peut appliquer (9.7) a lordre p — 1 et estimer terme a
terme le reste intégral

(1 — )2 p=1 (o p—1
/07(17—%! 1 f (@ + th) ()P dt

au moyen de 1’égalité de définition
AP f(z 4+ th) = dP7 f(x) + dP f(x + th)(th) + ||th||e(th),

qui exprime I’hypothése de différentiabilité de d?~'f au point z. Etant donné n > 0,

il existe § > 0 tel que ||h|| < 0 implique |[e(h)|| < n. Comme fo ¢t 4= t);, dt = l, on
trouve alors
1 -2
(1—t)P —1 —1 1 —1 —1
et x)(h)P~  dt = d? x)(h)P~7,
| e @) @)
[ o ae = sy
o (P—2)! p! 7
(1 —t)p—2 L H U
oy [thlle(th) ()P~ dit|| < —[|A[? our ||h|| < ¢
| [ hanietan o e pour 1]
ce qui conclut la preuve de (9.8). O

On va maintenant donner une expression commode de la dérivée p-iéme en termes de
différences finies itérées. Pour h € GG, on introduit « 'opérateur aux différences finies »

Anf(x) = f(z+h) — f(2).

On suppose ici f définie et différentiable sur U, avec U ouvert, de sorte que Ay f est
bien définie au voisinage de tout point x € U si h est assez petit. Pour x € U et k € G
assez petit, la formule (9.6”) donne

(9.9) Auf(x) = fla+k) - f(z) = /O df (z + th) (k) dt.
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Supposons f deux fois différentiable au point z (c’est-a-dire f différentiable au voisinage
de x et df différentiable en x). On peut alors écrire

1
(9.9) ApApf(x) =Axf(x+h) — Apf(x) = / (df(m + h+tk) — df (z + tk)) (k) dt.
0
L’hypothése de différentiabilité de df en x permet d’écrire
df (x +h) = df (z) + d*f(z)(h) + |[h]|(h)

et on trouve donc par différence

df (x + h+ tk) — df (z + tk) = (df (z) + > f(2)(h + tk) + ||h + tk||e(h + tk))
— (df () + d* f (z)(tk) + [|tk]|=(tk))
= d*f(x)(h) + |h + tk||e(h + tk) — |[tk|e(tk).

En évaluant cette différence (qui est un élément de de L.(G, E)) sur le vecteur k, on
obtient

| (df (z + h+ tk) — df (z + tk)) (k) — d* f () (h, k)|
< ([l + tl[kIDIE] x lle(h + th) || + kDK x [[e(tk)]]-

Pour tout n > 0 on a |le(h)|| < n si ||h|| < 0 est assez petit. Pour ||| < §/2 et
k]| < 0/2, on en déduit alors

[(df (x + h+ th) — df (x + tk)) (k) — d° f(x) (h, k) || < n(l|Rl] + 2t][E])[1F].

Par intégration sur [0, 1] et compte tenu de I’égalité (9.9) il vient

[AnARf (@) = d® f(z)(h, k)| </O n(l[all + 2¢[| kI E[l dt = nCIAl + [[EIDIIE-

Si nous remplagons (h, k) par (A, Ak) avec A tendant vers 0, alors n peut étre pris
arbitrairement petit, et on en déduit aprés division par A\? que

(9.10) d*f(x)(h, k) = lim %AAhAAkf(x).

Comme

ApArf(z) = fle+h+k) = flx+h) = flz+ k) + f(2),

on voit que les opérateurs Ay, et Ay commutent. Par suite d?f(z)(h, k) = d°f(x)(k, h)
et nous pouvons énoncer :

(9.11) Corollaire. Si f est deuz fois différentiable en un point x d’un ouvert U, alors
d’f(z) € L.(G? E) est toujours une application bilinéaire symétrique.

Plus généralement, si f est p fois différentiable en z € U, on a

.1
(9.12) dpf(x>(h1,...,hp> = }\E}I%) ﬁAAhl ...A)\hpf(x>
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et donc dP f(z) € L.(GP, E) est p-multilinéaire symétrique. La démonstration est trés
analogue au cas p = 2, on écrit par récurrence

1 1
Ah2~-~Ahpf<x):/ / dp_lf($+t2h2+...+tphp)(h2,...hp)dtQ...dtp
0 0

a l'aide d’une itération de (9.9), ce qui donne

1 1
Ahl...Ahpf(CL’) :/ / (dp_lf(x-i-hl +t2h2+...+tphp)—
0 0
APV f (3 +tahy + .+ tphy)) (ha, . hy) dts ..t

Le reste de la preuve se poursuit de maniére analogue en exprimant la condition de
différentiabilitée de g = dP~! f en x, qui fait apparaitre par différence d? f(z)(h1, ..., hy)
et des termes d’erreur controlés par (Y- [|h;]|)[|hz]| ... [|hpl| au second membre. O



Chapitre 11

Théorémes de convergence

Nous établissons ici un pont direct entre la théorie de Kurzweil-Henstock et la théorie
de la mesure. Ceci se fait en observant que I'intégrale de jauge satisfait les théorémes
de convergence fondamentaux que sont le théoréme de convergence monotone et le
théoréme de convergence dominée. Ceci permet d’établir de maniére naturelle 1’exis-
tence de la mesure de Lebesgue dans R.

1. Lemme de Henstock et théoréme de Hake

Le but du lemme de Henstock est d’obtenir des estimations fines pour les sommes de
Riemann calculées sur des familles de sous-intervalles de [a, b] qui ne constituent pas
nécessairement un découpage complet. Nous aurons d’abord besoin du critére d’inté-
grabilité de Cauchy, qui donne une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité sans
qu’il soit nécessaire de faire intervenir la valeur A de I'intégrale.

(1.1) Critére de Cauchy. Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur un intervalle
[a, b] fermé borné. Pour que f soit KH-intégrable (resp. Riemann-intégrable), il faut et il
suffit que pour tout € > 0 il existe une jauge 0 : [a, b] — R (resp. une constante 6 > 0),
telle que pour toutes subdivisions pointées D et D' §-fines on ait |Sp/(f) — Sp(f)] < e.

Démonstration. Si f est KH-intégrable d’intégrale A, pour chaque jauge 0 qui est £/2-
adaptée & f, les inégalités |[Sp(f) — Al <e/2 et |Sp/(f) — Al < e/2 pour D, D’ §-fines
entrainent |Sp/(f) — Sp(f)| < e. La réciproque est une conséquence de la complétude
de R, ou, de fagon équivalente, de I'existence de bornes supérieures et inférieures pour
les parties bornées de R. En effet, supposons que pour tout entier n > 1 il existe une
jauge ¢, telle que

ISp/ (f) = Sp(f)| <en=1/n lorsque D et D’ sont ¢,,-fines.

Quitte a remplacer §,, par min(dy, d2, . .., ,,) on peut supposer la suite d,, décroissante.
L’encadrement précédent montre que les quantités

My = sup {Sp/(f); D’ bp-fine}
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sont bornées et vérifient |M; — Sp(f)| < 1/n pour tout £ > n et toute subdivision D
dp-fine. De plus la suite (M) est décroissante bornée, et si on pose A = inf{M,}, on
trouve |A — Sp(f)| < 1/n pour toute subdivision D 4,-fine. Ceci implique

KI%II’nD Sp(f)=A= égg My, donc f KH-intégrable d’intégrale A. O

Nous aurons besoin aussi du résultat élémentaire suivant qui compléte 1’énoncé de
la relation de Chasles, en nous limitant au cas des fonctions intégrables au sens de
Kurzweil-Henstock (la preuve pour les fonctions Riemann-intégrables serait identique).

(1.2) Proposition. Soit f : [a,b] — R une fonction KH-intégrable. Alors la restriction
file,a) @ tout sous-intervalle [c,d] C [a,b] est encore KH-intégrable.

Démonstration. On utilise le critére de Cauchy. Etant donné ¢ > 0, il existe une jauge
d sur [a,b] telle que |Sp(f) — Sp/(f)| < € pour toutes subdivisions pointées d-fines D
et D" de [a,b]. Soient maintenant A et A’ deux subdivisions pointées de [c, d] qui sont
d|(c,q-fines. En considérant grace au lemme 1.2.6 des subdivisions de [a, c] et de [d, b]
qui sont 0-fines, on peut compléter A et A’ en des subdivisions pointées D et D’ de
[a, b] qui sont elles-mémes d-fines. On obtient alors

1Sa(f) = Sar(F) = [Sp(f) = Spr (f) <e.

La proposition est démontrée. 0J

(1.3) Lemme de Henstock. Soit f : [a,b] — R une fonction KH-intégrable sur [a,b].
Soient € > 0 et 6 une jauge e-adaptée a f sur [a,b]. Soient enfin ([a;, bi])1<i<n des
sous-intervalles de [a,b] d’intérieurs deux & deux disjoints, et x; € a;, b;], 1 <i < N,
des points choisis dans ces sous-intervalles. Si ceux-ci sont d-fins, c’est-a-dire si
b; —a; < d(x;), alors

N N b,
(2 S s —a) =3 [ g def <
(b) i’f(wi)(bi—ai)— Fla) do < 2.

Démonstration. Soit n > 0 arbitrairement petit. On considére les intervalles [c;, d;]
formant les composantes connexes de [a,b] \ |J,]as, b;[ et §; < 6 une jauge sur [c;, d;]
choisie de sorte que

’SDj(f) = /d f(z) dw’ <7

pour toute subdivision pointée d;-fine D; de [c¢;,d;]. En prenant la réunion des
([as, bs], ;) et des Dj, on obtient une subdivision pointée d-fine de [a, b], par conséquent

|5 fw a0+ Y, - [ ') da] < o
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En soustrayant toutes les inégalités précédentes et en tenant compte du fait que

f: flx)de =", fab; f(x)dz+ 3, fccj_j f(x) dx, il vient

‘Zf(xz)(bz —a;) — Z/ab f(x) dx‘ <e+kn

ol k est le nombre d’intervalles [cj,d;] mis en jeu. Comme n > 0 est arbitraire,
'inégalité (a) s’ensuit.

Pour obtenir (b), on applique séparément 'inégalité (a) aux intervalles [a;, b;] pour
lesquels f(xz;)(b; — a;) — f; f(z)dz >0 (resp. < 0), et on fait la somme. O

Corollaire 1.4. Pour toute fonction f KH-intégrable sur [a,b], l'intégrale indéfinie
z— [T f(t)dt est continue sur [a,b].

Démonstration. 1l s’agit de prouver que Vz € [a,b], f;Jrh f(t) dt tend vers 0 avec h.
Soit € > 0 et ¢ une jauge e-adaptée a f sur [a,b]. Prenons h tel que |h| < d(x). En
appliquant le lemme de Henstock 1.3 (a) a 'unique intervalle [aq, b1] = [z, + h] avec
x1 =x € [ay,by], il vient

s [ swa| <=

donc

’/%Mf®d4<e+U@Wﬂ<%

pour |h| < min(d(x),e/|f(z)]). La proposition est démontrée. O

On se propose maintenant de donner la définition de I'intégrale de Kurzweil-Henstock
sur un intervalle quelconque I de R, non nécessairement fermé ni borné. La défi-
nition est essentiellement identique, excepté le fait que les subdivisions pointées
D = {([aj,aj4+1],7) }o<j<n ne sont plus supposées recouvrir tout l'intervalle I (du
fait que la fonction f n’est pas nécessairement définie aux bornes et que l'intervalle
d’intégration est peut-étre infini). Au lieu de cela, on suppose que le support
Supp(D) = [ag, an] est un sous-intervalle fermé borné [a, 5] C I «assez grand». La
définition générale peut donc se formuler comme suit.

(1.5) Définition. Une fonction f : I — R définie sur un intervalle I C R est dite
intégrable au sens de Kurzweil-Henstock (KH-intégrable) s’il existe un réel A tel que
pour toute erreur € > 0 donnée a priori, on puisse trouver un intervalle fermé borné
lae, Be] C I et une jauge § : I — R, §(x) > 0, telle que pour toute subdivision pointée
D = {([aj,aj41],z;)} avec [a., fc] C Supp(D) = [ag,an] C I, on ait

hj < 0(x;) pour tout j = |Sp(f) — Al <e.

Dans ce cas, on note

Azzﬂ@W,
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et on appelle A 'intégrale de f sur I.

Observons que si I contient I'une de ses bornes on peut toujours supposer que [a., [¢]
contient aussi cette borne, puisque ceci ne fait que réduire I’ensemble des subdivisions
D a considérer ; on fera toujours cette hypothése. Si I est fermé borné on est donc
conduit & prendre [a., B:] = I, de sorte que la définition 1.5 est équivalente a celle
déja donnée. Notons tout de suite la caractérisation simple suivante, qui montre que
calculer des intégrales KH sur des intervalles non fermés bornés est la méme chose que
de calculer ce que I'on appelle parfois des «intégrales impropres », a savoir des limites
d’intégrales prises par rapport & leurs bornes.(!1)

(1.6) Théoréme de Hake. La fonction f : I — R est KH-intégrable sur un intervalle
I =a,b] (b € RU{+o0}) si et seulement sz elle est KH-intégrable sur tout intervalle
fermé borné [a, B] avec 5 < b et silimg_y; f f(x)dz existe. Dans ce cas

fla dm-hm/ fla

[a,b] p—b

Démonstration. 1) Supposons f KH-intégrable sur [a, b] d'intégrale A = f[a’b[ f(x) dx.
Soit e > 0. La définition 1.5 implique I'existence de 8. < b et d’une jauge § sur [a, b[ telle
que |Sp(f)—A| < e pour toute subdivision pointée o-fine D vérifiant Supp(D) D [a, fc].
En particulier |Sp(f)—Sp/(f)| < 2esi D et D’ sont deux telles subdivisions. Si A et A’
sont deux subdivisions pointées d-fines de méme support [a, 5], on peut les compléter
sur [, Bc] par une subdivision d-fine pour obtenir D et D’ qui seront 0-fines sur [a, [¢]
(si B < B8, on prend simplement D = A, D’ = A’). Ceci donne

1Sa(f) = Sar(NI < [Sp(f) = Spr(f)] < 2,

et le critére de Cauchy implique alors comme dans la proposition 1.5 que f est KH-
intégrable sur [a, 5]. De plus, si on prend 8 > ., les sommes de Riemann Sa (f) d-fines
de support [a, ] vérifient |Sa(f) — A| < g, et par passage a la limite on a

’/5f(x)dm—A’ <e

Par conséquent limg_, ff fx)de = A= f[a o /(@) da
2) Inversement, supposons que f soit KH-intégrable sur tout intervalle [a, 5], 5 < b,
et que A = limg_y; ff f(x) dz existe. Soit € > 0 fixé. Par hypothése, on peut choisir

une suite strictement croissante (0j)r>1 telle que } ff f(x)dx — A} < 27 % pour tout
B € [Bk,b]. Choisissons maintenant pour tout k& > 0 une jauge dx sur [Sk, fr+1] (avec

Ce mot «impropre» n’est utilisé que parce que le résultat correspondant & (1.6) n’est vrai ni pour
Iintégrale de Riemann ordinaire, ni méme pour l'intégrale de Lebesgue. L& encore, 'intégrale de
Kurzweil-Henstock se révéle étre a la fois plus puissante et plus naturelle, les intégrales impropres
deviennent des intégrales « normales» ! Bien entendu, si on souhaite alléger I’exposé de la théorie et
introduire les «intégrales impropres » sans avoir & étudier au préalable le lemme de Henstock, on peut
tout aussi bien prendre le théoréme 1.6 comme définition de f[a b[f(x) dz.
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Bo = a), telle que |Sp, (f) — fﬁﬁ:ﬂ f(z)dz| < 27%¢ pour toute subdivision dx-fine D,
de [Bk, Bk+1]. Comme dans la démonstration de la relation de Chasles, on définit une
jauge § sur [a, b[ par

do(a) si x = a,
d(z) = < min(dx(z),x — Br, Brr1 —x) six € ]PBk, Brail,
mln(dk_l(ﬁk),5k(6k)) six = 6k, k 2 1.

Alors toute subdivision d-fine D d’un intervalle [a, 8], Br < 8 < Br+1, se décompose
en des subdivisions D; de [§}, Bj4+1] pour 0 < j < k, et de [B, 8] pour j = k. On a par

conséquent ‘SDj(f)—fgj“ f(z)dz| < 277e pour j < ket ‘SDk<f)_fﬁﬁk f(@)dz| <27

d’aprés le lemme de Henstock. Comme Sp(f) = > <;<; Sp,(f), il vient

So(f) — Al < [sn(5) —/ff(w) | +)/ff<x> do—Al< Y 2vetote= 2

0sssk

pour toute subdivision é-fine D telle que 8 > (1. Ceci signifie que f est KH-intégrable
sur [a, b[ et que f[a o f (@) dz = A. O

Bien entendu, on a un énoncé analogue pour un intervalle d’intégration de la forme
la,b], a € RU{—o0}, avec une preuve presque identique. De maniére générale, nous
avons l’énoncé commode suivant.

(1.7) Théoréme. Soit f : I — R une fonction quelconque.

(a) Au sens de Kurzweil-Henstock, 'intégrabilité de f sur I équivaut a lintégrabilité
de [ sur tout intervalle I' C I ayant mémes extrémités, et alors les intégrales sur
I et I' sont égales.

(b) Si f est KH-intégrable sur I, elle est KH-intégrable sur tout sous-intervalle J C I.

(¢c) Si I =JUK estla réunion de deuz intervalles adjacents, f est KH-intégrable sur
I si et seulement si elle est KH-intégrable sur J et sur K, et alors (relation de

Chasles)
/If(x)dw:[]f(x)dx+/l(f(x)dx.

Démonstration. On commence par observer que (c) est vérifié pour J = [a, b] ou ]a, b],
couplé & K = [b, c] ou [b, c[. Le fait que I'intégrabilité sur I implique 'intégrabilité sur
J et K peut s’obtenir directement par le critére de Cauchy, comme on I’a fait dans la
proposition 1.2, et la preuve de la relation de Chasles est identique a celle de (1.3.4).

On voit alors grace a (¢) que la seule chose qui reste & démontrer est la suivante :
si f est définie sur un intervalle fermé borné [a,b], les conditions d’intégrabilité sur
les deux intervalles [a,b] et [a,b] (disons) sont équivalentes, et les intégrales sont
égales. Or, il n’est pas restrictif de travailler avec des jauges d choisies en sorte que
d(z) <e/(1+|f(z)]) pour tout x. Dans ce cas chaque terme f(z;)h; des sommes de
Riemann est inférieur ou égal a |f(z;)|0(x;) < e. La prise en compte de l'intervalle
l[an_1,b] et du terme extréme f(xny_1)hny_1 = f(xny_1)(b—an_1) dans une somme de
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Riemann sur [a, b] n’a donc aucune importance, et on voit que 'intégrabilité sur [a, b]
implique 'intégrabilité sur [a, b].

Inversement, si D est une subdivision d-fine de [a, 5] avec S > b — §(b), on la compléte
par l'intervalle pointé ([53,b],b) pour obtenir une subdivision d-fine recouvrant tout
[a, b], et les deux sommes de Riemann différent d’au plus . Par conséquent l'intégra-
bilité sur [a, b] implique U'intégrabilité sur [a, b[. O

2. Fonctions absolument intégrables

Etant donné une fonction f KH-intégrable sur un intervalle I, il peut fort bien se
produire que I'intégrale [, |f(x)| dx soit divergente, en d’autres termes, que la fonction

| f| ne soit pas KH-intégrable. Un exemple classique est celui de 'intégrale f0+°° Sig‘r dx,

ou encore fol % sin % dx. Ceci justifie la définition suivante.
(2.1) Définition. On dit qu’une fonction f : I — R est absolument intégrable sur I si

a la fois f et |f| sont KH-intégrables sur I, ou, de fagcon équivalente, si f1 = max(f,0)
et f— = max(—f,0) sont KH-intégrables sur I.

L’équivalence des deux conditions résulte en effet des formules immeédiates(*2)

fr=3U I, fo= U=, f=fi—fo WI=fi+ i

Si f est absolument intégrable sur I, on a

—/If_(x)d:v</If(x)dxz/If+(l’)d$—/1f—(m)d$</If+(9€>d5€7

et comme les membres de droite et de gauche sont majorés par + [, |f(z)|dz on en
déduit

(2.2) | / () da| < / (@) de.

Un critére commode pour l'intégrabilité de | f| est le suivant.

(2.3) Critére d’intégrabilité absolue. Soit f : I — R une fonction KH-intégrable.

Alors on a
N-1 aj+1
f@nde=sw S| [ swa

ou le sup est pris sur toutes les subdivisions pointées D = ([aj, a;11],%j)ogj<n de
support Supp(D) = |ag,an] C I, et |f| est KH-intégrable sur I si et seulement si le
membre de droite est fini.

On remarquera qu’il ne suffit pas de supposer |f| KH-intégrable dans cette définition, du moins dans
la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel augmentée de 'axiome du choix (ZFC - la théorie la
plus couramment utilisée ...). Dans cette théorie, il existe en effet des parties E C [0, 1] qui sont non
mesurables, et la fonction f = xg — X[o,1)~ £ est de valeur absolue |f| = 1 KH-intégrable sur [0, 1],
tandis que f n’est pas KH-intégrable.
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Démonstration. Si |f| est KH-intégrable, on a d’apreés (2.2)

\/+ () da] < /+ (@) da,

donc on voit immédiatement que

aup Z |/ T | < [ 1f@lde

Dans I’autre sens, supposons d’abord I = [a, b] fermé borné, et soit S le sup des sommes
intervenant dans le critére 2.3. Soit D = ([a;, a;+1], z;) une subdivision pointée de [a, b]
qui réalise le sup S & € prés. Etant donné € > 0, on choisit une jauge § adaptée a e,
telle qu’on ait en outre 6(z) < min(z — a;,aj41 — ) sur |a;, aj41[. Toute subdivision
D' = ([a},, )], x) 0-fine se raméne alors & une subdivision obtenue en redécoupant
chaque intervalle [a;, a;11] en sous-intervalles. Le lemme de Henstock 1.3 (b) combiné
a l'inégalité triangulaire ||u| — |v|| < |u — v| implique

(|f )11, —)/ ]<2a

Par ailleurs, la formule de Chasles donne que chaque intégrale [*' f(z)dx est une
J

N'—1

somme d’intégrales [, b f(x)dz, N; < k < Nj4q, donc
k

N-1 a4, N1 rajy
_6<;y/aj f<x>dx]<kz_0}/% fla)de| < S

On en déduit | Y, |f(x},)| hf, — S| < 3e, donc |f] est bien KH-intégrable d’intégrale
f |f(x)|dx = S. Le cas d’un intervalle I quelconque s’obtient au moyen du théoréme
de Hake, par passage a la limite sur les bornes de 'intégrale. O

(2.4) Corollaire. Si f,g : I — R sont KH-intégrables et si |f| < g, alors f est
absolument intégrable.

Démonstration. On applique le critére 2.3, en observant que

supZ}/ dx SupZ/

a]+1 aj+1

/g(x) dr < +o0. O

I

(2.5) Corollaire. L’ensemble El(I) des fonctions absolument intégrables est un espace
vectoriel, et l’intégrale de la valeur absolue

11l :/I\f<x>|dx
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définit une semi-norme sur L'(I) , c’est-a-dire que

IAF e = [ALA W+ gl < 1l + gl

pour tout scalaire A € R et tous f,g € zl(I).

Démonstration. L’intégrabilité absolue de f + g découle de l'inégalité triangulaire
|f+g| < |f]+|g| dans laquelle on sait que le membre de droite est KH-intégrable. Ceci
implique également l'inégalité triangulaire pour la semi-norme || ||;. O

(2.6) Remarque. | |; n’est pas une norme sur L*(I) car il existe des fonctions f non
nulles telles que || f||1 = 0. Il suffit par exemple qu’il existe un ensemble dénombrable
Z tel que f(x) soit nul sur [a,b] ~ Z. On verra au paragraphe 5 comment on peut
néanmoins construire un espace normé complet a partir de Zl(I ).

(2.7) Remarque. Si f,g: I — R sont KH-intégrables, il n’est pas vrai en général que
max(f,g) et min(f, g) sont intégrables (ce n’est méme pas vrai si g = 0!). Cependant,
cela est vrai si f,g > 0 ; pour le voir il suffit en effet de poser

max(f,0) = 5 (f +9)+ 51 gl min(f.)=5(/ +9)~ 31 gl

Plus généralement, c’est vrai s’il existe une fonction h KH-intégrable telle que h < f
et h < g, car on peut alors écrire

min(f,g) = h+ min(f — h,g — h), max(f,g) = h+ max(f —h,g — h),

et de méme s’il existe une fonction h KH-intégrable telle que f < h et g < h, car on
peut alors écrire

min(f,g) = h —max(h — f,h — g), max(f,g) =h —min(h — f,h — g).

3. Le théoréme de convergence monotone

L’un des points centraux de la théorie de l'intégration est de comprendre ce qui se se
passe pour la limite d’une suite d’intégrales de fonctions. Le cas le plus fondamental
est celui d’une suite monotone de fonctions.

(3.1) Théoréme. Soit f, : I — R une suite croissante de fonctions KH-intégrables
sur un intervalle I C R, convergeant vers f : I — R en tout point de I. Alors f est
KH-intégrable sur I si et seulement si la suite croissante A, = f[ fn(x) dz est majorée,

et alors
/If(x) dm:ngr}rloo/[fn(x) dz.

Démonstration. Commengons par traiter le cas ou I = [a, b] est fermé borné. Si f est
KH-intégrable, alors

b b
An:/ fn(x)dxg/ f(z)dr < +o0,
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par conséquent la suite croissante (A, ) est bornée. Inversement, si elle est bornée,
elle admet une limite A. On se propose alors de montrer que f est KH-intégrable
d’intégrale A. Fixons € > 0. On peut choisir un entier ng tel que

b
—8</ fo(x)dr < A pour n = ng.

Pour chaque indice n, choisissons une jauge d,, adaptée a f,, pour une tolérance d’erreur
27"¢. Enfin, pour chaque z € [a, b], choisissons un indice N(x) > ng tel que

J(@) = < fal2) < f(@)  pour n > N(x).

On définit une jauge & par 6(x) = On()(x). Soit D = ([aj,a;41],7j)ogj<s une
subdivision pointée J-fine de [a,b]. On peut écrire

Sp(h) = Al <| 3 (@) = fvte )|
0<y<s N
+ Z (fN(wj)(wj)hj_/J fN(xj)(x)dx>’
0<j<s aj
+ O;S/ N (T dm—A’

Par définition de N(z), la premiére somme du membre de droite est majorée par
€Y h;j =¢e(b—a). Comme N(x;) > ng, on voit facilement que la troisiéme somme est

majorée par
b
’/ fno(x)dx—A’ <e

En effet, grace a la monotonie de la suite (f,,), on a

/a s Y / T e / fola

0<j<s

avec p = min(N(z;)), ¢ = max(N(z;)) ¢ = p = ng. Reste la deuxiéme somme du
membre de droite. Pour cela, on regroupe les indices j tels que N(z;) soit égal & un
indice n donné. Le lemme de Henstock 1.3 (a) implique

| Y (e - [ fawde)| <2

N(zj;)=n

En sommant sur toutes les valeurs de n, on voit que la deuxiéme somme est majorée
par 2¢. Au total nous avons |Sp(f) — A| < e(b — a + 3), par conséquent f est KH-
intégrable d’intégrale A = lim,, 1~ f fn(x)dz. 11 nous reste a traiter le cas d'un
intervalle I quelconque. Quitte a remplacer fn par f, — fo, on peut supposer f, >
pour tout n (et donc f > 0). Dans ce cas, pour tout intervalle fermé borné [a,b] C I,
on a d’aprés ce qui précéde et grace a la positivité de f,,

/ab f(z)dx = nli)rfoo /ab fn(z)dr < nEIfoo/If”(x) d
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Par conséquent, en faisant tendre a vers la borne inf de I et b vers la borne sup de I,
on voit que f est KH-intégrable et que

n—-+o0o

/I f(@)dz < lim /I fol@) da

(pourvu que la limite intervenant dans le membre de droite soit finie). Si f est
KH-intégrable sur I l'autre inégalité est évidente puisque f, < f. Ceci termine la
démonstration. O

(3.2) Remarque. On a bien entendu un résultat entiérement analogue pour les suites
décroissantes de fonctions. On le déduit aussitdt en remplagant (f,,) par (—f,).

4. Mesure de Lebesgue et ensembles négligeables

Commencons par la définition et les propriétés fondamentales de la mesure de Lebesgue.

(4.1) Théoréme et définition. Si E est une partie de R, on dit que E est intégrable
st sa fonction caractéristique xg est KH-intégrable sur R, et si c’est le cas, on définit
la mesure de Lebesgue de E par

7ncE>=:/LXIxx>dx.

La mesure de Lebesgue jouit des propriétés suivantes :

(a) Si E et F sont des parties intégrables, alors EUF, ENF, E~\ F sont intégrables.
Si EC F, alors m(E) < m(F).

(b) Si (E,) est une suite croissante de parties intégrables, |J E, est intégrable si et
seulement si la suite m(E,) est bornée, et alors m(|J E,) = limm(E,,).

(c) Si (E,) est une suite décroissante de parties intégrables, alors (| E,, est intégrable
et m(( En) = limm(E,).

(d) Si(E,)nen est une famille de parties intégrables deuz a deux disjointes, la réunion
U E,, est intégrable si et et seulement si la série Y m(E,) converge, et alors

m(JE) =Y m(E,),

Démonstration. (a) Il suffit d’appliquer la remarque 4.7, en observant que

Xeur = max(Xg, XF), Xenr =min(xg,Xr), XE<F = XE — XENF-

Par ailleurs £ C F implique xg < XF-

(b) et (c) résultent du théoréme de convergence monotone appliqué a la suite f, = x g, ,
qui est croissante sous I’hypothése (b) et décroissante sous I’hypothése (c).
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(d) On pose F,, = Eg UE; U...UE,. Alors F, est intégrable d’aprés (a), et comme
XF, = D o<ken XE, OD & bien m( n) = D _o<k<n M(Ek). D’aprés (b) on obtient

Ey)= 1 (Ek)
m(U k) L m m(F, Z m(Ey)
la suite m(F),) étant bornée si et seulement si la série converge. O

(4.2) Définition. On dit
(a) qu’une fonction f: 1 — R est négligeable si | f| est intégrable et [, |f(z)|dx = 0.

(b) qu’une partie E C R est négligeable si sa fonction caractéristique x g est négligeable,
autrement dit si m(E) = 0.

(4.3) Propriétés des fonctions et ensembles négligeables.

(a) Si f >0 est négligeable et si |g| < f, alors g est négligeable.

)

(b) Si E est négligeable, toute partie F' C E est négligeable.

(c) Toute réunion finie ou dénombrable Un>0 E,, de parties négligeables est négligeable.
)

(d) Une fonction f: I — R est négligeable si et seulement si Ey = {x € I; f(x) # 0}

est négligeable.

Démonstration. (a) résulte aussitot par passage a la limite de la majoration des sommes
de Riemann correspondantes ) |g(x;)| h; < f(z;)h

(b) Si F C Fona0< xr < Xxg, donc E négligeable = F négligeable d’aprés (a).

(¢c) Posons F,, = EgUFE1U.. . UE, et FF = |JFE,. Alors0 < xr, < XE, +XE, +---+XE,,
donc xr, est négligeable. Le théoréme de convergence monotone montre que la limite
croissante xp = lim xr, est elle aussi négligeable.

(d) Supposons f négligeable, et soit ¢, (x) = min(xg(z),n|f(z)]). Alors (g,) est une
suite croissante de fonctions KH-intégrables telles que 0 < g, < n|f]| et limg,, = xg.
Elles vérifient donc [; gn(z) dz = 0, et on obtient [, xg(z)dz = [; xg(z)dx = 0 par
le théoréme de convergence monotone. Inversement si yg est négligeable, on considére
hy(x) = min(|f(x)|,nxe(z)) qui est une suite croissante de fonctions négligeables
convergeant vers |f| sur I, par suite f est négligeable. O

Il résulte de ce qui précéde que les ensembles et fonctions négligeables ne jouent aucun
role dans la théorie de l'intégration. Par exemple, si f,g : I — R différent sur un
ensemble négligeable, alors f— g est négligeable et par suite l'intégrabilité de f équivaut
a celle de g et dans ce cas [, f f(x)dr = [, g( ; 9(x) dz. De maniére générale, on dit qu’une
propriété P(z) dépendant d’un nombre reel x est vraie presque partout si I’ensemble
E des z tels que P(x) ne soit pas vraie est négligeable. Ces résultats permettent de
poser les définitions suivantes.

(4.4) Espace L'(I). L’ensemble N(I) des fonctions négligeables est un sous-espace
vectoriel de I'espace L!(I) des fonctions absolument intégrables. On note

L'(I) = L'(1)/N(I)
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I’espace quotient. Les classes d’équivalence sont constituées de fonctions égales presque
partout — ces classes seront encore notées comme s’il s’agissait de fonctions, en
considérant qu’on s’autorise & changer éventuellement leurs valeurs sur un ensemble

négligeable. Par définition de la semi-norme || ||1, nous avons || f||; = 0 si et seulement
si f € N(I), cest-a-dire f = 0 dans L*(I) = LY(I)/N(I). Par conséquent f — | f]1
définit une vraie norme sur L1(I). 0

Nous pouvons maintenant énoncer une version nettement renforcée du théoréeme de
convergence monotone.

(4.5) Version forte du théoréme de convergence monotone. Soit f, : I — R
une suite de fonctions KH-intégrables. On suppose que (f,(x)) est une suite croissante
pour presque tout x € I.

(a) Si (fn(x)) converge presque partout vers une limite f(z) ou f : I — R est une
fonction KH-intégrable, alors

lim /Ifn(x)dx:/lf(x)dx<+oo.

n——+4oo

(b) Inversement, si la limite limy, 4o [; fn(x)dx est finie, alors Uensemble E des
réels x € I tels que lim, o fn(z) = 400 est négligeable. De plus, la fonction
f I —R telle que

_ Jlimy, 00 fr(x) siz ¢ E,
f(x)_{o " siz€E

est KH-intégrable et satisfait (a).

Démonstration. (a) Soit E l’ensemble des réels x tels que ou bien (f,(z)) ne soit pas
une suite croissante, ou bien c¢’est une suite croissante mais lim f,,(z) = +00, ou bien
encore f(x) # lim f, () < +oo. Par hypothése, E est un ensemble négligeable (comme
réunion finie d’ensembles négligeables). Quitte a redéfinir f,,(z) et f(z) comme étant
égales a 0 en tout point de F, on a f(x) = lim,,_, 4 fn(z) < 400 partout sur I et on
peut alors appliquer le théoréme de convergence monotone «ordinaire » 3.1.

(b) Quitte a redéfinir les f,, par 0 sur un ensemble négligeable, on peut supposer que
la suite (f,(z)) est croissante pour tout « € I. En remplagant f,, par f,, — fo, on peut
également supposer f, > 0 pour tout n. Par hypotheése 0 < [; f,(2) de < M < +oo0.
Pour n et p entiers, p > 0, soit E, , I'ensemble des = € I tels que f,(x) > p.
Nous avons xg, , = imy_; o min(1, N(f, — p)4) comme limite croissante, et de plus
0< xE,, < %fn, donc xg, , est intégrable sur I et

/]XEn’p(x) dx < %/Ifn(x) dx < M/p.

Or (E, p)nen est une suite croissante d’ensembles dont la réunion est I'ensemble E,
des z € I tels que lim,_, 4 fn(z) > p. Ceci prouve que E, est intégrable et que
m(E,) < M/p. Maintenant, 'ensemble E des réels x € I tels que lim,, oo frn(2) = 400
est l'intersection décroissante ﬂp>0 E,, par suite I est négligeable. Quitte & redéfinir
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fn(x) = 0 sur E, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence monotone
ordinaire pour conclure que f = lim f,, est KH-intégrable. O

Désormais, on s’autorisera a écrire des intégrales dans lesquelles figurent des fonctions
qui prennent les valeurs 400 ou —oo, pourvu que cela soit sur un ensemble négligeable
— en fait, si on le souhaite, on pourra toujours redéfinir ces fonctions comme valant 0
ou toute autre valeur réelle en chaque point de E. Dans ce contexte, le théoréme de
convergence monotone peut se reformuler comme la possibilité de commuter intégration
et passage a la limite monotone :

(4.6) (fn) monotone = lim f,(z)dz= lim fn(z)dz,

I n——+4oo n—4+oo I

dés lors que I'un des deux membres est fini.

5. Lemme de Fatou et théoréme de convergence dominée

On déduit ici du théoréme de convergence monotone plusieurs autres résultats fonda-
mentaux de convergence. Le premier, dit lemme de Fatou, est trés utile dans bien des
situations.

(5.1) Lemme de Fatou. Soient f,,g: I — R des fonctions KH-intégrables telles que
fn = g presque partout. Siliminf,, | fI fn(z)dr < 400, alors f = liminf, o fn
est finie presque partout et KH-intégrable, et on a

st (o) o < it [ o

Démonstration. Quitte a remplacer f,, par f, — g, on peut supposer f,, > 0 (et g = 0).
De maniére générale la lim inf d’une suite est obtenue comme une limite croissante

liminfu, = lim 1 inf  wug.
n——+o00 n—+o0o  k€[n,+oo[

Or pour tout n > 0 nous avons

/ inf  fr(z)dx mf /fk
1 k€[n,+o0] [n,+oo[

puisque l'intégrande ¢, (z) = infjep,, 4oof fx(z) du membre de gauche est majoré par
fx pour chaque k € [n,+oo[ (de plus ¢, est KH-intégrable comme limite décroissante
de la suite p — @, ,(2) = mingep, p) fr(2) quand p — +00). Le lemme de Fatou
résulte maintenant du théoréme de convergence monotone (4.6) appliqué a la suite
croissante (). O
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On a bien entendu I’énoncé symétrique, a savoir que si f,, < h avec h KH-intégrable
pour tout n, alors

(5.2) /Ilimsupfn( x)dz hmsup/fn

n—-+o00 n—-+o0o

pourvu que le second membre ne soit pas —oo. En combinant (5.1) et (5.2), on obtient
le

(5.3) Théoréme de la convergence encadrée. Soient f,,g,h : I — R des
fonctions KH-intégrables telles que g < f, < h presque partout. On suppose que
f(x) =lim, 4o frn(z) existe presque partout. Alors f est KH-intégrable sur I et

ngxfoo/[fn(@dmzflf(m) dx

Démonstration. Le lemme de Fatou donne en effet

lim su n(x)dr < lim f, r < liminf n(x)dz
msop [ f(a)do < [ lmfu(o)do < limint [ £,(0)

puisque lim, o f, = limsup,, ,, o fr = lim infn_H_Oo fn et que les membres de
gauche et de droite sont encadrés par [, g( ;1 9(x) dx et [, h ;h(z)dz. O

(5.4) Théoréme de convergence dominée. C’est le cas particulier du théoréme
de convergence encadrée ou la suite (f,,) vérifie la condition plus forte |f,,| < g pour
une certaine fonction g > 0 KH-intégrable. Dans ce cas toutes les fonctions f, sont
absolument intégrables et la limite f = lim f,, vérifie ||f||; = lim || f,]|1.(*®)

(5.5) Séries convergentes dans L'. Soit f,, : I — R une suite de fonctions abso-
lument intégrables telles que > || f|l1 < +oo. Alors la série Y. f, converge dans L*(I).

Démonstration. Posons S, = |[fo| + |fi| + ... + |fn]- C’est une suite croissante
de fonctions absoulument intégrables telles que [, Sn(z)dr < Y [|f[1 < 4oo. Le
théoréme de convergence monotone montre que la somme S(z) = > |f,(x)| converge
presque partout. En particulier p(z) = Zn>0 fn(x) existe presque partout comme
somme d’une série absolument convergente, et le théoréme de convergence dominée
appliqué aux sommes partielles ¢,, = fo+ f1 + ...+ fn implique que ¢ est absolument
intégrable, du fait que 0 < |¢,| < S. Nous avons de plus |p — ¢, | < Zke[n—i—l,—i—oo[ | fx

done (¢ = wullt < Dopspyq [1fkll1, et par conséquent limy, o0 [ — nll1 = 0. O

Comme conséquence immeédiate, nous avons le

(5.6) Théoréme. L'(I) est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace normé
complet).

En fait les deux théorémes sont équivalents, puisque le théoréme de la convergence encadrée se raméne
au cas de fonctions 2> 0 en observant que 'on a 0 < fr, —g < h —g.
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Démonstration. C’est une conséquence purement formelle de (5.5). Soit (u,,) une suite
de Cauchy dans L*(I). 1l existe une sous-suite (u,, ) telle que |[un,,, — tn, |1 < 27
Ceci implique que la série Y (up,,, — Un,) converge vers une limite S dans L'(I), et
donc que la sous-suite (u,,) converge vers u = S + u,,. Il en résulte que la suite (uy,)
converge elle aussi vers u. O

On peut tirer du théoréme de convergence encadrée des propriétés trés agréables de
continuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de paramétres
qui généralisent les résultats du §1.(14)

(5.7) Théoréme. Soit I C R un intervalle, T une partie de R? et to un point de
Uadhérence de T dans R%. Soit f : I x T — R, (x,t) — f(x,t) une fonction telle que

(a) Pour tout t € T, lapplication I > x — f(x,t) est KH-intégrable ;

(b) 1l existe des fonctions g,h : I — R KH-intégrables et un voisinage V de to tel
que g(z) < f(x,t) < h(z) pour tout t € TNV et presque tout x € I (I’ensemble
négligeable N (t) C I correspondant peut dépendre de t).

(¢) Pour presque tout x € I, Uapplication T > t — f(x,t) posséde une limite p(x)
quand t — tg.

Alors ¢ est KH-intégrable sur I et

lim /I fla,t)dz = /I () dz.

Tot—to

(5.8) Continuité sous le signe somme. Sous les hypothéses 5.7 (a, b), sitg € T et
siT >t f(x,t) est continue en tg pour presque tout x € I, on a

lim /If(x,t)dx:/If(x,to) dx,

T>t—to

c’est-a-dire que Uapplication F(t) = [; f(z,t) dx est continue en to.

Démonstration de (5.7). 1l suffit de montrer qu’il y a convergence pour toute suite
t, € T tendant vers ty. Or par hypothése, nous avons ¢, (z) = f(z,t,) — ¢(z)
sauf sur un ensemble négligeable F C I, tandis que g(x) < ¢,(z) < h(z) en dehors
de N(t,). Il suffit d’appliquer le théoréme de convergence encadrée, les hypothéses
étant satisfaites en dehors de ’ensemble négligeable £/ = EU|J N (t,,). O

(5.9) Dérivation sous le signe somme. Soient I C R et T C R des intervalles,
to € T un point fizé et f: I x T — R, (z,t) — f(x,t) une fonction tels que
(a) pour tout t € T, Uapplication I > x — f(x,t) est KH-intégrable ;

(b) pour presque tout x € I, lapplication t — f(x,t) admet une dérivée partielle

%(m, t) sur T, et celle-ci est continue en ty € T ;

Comme on va le voir, on peut le faire sous des conditions méme plus générales que dans la théorie de
Lebesgue, avec des intégrales non nécessairement absolument convergentes — on profite en cela de ce
que la convergence encadrée est plus générale que la convergence dominée. Les preuves sont cependant
identiques.
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(c) il existe un voisinage V de to et des fonctions g,h : I — R KH-intégrables telles
que g(x) < %( ,t) < h(x) pour toutt € TNV et presque tout x € I (I’ensemble

négligeable N (t) C I correspondant peut dépendre a priori de t).
Alors Uapplication F(t f[ x,t) dz est différentiable au point ty et on a

F/(to) == E(w,to) dx.
I

De plus si t — g{ (z,t) est continue sur T pour presque tout x € I, alors F est de
classe C' sur T et la formule ci-dessus a lieu pour tout to € T.

Démonstration. En appliquant le théoréme des accroissements finis a ¢t — f(x,t), on

voit que
F(t) Fto /fxt xto /
—_— (x,ctq) do
t—to t—to ot

pour un certain point ¢ = ¢, € |to,t[. Soit V' = |tg — ¢, tog + €] tel que (c) ait lieu, et
soit (t,) une suite de points dense dans V. Par continuité, on voit que I’hypothése (c)
est vérifiée pour tout x € INN' et t € TNV, avec N' = JN(t,). Soit E un ensemble
négligeable en dehors duquel (b) a lieu. Lorsque x € I\ (FUN') et t — ¢y nous avons

of
ot

of of

<L < el
g(x) < 5 (x,ct5) < h(z) et T (x,ct,n) =

(z,t0)-

Le résultat découle alors de nouveau du théoréme de convergence monotone. O
Pour un paramétre t = (t1,...,tq) € R%, nous avons le résultat analogue suivant.
(5.10) Différentiabilité sous le signe somme. Soit I C R un intervalle et T C R?
un ouwvert. Soit f: I xT — R, (x,t) — f(z,t) une fonction telle que

(a) pour tout t € T, lapplication I > x — f(x,t) est KH-intégrable ;

(b) pour presque tout x € I, Uapplication t — f(x,t) admet des dérivées partielles

gtf (z,t) continues sur T ;

(c) pour tout point ty € T, il existe un voisinage V de t et des fonctions gj, h; : I — R
KH-intégrables telles que g;(z) < gtf (x,t) < hj(z) pour tout t € TNV et presque
tout x € I (I’ensemble négligeable N ;(t) C I correspondant peut dépendre a priori
de t).

Alors lapplication F(t fI x,t) dx est différentiable sur T et on a

OF . _ [ 0f

a_7fj<)_ Ia—tj(x,t)d%
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6. Lemme de recouvrement de Vitali et différentiabilité pres-
que partout des intégrales indéfinies

Nous commengons par un lemme de recouvrement trés utile, puis nous en donnons
quelques applications fondamentales.

(6.1) Lemme de recouvrement de Vitali. Soit V = {J,}aca une famille de sous-
intervalles fermés J,, = [cqa,da] de longueur m(Jy) = do —co > 0 d’un intervalle fermé
borné [a,b], et E une partie de [a,b]. On dit que V est un recouvrement de Vitali de
E si pour tout x € E et tout € > 0, il existe un intervalle J € V tel que x € J et
m(J) < e. Alors:

(a) il existe une famille finie ou dénombrable Jy, d’intervalles deux & deux disjoints de
V et une partie négligeable N de [a,b] telles que E C Uy5o Jk UN ;

(b) on peut de plus choisir N contenu dans une intersection (1,50 Uys, Ji. avec des
intervalles fermés Jy, C [a,b] tels que 3 ;- om(Jy,) < +oo.

Démonstration. On définit par récurrence Jy, J1, ..., Jr comme suit. On pose
F():(Z), Frp,=JoUJ1U...UJp_1 sik=>1,

et on considére Vg C V la sous-famille des intervalles J € V tels que J contienne
un point z € E et J C [a,b] \ Fg. S’il existe un entier k tel que F \ F = () pour
un certain k, alors la famille finie (Jy, ..., Jx—1) répond a la question et le lemme est
démontré avec N = (). Sinon E \ F}, # () pour tout k > 0 et alors la famille Vg j, est
non vide : en effet, x € E \ F} étant fixé, il existe des intervalle J € V contenant x
vérifiant m(J) < € = d(z, F}), de sorte qu’on a nécessairement J C [a,b] \ Fi. Soit
pr le sup de la longueur de tous les intervalles J € Vg i, ; on choisit Ji, € Vj, en sorte
que m(Jg) = % pi. Les intervalles Jj, sont bien disjoints par construction, et on a par
conséquent Y m(Jx) < b—a < 400, donc > pur < 2> m(J) < +oo.

Nous allons montrer que N = E ~ Uk20 Jy. est négligeable. Soit z € N. Pour tout
entier n, onax € [a, b|\ F,, et il existe un intervalle J € V de longueur m(J) < d(z, F,,)
contenant x. Par suite J C [a,b] \ F),. Or, si J C [a,b] \ Fy, alors J € Vg et
m(J) < py par définition de pp. Comme lim p, = 0 ceci ne peut se produire que pour
un nombre fini d’indices k. Choisissons le plus grand indice k possible, de sorte que
k>mn,J C lab] \ Fy et JN Fryq # 0. Ceci implique que J N Ji # (), et comme
m(J) < pr < 2m(Jy), nous voyons que J est contenu dans U'intervalle J; de méme
centre que Ji et de longueur 5m(J;). Nous avons par conséquent N C Uk>n Ji et
comme ceci est vrai pour tout n on voit que N C ﬂn>0 Uk}n J;.. Cependant

> m(J;) <5 m(Jy) <5(b—a) < o0
k>0 k>0

et donc m(Ups, k) < Dops, m(J;) — 0 quand n — +oo. Par conséquent N est
négligeable et (a) est démontré. Pour obtenir (b), il suffit de remplacer éventuellement
J}. par J;. N [a, b] pour avoir & coup str J;, C [a, b]. O

(6.2) Théoréme. Soit E C R une partie intégrable. Alors pour tout ¢ > 0 il existe
un ouvert U = Jy o Jck, di| contenant E tel que m(U) = 2, o(dy — cx) < m(E) +e.
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Démonstration. (1) Commengons par le cas ou E est borné, E C [a,b]. Soit € > 0 et §
une jauge e-adaptée & f = xg sur [a,b]. On considére la famille d’intervalles fermés

Vs ={[z — h,x+h]N[a,b]; € E, h < 36(x)}.

C’est un recouvrement de Vitali de E. Il existe par conséquent des intervalles fermés
disjoints [ck, dx] € Vs et un ensemble négligeable N tels que E C U, lck, dk] U N,
avec de plus N C Usolch, di)s D pso(dy — ;) <e.

Grace au lemme 1.3, la famille finie d’intervalles pointés disjoints ([ck, di], ck)o<k<n
peut étre complétée en une subdivision d-fine D de [a, b]. Comme ¢j € E, on en déduit

n

Z k— Ck) ZXE‘ cx)(dr — cx) < Sp(xe) < /XE(x)dx+€:m(E)+€.

k=0

Quand n — +o0, il vient a la limite Y, _,(di — cx) < m(E) + ¢, donc

EC U Jex —52_k,dk—i—52_k[ U U | —62_k,d;€—|—€2_k[.
k>0 k>0

C’est une réunion d’intervalles ouverts dont la longueur totale est majorée par

e —cr) + | J(dh — ) +4) " e27F <m(E) + &+ e+ 8 = m(E) + 10e.
k>0 k>0 k>0
Quitte a remplacer € par £/10, le résultat est démontré dans le cas ou E est borné.
(2) Dans le cas général £ C R, on écrit £ = |J,,c;, £ N [n,n + 1], et on trouve pour
chaque n € Z un ouvert U,, contenant E N [n,n + 1] tel que
m(Uy,) < m(EN[n,n+1[) 4272,
Alors U = |JU,, contient E et on a m(U) < m(E) + ¢. O

(6.3) Corollaire. Soit F une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) E est négligeable.

(b) Pour tout € > 0, il existe une suite finie ou dénombrable d’intervalles ouverts
(Jek, di[) k>0 tels que E C Uk>0]ck,dk[ et Zk>o(dk —cg) < e.

(c) Pour tout € > 0, il existe une suite finie ou dénombrable d’intervalles fermés
([Ck,dk])k20 tels que F C ngo[ckadk] et Zk;o(dk —ck) < e

Démonstration. (a) = (b) grace a 6.2, tandis que (b) = (c) est évident, et (c) = (a)
en prenant une intersection dénombrable avec € = 1/n — 0. O

(6.4) Théoréme. Soit f : [a,b] — R une fonction KH-intégrable et F(x) = [ f(t)dt
son intégrale indéfinie. Alors F' est presque partout dérivable de dérivée F'(x) = f(x).

Démonstration. Comme nous allons le voir, il s’agit d’une conséquence directe du
lemme de Henstock, combiné avec le lemme de recouvrement de Vitali. Il suffit de
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démontrer que F' admet presque partout une dérivée a droite F’(x+0) = f(z), puisque
le méme raisonnement s’appliquera aussi a la dérivée a gauche.

Soit E lensemble des points x € [a,b[ tels que ou bien F' n’admet pas de dérivée a
droite, ou bien F' admet une dérivée a droite mais F’(z+0) # f(x). Il s’agit de montrer
que E est négligeable. Ecrivons E = | J >0 Ep, ot B, est 'ensemble des points = € [a, b]
tels que pour tout n > 0 il existe 2’ € ]px, x +n]Nla,b] tel que

F(z') — F(x) 1
el S/ S

' —x P
Fixons € > 0 et 0 une jauge e-adaptée a f. On observe que la famille Vs des intervalles
[x, 2] vérifiant la minoration précédente et tels que ' —z < §(x) forme un recouvrement
de Vitali de E,. Il existe par conséquent une famille finie ou dénombrable ([xy,x}])
d’intervalles disjoints de Vs (dépendant de €) et un ensemble négligeable N, . tels que
E, C R, =[xk, z,] UNpe. Le lemme de Henstock 1.3 (b) appliqué a la famille finie
d’intervalles ([zy, 2}.])o<k<n donne

2

0<k<n

\f<x> -

f(@e) — F%i - fk(wk) (), — 1) < 2

f (o) (@ — i) — / 1) dt} =

0<k<n

puisque cette famille est J-fine par construction. On en déduit ), <k<n %(x?c —xk) < 2¢
pour tout n, donc m(Ryc) = m(Uysolzr, 73)) < 2pe. En écrivant B, C (1,50 Bp1/n

on voit que '’ensemble F, est négligeable, donc F = Up>0 E, 'est aussi. O

7. Ensembles et fonctions mesurables

Une fonction intégrable peut étre extrémement irréguliére du point de vue de la
continuité (par exemple xg est KH-intégrable, bien qu’elle soit partout discontinue).
Une fonction intégrable doit tout de méme satisfaire certaines propriétés trées faibles de
régularité locale, pour lesquelles les ensembles négligeables ne jouent aucun role. C’est
précisément ’objet de la notion de mesurabilité.

(7.1) Définition. On dit qu’une partie E C R est mesurable si EN[a,b] est intégrable
pour tout intervalle fermé borné [a,b] C R.

Compte tenu des propriétés des ensemble intégrables (cf. (4.1)), il suffit de vérifier que
I'intersection E'N[—n,n] est intégrable pour tout entier n. Le théoréme suivant découle
immeédiatement de (4.1).

(7.2) Théoréme. Toute réunion dénombrable | J E,, toute intersection dénombrable
N E, de parties mesurables E, est mesurable. Le complémentaire CE d’une partie
mesurable E est mesurable. Tout intervalle, toute partie ouverte ou fermée E C R est
mesurable.

La derniére assertion résulte du fait que les intervalles sont trivialement mesurables, et
du fait qu’'une partie ouverte de R est réunion finie ou dénombrable d’intervalles. On
peut étendre la mesure de Lebesgue aux parties mesurables en posant

m(E)= lim m(EN][-n,n]), m(E) € [0, +oo].

n—+oo
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Les parties intégrables sont alors exactement les parties mesurables de mesure
m(E) < 400, et la propriété d’additivité de la mesure d’une réunion dénombrable
de parties mesurables disjointes est encore valable lorsque les sommations sont prises
dans [0, +oc]. Nous avons la caractérisation suivante assez claire de la mesurabilité.

(7.3) Caractérisation des ensembles mesurables. Soit E une partie de R. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) E est mesurable.

(b) Pour tout € > 0 il existe une partie fermée F et une partie ouverte U telles que
FCECU etm(UN\F)<e.

(c) 1l existe F' un F, (= réunion finie ou dénombrable de fermés) et G un G5 (=
intersection finie ou dénombrable d’ouverts) tels que F C E C G et m(G~\F) = 0.

(d) E peut s’écrire comme une réunion E = FUN d’un F, et d’une partie négligeable.
Démonstration. (a) = (b). Commengons par le cas ou F est borné, E C [a,b]. Alors
E et E' = [a,b] \ E sont des parties intégrables. D’aprés le théoréme (6.2) il existe des

ouverts U et U' de Rtelsque E C U, m(UNFE) <e/2,et E' CU', m(U' \E’) <¢e/2.
On pose F = [a,b] \U’. Il vient F' C [a,b] N E' = E C U et

mUNF)Cm(UNE)+m(E~NF)<m{U-\E)+m({U \FE)<e.

Dans le cas général, on pose E, = E N [n,n + 1], et on trouve des parties fermées
F, C [n,n+ 1] et U, C R telles que F,, C E,, C U, et m(U, \ F,) < e2-I71=2 Alors
F =F, et U=\JU, répondent a la question puisque U \ F' C |J(U,, \ F,).

(b) = (c). Pour tout entier p > 0, on peut trouver un fermé F, et un ouvert U, tels
que F, C E C U, et m(U, \ F},) < 1/p. Alors F' = |JF, et G = |JU, répondent a la
question, puisque G \ F' C U, \ F}, pour tout p.

(c) = (d) est évident, il suffit de poser N = E \ F qui est contenu dans G \ F, donc
négligeable.

(d) = (a) résulte de (7.2). O
(7.4) Théoréme et définition. Soit f : I — R = R U {400, —00} une fonction
quelconque. Les propriétés sutvantes sont équivalentes.

(a) L’image réciproque f~1([—oo,c[) de tout intervalle ouvert de R est mesurable.

(b) L’image réciproque f~1([—00,c|) de tout intervalle fermé de R est mesurable.

(c) L’image réciproque f~1(J) de tout intervalle J C R est mesurable, respectivement
[(¢") J ouvert], [(cV) J fermé],

(d) L’image réciproque f~*(U) de tout ouvert U C R est mesurable.
On dit alors que la fonction f est mesurable.
Démonstration. L’équivalence de (a) et (b) résulte des égalités

FH (oo, d) = () fH([=oose+ 1/n]),  fH([=o0,e) = | fH([=00, e = 1/n])

n>0 n>0
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si ¢ € R. Le passage au cas d’intervalles J quelconques (c), (¢’), (¢”) se voit aisément
en écrivant par exemple

fHe,d) = f~H([=00,d)) NCf ~*([~00,c])

pour tous ¢ < d dans R. Enfin I’équivalence avec (d) résulte du fait que tout
ouvert U C R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints J, de sorte

que f~HU) = U f~ (Jk). O
Une conséquence immédiate de la définition est la suivante.

(7.5) Proposition. Soit f : I — J une fonction mesurable et g : J — R une fonction.
Si g est continue ou monotone, alors go f est mesurable.

Par ailleurs, comme les ensembles négligeables sont mesurables, la mesurabilité n’est
pas sensible au fait que la fonction f soit modifiée arbitrairement sur un ensemble
négligeable. Un fait trés utile est que la mesurabilité est préservée par passage a la
limite dénombrable :

(7.6) Proposition. Soit f, : I — R une suite de fonctions mesurables. Alors
limsup f,, et liminf f,, sont mesurables. Si (f,) admet presque partout une limite f,
alors f est mesurable.

Démonstration. Posons f = limsup f,,. Nous avons alors par définition f(x) < ¢ si
dp>0,3IN >0,Vn > N, f.(x) < c—1/p, c’est-a-dire

f_l([—OO,CD: U U n fn_l([—oo,c—l/p[),

p>0 N>0n>=N

ce qui montre que f est mesurable. La preuve pour liminf f,, se déduit du cas de la
lim sup en remplagant (f,) par (—f,). Si (f,) admet une limite presque partout f, on
conclut en écrivant par exemple f = limsup f,, presque partout. O

(7.7) Proposition. Toute fonction f: I — R KH-intégrable est mesurable.

Démonstration. 1l est clair que les fonctions continues sont mesurables, puisque I'image
inverse d’un intervalle ouvert est une partie ouverte (donc mesurable). Fixons a € I,
et soit F(z) = [ f(t)dt une intégrale indéfinie de f sur I. On sait que F est continue
sur I (corollaire 4.3), et que f(z) = F'(x) presque partout (théoréme 6.4). On peut
donc écrire

F(m—l—l/n)—F(x).

f(z) =lim f,(x) p.p. avec fulx) = n

Comme les fonctions f, sont continues, on en conclut que la limite presque partout f
est mesurable. O

(7.8) Proposition. Toute fonction mesurable f : I — R peut s’écrire f = lim f,, ou
les fonctions f, sont des fonctions intégrables étagées, c’est-a-dire des combinaisons

linéaires finies ) CrnXE,, de fonctions caractéristiques d’ensembles intégrables.
1<k<pn
Si de plus f >0, on peut choisir la suite (f,) croissante et telle que 0 < f,, < f.



(15)

66 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Kurzweil-Henstock
Démonstration. Supposons d’abord I = [a, b] fermé borné. On prend alors

Chm=(k—12""-n, Ern=Ff " (Chmchn+2 "), sik=12,... 02"
Chon =M, E;, = f_l([n, +0o0]) sik=n2"tt 41,

Chn = —M, Ey, = fH([~o0, —n[) sik=p, =n2"t 42,
de sorte que les ensembles Ej ,, 1 < k < p, forment une partition mesurable de I.
Il est évident par construction que la fonction f, = > cx.nXg, , vérifie [f, — f| <277
la ou |f(z)| < n, tandis que |f,(x)| = n avec le méme signe que f(z) la ou |f(z)| = n.
On a donc bien lim f,, = f. Lorsque I est borné, les ensemble Ej, ,, sont intégrables
et la proposition est démontrée. Si I n’est pas borné, il suffit de remplacer Ej, ,, par

ko = EknN[=n,n] pour conclure la démonstration. En effet, il est facile de constater
que 0 < f,, < f et que la suite (f,) est croissante lorsque f est elle-méme positive ou
nulle. O

(7.9) Corollaire. Toute combinaison linéaire finie, tout produit de fonctions mesu-
rables a wvaleurs réelles est encore mesurable. L’ensemble des fonctions mesurables
f:I — R adonc une structure d’algébre.

Démonstration. 1l suffit en effet d’observer que toute combinaison linéaire ou tout pro-
duit de fonctions étagées est encore une fonction étagée, et de passer a la limite. O

Le résultat suivant montre que la mesurabilité est la propriété de régularité requise pour
obtenir I'intégrabilité, lorsqu’on a un encadrement par des fonctions KH-intégrables.

(7.10) Proposition. Soit f,g,h : I — R des fonctions telles que g < f < h. On
suppose que g et h sont KH-intégrables et que f est mesurable. Alors f est KH-
intégrable.

Démonstration. Quitte a remplacer f par f — g et h par h — g, on peut supposer
0 < f < h avec h KH-intégrable. La proposition 7.8 implique que f = lim f,
avec des fonctions f,, étagées KH-intégrables, que l'on peut choisir > 0 d’apreés la
démonstration. Toutes ces fonctions sont donc absolument intégrables, et on peut
écrire f = lim,,_, oo min(f,, k). On voit donc que f est KH-intégrable comme limite
dominée de fonctions KH-intégrables. O

Nous démontrons maintenant un résultat trés important, & savoir la densité des
fonctions continues a support compact dans Ll(I ).(15)

(7.11) Densité des fonctions continues a support compact.

(a) Soit E C R un ensemble mesurable. Pour tout € > 0, il existe une application
continue g : R — [0,1] telle que g(x) = xg(x) hors d’un ensemble ouvert V' de
mesure m(V') < e.

Incidemment ce résultat (et plus spécifiquement 7.11 (d) ci-aprés) démontre que les fonctions
absolument intégrables au sens de Kurzweil-Henstock sont exactement les fonctions intégrables au
sens de Lebesgue pour la mesure de Lebesgue usuelle. Jusqu’a ce point, il était évident que ’espace
Ll(I) de Kurzweil-Henstock contenait celui de Lebesgue, mais il n’était pas clair qu’il ne soit pas plus
gros. Les deux théories se rejoignent donc dans le cas des fonctions absolument intégrables.
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(b) Soit f : I — R une fonction mesurable. Il existe une suite g,, : I — R d’applications
continues a support compact telles que g, — f presque partout.

(c) Soit f € LY(I). Il existe une suite g, : I — R d’applications continues a support
compact telles que g, — f presque partout et ||g, — f|l1 — 0.

(d) L’espace C.(I) des fonctions continues a support compact dans I est dense dans
LY(I), et L'(I) s’identifie au complété de C.(I) pour la norme || |;.

Démonstration. (a) Grace a 7.4, choisissons F' un ensemble fermé et U un ensemble
ouvert tels que F'C E C U et m(U \ F') < e. On pose

d(z,CU)
d(x, F) + d(z,CU)’

g(x) =

I1 est clair que 0 < g(x) < 1 et que g est continue (le dénominateur ne s’annule pas
puisque F et CU sont des fermés disjoints). De plus g(z) = 1si 2z € F et g(x) = 0 si
x € CU, donc ¢ répond 4 la question en posant V = U \ F.

(b) et (c). On se raméne d’abord au cas ot f > 0 : si le résultat est démontré dans ce
cas, on écrit f = fy — f_ et

fr =limg,, f_ =limg/, f=1limg, — g/ presque partout

avec g;L et gj{ continues & support compact. On supposera donc dans la suite que
f = 0. Dans ce cas, la proposition 7.8 fournit une suite croissante de fonctions
étagées f, = Z1<k<pn Ck,nXE,., telles que f = lim f, en tout point. Quitte & perdre
éventuellement la convergence aux extrémités de I, on peut supposer en outre qu’il
existe une suite strictement croissante d’intervalles [ay,, b,] C I° tels que Ey ., C [an, by
pour tout k, sinon on remplace Ej ,, par Ej, N [an,b,] avec des intervalles [a,, by,]
choisis tels que |J[an,b,] = I°. D’aprés (a), on peut trouver une fonction continue
Gk, : I — R telle que gx »n» = xE, ,, hors d’un ensemble ouvert Vi ,, de mesure < 27" /p,
et & support dans [ay,41,b,41] (disons). Par suite g,, = E1gkgpn Ck,ngk,n €st continue
a support compact dans [an+1,bn11] C I et colncide avec f,, hors de V,, = J Vi n,
m(V,) < 27". En dehors de W, = Uk>p Vi qui est de mesure < 277, il est clair que
gn — [ puisque g, = f, pour n > p, et par conséquent g, — f hors de I’ensemble
négligeable N = (W,. Ceci démontre (b). Si en outre f est intégrable, alors le
théoréme de convergence dominée appliqué a la suite décroissante f — f,, — 0 dominée
par f montre que lim || f,, — f|l1 = 0. En prenant de plus m(Vy ) < 27"/(1 + pulcnl),
il vient ||gn,kx — XE, .11 < 27" /(1 + pulcnkl), donc ||g, — fullt <277 et (c) s’ensuit.

(d) résulte de (c), puisque nous savons que L*(I) est complet, et de plus C.(I) s’identifie
A un sous-espace de L!(I) d’aprés 4.6 (a). O

(7.12) Caractérisation des fonctions mesurables (théoréme de Lusin).
Soit f: I — R une fonction quelconque. Il y a équivalence entre :
(a) f est mesurable.

(b) Pour tout € > 0, il existe une partie ouverte V. C I de mesure m(V') < ¢ telle que
la restriction f|I\V soit continue.

Démonstration. Commengons par le sens « facile ».
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(b) = (a). Pour n entier > 0, fixons un ouvert V,, tel que m(V;,) < 27" et fi;r v,
continue. Quitte a remplacer V,, par V! = Uk>n Vi, on peut supposer que la suite V,
est décroissante. Posons alors f,,(z) =0siz €V, et f,(z) = f(z) si z € I \'V,,. Soit
U un ouvert de R. Alors

-
-

—
—~
-
~—~
I

FFHOYN I NV si0¢ U,
VoUu (Y U)N(INV,))  si0eU.

3

—
—~
g
N—
I

3

Dans les deux cas f, 1(U) est mesurable puisque f~*(U) N (I \V,,) est une partie
ouverte de I \'V,, (et donc l'intersection d’un ouvert avec la partie mesurable I \ V},).
Ceci prouve que f, est mesurable. Comme f = lim f,, hors de la partie négligeable
N = V,, on voit que f est elle aussi mesurable.

(a) = (b). D’aprés 7.11 (b), il existe une suite d’applications continues g, : I — R
telles que g, — f presque partout. Comme R est homéomorphe & [—1, 1] par I'appli-
cation x — z/(1 4+ |z|), on peut tout aussi bien supposer que f et les g,, sont a valeurs
dans [—1,1]. Soit N C I un ensemble négligeable tel que g, (x) converge vers f(z) pour
tout € I ~ N. Soit ([ap, bp])p>0 une suite croissante d’intervalles fermés bornés tels
que I = J[ap, bp]. Pour chaque p, considérons

Upan - {.T € [a;mbp] 3 Eljvk = n, |gj(m) - gk(’r>| > 2—])}.

C’est une partie ouverte de [ap,b,], de plus la suite (Up,)n>0 est décroissante et
ﬂn>0 Upn C N d’aprés le critéere de Cauchy. Comme N est négligeable, nous avons
lim,, 4 o0 M(Up,n) < m(IN) = 0, donc il existe un indice n(p) tel que m (U, ,,(p)) < 277.
Il n’est pas restrictif de supposer que 'on choisit n(p + 1) > n(p) pour tout p. Soit
V), une partie ouverte de I contenant N U Uqu Uyon(q)» telle que m(V,) < 2277, Pour
J=q=peta € lag by N\ Vp, nous avons |g,;)(x) — gn(j+1)(x)| < 277. Ceci entraine
que f est la limite uniforme des g,,(j) sur toute partie compacte de I \V,, donc fi; v,
est continue. O
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