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IntrodutionL'objetif de e texte est de proposer une � trame � pour l'enseignement de l'intégrationdepuis le lyée jusqu'aux premières années de l'université. Pour ela, nous développonsles bases de la théorie de l'intégration telles qu'elles ont été posées et grandementélairies par Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstok à la �n des années 1950. Au �l deshapitres, le niveau mathématique de l'exposition glisse progressivement d'un niveautrès élémentaire jusqu'à un niveau de seond yle universitaire.Même si au début une partie des résultats doit être admise ou démontrée de manièreheuristique du fait des ontraintes de temps ou des prérequis, nous pensons que ladémarhe mathématique utilisée dans l'enseignement doit respeter haque fois que elaest possible les prinipes d'une progression par généralisations suessives ompatiblesave les exposés qui ont préédé (� progression onentrique �). Il est don très utiled'introduire dès le début des dé�nitions qui sont suseptibles d'être rendues rigoureuseset formalisées, et d'adopter un ordre de présentation des onepts et une artiulationlogique tels que la théorie n'aura pas à être substantiellement hangée le jour où viendrala formalisation omplète.(1)

(1) À l'heure atuelle, l'intégration est souvent abordée en plusieurs étapes qui sont les suivantes :a) En terminale, une première étape qui onsiste à introduire l'intégrale omme � aire sous la ourbe �,ave un état d'esprit qui se ressent obligatoirement de l'appauvrissement ontinuel de la oneptu-alisation depuis 2 déennies. Il en résulte qu'il est devenu très di�ile de formaliser omplètementla théorie, e qui veut probablement dire qu'on ne peut guère espérer que le ours donne devéritables démonstrations, mais seulement au mieux quelques indiations de preuves omplétées pardes onsidérations heuristiques.b) Dans les premières années d'université, les enseignants présentent en général une version plus oumoins édulorée de la théorie de � l'intégrale de Riemann �, à l'aide d'enadrements par des fontionsen esalier, et des preuves qui tendent de plus en plus à disparaître du fait du reul des onnaissanesfondamentales requises (pratique des ε et δ, ontinuité uniforme, ...)) En Master 1ère année apparaîtra dans les bons as une théorie plus solide de l'intégration reposantsur la théorie de la mesure et l'intégrale de Lebesgue. Mais il est de notoriété publique que e sujet quifâhe a tendane aujourd'hui à être de moins en moins traité, surtout dans les �lières dites �Masterenseignement� .Cette situation présente de nombreux inonvénients. La théorie de l'intégrale de Riemann n'est pasune � bonne théorie �, ni du point de vue didatique ni du point de vue mathématique. La présentationn'en est pas très simple : il faut manipuler onstamment des enadrements de fontions, utiliser laontinuité uniforme pour démontrer l'intégrabilité des fontions ontinues, faire des déoupages de εet δ parfois peu élairants. Il y a de nombreuses restritions ou pathologies, des théorèmes essentielsomme eux de la onvergene monotone ne sont pas valables, et. Plus tard, l'introdution del'intégrale de Lebesgue viendra balayer e travail en montrant qu'il s'agissait en fait d'une théoriebanale et inomplète. Si les étudiants éhappent à l'intégrale de Lebesgue � omme ela arrive àun nombre de plus en plus grand de CAPESiens � ils n'auront don jamais eu l'oasion de se voirexposer une théorie � sérieuse � de l'intégration, e qui est préoupant.



2 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilLe hoix de l'intégrale de Henstok-Kurzweil présente l'avantage de fournir des dé�ni-tions assez simples � peut-être plus simples que elle de Riemann puisque les enadre-ments de fontions ne sont plus néessaires, que l'on n'a plus besoin de la ontinuitéuniforme, que tous les théorèmes de base se démontrent en quelques lignes � et, enmême temps, d'être assez puissante pour ontenir les parties élémentaires de la théoriede Lebesgue ... Dans es onditions, il paraît quelque peu anahronique que la théorien'ait pas enore trouvé sa juste plae dans l'enseignement !Nous suivons ii d'assez près le livre � Introdution to gauge integrals � [Sw℄ de CharlesSwartz, en l'allégeant autant que faire se peut, pour atteindre très rapidement lapreuve des théorèmes fondamentaux (rapport entre intégration et primitive, intégrationpar parties, hangement de variable, dérivabilité des intégrales indé�nies de fontionsontinues...). Nous développons ensuite les résultats plus spéi�ques à la théorie deHenstok-Kurzweil pour atteindre les théorèmes de onvergene monotone et dominée.L'existene de la mesure de Lebesgue et ses propriétés fondamentales �gurent parmi lesonséquenes diretes, sans qu'il y ait besoin d'introduire au préalable le langage généraldes tribus et des mesures dénombrablement additives. Les étudiants auront don enfait un premier exemple motivant sous la main lorsque es notions plus généralesseront introduites. En�n, les dé�nitions ad ho des diverses intégrales généralisées,impropres et semi-onvergentes deviennent également aessoires, puisque toutes esnotions peuvent être exprimées en une seule dé�nition naturelle ontenant les as utiles :l'intégrale de Henstok-Kurzweil autorise par nature même la � semi-onvergene � ...Les premières étapes nous paraissent éventuellement utilisables au lyée, à onditiond'admettre quelques-unes des démonstrations � et en prenant omme perspetive que'est l'intégrale de Henstok-Kurzweil qui sera développée ensuite, de sorte que lesénonés présentant des hypothèses arti�ielles super�ues n'ont pas lieu d'être.Le ours qui suit a été à l'origine inspiré par des notes synthétiques rédigées par EriCharpentier [Ch℄ à l'Université de Bordeaux autour de 2002, et fait des emprunts à demultiples soures (f. bibliographie). Ces notes ont été ensuite développées sous formede ours polyopié par Jean-Yves Briend à Marseille [Br℄ (après que je l'ai informé dessuggestions d'Eri Charpentier). Le présent texte a fait l'objet de plusieurs rédationssuessives depuis l'automne 2005, et a lui-même inspiré ultérieurement des ours oumanuels mis en hantier par plusieurs ollègues. Je voudrais dans e adre signalerd'utiles remarques et questions formulées par Xavier Bu�, auteur du hapitre surl'intégration pour le L2 dans la olletion de manuels �Liene-Tout-en-Un� dirigéepar Jean-Pierre Ramis et André Warusfel [RW℄, et remerier es deux derniers pourleur intérêt et leurs enouragements.
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Chapitre IDé�nitions et résultats fondamentauxCas des fontions d'une variable
L'objetif de e hapitre est de proposer une présentation rigoureuse et omplète despremiers éléments de la théorie de l'intégration. Compte tenu de ette ambition,l'exposé est néessairement théorique, et don beauoup plus exigeant que d'autrestextes ou manuels qui se ontentent de donner des tehniques de alul, et qui s'appuientseulement sur une intuition de la notion d'aire en lieu et plae de justi�ations mathé-matiques omplètes. Un prérequis indispensable est d'avoir déjà assimilé l'art de ouperles ε en quatre � ou d'être prêt à faire l'e�ort de reuser la question. Le publi visé estelui des élèves de Terminale très motivés � la théorie de base ne fait jamais appel àauune notion qui dépasse le niveau du lyée. La plupart des notes de bas de page sontdestinés à des leteurs plus avanés et ne peuvent normalement pas être omprises pardes personnes qui aborderaient la théorie pour la première fois ; de même, les passagesmarqués d'un * ou de deux ** peuvent être omis en première leture ; les setions7 et 8 sont moins élémentaires et orrespondent plut�t à un niveau de première annéed'université.1. Sommes de RiemannDans toute ette setion, a et b désignent deux réels tels que a < b. Soit f une fontion,dé�nie sur l'intervalle [a, b], à valeurs dans R. La portion du plan omprise entre legraphe de f et l'axe horizontal est l'ensemble des ouples (x, y) tels que

0 6 y 6 f(x) si f(x) > 0, f(x) 6 y 6 0 si f(x) 6 0.Pour une fontion f su�samment régulière, nous souhaitons évaluer l'aire A de etteportion de plan, en omptant positivement les surfaes situées au-dessus de l'axehorizontal, et négativement elles situées au-dessous (Fig. 1). Nous parlerons de � l'airealgébrique �(2) située sous le graphe de f .
(2) L'approhe des intégrales par les aires nous paraît in�niment préférable à elle qui onsiste à introduirea priori l'intégrale par le alul des primitives, ne serait-e que pare que ette façon de voir dépouillel'intégrale de son sens géométrique (et qu'en outre elle esamote l'unique façon de démontrer en générall'existene des primitives...)
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A = A1 + A2 +A3 +A4 = −|A1| + |A2| − |A3| + |A4|Fig. 1. Aire algébrique située sous le graphe de f .L'idée est de déouper l'intervalle [a, b] au moyen d'une subdivision en sous-intervalles
[aj, aj+1], puis de sommer les aires de retangles basés sur les intervalles [aj , aj+1].La �gure 2 i-dessous résume le proédé.
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}
DFig. 2. Somme de Riemann assoiée à f sur D.La somme des aires des retangles �gurés i-dessus est donnée par N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj),et on est ainsi onduit à poser la dé�nition suivante.(1.1) Dé�nition.(a) On appelle � subdivision pointée � de l'intervalle [a, b] la donnée de N + 1 points
a = a0 < a1 < . . . < aN−1 < aN = bet de N points x0, x1, . . . , xN−1 tels que

∀j = 0, 1, . . . , N − 1, xj ∈ [aj, aj+1].



I.1. Sommes de Riemann 7Elle sera notée
D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N .Les réels hj = aj+1 − aj (amplitudes des intervalles) sont les � pas � de lasubdivision.(b) Soit D une subdivision pointée de l'intervalle [a, b] et f une fontion de [a, b]dans R. On appelle � somme de Riemann � assoiée à f sur D, le réel

SD(f) =

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

f(xj) hj.La somme de Riemann SD(f) est l'aire algébrique de la réunion des retangles delargeur hj et de hauteur f(xj) (Fig. 2). Il s'agit bien d'une aire algébrique, puisque
f(xj)hj est ompté positivement si f(xj) > 0 et négativement si f(xj) < 0.Intuitivement l'aire A herhée est la limite de SD(f) quand les pas hj tendent vers 0.Un hoix possible onsiste par exemple à prendre une subdivision en sous-intervalleségaux

aj = a+ jh = a+ j
b− a

N
, 0 6 j 6 N où hj = h =

b− a

N
,que l'on peut ombiner ave un hoix quelonque des points xj .(1.2) Exemple. Comme premier exemple, onsidérons la fontion identité f(x) = xsur l'intervalle [0, 1]. Pour N ≥ 1, posons :

a0 = 0 , a1 =
1

N
, . . . , aj =

j

N
, . . . , aN = 1Les pas de ette subdivision sont tous égaux à 1/N . Voii trois aluls de sommes deRiemann, selon que l'on plae les points xj au début, au milieu ou à la �n des intervalles

[aj, aj+1] (rappelons que la somme des N premiers entiers vaut N(N + 1)/2).
xj = aj : SD(f) =

N−1∑

j=0

j

N

1

N
=

1

N2

N−1∑

j=0

j =
N − 1

2N
,(1.2 a)

xj =
aj + aj+1

2
: SD(f) =

N−1∑

j=0

2j + 1

2N

1

N
=

1

2N2

N−1∑

j=0

2j + 1 =
1

2
,(1.2 b)

xj = aj+1 : SD(f) =

N−1∑

j=0

j + 1

N

1

N
=

1

N2

N−1∑

j=0

j + 1 =
N + 1

2N
.(1.2 c)La seonde somme est égale à 1/2 pour tout N , les deux autres tendent vers 1/2 quand

N tend vers l'in�ni. L'aire du triangle sous le graphe de la fontion est bien 1/2 :



8 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil

0 x1

f(x)

Fig. 3. Sommes de Riemann assoiées à l'identité sur [0, 1].(1.3) Exemple*. Nous onsidérons ii une situation où la fontion f n'est plus bornée.On prend [a, b] = [0, 1] et f telle que f(x) = 1/
√
x si x ∈ ]0, 1] et f(0) = 0. On introduitune subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N telle que aj = (j/N)2 pour

0 6 j 6 N et on pose xj = (tj/N)2 ave tj ∈ [j, j+1]. On a alors aj+1−aj = (2j+1)/N2et f(xj) = N/tj si tj > 0, d'où
SD(f) =

1

N

∑

06j6N−1, tj>0

2j + 1

tj
.

0

1

x1

f(x)

Fig. 4. Sommes de Riemann assoiées à f(x) = 1/
√
x sur [0, 1].Le hoix le plus simple est tj = j + 1

2 , qui donne 2j+1
tj

= 2 et don SD(f) = 2. Sion hoisit plut�t tj = j + 1, on obtient la valeur minimale possible pour SD(f), maisomme 2j+1
j+1 → 2 quand j → +∞, il est faile de voir que l'on a enore SD(f) → 2pour N → +∞ (on peut observer par exemple que 2j+1

j+1 = 2 − 1
j+1 > 2 − 1/

√
N pour√

N 6 j 6 N). Comme aj+1 − aj 6 (2N − 1)/N2 → 0 quand N → +∞, e alulamène à penser que l'aire du domaine non borné dé�ni par 0 < x 6 1 et 0 6 y 6 1/
√
xest bien �nie et égale à 2.



I.2. Dé�nition de l'intégrale d'une fontion 9Dans la suite, nous aurons besoin pour des raisons à la fois théoriques et pratiques deonsidérer des sommes de Riemann sur des subdivisions arbitraires. Il est faile de voirà partir de la dé�nition 1.1 (b) que es sommes véri�ent les propriétés suivantes.(1.4) Propriétés fondamentales.(a) Linéarité. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions quelonques et λ, µ des onstantesréelles, alors
SD(λf + µg) = λSD(f) + µSD(g).(b) Monotonie. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions quelonques, alors
f > g ⇒ SD(f) > SD(g).En partiulier, si f > 0, alors SD(f) > 0.() Formule de Chasles. Soient a < b < c des réels et f une fontion dé�nie sur [a, c].Si D1 est une subdivision pointée de [a, b] et D2 une subdivision pointée de [b, c],alors D1 ∪D2 est une subdivision pointée de [a, c] et
SD1∪D2

(f) = SD1
(f) + SD2

(f).2. Dé�nition de l'intégrale d'une fontionLa première idée qui vient à l'esprit est de onsidérer des subdivisions pointées
D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N dont les pas hj = aj+1 − aj sont tels que 0 < hj 6 δave δ tendant vers 0, et de regarder si les sommes de Riemann de Riemann SD(f)onvergent bien vers une limite A. Cette limite sera alors interprétée omme étantl'aire herhée. On aboutit à la dé�nition suivante, qui est la dé�nition historiquementintroduite par Cauhy et Riemann.(2.1) Dé�nition. Soit f : [a, b] → R une fontion quelonque. On dit que fest intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable) s'il existe un réel A quireprésente l'aire algébrique située sous le graphe de f , tel que pour toute marge d'erreur
ε > 0 donnée a priori, on peut trouver un réel δ > 0 tel que pour toute subdivisionpointée D = {([aj, aj+1], xj)} de [a, b] on ait

hj = aj+1 − aj 6 δ ⇒ |SD(f) −A| 6 ε.Le nombre réel A de la dé�nition préédente est appelé intégrale de f sur [a, b] et noté
A =

∫ b

a

f(x) dx.et on dit que ∫ b
a
f(x) dx est la limite des sommes de Riemann SD(f), lorsque le pas dela subdivision tend vers 0.



10 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDans ette dé�nition, on peut par exemple se ontenter de prendre une subdivisionen N sous-intervalles de pas onstant h = b−a
N

, et on obtient alors la onséqueneimmédiate suivante.(2.2) Convergene des sommes de Riemann. Si f : [a, b] → R est une fontionintégrable au sens de Riemann, on a
∫ b

a

f(x) dx = lim
N→+∞

b− a

N

N−1∑

j=0

f
(
a+

j

N
(b− a)

)
[as xj = aj]

= lim
N→+∞

b− a

N

N∑

j=1

f
(
a+

j

N
(b− a)

)
[as xj = aj+1]

= lim
N→+∞

b− a

N

N−1∑

j=0

f
(
a+

2j + 1

2N
(b− a)

) [as xj =
aj + aj+1

2

].Si l'aire ∫ b
a
f(x) dx située sous le graphe de f est onnue d'une manière ou d'une autre,on peut alors en déduire la valeur des limites orrespondantes ; il faut savoir pour elaque la fontion f est intégrable au sens de Riemann, on démontrera plus tard (f.théorèmes 7.6 et 7.10) que 'est le as si f est ontinue ou ontinue par moreaux.(2.3) Exemple. Considérons la somme

1

N2

(√
1 (N − 1) +

√
2 (N − 2) + . . .+

√
(N − 1) 1

)qui peut aussi s'érire :
1

N

(√
1

N

(
1 − 1

N

)
+

√
2

N

(
1 − 2

N

)
+ . . .+

√(
1 − 1

N

)
1

N

)
.C'est une somme de Riemann assoiée à la fontion x→

√
x(1 − x) sur l'intervalle

[0, 1]. Sa limite, lorsque n tend vers +∞, est égale à : ∫ 1

0

√
x(1 − x) dx. Or, le graphe

y =
√
x(1 − x) de ette fontion est un demi-ar du erle x2 − x+ y = 0, soit enore

(x − 1
2 )2 + y2 = 1

4 , 'est don un demi-erle de entre 1
2 et de rayon 1

2 . La limite dela sommation est égale à l'aire du demi-disque, qui vaut π/8.Cependant, on s'aperçoit assez vite que la dé�nition de l'intégrabilité au sens deRiemann impose des restritions assez gênantes sur la fontion f :(2.4) Condition néessaire. Toute fontion f Riemann-intégrable est bornée.Démonstration. En e�et, selon la dé�nition 2.1, prenons δ > 0 donnant une erreur auplus ε. Pour une subdivision D de pas onstant h 6 δ, à savoir h = (b − a)/N ave
N > (b− a)/δ, nous devons avoir la majoration |SD(f) −A| 6 ε, don

|SD(f)| =
∣∣∣
b− a

N

∑

06j<N

f(xj)
∣∣∣ 6 |A| + ε ⇒

∣∣∣∣
∑

06j<N

f(xj)

∣∣∣∣ 6
N

b− a
(|A|+ ε),



I.2. Dé�nition de l'intégrale d'une fontion 11ei pour tout hoix des points xj ∈ [aj , aj+1]. Choisissons pour l'un des points xj unpoint x ∈ [a, b] quelonque, et pour les autres les points aj de la subdivision. Il vientalors
∀x ∈ [a, b], |f(x)| 6

∑

06j<N

|f(aj)| +
N

b− a
(|A| + ε),e qui montre que f doit être bornée.Cette restrition que f soit bornée est très gênante, puisqu'on a vu à l'exemple (1.3)qu'il existait des fontions non bornées pour lesquelles l'aire située sous le graphe est�nie et alulable sans di�ulté. D'autre part, d'un point de vue onret de alulnumérique, on peut être amené à faire des aluls d'aires pour des fontions bornéesqui � osillent plus � à ertains endroits qu'à d'autres :

a b x

y

f

xj

f(xj)

hj 6 δ(xj)

Fig. 5. Somme de Riemann à pas variable.Dans e as, on sent bien intuitivement que l'on a intérêt à resserrer davantage lespas hj aux endroits où f osille davantage. Plut�t que de supposer que hj 6 δ où
δ est un réel positif �xé, il vaudra don mieux demander que les pas hj satisfassentune ondition hj 6 δ(xj) où δ(xj) est une quantité positive assez petite dépendant del'endroit où l'on prend le retangle de hauteur f(xj). On hoisira alors des fontions
δ : [a, b] → R∗

+ positives qui serviront à majorer les pas hj . Une telle fontion seraappelée une jauge sur [a, b].(2.5) Dé�nition. Soit δ : [a, b] → R∗
+ une fontion positive quelonque. Unesubdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N de [a, b] sera dite δ-�ne si

∀j = 0, 1, . . . , N − 1, hj = aj+1 − aj 6 δ(xj).Si δ∗ et δ sont deux jauges telles que δ∗ ≤ δ, alors toute subdivision δ∗-�ne est aussi
δ-�ne. Le résultat suivant, appelé lemme de Cousin, a�rme que la dé�nition préédenten'est jamais vide de ontenu.



12 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(2.6) Lemme. Soit δ : [a, b] → R∗
+ une jauge. Alors il existe une subdivision pointée

D de l'intervalle [a, b] qui est δ-�ne.Démonstration.∗ Elle est basée sur un proédé de dihotomie. Nous allons raisonnerpar l'absurde, en supposant que [a, b] n'admet pas de subdivision pointée δ-�ne. Posons
a0 = a et b0 = b. Divisons l'intervalle [a0, b0] en deux, et onsidérons les deux moitiés
[a0,

a0+b0
2 ] et [a0+b0

2 , b0] : si haune des deux admettait une subdivision δ-�ne, laréunion de es deux subdivisions serait une subdivision δ-�ne de [a0, b0]. Don l'unedes deux moitiés au moins n'admet pas de subdivision δ-�ne : on note elle-i [a1, b1].On itère ensuite le proédé, de manière à onstruire des intervalles emboîtés [ak, bk],de longueur (b − a)/2k, dont auun n'admet de subdivision δ-�ne. Les suites (ak) et
(bk) sont adjaentes par onstrution, don elles onvergent vers la même limite. Soit
x0 ette limite. Puisque δ(x0) > 0, il existe k0 tel que

[ak0 , bk0 ] ⊂ [x0 − 1
2δ(x0), x0 + 1

2δ(x0)].Don la subdivision pointée de [ak0 , bk0 ] formée seulement de l'intervalle tout entier etdu point x0 est δ-�ne. D'où la ontradition.(3)(2.7) Dé�nition. Soit f : [a, b] → R une fontion quelonque. On dit que f estintégrable au sens de Henstok-Kurzweil (ou HK-intégrable) s'il existe un réel A quireprésente l'aire algébrique située sous le graphe de f , tel que pour toute marge d'erreur
ε > 0 donnée a priori, on peut trouver une jauge δ : [a, b] → R∗

+ en sorte que pourtoute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} de [a, b] on ait
D δ-�ne ⇒ |SD(f) − A| 6 ε.

(une telle jauge δ sera dite ε-adaptée à f). Le nombre réel A de la dé�nition préédenteest appelé intégrale de f sur [a, b], on érit
∫ b

a

f(x) dx = lim
HK, D

SD(f) = lim
HK, D

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj)et on dit que ∫ b
a
f(x) dx est la limite (au sens de Henstok-Kurzweil ) des sommes deRiemann, lorsque la subdivision D devient de plus en plus �ne(4).

(3) Le leteur ayant quelques onnaissanes de topologie aura reonnu un as élémentaire du théorèmede Borel-Lebesgue relatif à la ompaité du segment [a, b]. Cependant, notre but est de rester aussiélémentaire que possible � sans éluder les di�ultés � don il nous a paru préférable de faire ladémonstration dans le adre strit des subdivisions pointées. [On notera que elle-i permet en faitd'énoner un résultat un peu plus préis : pour toute jauge δ il existe une subdivision pointée δ-�ne de
[a, b] formée d'intervalles dont les longueurs sont de la forme (b − a)/2kj . En e�et, il su�t d'utiliserun raisonnement par l'absurde ave e type d'intervalles pour aboutir à une ontradition.℄ Quoi qu'ilen soit, la démonstration de 2.6 est probablement assez di�ile pour la lasse Terminale, 'est pourquoinous l'avons marquée d'un astérisque *, omme toutes les parties plus déliates qui vont suivre.

(4) L'intégrale de Henstok-Kurzweil est parfois appelée aussi intégrale de jauge ou enore intégrale deRiemann généralisée. Elle a été introduite au milieu des années 1950, alors que l'intégrale de Riemannremonte au 19ème sièle. Bien qu'en apparene la dé�nition de Henstok-Kurzweil di�ère très peu deelle de l'intégrale de Riemann, il se trouve qu'elle jouit de propriétés beauoup meilleures, tout enprourant des démonstrations souvent plus simples et en éliminant beauoup d'hypothèses super�ues,par exemple le fait que f soit néessairement bornée.



I.2. Dé�nition de l'intégrale d'une fontion 13Cette dé�nition est de façon évidente plus générale que elle de Riemann, par on-séquent toute fontion intégrable au sens de Riemann est aussi intégrable au sens deHenstok-Kurzweil. D'autre part, si une jauge δ est ε-adaptée, alors toute jauge δ∗ 6 δest enore ε-adaptée. Nous utiliserons ette observation à plusieurs reprises dans lasetion suivante. La notation dx intervient pour rappeler qu'à la limite on onsidèredes retangles � in�niment � �ns de largeur dx = aj+1−aj , onsidérée omme aroisse-ment in�niment petit de la variable x (voir Fig. 6 i-après), et l'ériture symbolique∫ b
a
f(x) dx se lit � somme de a à b de f(x) dx. �.

a b
x x+dx

x

y

f(x)

f(x) dx

(−)

(+)

(−)

(+)

Fig. 6. Intégrale et son élément di�érentiel f(x) dx.(2.8) Exemple. On appelle fontion en esalier sur [a, b] une fontion f telle qu'ilexiste des points (ui)06i6p de [a, b] et des onstantes réelles ci telles que
a = u0 < u1 < . . . < up = b et f(x) = ci sur ]ui, ui+1[ ,les valeurs f(ui) ∈ R étant elles-mêmes quelonques, éventuellement di�érentes desvaleurs ci.

a u1 ui ui+1 b x

y

f

f(ui)
ci

Fig. 7. Une fontion en esalier.Nous a�rmons :



14 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilToute fontion en esalier f est intégrable au sens de Riemann, et on a
∫ b

a

f(x) dx =

p−1∑

i=0

ci(ui+1 − ui).Démonstration.∗ La fontion f est bornée, la borne supérieure de |f | est donnée par
M = sup

[a,b]

|f | = max
[a,b]

|f | = max{|ci|, |f(uj)|}.

a a1x1 a2 aj aj+1u1 ui ui+1 b x

y

f
ci

f(x1)

hj

6 2M

2 int 1 int

Fig. 8. Sommes de Riemann d'une fontion en esalier.Soit D = {([aj, aj+1], xj)} une subdivision δ-�ne pour une ertaine onstante δ > 0(les points aj n'ont a priori auun rapport ave les points de subdivision ui de lafontion en esalier). La somme de Riemann SD(f) =
∑
f(xj)hj est représentéepar par la somme des aires des retangles de ouleur rosée de la Fig. 8 (ave lespoints aj en rouge et les points de marquage xj en bleu � tous eux-i n'étant pasreprésentés). La di�érene entre les aires SD(f) et ∑ ci(ui+1 − ui) (partie en noirdu graphe) est représentée par les zones hahurées en bleu lair. Nous avons au plus

2p intervalles [aj , aj+1] qui ontiennent l'un des points intermédiaires ui, à savoir unà haque extrêmité et un ou deux pour haun des points ui, i = 1, . . . , p − 1. Pourhaun de es intervalles, le terme f(xj)hj mis en jeu di�ère de l'aire des deux retanglesdélimités par le graphe de f par au plus 2Mhj 6 2Mδ, puisque |f(x) − f(xj)| 6 2Met hj 6 δ. Au total on a don
∣∣∣SD(f) −

∑

06i6p−1

ci(ui+1 − ui)
∣∣∣ 6 2p× 2Mδ = 4pMδ.Il su�t alors de hoisir δ = ε/(4pM) pour onlure.



I.3. Propriétés élémentaires de l'intégrale 153. Propriétés élémentaires de l'intégraleLes propriétés énonées dans ette setion sont, dans l'ordre, la linéarité, la monotonieet la relation de Chasles. Elles sont obtenues par passage à la limite à partir despropriétés analogues des sommes de Riemann SD(f) (propriétés 1.4 (a,b,)), et valentpour l'intégrabilité au sens de Riemann et de Henstok-Kurzweil indi�éremment.(3.1) Linéarité. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions intégrables sur [a, b] et λ, µdes onstantes réelles, alors λf + µg est intégrable sur [a, b] et
∫ b

a

(
λf(x) + µg(x)

)
dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx.Démonstration. En termes de limites de sommes de Riemann sur des subdivisionspointées D de [a, b], nous pouvons érire
∫ b

a

(
λf(x) + µg(x)

)
dx = lim

HK, D
SD(λf + µg) = lim

HK, D
λSD(f) + µSD(g)

= λ lim
HK, D

SD(f) + µ lim
HK, D

SD(g)

= λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx.Pour analyser plus en détail et argument, reprenons le alul en termes de jauges, unemarge d'erreur ε > 0 étant �xée a priori. Posons
A =

∫ b

a

f(x) dx, B =

∫ b

a

g(x) dx.Il existe par hypothèse des jauges δ1, δ2 telles que si D est δ1-�ne alors |SD(f)−A| 6 εet si D est δ2-�ne alors |SD(g) − B| 6 ε. Prenons une subdivision D δ-�ne ave
δ = min(δ1, δ2). Comme SD(λf + µg) = λSD(f) + µSD(g) on en déduit

∣∣SD(λf + µg) − (λA+ µB)
∣∣ 6 (|λ| + |µ|)ε.Cei montre que λf + µg est intégrable et que son intégrale est bien λA+ µB.(3.2) Remarque. Si f : [a, b] → R est une fontion qui est nulle partout saufen un nombre �ni de points ui ∈ [a, b], alors f est Riemann-intégrable d'intégralenulle(5). C'est en e�et un as très partiulier de fontion en esalier, et on peutappliquer la formule de l'exemple 2.8 ave ci = 0. Il en résulte que si deux fontions

g, h : [a, b] → R di�èrent en un nombre �ni de points, alors l'intégrabilité de l'uneéquivaut à l'intégrabilité de l'autre et on a ∫ b
a
g(x) dx =

∫ b
a
h(x) dx (puisque f = g − hest d'intégrale nulle).

(5) Pour l'intégrabilité au sens de Henstok-Kurzweil, e résultat est vrai plus généralement dans le asoù f est nulle partout en dehors d'un ensemble dénombrable de points E ⊂ [a, b]. Voir l'exerie 9.22.



16 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(3.3) Monotonie. Si f, g : [a, b] → R sont des fontions intégrables sur [a, b]

f > g ⇒
∫ b

a

f(x) dx >

∫ b

a

g(x) dx.Démonstration. Cela résulte de l'inégalité sur les sommes de Riemann SD(f) > SD(g),par passage à la limite.(3.4) Relation de Chasles. Soient a < b < c des réels et f : [a, c] → R une fontion.Si f est intégrable sur [a, b] et intégrable sur [b, c], alors f est intégrable sur [a, c] et
∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx.Cei vaut aussi bien pour l'intégrabilité au sens de Henstok-Kurzweil que pour l'inté-grabilité au sens de Riemann.Démonstration. Fixons un réel ε > 0 et hoisissons des jauges δ1 : [a, b] → R∗
+,

δ2 : [b, c] → R∗
+ ε-adaptées à f sur [a, b] et [b, c] respetivement. Autrement dit, si onérit
A1 =

∫ b

a

f(x) dx, A2 =

∫ c

b

f(x) dx, A = A1 +A2,on aura |SD1
(f) − A1| 6 ε et |SD2

(f) − A2| 6 ε pour toutes subdivisions pointées
δ1-�nes D1 de [a, b] et δ2-�nes D2 de [b, c]. Si nous supposons démontrée l'intégrabilitéde f sur [a, c], 'est-à-dire l'existene de la limite limHK, D SD(f) lorsque D parourtles subdivisions pointées de [a, c], alors on peut prendre une jauge δ sur [a, c] telle que
δ 6 δ1 sur [a, b] et δ 6 δ2 sur [b, c], et une subdivision D = D1 ∪D2 δ-�ne égale à laréunion d'une subdivision D1 δ1-�ne de [a, b] et d'une subdivision D2 δ2-�ne de [b, c].On obtient dans es onditions SD(f) = SD1

(f) + SD2
(f), don |SD(f) − A| 6 2ε etla relation désirée

∫ c

a

f(x) dx = lim
HK, D

SD(f) = A = A1 +A2 =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dxs'ensuit en prenant ε arbitrairement petit. La seule di�ulté qui reste est de démontrerl'existene de la limite limHK, D SD(f) pour des subdivisions D = {([aj, aj+1], xj)} de
[a, c] ne omprenant pas néessairement aj = b omme l'un des points intermédiaires,e qui est a priori requis pour prouver l'intégrabilité de f sur [a, c]. La méthode onsisteà redéouper l'intervalle [aj , aj+1] de D qui ontient le point b, et à estimer de ombienon modi�e ainsi la somme de Riemann SD(f).(3.5)* Preuve de l'intégrabilité de f sur [a, c] sous les hypothèses de 3.4.Dans le as de l'intégrabilité au sens de Henstok-Kurzweil, la preuve est très simple.On dé�nit une jauge δ sur [a, c] en posant

δ(x) =





min(δ1(x), (b− x)/2) si x ∈ [a, b[,
min(δ2(x), (x− b)/2) si x ∈ ]b, c],
min(δ1(b), δ2(b)) si x = b.



I.3. Propriétés élémentaires de l'intégrale 17de sorte que δ 6 δ1 sur [a, b] et δ 6 δ2 sur [b, c]. Soit D = {([aj, aj+1], xj)} unesubdivision δ-�ne. Si xj < b, alors on a aj+1 6 xj + δ(xj) < xj + (b− xj) = b. Demême, si xj > b, alors aj > xj − δ(xj) > xj − (xj − b) = b. Cei montre que le seulas où [aj, aj+1] peut ontenir le point b est le as xj = b, e qui permet de déouperl'intervalle pointé ([aj, aj+1], b) en les deux intervalles pointés ([aj, b], b) et ([b, aj+1], b).On produit ainsi une subdivision pointée D1 δ1-�ne de [a, b] et une subdivision pointée
D2 δ2-�ne de [b, c] telles que SD(f) = SD1

(f) + SD2
(f). On a don |SD(f) − A| 6 2εet la onlusion s'ensuit omme préédemment.Dans le as de l'intégrabilité au sens de Riemann, la preuve donnée i-dessus n'est pasvalable, ar la jauge δ produite n'est pas onstante. On sait ependant de plus que

f est bornée, disons |f | 6 M (si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et [b, c], elle yest néessairement bornée d'après la ondition 2.4). Prenons pour D une subdivisionpointée δ-�ne ave δ 6 min(δ1, δ2). Si l'un des intervalles [aj, aj+1] ontient b enson intérieur, on remplae son point de marquage xj par x′j = b, e qui donne aprèsdéoupage omme i-dessus une nouvelle subdivision D′ = D1 ∪D2 δ-�ne telle que
SD′(f) = SD1

(f) + SD2
(f) ⇒

∣∣SD′(f) − A
∣∣ 6 2ε.On a de plus ∣∣SD(f) − SD′(f)

∣∣ =
∣∣(f(xj) − f(b)

)
hj
∣∣ 6 2Mδ,par onséquent ∣∣SD(f) − A

∣∣ 6 4ε dès que δ 6 min(δ1, δ2, ε/M). Cei entraîne bienl'intégrabilité de f au sens de Riemann sur l'intervalle [a, c], ainsi que la formule deChasles(6).
(6) On peut donner une démonstration alternative un peu plus subtile, valable à la fois pour l'intégrabilitéau sens de Henstok-Kurzweil et pour l'intégrabilité au sens de Riemann. Pour ela, on �xe un réelpositif θ assez petit et, ave les notations i-dessus, on dé�nit une jauge δ sur [a, c] en posant

δ(x) =

{
min(δ1(x), θ) si x ∈ [a, b[,
min(δ2(x), θ) si x ∈ ]b, c],
θ si x = b,de sorte que δ 6 δ1 sur [a, b], δ 6 δ2 sur [b, c] et δ(x) 6 θ sur [a, c] (la valeur préise de θ sera attribuéeplus loin.) La di�ulté qui se pose est d'étudier e qui se passe au point de jontion x = b. Cei faitl'objet du lemme suivant.Lemme. Supposons θ hoisi tel que θ 6 min(δ1(b), b − a). Si x ∈ [a, b] est tel que |x − b| 6 δ(x),alors |f(x) − f(b)| δ(x) 6 2ε.En e�et, hoisissons grâe au lemme 2.6 une subdivision pointée δ1-�ne D∗ de l'intervalle [a, b− δ(x)](notons que b−δ(x) > b−θ > a). On pose D1 = D∗∪{([b−δ(x), b], x)} et D′

1 = D∗∪{([b−δ(x), b], b)}.Ce sont bien des subdivisions pointées δ1-�nes de [a, b] du fait que δ(x) 6 δ1(x) et δ(x) 6 θ 6 δ1(b). Or
SD1

(f)−SD′
1
(f) = (f(x)−f(b))δ(x) par dé�nition des sommes de Riemann. Comme |SD1

(f)−A1| 6 εet |SD′
1
(f) − A1| 6 ε, le lemme s'ensuit par di�érene.Notons que par un raisonnement symétrique sur [b, c], le lemme est également valable pour x ∈ [b, c]si on suppose θ 6 min(δ2(b), c − b). On hoisira don

θ = min(δ1(b), δ2(b), b − a, c − b).Considérons maintenant une subdivision pointée δ-�ne D = {([aj , aj+1], xj)} de [a, c]. Si D ontient
aj = b omme point intermédiaire, D induit une subdivision δ1-�ne D1 de [a, b] et une subdivision
δ2-�ne D2 de [b, c] telles que SD(f) = SD1

(f) + SD2
(f) ; puisque |SDi

(f) − Ai| 6 ε, i = 1, 2, on voitalors que |SD(f)−A| 6 2ε. Sinon, l'un des intervalles [aj , aj+1] ontient le point b en son intérieur, etomme hj = aj+1 − aj 6 δ(xj) 6 θ = δ(b), on peut remplaer ([aj , aj+1], xj) par l'intervalle pointé
([aj , aj+1], b). Cei donne une nouvelle subdivision δ-�ne D′ de [a, c] telle que

|SD(f) − SD′(f)| = |f(xj) − f(b)| (aj+1 − aj) 6 |f(xj) − f(b)| δ(xj) 6 2ε



18 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilPour des réels a, b qui ne véri�ent pas néessairement a < b, on pose
(3.6)

∫ b

a

f(x) dx = 0 si a = b,

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx si a > b.On peut véri�er que la relation de Chasles reste valable dans tous les as, quel quesoit l'ordre des réels a, b, c, à ondition bien sûr que f soit intégrable sur haun desintervalles mis en jeu.Nous souhaitons maintenant étudier l'intégrabilité en restrition à un sous-intervalle.Pour ela, nous avons besoin du ritère d'intégrabilité de Cauhy, qui donne uneondition néessaire et su�sante d'intégrabilité sans qu'il soit néessaire de faireintervenir la valeur A de l'intégrale.(3.7) Critère de Cauhy**. Soit f : [a, b] → R une fontion dé�nie sur un intervalle
[a, b] fermé borné. Pour que f soit HK-intégrable (resp. Riemann-intégrable), il faut et ilsu�t que pour tout ε > 0 il existe une jauge δ : [a, b] → R∗

+ (resp. une onstante δ > 0),telle que pour toutes subdivisions pointées D et D′ δ-�nes on ait |SD′(f) − SD(f)| 6 ε.Démonstration. Si f est HK-intégrable d'intégrale A, pour haque jauge δ qui est ε/2-adaptée à f , les inégalités |SD(f)−A| 6 ε/2 et |SD′(f)−A| 6 ε/2 pour D, D′ δ-�nesentraînent |SD′(f)− SD(f)| 6 ε. La réiproque est une onséquene de la omplétudede R (f. § II.1, et en partiulier II.1.6, pour plus de détails).Nous pouvons maintenant énoner le théorème sur l'intégrabilité des restritions.(3.8) Théorème**. Soit f : [a, b] → R une fontion HK-intégrable (resp. Riemann-intégrable). Alors la restrition f|[c,d] de f à tout intervalle [c, d] ⊂ [a, b] est enoreHK-intégrable (resp. Riemann-intégrable).Démonstration. On utilise le ritère de Cauhy. Étant donné ε > 0, il existe une jauge
δ sur [a, b] telle que |SD(f) − SD′(f)| 6 ε pour toutes subdivisions pointées δ-�nes Det D′ de [a, b]. Soient maintenant ∆ et ∆′ deux subdivisions pointées de [c, d] qui sont
δ|[c,d]-�nes. En onsidérant grâe au lemme 2.6 des subdivisions de [a, c] et de [d, b] quisont δ-�nes, on peut ompléter ∆ et ∆′ en des subdivisions pointées D et D′ de [a, b]qui sont elles-mêmes δ-�nes. On obtient alors

|S∆(f) − S∆′(f)| = |SD(f) − SD′(f)| 6 ε.Le théorème est démontré. Pour l'intégrabilité au sens de Riemann la preuve est toutà fait analogue.d'après le lemme. En déomposant ([aj , aj+1], b) en les deux intervalles pointés ([aj , b], b) et
([b, aj+1], b), on obtient maintenant une subdivision δ1-�ne D′

1 de [a, b] et une subdivision δ2-�ne
D′

2 de [b, c] telles que SD′(f) = SD′
1
(f) + SD′

2
(f), et par onséquent |SD′(f) − A| 6 2ε. Dans lepire des as nous obtenons |SD(f) − A| 6 4ε, d'où limHK, D SD(f) = A. Cei ahève la preuve del'intégrabilité de f au sens de Henstok-Kurzweil. Dans le as de l'intégrabilité au sens de Riemann,on voit d'après e qui préède qu'on peut hoisir la jauge onstante δ = min(δ1, δ2, b − a, c − b).



I.4. Le théorème fondamental de l'Analyse 194. Le théorème fondamental de l'AnalyseOn appelle théorème fondamental de l'analyse, le fait que l'intégration (alul d'aires)et la dérivation (alul de tangentes et de di�érentielles) sont des opérations inversesl'une de l'autre.(4.1) Théorème. Soit f : [a, b] → R une fontion dérivable. Alors f ′ est intégrableau sens de Henstok-Kurzweil et
∫ b

a

f ′(x) dx = f(b) − f(a).Démonstration. Commençons par une preuve heuristique ('est-à-dire simpli�ée, maisnon rigoureuse). Soit D = {[aj , aj+1], xj)} une subdivision pointée assez �ne. On apar dé�nition
∫ b

a

f ′(x) dx ≃
N−1∑

j=0

f ′(xj)(aj+1 − aj).Mais f ′(xj) peut être vu omme une approximation de la pente de f sur l'intervalle
[aj, aj+1] et on a don f ′(xj)(aj+1 − aj) ≃ f(aj+1) − f(aj), d'où

∫ b

a

f ′(x) dx ≃
N−1∑

j=0

(f(aj+1) − f(aj)) = f(b) − f(a).Il n'est pas di�ile de rendre et argument rigoureux. L'hypothèse de l'existene de
f ′(x) = limy→x

f(y)−f(x)
y−x signi�e par dé�nition que pour tout pout x ∈ [a, b] et tout

ε > 0 il existe un réel δ(x) > 0 tel que
y ∈ [a, b], 0 < |y − x| 6 δ(x) ⇒

∣∣∣
f(y)− f(x)

y − x
− f ′(x)

∣∣∣ 6 ε, et don
y ∈ [a, b], y ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒

∣∣f(y) − f(x) − (y − x)f ′(x)
∣∣ 6 ε|y − x|(puisque l'inégalité est vraie aussi de manière évidente pour y = x). Prenons une subdi-vision pointée D = {[aj, aj+1], xj)} δ-�ne, 'est-à dire telle que hj = aj+1 − aj 6 δ(xj).En appliquant l'égalité i-dessus à x = xj et y = aj ou y = aj+1, il vient

∣∣f(aj) − f(xj) − (aj − xj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj − xj | = ε(xj − aj),∣∣f(aj+1) − f(xj) − (aj+1 − xj)f
′(xj)

∣∣ 6 ε|aj+1 − xj | = ε(aj+1 − xj).En faisant la di�érene, l'inégalité |v − u| 6 |u| + |v| donne
∣∣f(aj+1) − f(aj) − (aj+1 − aj)f

′(xj)
∣∣ 6 ε(aj+1 − aj).La sommation de es inégalités pour j = 0, 1, . . . , N − 1 implique en dé�nitive

∣∣f(b) − f(a) − SD(f ′)
∣∣ 6 ε(b− a),



20 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilpar onséquent
∫ b

a

f ′(x) dx = lim
HK, D

SD(f ′) = f(b) − f(a).Notons qu'on retrouve ainsi le résultat important suivant qui, alternativement (et demanière plus lassique) est démontré au moyen du théorème des aroissements �nis.(4.2) Corollaire. Soit f une fontion dérivable sur un intervalle I de R, telle que
f ′ = 0 (resp. f ′ > 0, f ′ 6 0). Alors f est onstante (resp. roissante, déroissante).Démonstration. En e�et, pour tous points a < b dans I, on voit que f(b) − f(a) estégal à 0 (resp. positif ou nul, négatif ou nul).Le théorème fondamental peut aussi se s'énoner omme une formule de alul d'uneintégrale à partir de la primitive d'une fontion.(4.3) Calul des intégrales au moyen de primitives. Si f : [a, b] → R admet uneprimitive F ('est-à-dire si F est dérivable et F ′ = f), alors f est intégrable et

∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a) enore noté [
F (x)

]b
a
.Pour exploiter ette formule(7), il onvient de onnaître une liste su�sante de primitivesde fontions usuelles � en onnaître un ertain nombre par ÷ur devient vite indispens-able pour être en mesure de aluler les intégrales de manière e�ae. Compte tenude la formule 4.3, la primitive F d'une fontion ontinue f , là où elle est dé�nie, seranotée sous la forme

(4.4) F (x) =

∫
f(x) dx+ C,où C désigne une onstante quelonque. Une ériture de la forme ∫ f(x) dx est parfoisappelée intégrale indé�nie. On sous-entend (ontrairement à la notation utilisée pourune intégrale dé�nie) que la variable x utilisée pour la fontion primitive F (x) est lamême que elle utilisée sous le signe ∫ .(4.5) Liste de primitives usuelles. Voii une liste de primitives qui permet déjà dealuler un bon nombre d'intégrales usuelles. Les variables α, a, b représentent ii des

(7) On notera que pour en arriver là, on a eu besoin de nettement moins de théorie que dans l'approhelassique de l'intégrale de Riemann. En e�et, dans ette approhe, on est amené à supposer que
f est ontinue � e qui, outre le fait d'amener des hypothèses super�ues de ontinuité, néessitede démontrer (ou d'admettre) l'intégrabilité des fontions ontinues au sens de Riemann. Tous lesrésultats du paragraphe 5 sont également a�etés, omme la formule d'intégration par parties.



I.4. Le théorème fondamental de l'Analyse 21nombres réels quelonques ave a 6= 0.
∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C, α 6= −1

∫
1

x
dx = ln |x| + C

∫
ln |x| dx = x ln |x| − x+ C

∫
eax dx =

1

a
eax + C

∫
cos(ax+ b) dx =

1

a
sin(ax+ b) + C

∫
sin(ax+ b) dx = −1

a
cos(ax+ b) + C

∫
1

cos2 x
dx = tanx+ C

∫
1

sin2 x
dx = − cotanx+ C

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C

∫
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln
∣∣∣
x− a

x+ a

∣∣∣+ CVoii une autre liste de fontions un peu moins élémentaires
∫

x√
a2 − x2

dx = −
√
a2 − x2 + C

∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

|a| + C
∫

x√
x2 + a2

dx =
√
x2 + a2 + C

∫
1√

x2 + a2
dx = ln

(
x+

√
x2 + a2

)
+ C

∫
x√

x2 − a2
dx =

√
x2 − a2 + C

∫
1√

x2 − a2
dx = ln

(
x+

√
x2 − a2

)
+ C

∫
x

(ax2 + b)3/2
dx =

−1

a(ax2 + b)1/2
+ C

∫
1

(ax2 + b)3/2
dx =

x

b(ax2 + b)1/2
+ C

∫
sinh(ax+ b) dx =

1

a
cosh(ax+ b) + C

∫
cosh(ax+ b) dx =

1

a
sinh(ax+ b) + C

∫
1

cosh2 x
dx = tanhx+ C

∫
1

sinh2 x
dx = − cotanhx+ C.(4.6) Compléments**.(a) Si on souhaite énoner le théorème 4.1 dans le adre de la théorie de l'intégrale deRiemann, il onvient d'ajouter l'hypothèse que la fontion dérivée f ′ soit intégrable ausens de Riemann. Dans e as, on peut aussi invoquer le théorème des aroissements�nis pour démontrer la formule (4.1) : on sait qu'il existe cj ∈ ]aj, aj+1[ tel que

f(aj+1)− f(aj) = (aj+1 − aj)f
′(cj) et don par sommation f(b)− f(a) = SD(f ′) pourla subdivision pointée partiulière D = {[aj, aj+1], cj)} ; ei montre bien à la limiteque
f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(x) dx.(b) Considérons l'exemple lassique de la fontion f : [0, 1] → R telle que
f(x) = x2 sin(x−n) pour x 6= 0, et f(0) = 0.Il est faile de voir que f ′(0) = limx→0 f(x)/x = 0 et don que f est partout dérivablesur R. Cependant, pour n > 2, f ′(x) = 2x sin(x−n) − nx1−n cos(x−n) est non bornéeau voisinage de 0 et don non intégrable au sens de Riemann sur [0, 1].(8)

(8) En fait, il est faile de voir que f n'est pas non plus intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 1] pour
n > 2, puisque les intégrales ∫ 1

0
x1−n| cos(x−n)| dx et ∫ 1

0
|f ′(x)| dx divergent. Pour que le théorème(4.1) soit valable en théorie de Lebesgue, il faut là enore faire l'hypothèse supplémentaire que f soitintégrable au sens de Lebesgue. C'est don un résultat partiulièrement impressionnant de la théoriede Henstok-Kurzweil.



22 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil() On démontrera plus loin (f. (11.6 b)) qu'il existe une fontion f : R → R partoutdérivable telle que f ′ prend des valeurs positives, négatives et nulles sur tout intervallede R, ave de plus |f ′| 6 1. Une telle fontion f n'est intégrable au sens de Riemannsur auun intervalle [a, b] de R. En e�et, si elle l'était, elle serait également intégrablesur tout sous-intervalle [c, d] ⊂ [a, b], et en prenant des points de subdivisions xj telsque f ′(xj) > 0 (resp. f ′(xj) < 0), on onlurait à la limite que f(d)−f(c) =
∫ d
c
f ′(x) dxest > 0 et aussi 6 0, e qui impliquerait que f est onstante sur [a, b], en ontraditionave l'hypothèse sur la variation du signe de f ′ sur tout intervalle.(9)5. Méthodes de alul des primitives et des intégralesIl onvient d'observer qu'il est en général impossible d'expliiter en termes de fontionsusuelles la primitive de beauoup de fontions pourtant relativement simples. Ainsi onpeut montrer que ex2 ou ln(sinx) ont des primitives qui ne peuvent pas s'exprimer entermes des fontions trigonométriques, puissanes, exponentielles, logarithmes et leursomposées. Lorsque le alul est possible, on s'appuie le plus souvent sur l'une desdeux formules importantes qui suivent.(5.1) Formule d'intégration par parties. Soient u, v : [a, b] → R deux fontionsdérivables. Le produit uv est alors dérivable et (uv)′ = u′v + uv′. Par onséquent

uv′ = (uv)′ − u′v est intégrable si et seulement si u′v l'est, et dans e as
[
u(x)v(x)

]b
a

=

∫ b

a

(uv)′(x) dx =

∫ b

a

u′(x)v(x) dx+

∫ b

a

u(x)v′(x) dx.On a don la formule
∫ b

a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx,qui peut enore se rérire de manière plus abrégée
∫ b

a

u dv =
[
uv
]b
a
−
∫ b

a

v du.En termes de primitives et ave la notation des intégrales indé�nies, on peut aussiérire
∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x) dx.(5.1 a) Exemple. Soit n > 1 un entier naturel, on herhe à aluler une primitive Fnde fn(x) = xne−x. La fontion fn est déjà érite omme produit de deux fontions, que

(9) On peut démontrer aussi qu'il existe une fontion f : R → R ontinue et dérivable presque partout,telle que f ′ ne soit intégrable au sens de Lebesgue sur auun intervalle de R, f. Proposition (11.8). Ces� défauts � de la théorie de Lebesgue avaient amené A. Denjoy [Dj1℄ à proposer en 1912 une théoriede � l'intégrale totale � qui lui permit de rétablir la validité du Théorème 4.1 (f. aussi les travauxde O. Perron [Pe℄). Cette théorie se révélera a posteriori essentiellement équivalente à la théorie deHenstok-Kurzweil, mais ave un formalisme et des justi�ations beauoup plus ompliquées.



I.5. Méthodes de alul des primitives et des intégrales 23l'on sait intégrer. Intégrons par parties en prenant u(x) = xn et v′(x) = e−x (d'où, parexemple, v(x) = −e−x) :
Fn(x) =

∫
xne−x dx =

[
xn(−e−x)

]
−
∫
nxn−1(−e−x) dx

= −xne−x − n

∫
xn−1e−x dx = −xne−x + nFn−1(x) ( + C).Comme F0(x) = −e−x, ette relation de réurrene permet de aluler Fn pour toutentier n > 1 :

Fn(x) = −
( n∑

p=0

n(n− 1) . . . (p+ 1)xp
)
e−x ( + C).(5.1 b) Exemple. De même, pour a ∈ R r {−1} et n ∈ N, en posant u′(x) = xa et

v(x) = (lnx)n, on trouve
∫
xa(lnx)n dx =

xa+1

a+ 1
(lnx)n −

∫
xa+1

a+ 1

n

x
(lnx)n−1 dx

=
xa+1

a+ 1
(lnx)n − n

a+ 1

∫
xa(lnx)n−1 dx

=
xa+1

a+ 1
(lnx)n − n

a+ 1

xa+1

a+ 1
(lnx)n−1 +

n(n− 1)

(a+ 1)2

∫
xa(lnx)n−2 dx.Par réurrene, ei donne

∫
xa(lnx)n dx = xa+1

n∑

p=0

(−1)p
n(n− 1) . . . (n− p+ 1)

(a+ 1)p+1
(lnx)n−p.(5.2) Formule de hangement de variable. Soit f : [a, b] → R une fontionadmettant une primitive F . On a alors

∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x)

]b
a

= F (b) − F (a).Il est souvent ommode de hanger de variable, en posant x = ϕ(t) pour une ertainefontion ϕ : [α, β] → [a, b] dérivable telle que ϕ(α) = a et ϕ(β) = b (on ne suppose pasnéessairement a 6 b ni α 6 β). Il vient alors
∫ b

a

f(x) dx = F (ϕ(β))−F (ϕ(α)) =
[
F ◦ϕ(t)

]β
α

=

∫ β

α

(F ◦ϕ)′(t) dt =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dtOn a don la formule fondamentale
∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ β

α

f ◦ ϕdϕ.



24 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilEn pratique, on e�etue les substitutions
x = ϕ(t), dx = ϕ′(t) dt, a = ϕ(α), b = ϕ(β),en prenant soin de hanger les bornes omme indiqué. En termes d'intégrales indé�nies,si F désigne une primitive de f , on peut érire

F (x) = F (ϕ(t)) =

∫
f(ϕ(t)ϕ′(t) dt.(5.2 a) Exemple. Le as partiulier f(x) =

1

x
, F (x) = ln |x| implique

∫
ϕ′(t)

ϕ(t)
dt = ln |ϕ(t)| + C.De même, le as f(x) =

1

1 + x2
, F (x) = arctanx implique

∫
ϕ′(t)

1 + ϕ(t)2
dt = arctanϕ(t) + C.Cei permet par exemple de trouver suessivement les formules

∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = − ln | cosx| + C

∫
cotanx dx =

∫
cosx

sinx
dx = ln | sinx| + C

∫
1

sinx cosx
dx =

∫ (cosx

sinx
+

sinx

cosx

)
dx = ln | tanx| + C

∫
1

sinx
dx =

∫
1

2 sin x
2 cos x2

dx = ln
∣∣∣ tan

x

2

∣∣∣+ C

∫
1

cosx
dx =

∫
1

sin(x+ π
2
)
dx = ln

∣∣∣ tan
(x

2
+
π

4

)∣∣∣+ C.Le as des frations rationnelles trigonométriques générales sera traité plus loin.(5.2 b)* Un exemple plus élaboré. Soit à aluler la primitive
∫

1√
1 + x+

3√
1 + x

dx.On remarque que l'on a les mêmes quantités sous les deux radiaux. On va don essayerde s'en débarrasser en exprimant es radiaux omme puissanes d'une même quantité.Le ppm de 2 (pour la raine arrée) et 3 (pour la raine ubique) est 6. On va donutiliser le hangement de variable
y =

6√
1 + x = (1 + x)1/6.



I.5. Méthodes de alul des primitives et des intégrales 25Ainsi on a √
1 + x = y3 et 3√

1 + x = y2. Comme y6 = 1 + x, il vient 6y5 dy = dx etdon ∫
1√

1 + x+
3√

1 + x
dx =

∫
6 y5

y3 + y2
dy =

∫
6 y3

y + 1
dy,Cette dernière intégrale se alule failement. On ommene par e�etuer une divisioneulidienne de y3 par y + 1, e qui donne

y3 = (y2 − y + 1)(y + 1) − 1,et par onséquent
y3

y + 1
= y2 − y + 1 − 1

y + 1
,

∫
y3

y + 1
dy =

1

3
y3 − 1

2
y2 + y − ln |1 + y| + C.Il ne faut pas oublier, à la �n du alul, de revenir à la variable x en remplaçant partout

y par sa valeur. Il sort alors de tout ça le résultat attendu :
∫

1√
1 + x+

3√
1 + x

dx = 2
√

1 + x− 3
3√

1 + x+ 6
6√

1 + x− 6 ln
∣∣1 +

6√
1 + x

∣∣+ C.(5.3) Intégration des polyn�mes trigonométriques. Pour aluler l'intégraled'un polyn�me trigonométrique ∫ P (cosx, sinx) dx on utilise e qu'on appelle la mé-thode de linéarisation, qui onsiste à trouver une ombinaison linéaire de la forme
P (cosx, sinx) = a0 +

∑

16n6N

an cosnx+ bn sinnx.Pour ela, on utilise les formules d'Euler
cosx =

eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
,a�n d'exprimer P (cos(x, sinx) omme ombinaison linéaire des fontions einx et e−inx.On remplae �nalement es fontions par e±inx = cosnx ± i sinnx (ou bien, si P estréel, on prend la partie réelle du résultat. Par exemple

cos2 x sin3 x =
(eix + e−ix

2

)2(eix − e−ix

2i

)3

=
i

25

(
e2ix + 2 + e−2ix

)(
e3ix − 3 eix + 3 e−ix − e−3ix

)

=
i

32

(
e5ix − e3ix − 2 eix + 2 e−ix + e−3ix − e−5ix

)

=
1

16

(
− sin 5x+ sin 3x+ 2 sinx

)
.
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∫

cos2 x sin3 x dx =
1

16

(1

5
cos 5x− 1

3
cos 3x− 2 cosx

)
+ C.Plus généralement, toute expression polynomiale P (eajx, cos bkx, sin cℓx) se ramène àune ombinaison linéaire d'exponentielles omplexes, et peut don se traiter d'unemanière analogue.(5.4) Intégration des frations rationnelles. Une fration rationnelle est unefontion dé�nie omme le quotient P/Q de deux polyn�mes P et Q à oe�ients réelsou omplexes (en algèbre on s'intéresse aussi aussi au as où les oe�ients sont prisdans un orps quelonque ; le as du orps Q des rationnels est bien sûr très usuel).La fontion P/Q est dé�nie sur C privé des raines de Q, que l'on appelle les p�les dela fration rationnelle. La division eulidienne de P par Q s'érit P = EQ+R ave unquotient E et un reste R qui sont des polyn�mes tels que degR < degQ. On a alors

P

Q
= E +

R

Q
.Le quotient E s'appelle aussi la partie entière de la fration rationnelle, et R/Q lapartie polaire. Elle est telle que limx→∞R(x)/Q(x) = 0.(5.4 a) Cas où P/Q possède un seul p�le. C'est le as où Q(x) = (x − α)m. Enérivant R omme un polyn�me en X = x−α, soit R(x) =

∑
06j<m cj(x−α)j, on voitque P/Q admet une ériture de la forme

P (x)

Q(x)
= E(x) +

m∑

j=1

λj
(x− α)j

.Si α est réel, la primitive se alule sans peine puisque
∫

1

x− α
dx = ln |x− α| + C,

∫
1

(x− α)j
dx = − 1

j − 1

1

(x− α)j−1
+ C si j > 1.(5.4 b) Cas où Q est un trin�me du seond degré. Si Q(x) = ax2 + bx + c, lealul des raines réelles ou omplexes donne une fatorisation Q(x) = a(x−α)(x−β).Si les raines α, β sont réelles et distintes, on érit

1

(x− α)(x− β)
=

1

α− β

( 1

x− α
− 1

x− β

)
,e qui donne aussit�t

∫
1

(x− α)(x− β)
dx =

1

α− β
ln

∣∣∣∣
x− α

x− β

∣∣∣∣+ C.Dans le as d'un trin�me réel ax2 +bx+c de disriminant ∆ = b2−4ac < 0, les rainessont omplexes et on proède di�éremment. On a en e�et
Q(x) = a

((
x+

b

2a

)2

− ∆

4a2

)
= a

(
(x− γ)2 + δ2

)



I.5. Méthodes de alul des primitives et des intégrales 27ave γ = −b/2a et δ =
√

|∆|/2|a|, les raines omplexes étant α = γ + iδ, α = γ − iδ.Après division eulidienne de P par Q, on est ramené à intégrer des expressions de laforme ∫
λx+ µ

(x− γ)2 + δ2
dx.Dans e as on érit λx + µ = λ(x − γ) + (λγ + µ) et on observe que (x − γ) est lamoitié de la dérivée du dénominateur, e qui donne

∫
λx+ µ

(x− γ)2 + δ2
dx =

∫
λ(x− γ)

(x− γ)2 + δ2
dx+

∫
λγ + µ

(x− γ)2 + δ2
dx

=
1

2
λ ln

(
(x− γ)2 + δ2

)
+ (λγ + µ)

∫
1

(x− γ)2 + δ2
dx

=
1

2
λ ln

(
(x− γ)2 + δ2

)
+
λγ + µ

δ
arctan

x− γ

δ
+ C.(5.4 )** Cas général. Un théorème fondamental d'algèbre a�rme que tout poly-n�me non onstant Q de degré d à oe�ients omplexes admet exatement d rainesomplexes omptées ave multipliité, e qui permet de le fatoriser sous la forme

Q(x) = c
∏

16j6s(x − αj)
mj ave m1 + . . . + ms = d. On va alors montrer parréurrene sur le degré d de Q que la partie polaire R/Q, degR < degQ, s'éritomme ombinaison linéaire de termes 1/(x−αj)

ℓ n'ayant omme p�le qu'un seul des
αj à la fois :

R(x)

Q(x)
=

s∑

j=1

mj∑

ℓ=1

λj,ℓ
(x− αj)ℓ

.Le résultat est vrai (et trivial) pour d = 1, puisque dans e as Q(x) = c(x − α) et
R doit être une onstante. D'après le raisonnement (5.4 a), le résultat est enore vraisi Q n'a qu'une seule raine. Supposons don que Q ait au moins 2 raines distintes
α1, α2, et herhons à simpli�er l'ériture de haque terme

xk

(x− α1)m1(x− α2)m2 . . . (x− αs)ms
, k < d,provenant des di�érents mon�mes xk de R(x). Pour ela, on e�etue la substitution

1

(x− α1)(x− α2)
=

1

α2 − α1

(
1

x− α1
− 1

x− α2

) si k = 0,

x

(x− α1)(x− α2)
=

1

α1 − α2

(
α1

x− α1
− α2

x− α2

) si k > 1,e qui fournit deux termes dont dénominateur est de degré d′ = d − 1 et dont lenumérateur est de degré < d′. Par hypothèse de réurrene, es termes se déomposentsous la forme voulue. Le résultat herhé s'ensuit d'après l'hypothèse de réurrene.La déomposition de P/Q qui en résulte, 'est-à-dire
P (x)

Q(x)
= E(x) +

s∑

j=1

mj∑

ℓ=1

λj,ℓ
(x− αj)ℓ



28 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweils'appelle déomposition de P/Q en éléments simples. Dans le as où la fration P/Qest réelle, il peut tout de même y avoir des raines omplexes, mais si c/(x − α)ℓ estun terme omplexe, on peut érire que P/Q = Re(P/Q) et remplaer c/(x− α)ℓ par
Re
( c

(x− α)ℓ

)
=

1

2

( c

(x− α)ℓ
+

c

(x− α)ℓ

)
=

1

2

(c(x− α)ℓ + c(x− α)ℓ

(x− α)ℓ(x− α)ℓ

)

=
A(x)

(
(x− γ)2 + δ2

)ℓoù α = γ + iδ et où A est un polyn�me réel de degré ℓ. En posant y = x − γ et enfaisant des divisions eulidiennes de A (exprimé omme polyn�me de la variable y) par
y2 + δ2, on se ramène de manière évidente à une somme de termes de la forme
(∗) uy + v

(y2 + δ2)j
, j 6 ℓ.Cei donne une déomposition en éléments simples réels du type

P (x)

Q(x)
= E(x) +

p∑

j=1

mj∑

ℓ=1

λj,ℓ
(x− αj)ℓ

+

q∑

j=1

m′
j∑

ℓ=1

uj,ℓ(x− γj) + vj,ℓ(
(x− γj)2 + δ2j

)ℓoù les αj sont les raines réelles de multipliitésmj , et les γj± iδj les raines omplexes(deux à deux onjuguées) de multipliités m′
j . Pour aluler les primitives des termes

(∗) de la dernière sommation, on observe qu'on a d'une part
∫

y

(y2 + δ2)ℓ
dy = − 1

(2ℓ− 2)

1

(y2 + δ2)ℓ−1
+ C,et d'autre part

∫
1

(y2 + δ2)ℓ
dy =

1

δ2

∫
(y2 + δ2) − y2

(y2 + δ2)ℓ
dy

=
1

δ2

∫
1

(y2 + δ2)ℓ−1
dy − 1

δ2

∫
y · y

(y2 + δ2)ℓ−1
dy.Une intégration par parties fournit

∫
y · y

(y2 + δ2)ℓ
dy = − 1

2(ℓ− 1)

y

(y2 + δ2)ℓ−1
+

1

2(ℓ− 1)

∫
1

(y2 + δ2)ℓ−1
dy.En ombinant es égalités, on trouve

∫
1

(y2 + δ2)ℓ
dy =

1

2(ℓ− 1)δ2
y

(y2 + δ2)ℓ−1
+

2ℓ− 3

2ℓ− 2

1

δ2

∫
1

(y2 + δ2)ℓ−1
dy,e qui permet un alul de la primitive par réurrene sur ℓ. On substitue in �ne

y = x− γ pour revenir à l'expression herhée en la variable x.



I.5. Méthodes de alul des primitives et des intégrales 29Le alul pratique de la déomposition en éléments simples peut être pénible, et nousne traiterons ii qu'un exemple.(5.4 d)* Exemple. Soit à aluler l'intégrale indé�nie
F (x) =

∫
1

x3(1 + x3)
dx.Le dénominateur ne s'annule qu'en 0 et −1, don la fontion à intégrer est ontinue sur

R r {0,−1}, de sorte qu'elle y admet des primitives sur les trois intervalles ]−∞,−1[,
] − 1, 0[, ]0,+∞[. On peut ommener par observer que

1

x3(1 + x3)
=

1

x3
− 1

(1 + x3)
.Pour le seond terme on remarque que 1 + x3 a pour raines dans C les nombresomplexes −1, eiπ/3 et e−iπ/3. Ainsi

1 + x3 = (x+ 1)(x− eiπ/3)(x− e−iπ/3) = (x+ 1)(x2 − x+ 1).Les p�les de 1/(1 + x3) sont de multipliité 1 (les raines de 1 + x3 sont distintes) �on parle alors de p�les simples � et don la déomposition en éléments simples prendla forme
1

1 + x3
=

a

x+ 1
+

b

x− eiπ/3
+

c

x− e−iπ/3ave des nombres omplexes a, b, c à déterminer. Pour trouver leurs valeurs, on observeque a/(x+ 1) est un équivalent de la partie polaire quand x → −1. Or, un équivalentde 1+x3 au voisinage d'une raine x = α est préisément 3α2(x−α) puisque la dérivéevaut 3x2. Cei donne pour 1/(1 + x3) l'équivalent 1
3α2

1
x−α et on en déduit

a =
1

3
, b =

( 1

3α2

)

α=eiπ/3
= −1

3
eiπ/3, c =

( 1

3α2

)

α=e−iπ/3
= −1

3
e−iπ/3.On obtient par onséquent la déomposition en éléments simples

1

1 + x3
=

1

3

1

1 + x
− 1

3

eiπ/3

x− eiπ/3
− 1

3

e−iπ/3

x− e−iπ/3

=
1

3

1

1 + x
− 1

3

x(eiπ/3 + e−iπ/3) − 2

(x− eiπ/3)(x− e−iπ/3)
=

1

3

1

1 + x
+

1

3

2 − x

x2 − x+ 1
.On aurait pu aussi herher diretement la déomposition en éléments simples réelssous la forme

1

1 + x3
=

a

x+ 1
+

bx+ c

x2 − x+ 1
,et proéder par identi�ation à partir de l'égalité 1 = a(x2 − x+ 1) + (bx+ c)(x+ 1)qui donne a+ c = 1, −a+ b+ c = 0 et a+ b = 0. On aboutit ainsi à

1

x3(1 + x3)
=

1

x3
− 1

3

1

1 + x
− 1

3

2 − x

x2 − x+ 1
.



30 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilPour le dernier terme, on érit
2 − x

x2 − x+ 1
=

2 − x

(x− 1
2 )2 + 3

4

=
3
2
− (x− 1

2
)

(x− 1
2 )2 + 3

4de façon à faire apparaître la dérivée du dénominateur au numérateur. Cei donne
∫

2 − x

x2 − x+ 1
dx =

3

2

1
√

3
2

arctan
x− 1

2√
3

2

− 1

2
ln
(
(x− 1

2 )2 + 3
4

)
+ C

=
√

3 arctan
2x− 1√

3
− 1

2
ln
(
x2 − x+ 1

)
+ Cà l'aide de la méthode de (5.4 b). Au total nous trouvons

∫
1

x3(1 + x3)
dx = −1

2

1

x2
− 1

3
ln |1 + x| − 1√

3
arctan

2x− 1√
3

+
1

6
ln(x2 − x+ 1) + C.Comme on peut le voir, les aluls sont fastidieux, mais, dès que l'on onnaît les p�les dela fration rationnelle (i.e. les raines du dénominateur), ils deviennent automatiques.(5.4 e)* Frations rationnelles trigonométriques. Une méthode générale pourle alul des primitives de frations rationnelles P (cosx, sinx)/Q(cosx, sinx) en sinuset osinus onsiste à utiliser les formules de trigonométrie suivantes : si l'on pose

t = tan(x/2), alors
cosx =

1 − t2

1 + t2
et sinx =

2t

1 + t2
.On obtient par ailleurs x = 2 arctan t, d'où

dx =
2 dt

1 + t2
.On en déduit que

∫
P (cosx, sinx)

Q(cosx, sinx)
dx =

∫
P
(
(1 − t2)(1 + t2)−1 , (2t)(1 + t2)−1

)

Q
(
(1 − t2)(1 + t2)−1 , (2t)(1 + t2)−1

) 2 dt

1 + t2
.C'est une intégrale de fration rationnelle en t, et on sait don en aluler une primitived'après e qui préède. Pour une fration rationnelle en cosh x et sinh x, on peut poserde même t = tanhx/2 ∈ ] − 1, 1[, e qui donne dx = 2dt/(1 − t2) et

coshx =
1 + t2

1 − t2
, sinh x =

2t

1 − t2
.



I.6. Calul d'aires et de volumes 316. Calul d'aires et de volumesNous ommenerons par une appliation onrète très importante qui est le alul desaires et des volumes.(6.1) Calul d'aires(10). Par dé�nition même, l'intégrale d'une fontion f alulel'aire algébrique située sous son graphe. Pour un domaine plan quelonque, lafrontière est en général délimitée par les graphes de plusieurs fontions (deux au moins,davantage si le domaine omporte des � trous � ou des � renfonements �).
A

a bx x+ dx

y

f(x)

g(x)

ℓ(x) dx

Fig. 9. Aire d'un domaine délimité par des graphes de fontions.Comme on le voit par soustration des aires situées sous les graphes de f et grespetivement (et en remplaçant si néessaire f , g par f + C, g + C pour avoir desfontions positives), l'aire du domaine plan est égale à la di�érene
A =

∫ b

a

g(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx.L'aire d'un tel domaine plan est don donnée par l'intégrale par rapport à x de lalongueur ℓ(x) = g(x)− f(x) des setions � vertiales � du domaine :
A =

∫ b

a

ℓ(x) dx =

∫ b

a

(
g(x) − f(x)

)
dx.À titre d'exemple, herhons l'aire délimitée par l'ellipse x2

a2 + y2

b2 = 1, de demi-axes
a et b. Le domaine délimité par l'ellipse est ompris entre les graphes des fontions
g(x) = b

√
1 − (x/a)2 et f(x) = −g(x) pour x ∈ [−a, a], e qui donne

A =

∫ a

−a
2g(x) dx = 2b

∫ a

−a

√
1 − x2

a2
dx.Le hangement de variable x = a sin t ave t ∈ [−π/2, π/2] donne dx = a cos t dt, d'où

A = 2ab

∫ π/2

−π/2
cos2(t) dt = 2ab

∫ π/2

−π/2

1 + cos 2t

2
dt = πab.



32 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(6.2) Calul de volumes(10). La proédure est essentiellement la même : on e�etuedes setions planes (disons par exemple en oupant par un plan horizontal z = Cte),et on suppose onnue l'aire S(z) d'une telle setion plane (ette aire aura en généralété évaluée elle-même par un alul intégral omme expliqué au paragraphe 6.1).
V

b

a

z
z + dz

x, y

z

S(z) dz

Fig. 10. Calul d'un volume par tranhage dans la diretion z.Dans e as, le volume est donné par
V =

∫ b

a

S(z) dz.Une appliation immédiate est le alul du volume de la boule de rayon R d'équation
x2 + y2 + z2 6 R2. L'aire de la setion z = Cte est l'aire S(z) = π(R2 − z2) du disque
x2 = y2 6 R2 − z2 de rayon √

R2 − z2. On trouve don
V =

∫ R

−R
π(R2 − z2) dz = 2π

∫ R

0

(R2 − z2) dz = 2π
[
R2z − z3/3

]R
0

=
4

3
πR3.Une autre appliation est la formule donnant le volume d'un �ne � éventuellement� oblique � � ayant une base d'aire A onnue et une hauteur h. On entend ii par�ne la réunion des segments issus d'un point (sommet), ayant pour autre extrêmitéun point quelonque d'un domaine plan (hoisi omme base). Pour faire le alul, il estommode de hoisir le sommet du �ne omme origine et de �xer un repère orthonormétel que la base du �ne soit ontenue dans le plan z = h.

(10) La dé�nition de l'aire (et de même du volume), pour des domaines �mesurables � arbitraires de
R2 et de R3 requiert des onepts sophistiqués de la théorie de l'intégration que nous ne pouvonspas développer ii. La démonstration omplète des formules 6.1 et 6.2 s'appuie ainsi sur le élèbrethéorème dit de Fubini. Nous renvoyons à la setion 9 du hapitre III pour une preuve détaillée dansle adre de la théorie des ensembles mesurables. Il n'est pas inorret ii de onsidérer que les formulesdonnées pour la surfae et le volume sont en quelque sorte des dé�nitions de es grandeurs.
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S(z)

z

h

z
z + dz

0

A

V

Fig. 11. Calul du volume d'un �ne.Comme l'aire de l'homothétique de rapport λ d'un domaine plan est multipliée par λ2,et omme le domaine d'aire S(z) est homothétique du domaine d'aire A dans le rapport
λ = z/h, on a

S(z) =
z2

h2
A.On en déduit que le volume du �ne vaut

V =

∫ h

0

S(z) dz =

∫ h

0

z2

h2
Adz =

[1
3
z3
]h
0

1

h2
A,e qui prouve la formule lassique

V =
1

3
Ah.On peut appliquer le même raisonnement pour un �ne sphérique, 'est-à-dire un �neayant pour sommet le entre d'une sphère, et pour base un domaine de ette sphère(plut�t qu'un domaine plan). Si R est le rayon de la sphère et A l'aire du domainesphérique, on trouve alors omme préédemment V = 1

3AR.Dans le as où la base est la sphère toute entière, le �ne est la boule elle-même, d'où
V = 4

3πR
3. On en déduit ainsi la valeur de l'aire de la sphère

A = 4πR2.7. Enadrement par des fontions en esalier. Intégrabilité desfontions ontinues ou monotones par moreaux(11)Nous nous proposons de démontrer ii que quelques lasses usuelles de fontions (no-tamment les fontions ontinues ou monotones par moreaux) sont intégrables.
(11) À partir de e point, le niveau théorique de l'exposé augmente sensiblement, nous onsidérons donque ela relève plut�t de l'enseignement supérieur � le théorème (7.10) peut être admis d'emblée enTerminale si l'on souhaite ensuite être en mesure d'énoner et de démontrer le orollaire 7.7.



34 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilSoit f : [a, b] → R une fontion bornée. L'idée est de onsidérer des enadrements
(7.1) ϕ 6 f 6 ψde f par des fontions en esalier ϕ, ψ, omme �guré sur le shéma i-dessous.

a bui ui+1 x

ci

di

y

ϕ

ψ

f

Fig. 12. Enadrement d'une fontion bornée f par des fontions en esalier.On peut supposer ii que les fontions en esalier ϕ et ψ sont exprimées au moyen dela même subdivision a = u0 < u1 < . . . < up = b, sinon il est toujours possible deredéouper les subdivisions qui les dé�nissent pour arriver à une subdivision ommune[de plus, omme les valeurs ϕ(ui), ψ(ui) ne jouent pas de r�le dans les intégrales, onpeut hoisir par exemple ϕ(ui) = ψ(ui) = f(ui) ℄. Dans ette situation, l'erreur due àl'enadrement de l'aire est préisément
(7.2)

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06i6p−1

(di − ci)(ui+1 − ui)(somme des aires des retangles dessinés en grisé sur la Fig. 12). On obtient ainsi le(7.3) Critère d'intégrabilité au sens de Riemann. Soit f : [a, b] → R unefontion. On suppose que pour tout ε > 0 il existe un enadrement ϕ 6 f 6 ψ de fpar des fontions en esalier ϕ, ψ telles que
∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06i6p−1

(di − ci)(ui+1 − ui) 6 ε.Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] et on a
∫ b

a

f(x) dx = sup
{∫ b

a

ϕ(x) dx ; ϕ 6 f
}

= inf
{∫ b

a

ψ(x) dx ; ψ > f
}
.



I.7. Enadrement par des fontions en esalier et intégrabilité 35Démonstration. Considérons les ensembles de valeurs prises par les intégrales defontions en esalier ϕ qui minorent et ψ qui majorent, 'est-à-dire
E1 =

{∫ b

a

ϕ(x) dx ; ϕ 6 f
}
, E2 =

{∫ b

a

ψ(x) dx ; ψ > f
}
,et S = supE1, I = inf E2, Il est lair que pour tout A1 =

∫ b
a
ϕ(x) dx ∈ E1 et tout

A2 =
∫ b
a
ψ(x) dx ∈ E2 on a A1 6 A2. L'hypothèse de la ondition signi�e que pour unhoix adéquat de ϕ, ψ on a A2 − A1 6 ε. Cei entraîne bien S = supE1 = I = inf E2.Comme toute fontion en esalier est intégrable ave des jauges onstantes (f. exemple2.8), il existe δ1 > 0, δ2 > 0 tels que
∀D = {([aj, aj+1], xj)}, hj 6 δ1 pour tout j ⇒ |SD(ϕ) − A1| 6 ε,

∀D = {([aj, aj+1], xj)}, hj 6 δ2 pour tout j ⇒ |SD(ψ) −A2| 6 ε.Or nous avons A1 6 S = I 6 A2 et A2 − A1 6 ε. Prenons une subdivision pointée
D = ([aj, aj+1], xj) véri�ant hj 6 δ = min(δ1, δ2). Nous obtenons dans es onditions
SD(ϕ) 6 SD(f) 6 SD(ψ), don

SD(f) 6 SD(ψ) 6 A2 + ε 6 I + 2ε, SD(f) > SD(ϕ) > A1 − ε > S − 2ε.Par suite en posant A = S = I il vient |SD(f) − A| 6 2ε. La su�sane du ritèred'intégrabilité est démontrée.(7.4)* Complément. Le ritère 7.3 est en fait une ondition néessaire et su�santepour que f soit intégrable au sens de Riemann sur [a, b].Démonstration. Pour voir la néessité de la ondition, supposons f : [a, b] → RRiemann-intégrable et soient ε > 0 et δ > 0 satisfaisant la dé�nition 2.1. Considéronsune subdivision pointée δ-�ne D = {([aj, aj+1], xj)} quelonque. En faisant varierindépendamment haque xj dans l'intervalle [aj, aj+1], on trouve
sup
{xj}

SD(f) = sup
{xj}

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

Mj(aj+1 − aj),

inf
{xj}

SD(f) = inf
{xj}

N−1∑

j=0

f(xj)(aj+1 − aj) =

N−1∑

j=0

mj(aj+1 − aj)oùMj = supx∈[aj ,aj+1] f(x), mj = infx∈[aj ,aj+1] f(x). Puisque A− ε 6 SD(f) 6 A+ ε,on voit en passant au sup et à l'inf que
A− ε 6

N−1∑

j=0

mj(aj+1 − aj) 6

N−1∑

j=0

Mj(aj+1 − aj) 6 A+ ε.Cei entraîne en partiulier qu'auune des bornes Mj ne peut être égale à +∞ etqu'auune des bornes mj ne peut être égale à −∞, et par onséquent que f est bornée.Si on dé�nit les fontions en esalier ϕ, ψ par
ϕ(x) = mj , ψ(x) = Mj si x ∈ ]aj, aj+1[, ϕ(aj) = ψ(aj) = f(aj),



36 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilon obtient un enadrement ϕ 6 f 6 ψ tel que
∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx 6 2ε,et on voit que la ondition du ritère 7.3 est bien satisfaite.Une appliation direte de 7.3 est la preuve de l'intégrabilité des fontions monotonesou ontinues (dans la suite de e paragraphe, tous les résultats onerneront donl'intégrabilité au sens de Riemann.)(7.5) Théorème. Toute fontion f : [a, b] → R monotone est intégrable au sens deRiemann sur [a, b].Démonstration. Supposons par exemple f roissante et soit a = u1 < . . . < up = b unesubdivision δ-�ne de [a, b], où δ > 0 est une onstante. De manière évidente, on dé�nitun enadrement ϕ 6 f 6 ψ de f par des fontions en esalier en posant
ϕ(x) = f(uj) sur ]uj, uj+1[, ψ(x) = f(uj+1) sur ]uj , uj+1[(et ϕ(uj) = ψ(uj) = f(uj) omme déjà onvenu). Cei donne

∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06j6N−1

(
f(uj+1) − f(uj)

)
(uj+1 − uj)

6 δ
∑

06j6N−1

(
f(uj+1) − f(uj)

)
= δ
(
f(b)− f(a)

)
.On voit ainsi que la ondition 7.3 est véri�ée en prenant δ assez petit.(7.6) Théorème Toute fontion f : [a, b] → R ontinue est intégrable au sens deRiemann sur [a, b].Démonstration. Soit ε > 0. La ontinuité de f en tout point x ∈ [a, b] impliquel'existene d'un réel δ(x) > 0 tel que

∀x′ ∈ [a, b], x′ ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒ |f(x′) − f(x)| 6 ε.Soit D = ([aj, aj+1], xj)06j<N une subdivision pointée δ-�ne. En prenant x = xj et enfaisant parourir à x′ l'intervalle [aj , aj+1] ⊂ [xj − δ(xj), xj + δ(xj)], on déduit de lamajoration |f(x′) − f(xj)| 6 ε que les bornes inf et sup
mj = inf

x′∈[aj ,aj+1]
f(x′), Mj = sup

x′∈[aj,aj+1]

f(x′)sont omprises entre f(xj)− ε et f(xj) + ε, par onséquent Mj −mj 6 2ε. On obtientainsi un enadrement ϕ 6 f 6 ψ de f par des fontions en esalier ϕ, ψ telles que
ϕ(x) = mj , ψ(x) = Mj si x ∈ ]aj, aj+1[, ϕ(aj) = ψ(aj) = f(aj),



I.7. Enadrement par des fontions en esalier et intégrabilité 37et de plus
∫ b

a

ψ(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx =
∑

06j6N−1

(Mj −mj)(aj+1 − aj)

6 2ε
∑

06j6N−1

aj+1 − aj = 2ε(b− a).Cei montre que le ritère 7.3 est satisfait, don f est intégrable.(12)(7.7) Théorème. Toute fontion ontinue f : [a, b] → R admet une primitive F,donnée par
F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b].Les autres primitives sont les fontions de la forme F1(x) = F (x) + C où C est uneonstante.Démonstration. Nous savons que l'intégrale donnant F (x) existe par le Théorème 7.6.La relation de Chasles donne
F (x+ h) − F (x) =

∫ x+h

x

f(t) dt ⇒ F (x+ h) − F (x)

h
=

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt.Pour tout ε > 0, l'hypothèse de ontinuité dit que f(x) − ε 6 f(t) 6 f(x) + ε pour
|t− x| 6 δ(x), on a don
f(x)−ε =

1

h

∫ x+h

x

(f(x)−ε) dt 6
F (x+ h) − F (x)

h
6

1

h

∫ x+h

x

(f(x)+ε) dt = f(x)+εpour |h| 6 δ(x), e qui signi�e que
F ′(x) = lim

h→0

F (x+ h) − F (x)

h
= f(x).Si on a une autre primitive F1, il vient (F1 − F )′ = f ′ − f ′ = 0, don F1 − F = Constante.(7.8) Proposition.(a) Si f : [a, b] → R est une fontion ontinue positive ou nulle, on a ∫ b

a
f(x) = 0 si etseulement si f = 0.(b) Si f, g : [a, b] → R sont ontinues et f 6 g, on a ∫ b

a
f(x) dx <

∫ b
a
g(x) dx dès que

f et g se sont pas égales.
(12) On remarquera que dans ette preuve l'utilisation expliite de la propriété de ontinuité uniforme dela fontion f n'a pas été néessaire, e qui est une simpli�ation appréiable suseptible de rendre lapreuve abordable dès la lasse terminale [ ave des vitamines tout de même ! ℄.



38 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. (a) Si f n'est pas nulle, il existe un point x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) > 0, eton pose alors ε = f(x0)/2. La ontinuité de f en x0 implique qu'il existe un intervalle
[x0, x0 + η] (ou [x0 − η, x0], si x0 = b) sur lequel f(x) − f(x0)| 6 ε. On voit donqu'il existe un sous-intervalle [c, d] de de [a, b] de longueur d − c = η > 0 sur lequel
f(x) > f(x0) − ε > ε. Par suite ∫ b

a
f(x) dx >

∫ d
c
f(x) dx > (d− c) ε > 0.(b) Si f 6 g et f 6= g, alors h = g − f > 0 n'est pas nulle, don ∫ b

a
h(x) dx > 0d'après (a).(7.9) Formule de la moyenne. Soit f : [a, b] → R une fontion ontinue. Alors ilexiste un point c ∈ ]a, b[ tel que la � valeur moyenne de f sur [a, b] � soit égale à f(c) :

1

b− a

∫ b

a

f(x) dx = f(c).Démonstration. Soit m = min[a,b] f , M = max[a,b] f . Supposons d'abord f non ons-tante. D'après la proposition 7.8 (b) appliquée aux inégalités m 6 f 6 M , nousavons
m(b− a) <

∫ b

a

f(x) dx < M(b− a), soit m <
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx < M.La formule de la moyenne est don une onséquene du théorème des valeurs intermé-diaires, puisque f(]a, b[) est un intervalle qui ontient l'intervalle ]m,M [. Si f est égaleà une onstante C, le résultat est évident, les deux membres de la formule étant égauxà C quel que le soit le hoix de c ∈ ]a, b[.(7.10) Une généralisation. On dit qu'une fontion f : [a, b] → R est ontinue (resp.monotone) par moreaux s'il existe une subdivision
a = α0 < α1 < α2 < . . . < αN−1 < αN = btelle que f soit ontinue (resp. monotone) sur haque intervalle ]αj , αj+1[ et possèdedes limites à droite et à gauhe �nies en haque point αj tel que j < N (resp. j > 0).Toute fontion ontinue ou monotone par moreaux est intégrable au sens de Riemann.Démonstration. En e�et, la restrition f|[αj,αj+1] di�ère d'une fontion ontinue (resp.monotone) par une fontion en esalier nulle sur ]αj , αj+1[ (et prenant des valeursadéquates en αj et αj+1). Par onséquent f|[αj,αj+1] est intégrable au sens de Riemann,et l'intégrabilité de f sur [a, b] résulte de la relation de Chasles.Nous démontrons maintenant une généralisation du théorème fondamental 4.1. Obser-vons d'abord que omme une fontion nulle sauf sur un ensemble �ni est d'intégralenulle (remarque 3.2), on peut envisager d'intégrer des fontions f qui sont seulementdé�nies sur le omplémentaire [a, b] r E d'un ensemble �ni E : on se ramène au asd'une fontion partout dé�nie en étendant f arbitrairement sur [a, b], par exemple en



I.7. Enadrement par des fontions en esalier et intégrabilité 39posant f̃(x) = 0 sur E. L'intégrale ainsi alulée est indépendante du prolongement f̃hoisi.(7.11) Théorème. Soit f : [a, b] → R une fontion ontinue. On suppose qu'il existeun ensemble �ni E = {ui ; 1 6 i 6 p} tel que f soit dérivable sur [a, b] r E. Alors f ′

(étendue arbitrairement aux points ui) est HK-intégrable sur [a, b] et on a
∫ b

a

f ′(x) dx = f(b) − f(a).Démonstration.∗ Supposons pour simpli�er f ′ dé�nie par f ′(ui) = 0 aux points où fn'est pas dérivable. On reprend la démonstration du théorème 4.1. La dérivabilité de
f sur [a, b] rE implique l'existene d'une fontion δ : [a, b] rE → ]0,+∞[ telle que

y ∈ [a, b], y ∈ [x− δ(x), x+ δ(x)] ⇒
∣∣f(y) − f(x) − (y − x)f ′(x)

∣∣ 6 ε|y − x|pour tout x ∈ [a, b] r E, e qui donne
∣∣f(aj+1) − f(aj) − (aj+1 − aj)f

′(xj)
∣∣ 6 ε|aj+1 − aj |pour toute subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)} δ-�ne, lorsque xj ∈ [a, b] r E.D'autre part, si xj = ui ∈ E, la ontinuité de f au point ui entraîne l'existene de

δi > 0 tel que tout point x ∈ [ui− δi, ui + δi] satisfasse |f(x)− f(ui)| 6 ε 2−i. On posealors δ(ui) = δi. Dans e as il vient |f(aj+1)−f(aj)| 6 2ε 2−i si xj = ui, e qui donne
∣∣f(aj+1) − f(aj) − (aj+1 − aj)f

′(xj)
∣∣ 6 2ε 2−i.En sommant toutes es inégalités, il vient

∣∣f(b) − f(a) − SD(f ′)
∣∣ 6 ε(b− a) + 2ε,(ar ∑16i6p 2ε 2−i 6 2ε), e qui démontre le théorème.(7.12)* Remarque. D'après l'exerie 9.22 et la preuve i-dessus, on voit que lethéorème 7.11 est en fait enore vrai ave un ensemble E = {ui}i∈N dénombrable.(7.13) Corollaire. Si f : ]a, b[ → R admet une primitive F sur ]a, b[, et si etteprimitive F admet une limite à droite F (a + 0) en a et une limite à gauhe F (b − 0)en b, alors f est HK-intégrable sur [a, b] (si f n'est pas a priori dé�nie en a et b, onpeut lui attribuer des valeurs f(a), f(b) ∈ R arbitraires), et on a

∫ b

a

f(x) dx = F (b− 0) − F (a+ 0) = lim
x→b−0

F (x) − lim
x→a+0

F (x).



40 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. Il su�t en e�et de prolonger F par ontinuité sur [a, b] en posant
F (a) = limx→a+0 F (x) et F (b) = limx→b−0 F (x), puis d'appliquer le théorème 7.11 àsa dérivée F ′ qui est dé�nie sur ]a, b[ = [a, b] rE ave E = {a, b}.Un exemple typique d'appliation du orollaire 7.13 est elui de la fontion

f(x) =
1√

1 − x2
sur l'intervalle ] − 1, 1[.Dans e as, on a en e�et une primitive F (x) = arcsin(x) qui se prolonge en unefontion ontinue sur [−1, 1]. On obtient par onséquent

∫ 1

−1

1√
1 − x2

dx = arcsin(1) − arcsin(−1) = π.Plus généralement, le orollaire 7.13 nous amène à la dé�nition des � intégrales im-propres �.(7.14) Intégrales � impropres �. Soit I = [a, b[ ⊂ R un intervalle semi-ouvert, où
b ∈ R ∪ {+∞}, et soit f : [a, b[ → R une fontion intégrable (par exemple ontinueou monotone par moreaux) sur tout intervalle [a, β] ⊂ [a, b[. On dit que l'intégrale∫ b
a
f(x) dx est onvergente au point b si la limite

A = lim
β→b−

∫ β

a

f(x) dxexiste dans R (en partiulier �nie), et on pose alors ∫ b
a
f(x) dx = A.On donne une dé�nition analogue dans le as d'un intervalle semi-ouvert ]a, b],

a ∈ R ∪ {−∞}, en onsidérant la limite limα→a+

∫ b
α
f(x) dx ave [α, b] ⊂ ]a, b], et ondit qu'on a onvergene sur un intervalle ouvert ]a, b[ si les intégrales sur ]a, c] et [c, b[onvergent pour tout point intermédiaire c ∈ ]a, b[.(7.15) Exemples. On véri�era que les intégrales

∫ 1

0

1

xa
dx =

1

1 − a
,

∫ +∞

1

1

xb
dx =

1

b− 1onvergent respetivement pour a < 1 et b > 1, et que
∫ +∞

0

e−cx dx =
1

converge pour tout c > 0. En utilisant le alul de la primitive de xne−x donné aupoint (5.1 a), on obtient également le résultat lassique
∫ +∞

0

xne−x dx = n! .



I.8. Convergene uniforme, ontinuité et dérivabilité en fontion de paramètres 41(7.16)** Convergene absolue. Soit f : [a, b[ → R une fontion HK-intégrablesur tout intervalle fermé borné [a, β]. On dit que l'intégrale ∫ b
a
f(x) dx est absolumentonvergente si de plus |f | est HK-intégrable sur haque intervalle [a, β] ⊂ [a, b[ et si lalimite

lim
β→b−

∫ β

a

|f(x)| dxexiste dans R (don en partiulier si elle est �nie).On donne une dé�nition analogue dans le as d'un intervalle semi-ouvert ]a, b],
a ∈ R ∪ {−∞}, en onsidérant la limite limα→a+

∫ b
α
f(x) dx ave [α, b] ⊂ ]a, b], et ondit qu'on a onvergene sur un intervalle ouvert ]a, b[ si les intégrales sur ]a, c] et [c, b[onvergent pour tout point intermédiaire c ∈ ]a, b[.Le ritère de Cauhy∗ permet de voir qu'il y a onvergene (resp. onvergene absolue)de l'intégrale sur [a, b[ si et seulement si pour tout ε > 0 il existe βε < b tel que pourtous β, γ ∈ [βε, b[, β < γ, on ait

∣∣∣
∫ γ

β

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε, resp. ∫ γ

β

|f(x)| dx 6 ε.Comme ∣∣ ∫ γ
β
f(x) dx

∣∣ 6
∫ γ
β
|f(x)| dx, il est lair que la onvergene absolue implique laonvergene.8. Convergene uniforme, ontinuité et dérivabilité d'intégralesen fontion de paramètres**Soit fn : [a, b] → R une suite de fontions réelles. On dit que la suite (fn) onvergeuniformément vers une limite f : [a, b] → R, si la distane uniforme de fn à f tendvers 0 'est-à-dire si

d(fn, f) = sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)| → 0.(8.1) Théorème de onvergene uniforme. Soit fn : [a, b] → R une suite defontions réelles onvergeant uniformément vers une limite f . Si les fontions fn sontRiemann-intégrables (resp. HK-intégrables), alors f est Riemann-intégrable (resp. HK-intégrable) et
lim

n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.Démonstration. Posons An =
∫ b
a
fn(x) dx. Soit ε > 0 et n0 tels que |fn − f | 6 ε pour

n > n0. Nous avons |fp− fq| 6 2ε pour p, q > n0, d'où |Ap−Aq| 6 2ε(b− a). La suite
(An) est don une suite de Cauhy, par onséquent la limite A = limn→+∞ An existe.De plus, il existe une jauge δ (resp. une jauge onstante dans le as de l'intégrabilitéau sens de Riemann) telle que pour toute subdivision pointée D de pas hj 6 δ(xj)on ait |SD(fn0

) − An0
| 6 ε. Il vient à la limite |A − An0

| 6 2ε(b − a) tandis que
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|SD(f) − SD(fn0

)| 6
∑ |f(xj) − fn0

(xj)| hj 6 ε(b − a). En mettant bout à bout esinégalités il vient
|SD(f) − A| 6 ε+ 3ε(b− a),don f est bien intégrable sur [a, b] d'intégrale A = limAn.(8.2) Remarque. Pour obtenir l'intégrabilité au sens de Henstok-Kurzweil de lalimite f = lim fn, il su�rait d'avoir une estimation de la forme |fn − f | 6 εng ave

g > 0 HK-intégrable (non néessairement bornée) et εn → 0. Nous obtiendrons detoutes façons des théorèmes de onvergene beauoup meilleurs enore dans e as,f. hapitre III.Rappelons qu'une fontion f : I → R dé�nie sur un intervalle I est dite réglée si elleadmet une limite à droite et à gauhe en tout point de l'intérieur I◦, ainsi qu'une limiteà droite en a = inf I si a ∈ I et à gauhe en b = sup I si b ∈ I.(8.3) Lemme. Toute fontion réglée sur un intervalle fermé borné [a, b] est limiteuniforme de fontions en esalier.(8.4) Corollaire. Toute fontion réglée sur sur un intervalle fermé borné [a, b] y estRiemann-intégrable.Démonstration du lemme et de son orollaire. Soit ε > 0. Pour tout x ∈ [a, b], ilexiste δ(x) > 0 et des onstantes c+ = limξ→x+0 f(ξ), c− = limξ→x−0 f(ξ) telles que
|f(x) − c−| 6 ε sur [x − δ(x), x] ∩ [a, b] et |f(x) − c+| 6 ε sur [x, x + δ(x)] ∩ [a, b].D'après le lemme I.2.6, on peut trouver une subdivision pointée D = ([aj, aj+1], xj)
δ-�ne. Cei nous permet de dé�nir une fontion en esalier ϕ en posant

ϕ(xj) = f(xj), ϕ(aj) = f(aj),

ϕ|]aj ,xj [ = c−j = lim
ξ→xj−0

f(ξ), ϕ|]xj,aj+1[ = c+j = lim
ξ→xj+0

f(ξ).Par onstrution nous avons |f − ϕ| 6 ε sur [a, b]. Il en résulte que f est Riemann-intégrable omme limite uniforme de fontions en esalier.On va maintenant tirer du théorème de onvergene uniforme les propriétés usuellesde ontinuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de para-mètres. Des résultats beauoup plus forts sont vrais, mais on aura besoin pour ela dethéorèmes de onvergene plus subtils que le théorème 8.1 (f. Chapitre III, setion 5).(8.5) Lemme. Soit T ⊂ Rd une partie quelonque et f : [a, b]×T → R, (x, t) 7→ f(x, t)une appliation ontinue. Alors, si t0 ∈ T , la famille de fontions ft : x 7→ f(x, t)onverge uniformément vers la fontion ft0 : x 7→ f(x, t0) quand T ∋ t tend vers t0.Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de t0 tel que pour t ∈ T ∩ V ,on ait |f(x, t)− f(x, t0)| 6 ε pour tout x ∈ [a, b].Démonstration. Pour tout x0 ∈ [a, b], l'hypothèse de ontinuité au point (x0, t0)implique qu'il existe un voisinage Vx0,t0 de t0 (dépendant de x0) et un voisinage
U(x0,t0) = [x0 − δ(x0), x0 + δ(x0)] × Vx0,t0 de (x0, t0)



I.8. Convergene uniforme, ontinuité et dérivabilité en fontion de paramètres 43tel que (x, t) ∈ U(x0,t0) ∩ ([a, b]× T ) implique |f(x, t)− f(x0, t0)| 6 ε/2. En appliquantei en partiulier pour t = t0 et en faisant la di�érene, on voit que que pour tout
t ∈ T ∩Vx0,t0 et tout x ∈ [x0 − δ(x0), x0 + δ(x0)] on a |f(x, t)−f(x, t0)| 6 ε. D'après lelemme I.2.6, il existe une subdivision pointée D = ([ai, ai+1], xi) de [a, b] qui est δ-�ne.Par onséquent [ai, ai+1] ⊂ [xi − δ(xi), xi + δ(xi)], et en prenant t ∈ V =

⋂
i Vxi,t0 onvoit que la onlusion du lemme est véri�ée.De là, on déduit aussit�t le théorème de ontinuité des intégrales dépendant de para-mètres.(8.6) Continuité sous le signe somme. Soit T ⊂ Rd une partie quelonque et

f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une appliation ontinue. Alors l'appliation
F (t) =

∫ b

a

f(x, t) dxest ontinue sur T .Démonstration. Ave les notations du lemme 8.5, on trouve
|F (t) − F (t0)| 6

∫ b

a

∣∣f(x, t)− f(x, t0)
∣∣ dx 6 (b− a)εpour t ∈ T ∩ V , e qui prouve la ontinuité de F au point t0.(8.7) Dérivation sous le signe somme. Soit T un intervalle de la droite réelle et

f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que(a) f est ontinue sur [a, b]× T ;(b) f admet en tout point une dérivée partielle ∂f
∂t

(x, t) qui est elle-même ontinuesur [a, b]× T .Alors l'appliation F (t) =
∫ b
a
f(x, t) dx est de lasse C1 sur T et pour tout t0 ∈ T on a
F ′(t0) =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, t0) dx .Démonstration. Soit t ∈ T . En appliquant le théorème des aroissements �nis à

t 7→ f(x, t) sur l'intervalle [t0, t], on voit que
F (t) − F (t0)

t− t0
=

∫ b

a

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx =

∫ b

a

∂f

∂t
(x, ct,x) dxpour un ertain point c = ct,x ∈ ]t0, t[. Soit ε > 0. En appliquant le lemme 8.5 à lafontion ontinue g(x, t) = ∂f

∂t (x, t), on voit qu'il existe un voisinage V = ]t0−η, t0 +η[de t0 tel que |∂f
∂t

(x, t) − ∂f
∂t

(x, t0)| 6 ε pour tout x ∈ [a, b] et tout t ∈ V . Sous ette



44 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilhypothèse on a également c(x, t) ∈ ]t0, t[ ⊂ V , don |∂f∂t (x, ct,x) −
∂f
∂t (x, t0)| 6 ε et parsuite

∣∣∣∣
F (t) − F (t0)

t− t0
−
∫ b

a

∂f

∂t
(x, t0) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a

(∂f
∂t

(x, ct,x) −
∂f

∂t
(x, t0))

)
dx

∣∣∣∣ 6 (b− a)ε.On a don bien F ′(t0) =
∫ b
a
∂f
∂t

(x, t0) dx, et ette relation montre que F ′ est ontinued'après le théorème 8.6.Pour un paramètre t = (t1, . . . , td) ∈ Rd, nous avons le résultat analogue suivant.(8.8) Di�érentiabilité sous le signe somme. Soit T ⊂ Rd une partie ouverte et
f : [a, b]× T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que(a) f est ontinue sur [a, b]× T ;(b) f admet en tout point des dérivées partielles ∂f

∂tj
(x, t) qui sont elles-mêmes ontin-ues sur [a, b]× T .Alors l'appliation F (t) =

∫ b
a
f(x, t) dx est de lasse C1 sur T et on a
∂F

∂tj
(t) =

∫ b

a

∂f

∂tj
(x, t) dx.Démonstration. Il su�t en e�et d'appliquer le théorème de dérivation sous le signesomme séparément pour haque variable tj pour voir que les dérivées partielles ∂F/∂tjexistent, et d'invoquer ensuite le théorème de ontinuité pour voir que es dérivéespartielles sont ontinues sur T .Il est bon parfois de onnaître également la formule de di�érentiation sous le signesomme dans le as où l'intégrale est alulée sur des intervalles dépendant du paramètre.(8.9) Formule générale de dérivation sous le signe somme. Soient I ⊂ R et

T ⊂ R des intervalles. On onsidère une intégrale de la forme
F (t) =

∫ b(t)

a(t)

f(x, t) dxoù a, b : T → I sont des fontions de lasse C1 et f : I × T → R, (x, t) 7→ f(x, t)une fontion ontinue admettant une dérivée partielle ∂f
∂t

ontinue sur I × T . Alorsl'appliation F est de lasse C1 sur T et on a
F ′(t) =

∫ b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t) dx+ b′(t)f(b(t), t)− a′(t)f(a(t), t).



I.8. Convergene uniforme, ontinuité et dérivabilité en fontion de paramètres 45Démonstration. On pose
Φ(t, u, v) =

∫ v

u

f(x, t) dx.Plaçons-nous sur un sous-intervalle fermé borné T ′ = [t1, t2] ⊂ T , et soit
A = min

t∈T ′
a(t) ∈ I, B = max

t∈T ′
b(t) ∈ I.Nous avons [A,B] ⊂ I, don les hypothèses des théorèmes 8.5 et 8.6 sont satisfaitessur [A,B]× T ′. On voit par onséquent que Φ admet des dérivées partielles

∂Φ

∂t
=

∫ v

u

∂f

∂t
(x, t) dx,

∂Φ

∂v
= f(v, t),

∂Φ

∂u
= −f(u, t)(pour ette dernière égalité, il su�t d'éhanger les bornes u et v). De plus, es troisdérivées partielles sont ontinues en les variables (t, u, v). Pour ∂Φ
∂u et ∂Φ

∂v 'est lair parhypothèse, tandis que pour ∂Φ
∂t ela résulte de l'estimation

∣∣∣
∂Φ

∂t
(t, u, v)− ∂Φ

∂t
(t0, u0, v0)

∣∣∣ 6 M(|u−u0|+ |v−v0|)+

∣∣∣∣
∫ v0

u0

(∂f
∂t

(x, t)− ∂f

∂t
(x, t0)

)
dx

∣∣∣∣dans laquelle M est un majorant de |∂f∂t | sur la pavé [A,B] × T ′. On déduit de toutela que Φ(t, u, v) et F (t) = Φ(t, a(t), b(t)) sont de lasse C1. De plus
F ′(t) =

∂Φ

∂t
(t, a(t), b(t)) +

∂Φ

∂u
(t, a(t), b(t)) a′(t) +

∂Φ

∂v
(t, a(t), b(t)) b′(t)e qui donne la formule (8.9) attendue.



46 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil9. Vrai ou faux (13)9.1. On onsidère la fontion f : x 7→ x sur l'intervalle I = [0, 2]. Parmi lesa�rmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
2n∑

i=1

i

n
est une somme de Riemann assoiée à f sur I.

×
2n∑

i=1

i

n2
est une somme de Riemann assoiée à f sur I.

2

n

n∑

i=1

2i

n2
est une somme de Riemann assoiée à f sur I.

×
n∑

i=1

4i

n2
est une somme de Riemann assoiée à f sur I.

2n∑

i=1

i

n2
tend vers 1

2
quand n tend vers l'in�ni.

×
2n∑

i=1

i

n2
tend vers 2 quand n tend vers l'in�ni.9.2. Toutes les fontions onsidérées sont supposées intégrables sur l'intervalle onsid-éré. Parmi les a�rmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses etpourquoi ?

× L'intégrale sur [0, 1] d'une fontion négative ou nulle est négative ou nulle.L'intégrale d'une fontion paire sur [0, 1] est positive ou nulle.
× L'intégrale d'une fontion impaire sur [−1, 1] est nulle.L'intégrale sur [0, 1] d'une fontion minorée par 1 est inférieure ou égale à 1.L'intégrale sur [−1, 1] d'une fontion majorée par 1 est inférieure ou égale à 1.
× L'intégrale sur [−1, 1] d'une fontion majorée par 2 est inférieure ou égale à 4.
× Si une fontion f est telle que pour tout x ∈ [−1, 1], f(x) < x3, alors son intégralesur [−1, 1] est stritement négative.
× Si l'intégrale d'une fontion f ontinue sur [0, 1] vaut y, alors il existe x ∈ [0, 1] telque f(x) = y.Si l'intégrale d'une fontion f sur [−1, 1] vaut y, alors il existe x ∈ [0, 1] tel que
f(x) = 2y.9.3. Parmi les a�rmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, etpourquoi ?

(13) Les questions et les exeries qui suivent proviennent du polyopié de Bernard Yart, proposé auxétudiants de L1 à l'Université de Grenoble I.



I.9. Vrai ou faux 47Toute fontion intégrable sur [a, b] est ontinue.
× Si une fontion est ontinue sur [a, b], sauf en un point, alors f admet une primitive.
× Toute fontion ontinue sur [a, b] admet une primitive qui s'annule en b.Toute primitive d'une fontion ontinue sur [a, b] s'annule en un point de [a, b].
× Toute primitive d'une fontion ontinue sur [a, b] est dérivable sur ]a, b [.Toute primitive d'une fontion ontinue sur ]a, b [ est dérivable à droite en a.9.4. Parmi les a�rmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, etpourquoi ?Toute primitive d'une fontion positive ou nulle est positive ou nulle.
× Toute primitive d'une fontion négative ou nulle est déroissante.Toute fontion ontinue est la primitive d'une fontion ontinue.Si f est une fontion ontinue, alors − cos(f(x)) est une primitive de sin(f(x)).Si f est une fontion ontinûment dérivable et ne s'annulant pas, ln(f(x)) est uneprimitive de f ′(x)

f(x) .
× Si f est une fontion ontinûment dérivable, arctan(f(x)) est une primitive de

f ′(x)
1+f2(x)

.Il existe des primitives de (1 − x2)−1/2 dé�nies sur l'intervalle [0, 2].
× Il existe des primitives de (1 − x2/2)−1/2 dé�nies sur l'intervalle [0, 1].
× Il existe des primitives de |1 − x2|1/2 dé�nies sur l'intervalle [−2, 2].Il existe des primitives de |1 − x2|−1/2 dé�nies sur l'intervalle [−2, 2].9.5. Parmi les égalités suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, etpourquoi ?
×

∫ π

0

x sin(x) dx = −
∫ π

0

x2

2
cos(x) dx .

∫ π

0

x sin(x) dx =

∫ π

0

cos(x) dx .

×
∫ π

0

x sin(x) dx = π −
∫ π

0

cos(x) dx .

∫ π

0

x sin(x) dx = π − 2 .

×
∫ π

0

x sin(x) dx = π .

×
∫ π

0

x cos(x) dx = −2 .

∫ π

0

x sin(2x) dx =
[
sin(2x)

]π
0
− 2

∫ π

0

cos(2x) dx .
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×

∫ π

0

x cos(2x) dx = 0 .

×
∫ π

0

x sin2(x) dx =

∫ π

0

x cos2(x) dx .

∫ π

0

x sin2(x) dx =
π2

2
.9.6. Parmi les égalités suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, etpourquoi ?

∫ π
2

0

sin(2x) dx =

∫ π
2

0

sin(u)
du

2
.

∫ π
2

0

sin(2x) dx =

∫ π
4

0

sin(u)
du

2
.

×
∫ π

2

0

sin(2x) dx =

∫ π
2

0

sin(u) du .

×
∫ π

8

0

sin(2x) dx =

∫ √
2

2

0

u

2
√

1 − u2
du .

∫ π
2

π
4

sin(2x) dx =

∫ 2
π

1
π

sin( 1
u )

u2
du .

×
∫ π

2

0

sin(2x) dx =

∫ eπ

1

sin(ln(u))

2u
du .10. Exeries10.1. Caluler les intégrales suivantes.(a) ∫ 1

0

(
√
u+ 7u) du (b) ∫ 2

0

u3

u4 + 7
du () ∫ 3√

π

0

u2 sin(u3 + π) du(d) ∫ 1

0

u

(u2 + 1)3
du (e) ∫ 1

0

x

x2 + 1
dx (f) ∫ e−1

0

ln(x+ 1)

x+ 1
dx10.2. Caluler les intégrales suivantes par des hangements de variables judiieux.(a) ∫ 7

0

dz

(z + 7)2 + 3
(b) ∫ 3

0

dt

1 − 2t2
() ∫ 1

0

u5

u12 + 1
du(d) ∫ 2

1

(
√
u+ 1) ln(

√
u+ 1)

du√
u

(e) ∫ b

a

dt√
(a+ t)(b− t)(f) ∫ 4

2

√
x2 − x+ 1√
x2 − x+ 3

dx



I.10. Exeries 4910.3. Caluler les primitives et intégrales suivantes en utilisant une ou plusieurs inté-grations par parties.(a) la primitive de ln(x) nulle en 0(b) la primitive de arctan(x) nulle en π/4() ∫ e

0

ln(x3 + 1) dx (d) ∫ 1

0

x ln(x2 + 1) dx(e) ∫ 5

0

we2w+1 dw (f) ∫ π

0

x2 cos(x) dx10.4. Étudier les fontions suivantes.(a) f(x) =

∫ x

7

arctan(z + 1) dz (b) g(x) =

∫ 2

−x2

2v + 3

v + 1
dv() h(x) =

∫ 2x

x

ln(u) du10.5. Pour haune des fontions suivantes, donnez son domaine de dé�nition puis seséventuelles primitives (on utilisera des hangements de variables adéquats).(a) x 7→ (lnx)p

x
(p ∈ Z) (b) x 7→ x√

1 − x4
() x 7→ cos lnx

x(d) x 7→ x√
x4 − 1

(e) x 7→ ex

1 + e2x10.6. Pour haune des fontions suivantes, donnez son domaine de dé�nition puis seséventuelles primitives (on utilisera des intégrations par parties adéquates).(a) x 7→ arcsinx (b) x 7→ xp lnx (p ∈ N)() x 7→ x

cosh2 x
(d) x 7→ x tan2 x10.7. Caluler les primitives de haunes des frations rationnelles suivantes.(a) x 7→ 1

8 − x3
(b) x 7→ 1

1 + x4
() x 7→ 1

8 − x3(d) x 7→ x5 + 2

x5 − x
(e) x 7→ 2

x(x2 + 1)310.8. Caluler les primitives de haunes des frations rationnelles trigonométriquessuivantes.(a) x 7→ 1 − tanx

1 + tanx
(b) x 7→ 1

1 + 2 sin2 x
() x 7→ 1

sin4 x+ cos4 x10.9. Caluler les � intégrales abéliennes � suivantes.(a) x 7→ 1

x+
√
x− 1

(b) x 7→ 1

x

√
x2 − 1

4 − x2



50 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil10.10. Déterminer les primitives ∫ eax cos(bx) dx et ∫ eax sin(bx) dx où a, b ∈ R.10.11. Caluler(a) ∫ 1

0

1 + arctanx

1 + x2
dx (b) ∫ b

a

dx

x lnx
(a, b > 1)() ∫ 1/a

a

lnx

1 + x2
dx (a > 0) (d) ∫ a

0

e−
√
t dt10.12. Démontrer les résultats suivants.(a) lim

n→+∞

n−1∑

k=0

1

n+ k
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln(2)(b) lim

n→+∞
1

n

n∑

k=1

n2

(n+ k)2
=

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2() lim
n→+∞

n
2n−1∑

k=n

1

k2
=

∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2(d) lim
n→+∞

n∑

k=1

1√
n2 + 2kn

=

∫ 1

0

1√
1 + 2x

dx =
√

3 − 1(e) lim
n→+∞

2n∑

k=0

k

k2 + n2
=

∫ 2

0

x

1 + x2
dx =

1

2
ln(5)(f) lim

n→+∞

n∑

k=1

√
n− k

n3 + n2k
=

∫ 1

0

√
1 − x

1 + x
dx =

π

2
− 1.10.13. Évaluer les limites de sommes de Riemann suivantes(a) lim

n→+∞
1

n3

n∑

k=1

k2 sin
(kπ
n

)

(b) lim
n→+∞

n∏

k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n() lim
n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

f
(k
n

)
f ′
(k + 1

n

) où f ∈ C1([0, 1]).10.14. Soit f ∈ C0([a, b]) telle que f > 0. Montrer que
lim

n→+∞

(∫ b

a

f(x)n dx
)1/n

= sup
x∈[a,b]

f(x).



I.10. Exeries 5110.15. Soit f ∈ C0([0, 1]). Déterminer lim
n→+∞

n

∫ 1

0

xnf(x) dx.10.16. Caluler lim
x→0

∫ 3x

x

cos t

t
dt.10.17. Caluler ∫ 1

0

(
E
(2

x

)
− 2E

(1

x

))
dx où E(·) désigne la fontion partie entière.10.18. On onsidère la fontion f : x 7→ x−2, sur l'intervalle [1, 2]. Soit n ≥ 1. Soit

D la subdivision régulière de [1, 2] en n intervalles égaux.(a) Démontrer que
SD(f) = n

n−1∑

j=0

1

(n+ j)2
.(b) Démontrer que

n
n−1∑

j=0

1

(n+ j)(n+ j + 1)
< SD(f) < n

n−1∑

j=0

1

(n+ j − 1)(n+ j)
.() En déduire que

1

2
< SD(f) <

n(n− 2)

n(2n− 1)
.Indiation : remarquer que

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.(d) En déduire que

lim
n→∞

SD(f) =
1

2
.10.19. Soient a et b deux réels tels que a < b. On onsidère la fontion exponentielle

f : x 7→ ex.(a) Soit n ≥ 1 un entier. On onsidère la subdivision D1 de [a, b] en n intervalleségaux, pointée par la borne de gauhe de haque intervalle. Démontrer que
SD1

(f) =
(b− a)ea

n

eb−a − 1

e(b−a)/n − 1
.(b) Soit D2 la subdivision de [a, b] en n intervalles égaux, pointée par la borne de droitede haque intervalle. Démontrer que

SD2
(f) = e(b−a)/nSD1

(f).
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lim
n→∞

SD1
(f) = lim

n→∞
SD2

(f) = eb − ea.10.20. Caluler le volume du paraboloïde tronqué 0 6
x2

a2
+
y2

b2
6

z

h
6 1 ave

a, b, h > 0.10.21. Caluler le volume du tore de grand rayon R et de petit rayon r < R engendrépar la révolution autour de l'axe Oz du erle de entre (R, 0, 0) et de rayon r situédans le plan xOz.10.22. Convergene de sommes de Riemann de fontions non bornées.Soit f : [0, 1] → R la fontion f telle que f(x) = lnx si x ∈ ]0, 1] et f(0) = 0. Onintroduit la subdivision pointée D = {([aj, aj+1], xj)}06j<N telle que a0 = x0 = 0 et,pour j > 1, aj = pj−N où p > 1 est un réel quelonque. On prend en�n xj = aj , et ondé�nit de même une subdivision D′ en prenant xj = aj+1.(a) Montrer que
SD(f) = −(p− 1) lnp

N−1∑

i=1

ip−i.(b) Véri�er que
N−1∑

i=1

ixi = x

(N−1∑

i=0

xi
)′

= x
1 + (N − 1)xN −NxN−1

(1 − x)2et en déduire l'expression de SD(f) en fontion de p et de N . Caluler de même
SD′(f).() On hoisit N > 2 et p tel que pN = N2. Montrer que limN→+∞ SD(f) = −1 (onpourra observer que p→ 1+ et que limp→1+

ln p/(p− 1) = (ln p)′p=1 = 1).(d) Justi�er l'intégrabilité de f au sens de Henstok-Kurzweil et montrer que∫ 1

0
f(x) dx = −1.10.23. Ensembles exeptionnels dénombrables.(a) Montrer qu'une fontion f : [a, b] → R qui est nulle en dehors d'une partiedénombrable E = {ui}i∈N de [a, b] est intégrable au sens de Henstok-Kurzweilet que son intégrale ∫ b

a
f(x) dx est nulle.Indiation : hoisir une fontion jauge δ telle que δ(ui) 6 2−iε/(1 + |f(ui)|).(b) Montrer que si deux fontions g, h : [a, b] → R di�èrent uniquement sur unepartie dénombrable E = {ui}i∈N de [a, b], alors l'intégrabilité de l'une au sensde Henstok-Kurzweil équivaut à l'intégrabilité de l'autre, et que leurs intégralessont égales.10.24. Soit f la fontion indiatrie de Q, telle que

f(x) = 1 si x ∈ Q, f(x) = 0 si x /∈ Q.



I.10. Exeries 53On rappelle que tout intervalle ouvert non vide de R ontient un rationnel et unirrationnel. Soit n un entier stritement positif. Pour j = 0, . . . , n, on pose aj = j/n.(a) Montrer à l'aide de l'exerie préédent que f est intégrable au sens de Henstok-Kurzweil sur l'intervalle [0, 1].(b) Soit ([aj, aj+1]) une subdivision de [0, 1]. Montrer que pour tout j = 0, . . . , n− 1,il existe xj , yj ∈ [aj, aj+1] tels que f(xj) = 1 et f(yj) = 0.() On onsidère les deux subdivisions pointées
D1 = {([aj, aj+1], xj)}0≤j<n et D2 = {([aj, aj+1], yj)}0≤j<n.Montrer que SD1

(f) = 1 et SD2
(f) = 0.(d) En déduire que f n'est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1].10.25. Soit f une fontion de [a, b] dans R et n un entier. On note An l'intégralesuivante, si elle existe.

An =

∫ b

a

f(x) sin(nx) dx.(a) Soit f une fontion dérivable sur [a, b], dont la dérivée est ontinue et bornée sur
]a, b [. Démontrer que pour tout n ∈ N, An existe. En utilisant une intégration parparties, démontrer que An tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.(b) Soit f une fontion en esalier sur [a, b]. Démontrer que pour tout n ∈ N, Anexiste. En utilisant la relation de Chasles, démontrer que An tend vers 0 quand ntend vers l'in�ni.() Soit f une fontion ontinue sur [a, b]. Démontrer que pour tout n ∈ N, An existe.En utilisant un enadrement par des fontions en esalier, démontrer que An tendvers 0 quand n tend vers l'in�ni.(d) Soit f une fontion ontinue par moreaux sur [a, b]. Démontrer que pour tout
n ∈ N, An existe. Démontrer que An tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.10.26. Soit f une fontion ontinue de [a, b] dans R, telle que :

∫ b

a

f(x) dx = (b− a) sup
x∈[a,b]

f(x).Démontrer que f est onstante.10.27. Soit f une fontion ontinue sur [0, 1] telle que ∫ 1

0

f(x) dx = 1/2. Montrerqu'il existe a ∈ [0, 1] tel que f(a) = a.10.28. Soit f une fontion ontinue sur [0, 1].(a) Soit g une fontion en esalier de [0, 1] dans R. Démontrer que la fontion fg estintégrable sur [0, 1].



54 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(b) On suppose que pour toute fontion en esalier g de [0, 1] dans R, on a
∫ 1

0

f(x)g(x) dx = 0.Montrer que la fontion f est nulle.10.29. Soient a, b, c trois réels tels que a ≤ c < b. Pour n ∈ N∗, on dé�nit la fontion
gn sur [a, b] par :

gn(x) =
{
n si x ∈ [c, c+ 1/n]
0 sinon.(a) Soit f une fontion ontinue sur [a, b]. Démontrer que

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)gn(x) dx = f(c)(b) Soit f une fontion roissante sur [a, b]. Démontrer que
lim
n→∞

∫ b

a

f(x)gn(x) dx = lim
x→c+

f(x)10.30. Soient f et g deux fontions ontinues de [a, b] dans R.(a) Démontrer que les fontions f2, fg, g2 sont intégrables sur [a, b].(b) Soit λ un réel quelonque. Démontrer que la fontion (f + λg)2 est intégrable sur
[a, b] et exprimer son intégrale en fontion des intégrales de f2, fg et g2.() En observant que l'intégrale de (f + λg)2 est positive ou nulle pour tout λ ∈ R,démontrer l'inégalité de Cauhy-Shwarz :

(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

≤
(∫ b

a

f2(x) dx

)(∫ b

a

g2(x) dx

)
.(d) Démontrer que l'égalité a lieu si et seulement si f et g sont proportionnelles.



Chapitre IICalul des intégrales en plusieurs variables
L'objetif de e hapitre est d'abord de dé�nir les intégrales de à plusieurs variables parla méthode de Henstok-Kurzweil, mais 'est surtout d'établir les prinipales formulespermettant le alul e�etif de telles intégrales :� Théorème de Fubini� Formule du hangement de variable et jaobien� Formes di�érentielles et alul extérieur� Formule de Stokes.Ces formules sont indispensables en Physique, notamment en dimensions 2 et 3. Il estependant beauoup plus ommode de se plaer d'emblée en dimension arbitraire demanière à uni�er les notations � et aessoirement, pour éviter la répétition fastidieusede démonstrations partiulières qui oultent la simpliité de la preuve générale. Noussituons e Chapitre omme étant au niveau du L2 dans l'idéal (et de manière plusréaliste, au niveau du L3 dans les onditions atuelles, e qui vient malheureusementtrop tard pour la Physique ...)1. Intégration sur un pavé fermé bornéLa plus grande partie des résultats que nous avons obtenus au Chapitre I fontionnenttout aussi bien ave des fontions f de plusieurs variables, (x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn),dé�nies sur des pavés fermés bornés
(1.1) P = [a1, b1] × . . .× [an, bn], ai < bi.Le volume et le diamètre du pavé P sont par dé�nition
(1.2) vol(P ) =

∏

16i6n

(bi − ai), diam(P ) = max
16i6n

{bi − ai}(il sera ommode d'utiliser la norme ‖x‖ = max16i6n{|xi|} et la distane assoiée
d(x, y) = max16i6n{|xi − yi|} sur Rn dans tout le reste de es notes). Dans le as dela dimension n = 1, le volume se réduit naturellement à la notion de longueur d'unintervalle, et dans le as de la dimension 2 à elui de l'aire d'un retangle.
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P

Qjxj

a1 b1

a2

b2

x

y

Fig. 13. Subdivision pointée d'un pavé P de Rn.On appelle subdivision de P toute famille D = (Qj)06j<N formée de pavés fermés
Qj ⊂ P d'intérieurs disjoints (et non vides) tels que P =

⋃
Qj. On dit que l'on a unesubdivision pointée de P si on s'est donné de plus des points xj ∈ Qj dans haun despavés de la subdivision, et on note D = (Qj , xj)06j<N une telle famille.Notons qu'une subdivision (Qj) n'est pas néessairement une subdivision produit ('est-à-dire une subdivision obtenue en prenant des subdivisisons de haune des arêtes [ai, bi]de P et les pavés produits orrespondants). Cependant, en onsidérant les projetionsde tous les sommets des pavés Qj sur haun des axes, on dé�nit une subdivisionproduit (Q′

k) plus �ne que (Qj) ('est-à-dire telle que haque Qj est la réunion d'unnombre �ni des Q′
k). Dans tous les as on a

(1.3) vol(P ) =
∑

06j<N

vol(Qj) ;en e�et, si (Qj) est une subdivision produit, 'est évident par distributivité de lamultipliation par rapport à l'addition, et le as général s'y ramène en onsidérant lasubdivision produit (Q′
k) de P qui déompose simultanément tous les pavés Qj.La somme de Riemann assoiée à f sur D = (Qj, xj)06j<N est dé�nie omme

(1.4) SD(f) =
∑

06j<N

f(xj) vol(Qj).Si δ : P → R∗
+ est une jauge ('est-à-dire une fontion positive arbitraire), on dit que lasubdivision D est δ-�ne si diam(Qj) 6 δ(xj) pour tout j. L'existene de subdivisions

δ-�nes se généralise aussit�t à la dimension n, en utilisant une dihotomie omme dansla preuve du lemme I.2.6 (on divise haune des arêtes en 2 moitiés selon les axes
x1, . . . , xn, e qui produit 2n pavés à haque étape). La dé�nition I.2.7 peut se alquermot à mot dans le as des fontions de plusieurs variables.



II.1. Intégration sur un pavé fermé borné 57(1.5) Dé�nition. Soit f : P → R une fontion dé�nie sur un pavé fermé borné.(a) On dit que f est intégrable au sens de Henstok-Kurzweil (ou HK-intégrable) sur Ps'il existe un réel A tel que pour tout ε > 0 donné a priori, on peut trouver unejauge δ : P → R∗
+ (dite ε-adaptée à f), en sorte que pour toute subdivision pointée

D = {(Qj , xj)} de P on ait
diam(Qj) 6 δ(xj) pour tout j ⇒ |SD(f) − A| 6 ε.(b) De même, on dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-intégrable)sur P si on peut de plus hoisir la jauge δ onstante, 'est-à-dire si pour tout ε > 0il existe une onstante δ > 0 telle que

diam(Qj) 6 δ pour tout j ⇒ |SD(f) −A| 6 ε.Dans l'un ou l'autre as, on note
∫

P

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn,ou même simplement A =
∫
P
f(x) dx, et on appelle A l'intégrale de f sur le pavé P .L'un des prinipaux ritères d'intégrabilité que nous utiliserons dans la suite est leritère de Cauhy.(1.6) Critère de Cauhy. Soit f : P → R une fontion dé�nie sur un pavé P ferméborné. Pour que f soit HK-intégrable (resp. Riemann-intégrable), il faut et il su�t quepour tout ε > 0 il existe une jauge δ : P → R∗

+ (resp. une onstante δ > 0), telle quepour toutes subdivisions pointées D et D′ δ-�nes on ait |SD′(f) − SD(f)| 6 ε.Démonstration. Si f est HK-intégrable d'intégrale A, pour haque jauge δ qui est ε/2-adaptée à f , les inégalités |SD(f)−A| 6 ε/2 et |SD′(f)−A| 6 ε/2 pour D, D′ δ-�nesentraînent |SD′(f)− SD(f)| 6 ε. La réiproque est une onséquene de la omplétudede R, ou, de façon équivalente, de l'existene de bornes supérieures et inférieures pourles parties bornées de R. En e�et, supposons que pour tout entier n > 1 il existe unejauge δn telle que
|SD′(f) − SD(f)| 6 εn = 1/n lorsque D et D′ sont δn-�nes.Quitte à remplaer δn par min(δ1, δ2, . . . , δn) on peut supposer la suite δn déroissante.L'enadrement préédent montre que les quantités

Mℓ = sup
{
SD′(f) ; D′ δℓ-�ne}sont bornées et véri�ent |Mℓ − SD(f)| 6 1/n pour tout ℓ > n et toute subdivision D

δn-�ne. De plus la suite (Mℓ) est déroissante bornée, et si on pose A = inf{Mℓ}, ontrouve |A− SD(f)| 6 1/n pour toute subdivision D δn-�ne. Cei implique
lim

HK, D
SD(f) = A = inf

ℓ>0
Mℓ, don f HK-intégrable d'intégrale A.



58 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilOn dit qu'une subdivision pointée D̃ = (Q̃k, x̃k) est emboîtée dans une autre subdivisionpointée D = (Qj, xj) si tout pavé Qj de D se déompose omme une réunion
Qj =

⋃

Q̃k⊂Qj

Q̃kde pavés de D′ (f. Fig. 14).
Q̃k

P
Qjxj

Fig. 14. Subdivisions emboîtées D et D̃.Étant donné deux subdivisions pointées D′ = (Q′
j, x

′
j) et D′′ = (Q′′

k , x
′′
k) δ-�nes, onpeut produire une subdivision pointée D̃ = (Q̃ℓ, x̃ℓ) δ-�ne emboîtée à la fois dans D′et D′′ en onsidérant tous les pavés intersetions Q′

j ∩ Q′′
k d'intérieur non vide, et enprenant une subdivision pointée δ-�ne de haune de es intersetions. Si le ritère deCauhy est satisfait pour des subdivisions emboîtées, on a alors |SD′(f)−SD̃(f)| 6 ε et

|SD′′(f)−SD̃(f)| 6 ε, don |SD′′(f)−SD′(f)| 6 2ε pour D′ et D′′ δ-�nes quelonques.(1.7) Conséquene. Pour appliquer le ritère de Cauhy, il su�t de onsidérer despaires de subdivisions D, D′ emboîtées.On exploite ette observation à l'aide du lemme shématisé par la �gure i-dessous.

P x

f(x)

oscilQj
(f)

vol(Qj)

Qj xj

D

D′

Fig. 15. Éart entre sommes de Riemann emboîtées.



II.1. Intégration sur un pavé fermé borné 59(1.8) Lemme. Si D′ est emboitée dans D = (Qj, xj), on a la majoration
∣∣SD′(f) − SD(f)

∣∣ 6
∑

j

oscil
Qj

(f) vol(Qj)où oscil
Qj

(f) = sup
x,y∈Qj

|f(x)− f(y)| désigne l'osillation de f sur Qj.Démonstration. Chaque terme f(xj) vol(Qj) de SD(f) orrespond dans SD′(f) à unesommation∑Q′
k
⊂Qj

f(x′k) vol(Q′
k). Comme vol(Qj) =

∑
Q′

k
⊂Qj

vol(Q′
k), on a

∣∣∣f(xj) vol(Qj) −
∑

Q′
k
⊂Qj

f(x′k) vol(Q′
k)
∣∣∣ =

∣∣∣
∑

Q′
k
⊂Qj

(
f(xj) − f(x′k)

)
vol(Q′

k)
∣∣∣

6 oscil
Qj

(f)
∑

Q′
k
⊂Qj

vol(Q′
k) = oscil

Qj

(f) vol(Qj).L'inégalité du lemme s'obtient en sommant sur l'indie j.(1.9) Corollaire. Si f est HK-intégrable sur le pavé fermé borné P et si D = (Qj , xj)est une subdivision pointée de P , on a
∣∣∣
∫

P

f(x) dx− SD(f)
∣∣∣ 6

∑

j

oscil
Qj

(f) vol(Qj).Démonstration. Cei résulte du lemme 1.8 et du fait que ∫
P
f(x) dx = limHK, D′ SD′(f)en prenant la limite sur les subdivisions pointées D′ emboîtées dans D.(1.10) Théorème. Toute fontion ontinue f : P → R dé�nie sur un pavé ferméborné est intégrable au sens de Riemann (et don HK-intégrable) sur P .Démonstration. Pour tout x ∈ P , la ontinuité de f en x montre qu'il existe δ(x) > 0tel que pour tout pavé Q ontenant x de diamètre 6 δ(x) on ait |f(y) − f(x)| 6 ε,et don oscilQ(f) 6 2ε. Si D et D′ sont des subdivisions δ-�nes emboîtées, lelemme 1.8 implique |SD′(f) − SD(f)| 6 2ε

∑
vol(Qj) = 2ε vol(P ), e qui démontrel'intégrabilité au sens de Henstok-Kurzweil. En réalité, f est uniformément ontinueet on peut remplaer δ par une jauge onstante : si η est le minimum des arêtes despavés intervenant dans une subdivision δ-�ne quelonque D0 �xée, tout pavé Q dediamètre 6 η va renontrer l'un des pavés Q0

j de D0 et sera ontenu dans la réunion de
Q0
j ave les pavés Q0

k qui lui sont adjaents, de sorte que oscilQ(f) 6 4ε. Cei impliqueque |SD′(f)− SD(f)| 6 4ε vol(P ) pour tout ouple de subdivisions D et D′ emboîtées
η-�nes. L'intégrabilité au sens de Riemann s'ensuit.D'autre part, nous avons les résultats basiques suivants qui généralisent la formule deChasles.(1.11) Proposition. Soit f : P → R une fontion HK-intégrable (resp. Riemann-intégrable) sur un pavé fermé borné P . Alors la restrition f|Q de f à tout pavé fermé
Q ⊂ P est enore HK-intégrable (resp. Riemann-intégrable).



60 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. On utilise le ritère de Cauhy. Étant donné ε > 0, il existe unejauge δ sur P telle que |SD(f) − SD′(f)| 6 ε pour toutes subdivisions pointées δ-�nes
D et D′ de P . Soient maintenant ∆ et ∆′ deux subdivisions pointées de Q qui sont
δ|Q-�nes. Comme P rQ est une réunion �nie de pavés d'intérieurs disjoints, on peutompléter ∆ et ∆′ en des subdivisions pointées D et D′ de P qui sont δ-�nes (et onpeut naturellement prendre le même déoupage et les mêmes points xj sur P rQ). Onobtient alors

|S∆(f) − S∆′(f)| = |SD(f) − SD′(f)| 6 ε.La proposition est démontrée. Pour l'intégrabilité au sens de Riemann la preuve esttout à fait analogue.(1.12) Proposition (relation de Chasles). Étant donné un déoupage P =
⋃
Pid'un pavé fermé borné P en pavés fermés Pi d'intérieurs disjoints, une fontion

f : P → R est HK-intégrable sur P si et seulement si elle est intégrable sur haquepavé Pi, et on a alors
∫

P

f(x) dx =
∑

i

∫

Pi

f(x) dx.Démonstration. Pour simpli�er l'exposé, on va proéder d'une façon un peu plus� brutale � que e que nous avions fait en dimension 1 (bien qu'une méthode analoguereste possible). Choisissons des fontions jauges ε-adaptées δi sur haque pavé Pi. Ononsidère une jauge δ sur P =
⋃
Pi telle que δ 6 δi sur Pi, en imposant la onditionsupplémentaire suivante : soit ∂Pi le bord de Pi (réunion de haune des faes pourlesquelles l'une des oordonnées xk est onstante) ; pour tout x ∈ P , on demande que

δ satisfasse
δ(x) 6 min

i, ∂Pi 6∋x
d(x, ∂Pi).De ette manière, si x ∈ P et si Q ⊂ P est un pavé ontenant x de diamètre

diam(Q) 6 δ(x), ou bien x est dans l'intérieur P ◦
i d'un des pavés, auquel as

δ(x) 6 d(x, ∂Pi) et don Q ⊂ Pi, ou bien x appartient à ertains bords ∂Pi1 , . . . , ∂PiN .Dans e as x n'appartient à auun autre pavé Pi, et les inégalités diam(Q) 6 δ(x) 6
d(x, ∂Pi) impliquent Q ⊂ ∁P ◦

i . Il en résulte que Q ⊂ Pi1 ∪ . . . ∪ PiN et don danstous les as Q =
⋃
i, Pi∋x Pi ∩Q ; on peut évidemment limiter ette union aux indies

i tels que l'intérieur (Pi ∩ Q)◦ soit non vide. Soit alors D = (Qj, xj) une subdivision
δ-�ne. D'après e qui préède, la famille Di = {(Pi ∩ Qj , xj)}j, xj∈Pi, (Pi∩Qj)◦ 6=∅ on-stitue une subdivision pointée δi-�ne de Pi. L'intérêt est qu'il n'est pas néessaire dehanger les points de marquage xj , pare que eux-i appartiennent néessairementaux faes ∂Pi lorsque les pavés Qj se déoupent suivant plusieurs pavés Pi. On a don
SD(f) =

∑
i SDi

(f) ave |SDi
(f) −

∫
Pi
f(x) dx| 6 ε et la proposition 1.12 s'ensuit parpassage à la limite.(1.13) Remarque. On peut étendre sans di�ulté la dé�nition de l'intégrale∫

P
f(x) dx au as où P est réunion �nie de pavés fermés bornés. On se ramène aussit�tau as des pavés grâe à la relation de Chasles.Nous terminons e paragraphe par la preuve d'une version élémentaire du théorème deFubini.



II.1. Intégration sur un pavé fermé borné 61(1.14) Thorème de Fubini (version élémentaire). Soit f : [a1, b1] × [a2, b2] → Rune fontion ontinue. Alors
(1.14 a)

∫

[a1,b1]×[a2,b2]

f(x, y) dx dy =

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

f(x, y) dy
)
dx.Commentaires. Cet énoné mérite quelques ommentaires préalables. L'intégrale degauhe ∫

[a1,b1]×[a2,b2]
f(x, y) dx dy est elle introduite par la dé�nition 1.5. Le alul del'intégrale de droite ∫ b1
a1

( ∫ b2
a2
f(x, y) dy

)
dx se déompose omme suit : on ommenepar évaluer

F (x) =

∫ b2

a2

f(x, y) dypour tout x ∈ [a1, b1], e qui, d'après le théorème 6.6 produit une fontion ontinue
F : [a1, b1] → R. On alule ensuite l'intégrale ordinaire ∫ b1

a1
F (x) dx. Le théorème deFubini stipule que les deux résultats oïnident. Puisqu'on peut éhanger le r�le desoordonnées x et y, on aura aussi omme onséquene que

(1.14 b)

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

f(x, y) dy
)
dx =

∫ b2

a2

(∫ b1

a1

f(x, y) dx
)
dy.Démonstration. Fixons ε > 0. Par ontinuité uniforme, il existe alors δ > 0, 'est-à-direune jauge onstante, telle que oscilQ(f) = supξ,ξ′∈Q |f(ξ) − f(ξ′)| 6 ε sur tout pavé

Q ⊂ P = [a1, b1] × [a2, b2] de diamètre diam(Q) 6 δ. Soit D une subdivision produit
δ-�ne obtenue en déoupant [a1, b1] et [a2, b2] en N1 (resp.N2) sous-intervalles [xj , xj+1](resp. [yk, yk+1]) de longueur 6 δ. On note ℓ = (j, k), 0 6 j < N1, 0 6 k < N2 et

Qℓ = [xj , xj+1] × [yk, yk+1], ξℓ = (xj, yk) ∈ Qℓ.Ave es notations, nous avons
SD(f) =

∑

ℓ=(j,k)

f(ξℓ) vol(Qℓ) =
∑

j,k

f(xj, yk)(xj+1 − xj)(yk+1 − yk)et le orollaire 1.9 donne
(1.14 c)

∣∣∣∣
∫

[a1,b1]×[a2,b2]

f(x, y) dx dy− SD(f)

∣∣∣∣ 6 ε vol(P ).On a d'autre part
∣∣F (x′) − F (x)

∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b2

a2

(
f(x′, y)− f(x, y

)
dx dy

∣∣∣∣ 6 ε(b2 − a2) = ε2pour tous x, x′ ∈ [xj, xj+1], et le orollaire 1.9 appliqué à F : [a1, b1] → R entraîne
(1.14 d)

∣∣∣∣
∫ b1

a1

F (x) dx−
∑

j

F (xj)(xj+1 − xj)

∣∣∣∣ 6 ε2(b1 − a1) = ε(b1 − a1)(b2 − a2).



62 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilEn�n, le même raisonnement appliqué à la fontion d'une variable y 7→ f(xj, y)relativement à la subdivision pointée ([yk, yk+1], yk) de [a2, b2] implique
∣∣∣F (xj) −

∑

k

f(xj, yk)(yk+1 − yk)
∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ b2

a2

f(xj, y) dy−
∑

k

f(xj , yk)(yk+1 − yk)

∣∣∣∣ 6 ε(b2 − a2),pour tout indie j, don en multipliant par (xj+1 − xj) et en sommant on trouve
(1.14 e)

∣∣∣
∑

j

F (xj)(xj+1 − xj) − SD(f)
∣∣∣ 6 ε(b1 − a1)(b2 − a2).En ombinant (1.14 d,e) on trouve

(1.14 f)

∣∣∣∣
∫ b1

a1

F (x) dx− SD(f)

∣∣∣∣ 6 2ε(b1 − a1)(b2 − a2).D'après (1.14 ,f) il vient par di�érene
∣∣∣∣
∫

[a1,b1]×[a2,b2]

f(x, y) dx dy−
∫ b1

a1

F (x) dx

∣∣∣∣ 6 3ε vol(P ),e qui onlut la démonstration puisque ε est arbitraire.Il est faile de généraliser le théorème de Fubini aux as des fontions ontinues sur unpavé P =
∏

[aj , bj] ⊂ Rn en toute dimension. On démontre ainsi que
(1.15)

∫

P

f(x) dx =

∫

[a1,b1]×...[an−1,bn−1]

(∫ bn

an

f(x1, . . . , xn) dxn

)
dx1 . . . dxn−1et on en déduit par réurrene sur n qu'une intégration dans Rn onsiste en un alulitéré d'intégrations à une seule variable :

(1.16)

∫

P

f(x) dx =

∫ b1

a1

(
. . .

∫ bn−1

an−1

( ∫ bn

an

f(x1, . . . , xn) dxn

)
dxn−1 . . .

)
dx1.L'ordre des intégrations est indi�érent puisque la dé�nition de l'intégrale que nousavons donnée est invariante par permutation des oordonnées de Rn.



II.2. Intégration sur un domaine ouvert et formule du jaobien en plusieurs variables 632. Intégration sur un domaine ouvert et formule du jaobienen plusieurs variablesSoit Ω une partie ouverte de Rn. On se propose d'étudier l'intégration des fontionsontinues f : Ω → R et, dans e adre, d'établir la formule de hangement de variable.L'hypothèse de ontinuité de la fontion f pourra en fait être levée ultérieurement sanstrop de di�ultés, par des arguments de passage à limite.Pour aluler une intégrale sur Ω, on onsidère des domaines Kp qui sont des réunions�nies de pavés fermés d'intérieurs disjoints, de sorte que
(2.1) K0 ⊂ K1 . . . ⊂ Kp ⊂ . . . ⊂ Ω, Kp ⊂ K◦

p+1 et Ω =
⋃
Kp.Une telle suite sera appelée un pavage exhaustif de Ω. Une manière simple d'obtenirun pavage exhaustif onsiste à onstruire Kp par réurrene en prenant les ubesonstituant Kp r K◦

p−1 dans le � quadrillage � assoié à un ertain réseau 2−spZn de�té 2−sp , pour une suite d'entiers sp stritement roissante adéquate (on ajoute àKp−1les ubes 2−sp([0, 1]n + u), u ∈ Zn ∩ [−4sp , 4sp[ n, qui sont ontenus dans Ω rK◦
p−1).

Ω

K0

KpFig. 16. Pavage exhaustif d'un ouvert Ω de Rn.On herhe alors à dé�nir
(2.2)

∫

Ω

f(x) dx = lim
p→+∞

∫

Kp

f(x) dxen supposant qu'il y a onvergene absolue, 'est-à-dire que la suite roissante d'inté-grales Ip =
∫
Kp

|f(x)| dx reste bornée. Comme le domaine Kp est une réunion �nie depavés d'intérieurs disjoints, l'intégrale surKp est dé�nie omme la somme des intégralessur es pavés (et ette somme est bien indépendante du déoupage hoisi d'après laproposition 1.12). Dans e as le ritère de Cauhy montre que pour tout ε > 0 il existeun entier p0 tel que pour q > p > p0 on ait 0 6 Iq − Ip 6 ε, don
(2.3)

∣∣∣
∫

Kq

f(x) dx−
∫

Kp

f(x) dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

KqrK◦
p

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

KqrK◦
p

|f(x)| dx 6 ε



64 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(le domaine Kq r K◦
p étant lui aussi réunion �nie de pavés d'intérieurs disjoints). Si

K ′
p est un autre pavage exhaustif, il existe des indies q(p) et q′(p) tels que K ′

p ⊂ Kq(p)et Kp ⊂ K ′
q′(p), don Kp r (Kp ∩K ′

p) 6 K ′
q′(p) rK ′

p et K ′
p r (Kp ∩K ′

p) 6 Kq(p) rKp,e qui montre que la limite
lim

p→+∞

∫

Kp

f(x) dx = lim
p→+∞

∫

Kp∩K′
p

f(x) dx = lim
p→+∞

∫

K′
p

f(x) dxne dépend pas du pavage exhaustif hoisi.Dans e qui suit, nous aurons besoin d'une autre forme de � déoupage �, à savoir lapossibilité d'érire f , sur tout ompat Kp, omme une somme �nie f =
∑
fj où les fjsont ontinues et à support ompat dans des ubes aussi petits que l'on veut, ontenusdans Ω. Pour ela, on érit par exemple que sur R on a 1 =

∑
j∈Z θ(x− j) où θ est lafontion sinusoïdale tronquée dé�nie par

(2.4 a) θ(x) =

{
cos2(π2x) si x ∈ [−1, 1],
0 si x ∈ R r [−1, 1].On a en e�et θ(x− 1) = sin2(π

2
x) si x ∈ [0, 2], et don θ(x) + θ(x− 1) = 1 sur [0, 1].

x

y

θ(x) θ(x− 1)θ(x+ 1)

−2 −1 −1
2

0 1
2

1 2Fig. 17. Déoupage par des fontions ontinues à support ompat.En n variables on érit que ∏16k6n

(∑
jk∈Z θ(xk − jk)

)
= 1. Après une homothétiede rapport assez petit 2−tp , ei donne l'analogue en dimension n, à savoir que pour

j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn et x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn on a
(2.4 b)

∑

j∈Zn

θj,p(x) = 1 ave θj,p(x) =
∏

16k6n

θ(2tpxk − jk).Il est faile de voir que θj,p est à support dans le ube fermé Cj,p de entre 2−tpj etde �té 21−tp . Alors f =
∑
j∈Zn fθj,p et fθj,p est à support dans Cj,p. Si on restreintla somme à l'ensemble Jp des indies j orrespondant aux ubes Cj,p ontenus dans

Ω ∩ [−2tp , 2tp ]n, alors on obtient une fontion ontinue à support ompat fχp, ave
χp =

∑
j∈Jp

θj,p, 0 6 χp 6 1, χp égale à 1 sur Kp pour tp ∈ N assez grand. Dans esonditions, nous avons
(2.5)

∫

Ω

f(x) dx = lim
p→+∞

∫

Ω

f(x)χp(x) dx = lim
p→+∞

∑

j∈Jp

∫

Cj,p

f(x)θj,p(x) dx.



II.2. Intégration sur un domaine ouvert et formule du jaobien en plusieurs variables 65(2.6) Formule du hangement de variable dans Rn. Soit ϕ : Ω → Ω′ une bijetionde lasse C1 entre deux ouverts de Rn, telle que le � déterminant jaobien �
Jacϕ(x) = det

(
∂ϕi
∂xj

)

16i,j6nsoit partout non nul. Alors pour toute fontion ontinue f : ϕ(Ω) = Ω′ → R d'intégraleabsolument onvergente sur ϕ(Ω) on a
∫

ϕ(Ω)

f(y) dy =

∫

Ω

f(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dxet l'intégrale du membre de droite est absolument onvergente sur Ω.Dans la pratique on pose y = ϕ(x), et on érit que les éléments de volume setransforment par la formule dy = | Jacϕ(x)| dx.Démonstration. En dimension 1 et dans le as d'un intervalle Ω = ]a, b[ ⊂ R, la for-mule se réduit à elle obtenue en (4.5) ave | Jacϕ(x)| = |ϕ′(x)| ; la valeur absolueprovient de e qu'on ne tient pas ompte de l'ordre des bornes pour l'intervalle image
ϕ(]a, b[). Pour obtenir le as général en dimension quelonque, l'idée est la suivante :tout hangement de variable peut s'obtenir omme une omposition de hangementsde variables dans lesquels on hange une seule oordonnée à la fois, et dans e as,la preuve se ramène au as élémentaire d'une seule variable à l'aide du théorème deFubini(14). Pour ela, on proède en plusieurs étapes.Première étape. On onsidère le as partiulier d'un hangement de variable

x = (x1, . . . , xn)
ϕ7−→ y = (u(x1, . . . , xn), x2, . . . , xn)portant uniquement sur la première oordonnée, ave x dans un pavé P =

∏
[ai, bi]et x1 7→ u(x1, . . . , xn) stritement monotone sur [a1, b1]. On érit pour simpli�er

x = (x1, x
′) ave x′ = (x2, . . . , xn), don y = ϕ(x) = (u(x), x′). On suppose en outreque la fontion f à intégrer est à support ompat dans l'image ϕ(P ◦) du pavé ouvert P ◦,de sorte que f ◦ϕ est nulle au voisinage du bord ∂P et sur le omplémentaire ∁P . Nousavons

ϕ(P ) ⊂ Q ave Q = [m,M ] × P ′, m = minP u, M = maxP u, P ′ =
∏
i>2[ai, bi].

(14) Bien entendu, il pourra éventuellement être judiieux, dans un premier temps, de ne donner la preuvequ'en dimension 2, e qui permet de simpli�er les notations. Curieusement, le fait que l'on puisseramener la preuve de la formule du jaobien à la dimension 1 par des manipulations purementalgébriques semble ne pas être � passé dans les moeurs �, de sorte que les livres traitant de l'intégrationdéveloppent souvent des démonstrations analytiques nettement plus élaborées. Celles-i onsistenten général à faire des approximations linéaires uniformes modulo des versions e�etives adéquatesdu théorème d'inversion loale, en énonçant d'abord la formule du déterminant pour le as d'unhangement linéaire. Cei apparaîtra en fait plut�t omme une onséquene du résultat général dansla présente approhe, qui ontient le as linéaire omme as très partiulier (f. remarque 2.6).



66 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilIl revient au même d'intégrer f sur l'ouvert image ϕ(P ◦) ou sur le pavé Q, puisque fest nulle par hypothèse sur Qr ϕ(P ◦). On obtient par onséquent
∫

ϕ(P ◦)

f(y) dy =

∫

Q

f(y) dy =

∫

P ′

(∫ M

m

f(y1, y
′) dy1

)
dy′

=

∫

P ′

(∫ M

m

f(y1, x
′) dy1

)
dx′(2.6 a)à l'aide du théorème de Fubini et du hangement de variable trivial y′ = x′. E�etuonsdans l'intégrale en dy1 le hangement x1 7→ y1 = u(x) = u(x1, x

′). Comme la fontion
y1 7→ f(y1, x

′) est nulle en dehors de l'intervalle image [u(a1, x
′), u(b1, x′)], il vient parle théorème de hangement de variable en dimension 1

∫ M

m

f(y1, x
′) dy1 = ε

∫ u(b1,x
′)

u(a1,x′)

f(y1, x
′) dy1 = ε

∫ b1

a1

f(u(x), x′)
∂u

∂x1
(x) dx1

=

∫ b1

a1

f(u(x), x′)

∣∣∣∣
∂u

∂x1
(x)

∣∣∣∣ dx1,ave ε = +1 si u est roissante en x1 et ε = −1 si u est déroissante en x1. On a don
∫

P ′

(∫ M

m

f(y1, x
′) dy1

)
dx′ =

∫

P ′

(∫ b1

a1

f(u(x), x′)

∣∣∣∣
∂u

∂x1
(x)

∣∣∣∣ dx1

)
dx′

=

∫

P

f(u(x), x′)

∣∣∣∣
∂u

∂x1
(x)

∣∣∣∣ dx(2.6 b)en appliquant de nouveau le théorème de Fubini. Compte tenu du fait évident que
ϕ : x 7→ (u(x), x2, . . . , xn) a pour jaobien Jacϕ = ∂u/∂x1, la ombinaison de (2.6 a)et (2.6 b) donne bien l'égalité attendue

∫

ϕ(P ◦)

f(y) dy =

∫

P

f(u(x), x′)

∣∣∣∣
∂u

∂x1
(x)

∣∣∣∣ dx =

∫

P ◦

f(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dx.Deuxième étape. On suppose ii que le hangement de variable x 7→ y = ϕ(x) est de laforme
(2.6 c) x = (x1, . . . , xn)

ϕ7−→ y = (ϕ1(x), . . . , ϕr(x), xr+1, . . . , xn)pour un ertain r > 1 ('est-à-dire que ϕi(x) = xi pour i > r + 1 ; bien entendu, pour
r = n, il s'agit d'un hangement de variable omplètement général). On montre danse as par réurrene sur r que ϕ est, loalement au voisinage de tout point a ∈ Ω, de laforme ϕ = σ ◦ ψ1 ◦ . . . ◦ ψr où σ est une permutation des oordonnées (x1, . . . , xn) quipermute (x1, . . . , xr) et laisse invariantes (xr+1, . . . , xn), et où ψi est un hangementde variable loal agissant sur la seule variable xi :
(2.6 d) x = (x1, . . . , xn)

ψi7−→ y = (x1, . . . , xi−1, ui(x), xi+1, . . . , xn).



II.2. Intégration sur un domaine ouvert et formule du jaobien en plusieurs variables 67(ei revient à dire qu'un hangement de variable tel que (2.6 ) s'obtient en hangeantles oordonnées x1, . . . , xr une par une, suessivement). Si r = 1, le résultat estévident ave σ = Id, u1 = ϕ1, ϕ = ψ1 = σ ◦ ψ1. Supposons maintenant r > 2 et soit
a ∈ Ω. Comme

Jacϕ(a) = det

(
∂ϕi
∂xj

(a)

)

16i,j6r

6= 0,on voit que l'une des dérivées ∂ϕi/∂xr(a) est non nulle. Quitte à remplaer ϕ par
ϕθ = θ ◦ ϕ ave une permutation θ adéquate des oordonnées (y1, . . . yr), on peutsupposer que ∂ϕθr/∂xr(a) 6= 0. On onsidère alors le hangement de variable ψrdé�ni par (2.6 d) ave ur(x) = ϕθr(x). Comme le jaobien de ψr en a est égal à
∂ϕθr/∂xr(a) 6= 0, le théorème d'inversion loale montre que ψr est bien un hangementde variable inversible au voisinage de a. De plus, ϕ̃ = ϕθ ◦ ψ−1

r est de la forme(2.6 ) à l'ordre r − 1 au voisinage de b = ψr(a), puisque si y = ψr(x) alors
z = ϕ̃(y) = ϕθ(ψ−1

r (y)) = ϕθ(x) est tel que zi = xi = yi pour i > r + 1 tandisque zr = ϕθr(x) = yr. On peut don érire par hypothèse de réurrene
ϕ̃ = σ̃ ◦ ψ̃1 ◦ . . . ◦ ψ̃r−1au voisinage de b, e qui entraîne que

ϕ = θ−1 ◦ ϕθ = θ−1 ◦ ϕ̃ ◦ ψr = (θ−1 ◦ σ̃) ◦ ψ̃1 ◦ . . . ◦ ψ̃r−1 ◦ ψrest de la forme voulue au voisinage de a.Troisième étape. On montre ii que si la formule est vraie pour les hangements devariables ϕ et ψ, alors elle est enore vraie pour le hangement de variable omposé
ψ ◦ ϕ : x 7→ y = ϕ(x) 7→ z = ψ(y),haque fois que ϕ : Ω → Ω′ et ψ : Ω′ → Ω′′ sont des bijetions de lasse C1 ayant desjaobiens non nuls. Sous ette hypothèse ψ ◦ ϕ : Ω → Ω′′ a les mêmes propriétés, etomme (ψ ◦ ϕ)′ = (ψ′ ◦ ϕ) · ϕ′, on a Jac(ψ ◦ ϕ) = ((Jacψ) ◦ ϕ) × Jacϕ. En posant

g(y) = f(ψ(y)) | Jacψ(y)|, on trouve suessivement
∫

ψ(ϕ(Ω))

f(z) dz =

∫

ϕ(Ω)

g(y) dy =

∫

Ω

g(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dx,et on a bien
g(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| = f(ψ(ϕ(x))) | Jacψ(ϕ(x))| | Jacϕ(x)| = f(ψ ◦ ϕ(x)) | Jacψ ◦ ϕ(x)|.Quatrième étape. On démontre ii la version loale de la formule, à savoir sa validité,pour tout point y0 de Ω, lorsque f est à support ompat dans un voisinage V assezpetit de y0. Dans e as f ◦ ϕ est à support ompat dans U = ϕ−1(V ) qui estun voisinage de x0 = ϕ−1(y0). Lorsque U et V sont assez petits, on sait d'après ladeuxième étape qu'on peut érire ϕ sur U omme la omposée ϕ = σ ◦ ψ1 ◦ . . . ◦ ψnd'une permutation σ de oordonnées et de hangements ψi portant sur une seule desvariables. Puisque la formule de hangement de variable est vraie trivialement pour
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σ et pour haque ψi (étape 1), elle est vraie pour ϕ d'après la troisième étape. Pourjusti�er ela de façon préise, on s'arrange pour trouver suessivement des pavés P0,
P1, . . ., Pn assez petits pour que ψi soit dé�nie sur Pi, ave ψi(Pi) ⊂ Pi−1 pour tout i,et on prend U = P ◦

n , V = ϕ(U).Cinquième étape. La formule est vraie en toute généralité, lorsque f est ontinuesur Ω′ et d'intégrale absolument onvergente. Pour ela, on utilise un déoupage de Ω′en ubes assez petits, et la formule (2.5) qui donne
∫

Ω′

f(y) dy = lim
p→+∞

∑

j∈Jp

∫

Cj,p

fj,p(y) dyave fj,p = fθj,p ontinue à support ompat dans Cj,p. Lorsque le déoupage est assez�n, la quatrième étape donne
∫

Cj,p

fj,p(y) dy =

∫

Ω′

fj,p(y) dy =

∫

Ω

fj,p(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dxAve les notations de (2.5) et après sommation sur j il vient ∑j∈Jp
fj,p = fχp, d'où

∫

Ω′

f(y)χp(y) dy =

∫

Ω

f(ϕ(x))χp(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dx.Comme les intégrales sont absolument onvergentes et que f = limp→+∞ fχp ave
0 6 χp 6 1 et χp = 1 sur Kp, nous obtenons après passage à la limite la formule dehangement de variable herhée (2.6).(2.7) Remarque. Un as très partiulier de la formule de hangement de variable estelui où la transformation ϕ : x 7→ Ax est linéaire, dé�nie par une matrie inversible A.Dans e as, la formule de hangement de variable s'érit y = Ax, dy = | detA| dx eton trouve don
(2.7 a)

∫

A(Ω)

f(y) dy =

∫

Ω

f(Ax) | detA| dx.La preuve est bien entendu un as partiulier de e qui préède, mais elle peut aussis'obtenir de manière direte omme i-dessus en observant que A est un produit dematries élémentaires de la forme
Di(λ) =




1 0 . . . 0
0 λ . . . 0... ...
0 0 . . . 1


 , Aij(µ) =




1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . µ . . . 0... ...
0 0 . . . 0 . . . 1


 .En e�et, elles-i fournissent des hangements de variables qui ne modi�ent qu'uneseule des oordonnées à la fois :

Di(λ) : xi 7→ x′i = λxi, Aij(µ) : xi 7→ x′i = xi + µxj .



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 69En appliquant la formule (2.7 a) à la fontion onstante f(x) = 1, on obtient la formuleusuelle de transformation du volume
(2.7 b) vol(A(Ω)) = | detA| vol(Ω).Dans le as enore plus partiulier où Ω est le ube unité, on voit que le volume duparallélogramme Πa1,...,an

= {∑xiai, 0 6 xi 6 1} engendré par les veteurs olonnes
(a1, . . . , an) de la matrie A est donné par
(2.7 c) vol(Πa1,...,an

) =
∣∣ det(a1, . . . , an)

∣∣.La formule 2.7 () peut s'obtenir de manière élémentaire omme suit : d'une partles matries Di(λ) dilatent les volumes dans le fateur |λ| = | det(Di(λ))|, d'autrepart les � transvetions � Aij(µ) (qui sont de déterminant 1 et qui envoient les pavésretangulaires sur des parallélépipèdes) ne modi�ent pas les volumes. Cei peut se voirdiretement à partir de la dé�nition de l'intégrale et de l'invariane du volume partranslation, en observant le shéma usuel bien onnu depuis l'enseignement primaire :
Ω ϕ(Ω)

ϕ = Aij(µ)

(
x1

x2

)
7→
(
x1 + µx2

x2

)

Fig. 18. Invariane de l'aire et du volume par translation.(Le shéma �guré ii orrespond au hoix i = 1, j = 2, µ = −1/2). (15)3. Intégration des formes di�érentielles et formule de StokesL'objet de e paragraphe est d'introduire la théorie de l'intégration sur les ourbes,surfaes ou plus généralement sur les sous-variétés quelonques traées dans Rn. L'outilfondamental est la notion de forme di�érentielle et le alul di�érentiel � extérieur � quilui est assoié. Plut�t que de viser à la généralité la plus grande possible, nous essaieronsd'introduire les notions fondamentales de manière onise, en nous onentrant sur lesméthodes de alul et les prinipales formules.
(15) Une fois qu'on en est arrivé à e point, 'est-à-dire en supposant aquise la formule (2.7 ) par unevoie direte, voii l'autre approhe possible de la preuve du théorème de hangement de variable 2.6(peut-être plus lassique que elle que nous avons suivie) : elle onsiste à utiliser une approximationdu hangement de variable ϕ par son appliation linéaire tangente, ombinée à des estimations dela distorsion non linéaire relativement à des déoupages en pavés su�samment �ns. Au total, ladémonstration n'est pas néessairement plus simple que elle � purement algébrique � que nous avonsadoptée, puisque des estimations analytiques sont néessaires.



70 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilÉtant donné une fontion f de lasse Ck sur un ouvert Ω de R (k > 1), on lui assoiesa di�érentielle df =
∑

16j6n
∂f
∂xj

dxj , qui est une appliation
(3.1) df : Ω × Rn → R, (x ; h) 7→ df(x ; h) =

∑

16j6n

∂f

∂xj
hj ,de lasse Ck−1 par rapport à la variable x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω et linéaire par rapportà h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. En partiulier la fontion oordonnée f(x) = xj a bienomme di�érentielle la forme linéaire dxj(h) = hj (indépendante du point x ∈ Rn, et

(dx1, . . . , dxn) onstitue une base de l'espae L(Rn,R) des formes linéaires sur Rn. Demanière générale, on introduit la notion de forme di�érentielle de degré 1 omme suit.(3.2) Dé�nition. On appelle forme di�érentielle de degré 1 et de lasse Ck sur l'ouvert
Ω ⊂ Rn toute appliation

α : Ω × Rn → R, (x ; h) 7→ α(x ; h)de lasse Ck en x et linéaire par rapport à la variable h. Une telle appliation peutdon s'érire sous la forme
α(x ; h) =

∑

16j6n

αj(x) hj ou enore α =
∑

16j6n

αj(x) dxj,ave des oe�ients αj(x) qui sont des fontions de lasse Ck.En dimension 1, une forme di�érentielle s'érit α = f(x) dx, et on lui assoie sonintégrale sur un intervalle [a, b] ⊂ R en posant simplement ∫
[a,b]

α =
∫ b
a
f(x) dx.L'élément di�érentiel de longueur est donné quant à lui par

dℓ(h) = ‖h‖ =

√ ∑

16i6n

h2
i =

√ ∑

16i6n

dxi(h)2, soit dℓ =

√ ∑

16i6n

dx2
i .Il ne s'agit pas d'une forme di�érentielle puisque dℓ(λh) = |λ| dℓ(h) pour tout salaire

λ ∈ R et qu'on n'a don pas linéarité en h.(3.3) Intégrales urvilignes. Si α =
∑

16j6n αj(x) dxj est une forme di�érentielleontinue sur un ouvert Ω ⊂ Rn, et
g : [a, b] → Ω, t 7→ x = g(t) = (g1(t), . . . , gn(t))un hemin de lasse C1 (ou C1 par moreaux) traé dans Ω, on peut onsidérerl'expression di�érentielle g∗α obtenue par la substitution xj = gj(t) dans α(x), à savoir

g∗α =
∑

16j6n

αj(g(t)) g
′
j(t) dt.



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 71Si [g]+ désigne le hemin g orienté dans le sens des paramètres roissants (ave a < b),on dé�nit l'intégrale urviligne de α sur [g]+ par
(3.3 a)

∫

[g]+
α =

∫ b

a

g∗α =

∫ b

a

∑

16j6n

αj(g(t)) g
′
j(t) dtet la longueur du hemin g par

(3.3 b) longueur(g) =

∫

[g]+
dℓ =

∫ b

a

√ ∑

16j6n

g′j(t)
2 dt.Il résulte de la formule de hangement de variable (3.5) que es intégrales ne dépen-dent pas de la paramétrisation, 'est - à - dire qu'elles sont inhangées si on remplae

g : [a, b] → Ω par g ◦ ϕ : [a′, b′] → Ω où ϕ : [a′, b′] → [a, b] est un C1-di�éomorphisme(on doit supposer en outre ϕ stritement roissant dans le as de (3.3 a), si on ne veutpas avoir à modi�er l'ordre roissant des bornes). Un as partiulier important estelui où la forme α est la di�érentielle α = df d'une fontion f de lasse C1 dans Ω.Dans e as αj = ∂f/∂xj et
g∗(df) =

∑

16j6n

∂f

∂xj
(g(t)) g′j(t) dt = (f ◦ g)′(t) dt,d'où la formule fondamentale

(3.3 c) si g : [a, b] → Ω,

∫

[g]+
df =

∫ b

a

g∗(df) = f(g(b))− f(g(a)),et en partiulier ∫
[g]+

df = 0 si le hemin est fermé (i.e. g(a) = g(b)).(3.4) Éléments di�érentiels de dimension supérieure à 1 (aires, volumes, ...)Comme le montre la formule (2.7 b), le déterminant, et aussi la valeur absolue dudéterminant, jouent un r�le important en dimension quelonque. En partiulier,si u1, . . . , up ∈ L(Rn,R) sont des formes linéaires, on introduit l'appliation notée
u1 ∧ . . . ∧ up : (Rn)p → R, appelée produit extérieur de u1, . . . , up, telle que
(3.4 a) u1 ∧ . . . ∧ up(h1, . . . , hp) = det

(
ui(hj)

)
16i,j6p

.C'est une forme p-linéaire alternée, 'est-à-dire linéaire en haque hj , 1 6 j 6 p,et telle que u1 ∧ . . . ∧ up(hσ(1), . . . , hσ(p)) = sign(σ)u1 ∧ . . . ∧ up(h1, . . . , hp), pourtoute permutation σ ∈ Sp. Il est lair que u1 ∧ . . . ∧ up = 0 si deux des formes uioïnident, ou plus généralement si les formes ui sont linéairement dépendantes. On a



72 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilde plus uσ(1) ∧ . . . ∧ uσ(p) = sign(σ) u1 ∧ . . . ∧ up pour tout σ ∈ Sp. En partiulier si
I = (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p est un �multi-indie �, on onsidère le produit extérieur
(3.4 b)

dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxip , i.e.
dxI(h1, . . . , hp) = det(dxik(hℓ))k,ℓ = det(hik,ℓ)k,ℓ

où hℓ =



h1,ℓ...
hn,ℓ


 ,pour tous h1, . . . , hp ∈ Rn. On a dxI 6= 0 si et seulement si les indies ik sont 2 à 2distints. Dans le as d'une paire I = (i, j) on trouve par exemple

(3.4 c) dxi ∧ dxj(h1, h2) = hi,1hj,2 − hi,2hj,1.D'après la formule (2.7 ), la valeur absolue ∣∣dxi1∧. . .∧dxip(h1, . . . , hp)
∣∣ représente l'aire

p-dimensionnelle du parallélogramme de Rp onstruit sur les projetions des veteurs
h1, . . . , hp ∈ Rn dans l'espae des oordonnées (xi1 , . . . , xip) ∈ Rp. Si α est une forme
p-linéaire alternée et (e1, . . . , en) la base anonique de Rn, on pose
(3.4 d) αI = α(i1,...,ip) = α(ei1 , . . . , eip) pour I = (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p,e qui permet d'érire

α(h1, . . . , hp) = α
( n∑

i1=1

hi1,1ei1 , . . . ,
n∑

ip=1

hip,peip

)
=

∑

I∈{1,...,n}p

αIhi1,1 . . . hip,p.Comme αI = 0 si deux des indies ik oïnident et α(iσ(1),...,iσ(p)) = sign(σ)α(i1,...,ip)pour tout σ ∈ Sp, on peut regrouper la sommation en fontion des muti-indiesroissants i1 < . . . < ip de {1, . . . , n}n, dont on note Cp(n) l'ensemble. On trouvealors
α(h1, . . . , hp) =

∑

I∈Cp(n)

αI
∑

σ∈Sn

sign(σ)hiσ(1),1 . . . hiσ(p),p =
∑

I∈Cp(n)

αI dxI(h1, . . . , hp).On voit ainsi que α =
∑
I∈Cp(n) αI dxI et que la famille (dxI)I∈Cp(n) onstitue unebase des formes p-linéaires alternées sur Rn.(3.5) Dé�nition. Soit Ω un ouvert de Rn. On appelle p-forme di�érentielle (ou formedi�érentielle de degré p) et de lasse Ck sur l'ouvert Ω toute appliation

α : Ω × (Rn)p → R, (x ; h1, . . . , hp) 7→ α(x ; h1, . . . , hp)de lasse Ck telle que (h1, . . . , hp) 7→ α(x ; h1, . . . , hp) soit une forme p-linéaire alternéepour tout x ∈ Ω. On peut don l'érire en oordonnées
α =

∑

I∈Cp(n)

αI(x) dxI ,ave des oe�ients αI(x) qui sont des appliations de lasse Ck sur Ω, la somme étantprise sur l'ensemble Cp(n) des multi-indies roissants I = (i1<...<ip) de {1, . . . , n}n.



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 73Nous allons avoir besoin d'une notion légèrement di�érente (et d'une ertaine façon plusgénérale). Cherhons en e�et l'expression algébrique de l'aire eulidienne p-dimen-sionnelle du parallélogramme porté par des veteurs h1, . . . , hp ∈ Rn linéairementindépendants. On sait d'après la formule (2.7 ) que ette aire est la valeur absolue dudéterminant | det(a1,...,ap)(h1, . . . , hp)| alulé dans une base orthonormée (a1, . . . ap) dusous-espae vetoriel V engendré par h1, . . . , hp, e déterminant étant bien indépendantau signe près du hoix de la base orthonormée. C'est don la valeur absolue dudéterminant det(Λ) où Λ = (λij) est la matrie p × p des oe�ients tels que
hj =

∑
i λijai. Si H et A sont les matries n×p formées respetivement par les veteursolonnes (h1, . . . , hp), (a1, . . . , ap), nous avons H = AΛ et don le � déterminant deGram� des veteurs hi vaut

det(hi · hj) = det(tHH) = det(tΛtAAΛ) = det(tΛΛ) = det(Λ)2puisque tAA = (ai · aj) est la matrie unité. L'aire herhée est don (det(hi · hj))1/2,expression qui a le mérite de ne plus dépendre du hoix de la base orthonormée (ai).Nous a�rmons que
(3.6) det(hi · hj) =

∑

I∈Cp(n)

(
dxI(h1, . . . , hp)

)2et plus généralement
(3.6′) det(hi · h′j) =

∑

I∈Cp(n)

dxI(h1, . . . , hp) dxI(h
′
1, . . . , h

′
p)pour tous systèmes de p-uplets de veteurs (hi), (h′j) de Rn. En e�et, omme l'expres-sion det(hi · h′j) est p-linéaire alternée en (h1, . . . , hp) et en (h′1, . . . , h

′
p), nous avonsnéessairement une ériture de la forme

det(hi · h′j) =
∑

I,J∈Cp(n)

βI,J dxI(h1, . . . , hp) dxJ(h′1, . . . , h
′
p)suivant la base (dxI), pour des oe�ients βI,J adéquats. En prenant (hi) et (h′j)extraits de la base anonique (e1, . . . , en), on onstate immédiatement que βI,J = 1si I = J et βI,J = 0 si I 6= J . Il résulte de la formule (3.6) que l'aire euli-dienne p-dimensionnelle d'un p-uplet de veteurs (h1, . . . , hp) est donnée par l'élémentdi�érentiel

(3.7) dS =

√ ∑

I∈Cp(n)

dx2
I .En partiulier, si p = 1, on retrouve l'élément de longueur dℓ =

√∑
16i6n dx

2
i .L'expression (3.7) ne dé�nit plus une p-forme di�érentielle, mais e qu'on appelle une

p-densité di�érentielle :



74 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(3.8) Dé�nition. Soit Ω un ouvert de Rn. On appelle p-densité di�érentielle de lasse
Ck sur l'ouvert Ω toute appliation

α : Ω × (Rn)p → R, (x ; h1, . . . , hp) 7→ α(x ; h1, . . . , hp)dé�nie et de lasse Ck sur les p-uplets de veteurs linéairement indépendants, véri�anten outre la propriété
α(x ; Λ(h1, . . . , hp)) =

∣∣ det(Λ)
∣∣α(x ; h1, . . . , hp)pour toute transformation par ombinaison linéaire (hj) 7→ (

∑
i λijhi) des veteurs hi

(e qui entraîne que α(x ; h1, . . . , hp) est nulle sur des veteurs (hi) non linéairementindépendants).Si α1, . . . , αs sont des p-formes di�érentielles et f1, . . . , fs sont des fontions, il estlair que
α =

∑

16j6s

fj |αj| et β =

√ ∑

16j6s

α2
jsont des p-densités di�érentielles. Lorsque p = n, tout n-uplet (h1, . . . , hn) est l'imagede la base anonique (e1, . . . , en) par l'appliation linéaire Λ dont la matrie est fourniepar les veteurs olonnes hj , et on voit que toute n-densité di�érentielle α est donnéepar

α(x ; h1, . . . , hn) =
∣∣ det(Λ)

∣∣α(x ; e1, . . . , en) = f(x)
∣∣det(h1, . . . , hn)

∣∣en posant f(x) = α(x ; e1, . . . , en), soit enore
(3.9) α(x) = f(x) |dx1 ∧ . . . ∧ dxn|.Nous introduisons maintenant les opérateurs algébro-di�érentiels fondamentaux pourles formes di�érentielles.(3.10) Produit extérieur. Si α =

∑
αI dxI et β =

∑
βJ dxJ sont des formesdi�érentielles de degrés respetifs p, q, on dé�nit le produit extérieur α ∧ β omme laforme di�érentielle de degré p+ q telle que

α ∧ β =
∑

I∈Cp(n), J∈Cq(n)

αIβJ dxIJ .Autrement dit, on pose dxI ∧ dxJ = dxIJ , e terme étant nul si I et J ont des indiesen ommun ; de plus IJ n'est pas toujours ordonné � même si I et J le sont � il fautdon éventuellement permuter et hanger les signes des oe�ients pour se retrouverdans la base ordonnée roissante habituelle.On voit aussit�t que le produit extérieur est assoiatif et que l'on a
(3.11) β ∧ α = (−1)pqα ∧ β si p = deg α, q = deg β,



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 75en partiulier β ∧ α = −α ∧ β si α et β sont de degrés impairs.(3.12) Changement de variable. Soit α(x) =
∑
αI(x) dxI une p-forme di�éren-tielle sur un ouvert Ω ⊂ R et ϕ : Ω′ → Ω, t 7→ x = ϕ(t) un � hangement devariable � de lasse C1 sur un ouvert Ω′ de Rm. On appelle image inverse de α par ϕla p-forme di�érentielle sur Ω′ notée β = ϕ∗α, obtenue par substitution de x = ϕ(t)dans l'expression de α(x) :

(3.12 a) ϕ∗α(t) =
∑

αI(ϕ(t)) dϕI(t) =
∑

αI(ϕ(t)) dϕi1(t) ∧ . . . ∧ dϕip(t).De manière alternative, 'est la forme ϕ∗α : Ω′ × (Rm)p → R telle que
(3.12 b) ϕ∗α(t ; h1, . . . , hp) = α

(
ϕ(t) ;ϕ′(t)(h1), . . . , ϕ

′(t)(hp)
)
,obtenue en remplaçant t 7→ ϕ(t) via ϕ et hi 7→ ϕ′(t)(hi) via l'appliation linéairetangente à ϕ. Cette deuxième dé�nition (3.12b) est enore valable pour une p-densitédi�érentielle.Si on fait une deuxième substitution t = ψ(u) ave ψ : Ω′′ → Ω′, il est lair que eiest équivalent à substituer diretement x = ϕ(t) = ϕ(ψ(u)) = ϕ ◦ ψ(u), don on a

(3.13) ψ∗(ϕ∗α) = (ϕ ◦ ψ)∗α.Par ailleurs, l'opération de substitution est ompatible ave le produit extérieur, 'est-à-dire que pour deux formes α, β sur Ω quelonques on a
(3.14) ϕ∗(α ∧ β) = ϕ∗α ∧ ϕ∗β.(3.15) Di�érentiation extérieure. Si α =

∑
αI(x) dxI est une p-forme di�éren-tielle de lasse Ck, k > 1, on dé�nit sa di�érentiation extérieure omme la (p+1)-forme

dα de lasse Ck−1 telle que
dα(x) =

∑

I∈Cp(n)

dαI(x) ∧ dxI =
∑

I∈Cp(n)

n∑

ℓ=1

∂αI(x)

∂xℓ
dxℓ ∧ dxI .La première propriété essentielle est que

(3.16) d2α = d(dα) = 0 pour toute forme α de lasse Ck, k > 2.En e�et, un alul diret donne
d(dα)(x) =

∑

I∈Cp(n)

∑

16k,ℓ6n

∂2αI(x)

∂xk∂xℓ
dxk ∧ dxℓ ∧ dxI

=
∑

I∈Cp(n)

∑

16k<ℓ6n

(∂2αI(x)

∂xk∂xℓ
− ∂2αI(x)

∂xℓ∂xk

)
dxk ∧ dxℓ ∧ dxI



76 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilen éhangeant les r�les de k et ℓ lorsque k > ℓ et en tenant ompte du fait que
dxℓ ∧ dxk = −dxk ∧ dxℓ, et dxk ∧ dxk = 0. Or le théorème de Shwarz implique que
∂2αI(x)/∂xk∂xℓ = ∂2αI(x)/∂xℓ∂xk pour tous k, ℓ.On a par ailleurs la formule de Leibnitz de di�érentiation d'un produit extérieur
(3.17) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)degαα ∧ dβpour toutes formes α, β de lasse C1. Cei résulte immédiatement du fait que
α ∧ β =

∑
I,J αIβJ dxIJ , et de la règle de Leibnitz usuelle d(αIβJ ) = αIdβJ + βJdαIpour les fontions, appliquée aux oe�ients de α∧β. En�n, la di�érentiation extérieureommute ave les hangements de variable :

(3.18) d(ϕ∗α) = ϕ∗(dα) pour α, ϕ de lasse C1.Dans le as d'une forme de degré 0, 'est-à-dire d'une fontion α = f , ei signi�e que
d(f ◦ ϕ) = ϕ∗(df), or
d(f◦ϕ)(t ; h) = (f◦ϕ)′(t)(h) = f ′(ϕ(t))

(
ϕ′(t)(h)

)
= (df)

(
ϕ(t) ;ϕ′(t)(h)

)
= ϕ∗(df)(t ; h)d'après la règle de di�érentiation des fontions omposées. Le as général en résultegrâe à (3.14, 3.16, 3.17) : si α =

∑
αI dxI , on a d(dϕI) = d(dϕi1 ∧ . . .∧ dϕip) = 0 par(3.16) et (3.17), tandis que (3.17) et (3.14) donnent

d(ϕ∗α) = d
(∑

(αI ◦ ϕ)dϕI

)
=
∑

d(αI ◦ ϕ) ∧ dϕI + (αI ◦ ϕ) ∧ d(dϕI)

=
∑

d(αI ◦ ϕ) ∧ dϕI =
∑

ϕ∗(dαI) ∧ ϕ∗(dxI) = ϕ∗(dα).(3.19) Cas de la dimension 3. Nous allons voir qu'en dimension 3 le forma-lisme du alul di�érentiel extérieur rejoint (en le généralisant et en le simpli�antonsidérablement), le formalisme usuel de la physique mathématique. Soit Ω un ouvertde R3. Si f : Ω → R est une fontion de lasse C1, on lui assoie son gradient −−→gradfqui est par dé�nition le hamp de veteurs sur Ω tel que
df =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz =

−−→
grad f · −−→dM où −−→

grad f =




∂f

∂x
∂f

∂y

∂f

∂z



,

−−→
dM =



dx
dy
dz


 .

Soit maintenant−→V : Ω → R3,M 7→ −→
V (M) un hamp de veteurs de lasse C1 arbitrairesur Ω. On notera M = (x, y, z) les oordonnées et −→V = (Vx, Vy, Vz) les omposantes de−→

V dans la base anonique. On peut de deux manières di�érentes assoier une formedi�érentielle à e hamp de veteurs. La première manière est de onsidérer la 1-formede � irulation in�nitésimale � du hamp de veteurs −→V :
α =

−→
V (M) · −−→dM = Vxdx+ Vydy + Vzdz.



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 77La deuxième est d'introduire l'élément de surfae vetoriel −→dS dé�ni omme le produitvetoriel eulidien
−→
dS(h, k) =

−→
h ∧ −→

k =



hykz − hzky
hzkx − hxkz
hxky − hykx


 =



dy ∧ dz
dz ∧ dx
dx ∧ dy


 (

−→
h ,

−→
k )'est-à-dire

−→
dS =



dy ∧ dz
dz ∧ dx
dx ∧ dy


(on notera que dS = ‖−→dS‖ est bien la densité d'aire eulidienne d'après (3.7)). On peutalors onsidérer la 2-forme de ��ux in�nitésimal � du hamp de veteurs −→V :

β =
−→
V (M) · −→dS = Vxdy ∧ dz + Vydz ∧ dx+ Vzdx ∧ dy.Un alul immédiat donne

dα =
(∂Vy
∂z

− ∂Vz
∂y

)
dy ∧ dz +

(∂Vz
∂x

− ∂Vx
∂z

)
dz ∧ dx+

(∂Vx
∂y

− ∂Vy
∂x

)
dx ∧ dy,'est-à-dire

dα =
−→
rot

−→
V · −→dS où −→

rot
−→
V =




∂Vy
∂z

− ∂Vz
∂y

∂Vz
∂x

− ∂Vx
∂z

∂Vx
∂y

− ∂Vy
∂x




.

On a en�n la formule
dβ =

(∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz = div

−→
V dx ∧ dy ∧ dzoù

div
−→
V =

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

.Cei montre que le alul de la di�érentielle extérieure dα pour des formes di�érentielles
α de degré 0, 1, 2 données respetivement par f , −→V · −−→dM , −→V · −→dS orrespond au alulde −−→

gradf , −→rot
−→
V , div

−→
V .(3.20) Intégration des densités di�érentielles sur une nappe paramétrée. Soit

Ω un ouvert de Rn. On suppose donnés un ouvert borné U ⊂ Rp et une appliation
g : U → Ω, t 7→ x = g(t) de lasse Ck sur U , k > 1.
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U ⊂ Rp

g

g(U) ⊂ Ω ⊂ Rn

(t1, t2) ∈ [−π, π]× [0, π] 7−→





x1 = (2 + cos t1) cos(t2) − 0.055/(t21 + t22 + 10−9)
x2 = (2 + cos t1) sin t2
x3 = sin t1.Fig. 19. Un exemple de nappe paramétrée (non injetive).On dira qu'une telle appliation dé�nit une nappe paramétrée de dimension p et de lasse

Ck dans l'ouvert Ω. Si h : V → Ω, τ 7→ h(τ) est une autre nappe paramétrée, on diraque les nappes assoiées à g et h sont Ck-équivalentes s'il existe un Ck-di�éomorphisme
ϕ : U → V , t 7→ τ = ϕ(t) tel que g = h ◦ϕ. Il est aisé de véri�er qu'il s'agit bien d'unerelation d'équivalene. De plus, si g ∼ h, les images g(U) ⊂ Ω et h(V ) ⊂ Ω oïnident.On notera [g] la lasse d'équivalene de g.Maintenant, si x 7→ α(x) est une p-densité di�érentielle à oe�ients ontinus sur Ω,on dé�nit
(3.20 a)

∫

[g]

α =

∫

U

g∗α.Ii g∗α est le résultat de la substitution x = g(t) dans α(x). On obtient ainsi d'après(3.9) une expression de la forme g∗α(t) = f(t1, . . . , tp) |dt1 ∧ . . . ∧ dtp|, e qui permetde poser par dé�nition
(3.20 b)

∫

U

g∗α =

∫

U

f(t1, . . . , tp) |dt1 ∧ . . . ∧ dtp| =

∫

U

f(t1, . . . , tp) dt1 . . . dtp.Autrement dit, on onfond dans les notations la p-densité |dt1∧ . . .∧dtp| ave l'élémentde volume dt1 . . . dtp de Rp, e qui paraît naturel ompte tenu de la formule (2.7 ). Unpoint tout à fait essentiel est que l'intégrale (3.20 b) est indépendante de la paramé-trisation, 'est-à-dire que si g = h ◦ ϕ omme i-dessus, alors on a bien ∫
[g]
α =

∫
[h]
αomme la notation le laisse supposer (autrement dit l'intégrale ne dépend que de lalasse d'équivalene [g] de g). Pour le voir, on érit h∗α(τ) = F (τ) |dτ1 ∧ . . . ∧ dτp| eton applique le hangement de variable τ = ϕ(t) pour obtenir

g∗α = (h ◦ ϕ)∗α = ϕ∗(h∗α) = ϕ∗(F (τ) |dτ1 ∧ . . . ∧ dτp|
)

= F ◦ ϕ(t) | Jacϕ(t)| |dt1 ∧ . . . ∧ dtp|.
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∫

U

F ◦ ϕ(t) | Jacϕ(t)| |dt1 ∧ . . . ∧ dtp| =

∫

V

F (τ) |dτ1 ∧ . . . ∧ dτp|,d'où l'égalité souhaitée ∫
U
g∗α =

∫
V
h∗α. Dans le as de la p-densité d'aire eulidienne

dS =
√∑

dx2
I , on obtient la formule

(3.20 c) aire([g]) =

∫

[g]

dS =

∫

U

g∗dS =

∫

U

√ ∑

I∈Cp(n)

(Jac gI(t))2 dt1 . . . dtpoù
Jac gI(t) = det

(∂gik
∂tℓ

)

16k,ℓ6p
.Les onsidérations qui préèdent montrent que l'aire d'une nappe paramétrée g nedépend bien que de la lasse d'équivalene [g]. Dans le as d'une ourbe g : U → Ω(ave p = 1, U ⊂ R), on retrouve l'expression de la longueur déjà donnée par (3.3 b)

(3.20 d) longueur([g]) =

∫

U

√ ∑

16i6n

g′i(t)
2 dt.(3.21) Intégration des formes di�érentielles. Pour toute nappe paramétrée

g : U → Ω de dimension p et de lasse C1, et toute p-forme di�érentielle α ontinuesur Ω, on peut utiliser essentiellement la même approhe et poser
∫

U

g∗α =

∫

U

f(t1, . . . , tp) dt1 ∧ . . . ∧ dtp =

∫

U

f(t1, . . . , tp) dt1 . . . dtpaprès évaluation de la p-forme g∗α = f(t1, . . . , tp) dt1 ∧ . . . ∧ dtp en fontion desparamètres tj . Cependant, l'e�et d'un hangement de variable t = ϕ(τ) fera intervenir
Jacϕ (et non pas | Jacϕ|) dans l'expression de ϕ∗(g∗α), de sorte que l'intégrale vahanger de signe si Jacϕ < 0. L'intégrale n'est don la même que pour les lassesd'équivalene [g]+ de nappes paramétrées orientées, ave par dé�nition g ∼+ h si
g = h ◦ ϕ pour un ertain di�éomorphisme ϕ : U → V tel que Jacϕ > 0 (on dé�nit demême la lasse d'orientation opposée [g]− omme la lasse d'équivalene des h = g ◦ ψave Jacψ < 0, lasse qui bien sûr ne ontient pas g elle-même). Il est liite de poserpar dé�nition
(3.21 a)

∫

[g]+
α =

∫

U

g∗α,et ave les notations préédentes on a
(3.21 b)

∫

[g]−
α = −

∫

[g]+
α.



80 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDans le as des ourbes (dimension p = 1), onsidérer une lasse d'orientationdonnée [g]+ orrespond à n'autoriser que les hangements de variables stritementroissants. Si g : U → Ω est une ourbe, [g]+ sa lasse d'équivalene orientéeet α =
∑

16j6n αj(x) dxj une 1-forme di�érentielle sur Ω, on retrouve l'intégraleurviligne
(3.21 c)

∫

[g]+

∑

16j6n

αj(x) dxj =

∫

U

g∗α =

∫

U

∑

16j6n

αj(g(t)) g
′
j(t) dt(où le hoix de l'orientation [g]+ implique que l'on range les bornes de l'intervalle Udans l'ordre roissant).Nous en arrivons maintenant au point ulminant de e paragraphe, à savoir la formulede Stokes pour des sous-variétés à bord orientées de dimension quelonque dans Rn.(3.22) Notions de sous-variété et de sous-variété à bord. Une partie M de Rnest appelée sous-variété (sans singularités et sans bord) de dimension p et de lasse

Ck si tout point x0 ∈ M possède, après permutation éventuelle des oordonnées(laquelle permutation dépend a priori du point x0), un voisinage parallélépipédique
Px0

=
∏

]aj, bj[ tel que M ∩ Px0
soit un graphe d'équation

(3.22 a) xi = wi(x1, . . . xp), p+ 1 6 i 6 n,pour des fontions wi : P ′
x0

=
∏
j6p ]aj, bj[ → ]ai, bi[ de lasse Ck, p+ 1 6 i 6 n.[D'après le théorème des fontions impliites, il est équivalent de supposer queM ∩ Px0peut être dé�ni par n− p équations fj(x) = 0, 1 6 j 6 n− p, ayant des di�érentielles

dfj linéairement indépendantes sur V .℄ On utilise le terme de � ourbe � lorsque p = 1,� surfae � lorsque p = 2 et � hypersurfae � lorsque p = n − 1. Pour obtenir uneparamétrisation g : U →M ∩Px0
de M ∩Px0

sur un ouvert U ⊂ Rp, il su�t de hoisirun Ck di�éomorphisme arbitraire
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) : U → P ′

x0
, t 7→ (x1, . . . , xp) = ϕ(t)et de dé�nir g : U → P par

(3.22 b) g(t) =
(
ϕ1(t), . . . , ϕp(t), wp+1(ϕ(t)), . . . , wn(ϕ(t))

)
.Le hoix ϕ = IdP ′

x0
sur U = P ′

x0
, 'est-à-dire xi = ϕi(t1, . . . , tp) = ti, 1 6 i 6 p,est naturellement permis. On voit ainsi que toute sous-variété de dimension ppeut se dé�nir loalement omme une nappe paramétrée g de dimension p telle quel'une des projetions p-dimensionnelle ϕ = (gi1 , . . . , gip) soit un di�éomorphismeloal sur un ouvert U de Rp. Orienter la sous-variété M onsiste à hoisir unefamille de paramétrisations loales reouvrant la totalité de M et ayant tous � lamême orientation �, 'est-à-dire tels que les hangements de paramétrisation soienttous à jaobien > 0 (ei peut se faire par exemple en onsidérant des projetions

x 7→ (xi1 , . . . , xip) et en permutant les oordonnées si néessaire).
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p = 2

n = 3

x1 < w1(x2)

M
x0 ∈ ∂M

x3 = w3(x1, x2)

Fig. 20. Un exemple de sous-variété à bord (M, ∂M).Plus généralement (f. Fig. 20), on appelle sous-variété à bord de dimension p et delasse Ck une paire de sous-variétés (M, ∂M) de dimensions respetives p et p − 1 etde lasse Ck, disjointes, ave ∂M ⊂ M , de sorte que pour tout point x0 ∈ ∂M , ilexiste, après permutations éventuelle des oordonnées, un voisinage parallélépipédique
Px0

=
∏

]aj, bj[ tel que M ∩ Px0
soit un graphe d'équation

(3.22 c)

{
x1 < w1(x2, . . . xp), resp. x1 > w1(x2, . . . xp),

xi = wi(x1, . . . xp), p+ 1 6 i 6 n,et ∂M ∩ Px0
le graphe d'équations

(3.22 d)

{
x1 = w1(x2, . . . xp),

xi = wi(x1, . . . xp), p+ 1 6 i 6 n,pour des fontions de lasse Ck
w1 :

∏

26j6p

]aj, bj[ → ]a1, b1[,

wi :
∏

16j6p

]aj, bj[ ∩
{
± (x1 − w2(x2, . . . , xp)) > 0

}
→ ]ai, bi[, p+ 1 6 i 6 n.



82 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil[On prendra garde au fait que dans ette notation, en général, ∂M n'est pas la frontièrede M au sens topologique, puisque M est d'intérieur vide si p < n.℄Dans ette situation, une paramétrisation très ommode de M onsiste à utiliser lesvariables t = (t1, . . . , tp) telles que
(3.22 e)





t1 = ε(x1 − w1(x2, . . . , xp))
t2 = x2...
tp = xp

⇔ ϕ(t) =





x1 = εt1 + w1(t2, . . . , tp)
x2 = t2...
xp = tpoù ε = ±1 est hoisi de manière que l'orientation attribuée à M soit fournie par laparamétrisation ϕ [ϕ est bien un di�éomorphisme de R × ∏26j6p ]aj, bj[⊂ Rp surlui-même, de jaobien onstant ε℄, ave de plus

(3.22 f) xj = wj(x1, . . . , xp) = wj(ϕ(t)), p+ 1 6 j 6 n.Si (quitte à prendre η assez petit et à restreindre les intervalles ]aj , bj[, 2 6 j 6 p) onpose U ′ = {0} ×∏26j6p ]aj, bj[ et
U = ]0, η[ ×

∏

26j6p

]aj, bj[, resp. U = ] − η, 0[ ×
∏

26j6p

]aj , bj[,ei onduit à une paramétrisation de lasse Ck
g : Rp ⊃ U ∪ U ′ → (M ∪ ∂M) ∩ Px0

,(3.22 g)

t 7→ g(t) =
(
ϕ(t), wp+1(ϕ(t)), . . . , wn(ϕ(t))

)telle que
U ⊂ ] −∞, 0[ × Rp−1 ou U ⊂ ]0,+∞[× Rp−1,(3.22 h)

U ′ ⊂ U ∩ {0} × Rp−1, g(U) = M ∩ Px0
, g(U ′) = ∂M ∩ Px0

.En e�et, par onstrution, la partie M ∩ Px0
va être dé�nie par la ondition t1 > 0 ou

t1 < 0, et sa frontière ∂M ∩ Px0
sera donnée par la ondition t1 = 0.(3.23) Convention d'orientation du bord. Soit (M, ∂M) une sous-variété à bordde dimension p dans Rn, munie d'une orientation. Au voisinage d'un point x0 de ∂M ,on peut paramétriser M à l'aide d'une nappe g : U ∪ U ′ → M ∪ ∂M satisfaisant(3.22 g,h), et telle que M soit positivement orientée par (t1, . . . , tp) (on remplae aubesoin t1 par −t1). Alors on onvient d'orienter ∂M omme suit : si M est donnéepar {t1 < 0}, on oriente ∂M à l'aide des paramètres (t2, . . . , tp), tandis que si M estdonnée par {t1 > 0} on hoisit l'orientation inverse de (t2, . . . , tp) [si p > 2, on peutainsi hoisir par exemple (−t2, t3, . . . , tp) ; si p = 1, le bord ∂M onsiste en des pointsisolés, orienter es points onsiste juste à leur a�eter le oe�ient +1 ou −1 suivantque M est donnée par t1 < 0 ou t1 > 0, respetivement.℄
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t2, . . . , tp

t1

t2, . . . , tp

t1

U ′ U ′U U

Fig. 21. Convention d'orientation du bord.Il est faile de voir que l'orientation ainsi obtenue sur ∂M ne dépend que de elle de
M et pas de la paramétrisation g hoisie, sous réserve bien sûr que g satisfasse leshypothèses préédentes.(3.24) Intégration sur les sous-variétés orientées. Soit Ω un ouvert de Rn, α une
p-forme di�érentielle sur Ω à oe�ients ontinus, et (M, ∂M) une sous-variété à bordorientée de dimension p et de lasse Ck, k > 1, ontenue dans Ω. On suppose quel'intersetion K = (M ∪ ∂M) ∩ Suppα du support de α ave M ∪ ∂M est ompat.Alors K peut être reouvert par un nombre �ni de pavés Pj ⊂ Ω, 1 6 j 6 N , danslesquels on a des paramétrisations orientées gj : Uj ∪ U ′

j → (M ∪ ∂M) ∩ Pj ommei-dessus. Soit (θj) une partition de l'unité sur K suppordonnée aux pavés Pj , 'est-à-dire une olletion de fontions θj ontinues à support ompat dans Pj telles que
0 6 θj 6 1 et ∑ θj = 1 sur K (il su�t d'utiliser un quadrillage assez �n, et deonsidérer les fontions θj,p dé�nies par (2.4), qui sont en fait de lasse C1). Dans esonditions on peut érire α =

∑
αj ave αj = θjα à support dans Pj , et on pose

∫

M

α =
∑

j

∫

M∩Pj

αj =

∫

Uj

g∗jαjonformément à la dé�nition (3.21 a). L'invariane des intégrales par hangement devariable orienté montre aisément que le résultat est en réalité indépendant du déoupageet des paramétrisations orientées hoisies (si on a une autre partition de l'unité θ′k àsupport dans P ′
k, on redéoupe suivant αjk = θjθ

′
kα qui est à support dans Pj ∩ P ′

k eton utilise la linéarité de l'intégrale . . .). Nous pouvons maintenant énoner la(3.25) Formule de Stokes. Soit Ω un ouvert de Rn, α une (p−1)-forme di�érentiellesur Ω de lasse C1, et (M, ∂M) une sous-variété à bord orientée de dimension p et delasse Ck, k > 1, ontenue dans Ω, telle que (M ∪ ∂M) ∩ Suppα soit ompat [le asusuel est elui où la variété à bord M ∪ ∂M est elle-même ompate]. Alors
∫

M

dα =

∫

∂M

α,



84 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilà ondition que les orientations de M et ∂M soient hoisies l'une en fontion de l'autreomme il a été spéi�é au paragraphe (3.23).Démonstration. D'après la dé�nition (3.24), il su�t de montrer que l'on a
∫

M∩Pj

dαj =

∫

∂M∩Pj

αjpour tout j et de faire la somme (si les θj sont hoisies de lasse C1, e qui est possible,alors αj = θjα est aussi de lasse C1). Maintenant, on érit que par dé�nition
∫

M∩Pj

dαj =

∫

Uj

g∗j (dαj) =

∫

Uj

d(g∗jαj),

∫

∂M∩Pj

αj =

∫

U ′
j

g∗jαjoù
gj : Uj ∪ U ′

j → (M ∪ ∂M) ∩ Pj , t = (t1, . . . , tp) 7→ g(t)est une paramétrisation hoisie omme dans 3.22 (e,f,g,h). En faisant les aluls desimages inverses β = g∗jαj mises en jeu dans les oordonnées (t1, . . . , tp), on est ramenéà traiter le as d'une forme β de degré (p− 1) en (t1, . . . , tp), qui s'érira don
β(t) =

p∑

i=1

fi(t) dt1 ∧ . . . ∧ dti−1 ∧ dti+1 ∧ . . . ∧ dtp.En outre, quitte à translater l'origine, on peut supposer que β est à support ompatdans un pavé P =
∏

16i6p ] − ci, ci[ ⊂ Rp, et qu'on est dans l'un ou l'autre des deuxas suivants :
M = P, ∂M = ∅,(3.25 a)

M = P− = ] − c1, 0[ ×
∏

26i6p

] − ci, ci[, ∂M = {0} ×
∏

26i6p

] − ci, ci[.(3.25 b)[Si M = P+ = ]0, c1[ ×
∏

26i6p ] − ci, ci[, on se ramène aisément au as M = P−en hangeant t1 en t′1 = −t1, e qui a juste pour e�et de hanger simultanémentl'orientation de M et de ∂M .℄Or on a
dβ =

∑

16i6p

(−1)i−1 ∂fi
∂ti

dt1 ∧ . . . ∧ dtp,don ∫

M

dβ =

∫

M

∑

16i6p

(−1)i−1 ∂fi
∂ti

dt1 . . . dtp.Dans le as (3.25 a), une intégration à une variable fournit pour tout i = 1, . . . , pl'égalité
∫ ci

−ci

∂fi
∂ti

(t1, . . . , tp) dti

= fi(t1, . . . , tp−1, ci, tp+1, . . . , tp) − fi(t1, . . . , tp−1,−ci, tp+1, . . . , tp) = 0



II.3. Intégration des formes di�érentielles et formule de Stokes 85du fait que fi est à support ompat dans P et don nulle sur ∂P . Il vient paronséquent ∫
M
∂fi/∂ti dt1 . . . dtp = 0 grâe au théorème de Fubini, et omme ∂M = ∅on a bien ∫

M

dβ = 0 =

∫

∂M

β.Dans le as (3.25 b) on voit qu'on a enore ∫
M
∂fi/∂ti dt1 . . . dtp = 0 pour i > 2 par lemême raisonnement que i-dessus, tandis que

∫ 0

−c1

∂f1
∂t1

(t1, . . . , tp) dt1 = f1(0, t2, . . . , tp),puisque la valeur de f1(t1, . . . , tp) en t1 = −c1 est nulle [ette valeur n'est bien sûr pasnéessairement nulle dans le as t1 = 0, qui orrespond à un point t ∈ ∂M ℄. D'après lethéorème de Fubini, on obtient
∫

M

dβ =

∫

P−

∂f1
∂t1

dt1 . . . dtp =

∫

Π26i6p]−ci,ci[

f1(0, t2, . . . , tp) dt2 . . . dtp.Or, le résultat de la substitution t1 = 0 dans β donne la (p− 1)-forme
β|{t1=0} = f1(0, t2, . . . , tp) dt2 ∧ . . . ∧ dtp,et on a don aussi

∫

∂M

β =

∫

Π26i6p]−ci,ci[

f1(0, t2, . . . , tp) dt2 . . . dtp.Cei onlut la démonstration.(3.26) Remarque. La formule de Stokes est enore vraie si ∂M est de lasse C1 parmoreaux, 'est-à-dire si ∂M est loalement C1-di�éomorphe à un domaine polyédral.Pour ela, il su�t d'observer que si S est l'ensemble des arêtes (p− 2)-dimensionnelleset Sε l'ensemble des points situés à distane inférieure ou égale à ε de S, alors
airep−1(∂M ∩ Sε) 6 Cε et airep(M ∩ Sε) 6 C′ε2. On peut par onséquent se ramenerau as d'une forme α nulle au voisinage de S en onsidérant αε = (1 − θε)α où θεest égale à 1 au voisinage de S, à support dans Sε et telle que |dθε| 6 C′′ 1

ε . On voitalors aisément que ∫
∂M

αε et ∫M dαε onvergent vers les limites attendues quand ε tendvers 0.(3.27) Cas partiuliers de la formule de Stokes. Observons tout d'abord quedans le as d'une ourbe orientée (dimM = p = 1), la formule de Stokes se réduit àune formule équivalente à (3.3 ), à savoir
(3.27 a)

∫

∂M

df =
∑

x∈∂M
εxf(x),ave εx = +1 si x ∈ ∂M est une extrêmité d'ar orienté et εx = −1 si x ∈ ∂M est uneorigine d'ar orienté (M pouvant omprendre a priori plusieurs ars orientés). Nousexaminons maintenant le as où p > 2, lorsque la dimension ambiante est petite.



86 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilLorsque p = n = 2, le as typique est elui d'un domaine borné M ⊂ R2 à bordde lasse C1. Ave l'orientation anonique de R2 et l'orientation induite sur ∂M , onobtient la formule dite de Green-Riemann
(3.27 b)

∫

∂M

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫

M

(∂Q
∂y

− ∂P

∂x

)
dx dy,valable pour toute forme α = P (x, y) dx+ Q(x, y) dy de lasse C1 sur M (on a bien

dα =
(
∂Q
∂y − ∂P

∂x

)
dx ∧ dy

).Le as suivant est p = 2, n = 3. On se donne une 1-forme α =
−−−→
V (x) · −→dx de lasse

C1 sur un ouvert Ω ontenant une surfae ompate orientée à bord M ∪ ∂M ⊂ R3.Comme dα =
−→
rot

−→
V · −→dS, on obtient la formule attribuée originellement à Stokes

(3.27 c)

∫

∂M

−−−→
V (x) · −→dx =

∫∫

M

−→
rot

−→
V · −→dS.En�n, pour p = n = 3, il s'agit du as d'un domaine à bord ompat M ∪ ∂M ⊂ R3.On onsidère dans e as une 2-forme α =

−→
V ·−→dS de lasse C1 sur M et sa di�érentielleextérieure dα = div

−→
V dx1dx2dx3. Cei donne la formule dite de Green-Ostrogradski

(3.27 d)

∫∫

∂M

−−−→
V (x) · −→dS =

∫∫∫

M

div
−→
V dx1dx2dx3.



Chapitre IIIThéorèmes généraux de onvergeneEspaes L
p et fontions mesurables

Nous établissons ii un pont diret entre la théorie de Henstok-Kurzweil et la théoriede la mesure. Cei se fait en observant que l'intégrale de jauge satisfait les théorèmesde onvergene fondamentaux que sont le théorème de onvergene monotone et lethéorème de onvergene dominée. Cei permet d'établir de manière naturelle l'exis-tene de la mesure de Lebesgue dans Rn. La substane de e hapitre orrespond àun (solide) niveau de L3, mais peut aussi se traiter en Master 1, par exemple ommeintrodution à la théorie générale de la mesure.1. Lemme de Henstok et théorème de HakeLe but du lemme de Henstok est d'obtenir des estimations �nes pour les sommesde Riemann alulées sur des familles de sous-pavés d'un pavé P qui ne onstituentpas néessairement un déoupage omplet de P . Ces estimations ont elles-mêmes denombreuses onséquenes importantes.(1.1) Lemme de Henstok. Soit P un pavé fermé borné de Rn et f : P → R unefontion HK-intégrable sur P . Soient ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f sur P . Soienten�n (Qi)16i6N des sous-pavés de P d'intérieurs deux à deux disjoints, et xi ∈ Qi,
1 6 i 6 N , des points hoisis dans es pavés. Si eux-i sont δ-�ns, 'est-à-dire si
diam(Qi) 6 δ(xi), alors

∣∣∣
N∑

i=1

f(xi) vol(Qi) −
N∑

i=1

∫

Qi

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε ;(a)

N∑

i=1

∣∣∣f(xi) vol(Qi) −
∫

Qi

f(x) dx
∣∣∣ 6 2ε.(b)Démonstration. Soit η > 0 arbitrairement petit. Le omplémentaire P r

⋃
Q◦
i peutse déomposer en la réunion d'un nombre �ni de pavés fermés Rj d'intérieurs disjoints(ayant pour sommets des points de Rn dont les oordonnées sont des projetions desommets de P ou des Qi). Sur haque Rj on peut trouver une jauge δj 6 δ|Rj

telle que
∣∣∣SDj

(f) −
∫

Rj

f(x) dx
∣∣∣ 6 η



88 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilpour toute subdivision pointée δj-�ne Dj de Rj . En prenant la réunion des pavéspointés (Qi, xi) et des subdivisions Dj des pavés Rj , on obtient une subdivision pointée
δ-�ne de [a, b], par onséquent

∣∣∣
∑

i

f(xi) vol(Qi) +
∑

j

SDj
(f) −

∫

P

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε.En soustrayant toutes les inégalités préédentes et en tenant ompte du fait que∫

P
f(x) dx =

∑
i

∫
Qi
f(x) dx+

∑
j

∫
Rj
f(x) dx, il vient

∣∣∣
∑

i

f(xi) vol(Qi) −
∑

i

∫

Qi

f(x) dx
∣∣∣ 6 ε+ rηoù r est le nombre de pavés Rj mis en jeu. Comme η > 0 est arbitraire, l'inégalité (a)s'ensuit.Pour obtenir (b), on applique séparément l'inégalité (a) aux pavés Qi pour lesquels

f(xi) vol(Qi) −
∫
Qi
f(x) dx > 0 (resp. 6 0), et on fait la somme.Nous ommenerons par un orollaire élémentaire en dimension 1, puis nous démontre-rons son analogue, sensiblement plus subtil, en dimension supérieure.(1.2) Théorème. Pour toute fontion f HK-intégrable sur un intervalle [a, b], l'inté-grale indé�nie x 7→
∫ x
a
f(t) dt est ontinue sur [a, b].Démonstration. Il s'agit de prouver que ∀x ∈ [a, b], ∫ x+h

x
f(t) dt tend vers 0 ave h.Soit ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f sur [a, b]. Prenons h tel que |h| 6 δ(x). Enappliquant le lemme de Henstok 4.1 (a) à l'unique intervalle [a1, b1] = [x, x+ h] ave

x1 = x ∈ [a1, b1], il vient ∣∣∣f(x)h−
∫ x+h

x

f(t) dt
∣∣∣ 6 ε,don ∣∣∣

∫ x+h

x

f(t) dt
∣∣∣ 6 ε+ |f(x)h| 6 2εpour |h| 6 min(δ(x), ε/|f(x)|). Le orollaire est démontré.(1.3) Théorème. Soit P ′ =

∏
[a′k, b

′
k] est un pavé fermé ontenu dans P =

∏
[ak, bk].Nous érivons que P ′ tend vers P̃ =

∏
[ãk, b̃k] ⊂ P si haque borne a′k, b′k de P ′ tendvers la borne orrespondante ãk, b̃k de P̃ . Alors pour toute fontion f HK-intégrablesur P , on a(a) lim

vol(P ′)→0

∫

P ′

f(x) dx = 0.(b) lim
P ′⊂P, P ′→P̃

∫

P ′

f(x) dx =

∫

P̃

f(x) dx.Démonstration. (a) Si (a) n'était pas vrai, on pourrait trouver un suite de pavés Pνtels que vol(Pν) tend vers 0 et ∣∣ ∫
Pν
f(x) dx

∣∣ > ε0 > 0. Quitte à extraire une sous-suite



III.1. Lemme de Henstok et théorème de Hake 89onvergente de haune des suites onstituant les bornes de Pν , on peut supposer que
Pν → P̃ pour un ertain pavé P̃ . On obtiendra une ontradition en montrant que∫
Pν
f(x) dx tend vers 0. Comme vol(P̃ ) = 0, le pavé P̃ véri�e ãi0 = b̃i0 pour un ertainindie i0. Il n'est pas restritif de supposer que Pν =

∏
i[aν,i, bν,i] ontient sa limite

P̃ =
∏
i[ãi, b̃i]. En e�et, on a sinon aν,i > ãi ou bν,i < b̃i pour un ertain i. Si parexemple aν,i > ai, on érit que

∫

Pν

f(x) dx =

∫

P ′
ν

f(x) dx−
∫

P ′′
ν

f(x) dxou P ′
ν (resp. P ′′

ν ) est la suite de pavés dont le i-ième fateur est [ãi, bν,i] (resp. [ãi, aν,i])qui onvergent tous deux vers des pavés P̃ ′ = P̃ et P̃ ′′ de volume nul, ave ette foisles bonnes inégalités a′ν,i 6 ã′i = ãi, a′′ν,i 6 ã′′i = ãi (qui sont en fait des égalités).Même raisonnement si bν,i < bi. En répétant la proédure pour haun des axes deoordonnées et en utilisant la formule de Chasles, on se ramène ainsi par di�érenessuessives au as où haque pavé Pν de la suite ontient sa limite P̃ .On hoisit maintenant δ une jauge ε-adaptée à f véri�ant la ondition supplémentaire
δ(x) 6 1

2
d(x, P̃ ) si x /∈ P̃ et δ(x) 6 ε e−2n(|x|+ε)/(1 + |f(x)|) si x ∈ P̃ . Pour toutesubdivision pointée δ-�ne D = {(Qj, xj)}06j<N de P , ei fore les pavés Qj pointéspar un point xj /∈ P̃ à être ontenus dans le omplémentaire de P̃ , par onséquent laréunion ⋃xj∈P̃ Qj onstitue un voisinage de P̃ dans P , et on a don Pν ⊂ ⋃xj∈P̃ Qjpour ν > νε assez grand. Il en résulte que la famille {(Pν ∩ Qj , xj)xj∈P̃ } est unesubdivision pointée δ-�ne de Pν pour ν > νε. D'après le lemme de Henstok, nous endéduisons ∣∣∣∣

∑

xj∈P̃

f(xj) vol(Qj) −
∫

Pν

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 ε.Si P̃ est tel que ãi0 = b̃i0 , alors il est ontenu dans l'hyperplan {xi0 = ãi0} et lelemme 1.4 i-dessous implique que
∑

xj∈P̃

∣∣f(xj)
∣∣ vol(Qj) 6 2ε.On a don ∣∣ ∫

Pν
f(x) dx

∣∣ 6 3ε pour ν > νε. Comme ε > 0 est arbitraire, nous avonsobtenu la ontradition désirée et la propriété (a) s'ensuit.(b) se déduit immédiatement de (a) et de la formule de Chasles, puisque si P ′ → P̃ ,les di�érenes P ′ r P̃ et P̃ r P ′ s'expriment omme des réunions �nies de pavés dontle volume tend vers 0.(1.4) Lemme. Soit f : P → R une fontion dé�nie sur un pavé fermé borné P de Rnet E ⊂ P une partie �nie ontenue dans un hyperplan de oordonnées H = {xi0 = c}.On suppose que (Qj , xj) est une famille δ-�ne de pavés pointés d'intérieurs disjoints,ave Qj ⊂ P , xj ∈ E, et δ(xj) 6 ε e−2n(|xj |+ε)/(1 + |f(xj)|). Alors
∑

xj∈E

∣∣f(xj)
∣∣ vol(Qj) 6 2ε.



90 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. Supposons pour simpli�er l'ériture que i0 = n. On pose alors
Qj = Q′

j × [αj, βj ] ⊂ Rn−1 × R, c ∈ [αj, βj ].Quitte à remplaer [αj, βj ] par [αj, c] (resp. [c, βj]) et à regrouper les pavés ainsiobtenus, on peut supposer que les pavés Qj sont adjaents à l'hyperplan {xn = c} etsitués dans le même demi-espae délimité par elui-i (ei donne alors éventuellementdeux sommes à onsidérer, e qui multiplie la onstante �nale par 2 au plus). Sousette hypothèse, les pavés Q′
j ⊂ Rn−1 sont eux-mêmes d'intérieurs disjoints. Comme

βj − αj 6 diam(Qj) 6 δ(xj) 6 ε e−2n(|xj |+ε)/(1 + |f(xj)|),nous avons
vol(Qj) 6 vol(Q′

j) ε e
−2n(|xj |+ε)/(1 + |f(xj)|)et par onséquent

|f(xj)| vol(Qj) 6 ε vol(Q′
j) e

−2n(|xj |+ε).Or vol(Q′
j) e

−2n(|xj |+ε) 6
∫
Q′

j
e−2n|x′|dx′ du fait que dim(Q′

j) 6 diam(Qj) 6 ε, etpuisque n|x′| = nmaxi6n−1 |xi| >
∑
i6n−1 |xi| on voit que pour M > 0 assez grand

∑

j

vol(Q′
j) e

−2n(|xj |+ε) 6

∫

[−M,M ]n−1

e−2n|x′|dx′ 6

∫

[−M,M ]n−1

e−2
∑

|xi|dx′

6
∏

i6n−1

∫ M

−M
e−2|ξ|dξ 6 1par le théorème de Fubini. Cei onlut la preuve.(1.5) Remarque. Le lemme 1.4 permet de voir également que l'intégrale ∫

P
f(x) dxn'est pas modi�ée si on hange les valeurs de f sur une tranhe hyperplane P∩{xi0 = c}(ou une réunion �nie de telles tranhes), en partiulier que ette intégrale ne dépendpas des valeurs prises par f sur le bord ∂P . Il su�t omme i-dessus de prendre desjauges δ telles que δ(x) 6 1

2 |xi0 − c| si xi0 6= c et δ(x) 6 ε e−2n(|x|+ε)/(1 + |f(x|) surl'hyperplan {xi0 = c}.On se propose maintenant de donner la dé�nition de l'intégrale de Henstok-Kurzweilsur un pavé quelonque P de Rn ( = produit d'intervalles quelonques, non néessai-rement fermés ni bornés). Lorsque P est non ompat, le prinipe onsiste à introduireson ompati�é, à savoir son adhérene P dans le � ompati�é d'Alexandro� �
R̂n = Rn ∪ {∞}. Si f : P → R est une fontion arbitraire, on l'étend à P en posant
f(x) = 0 pour x ∈ P r P (don en partiulier f(∞) = 0, si P est non borné) ; en fait,d'après le lemme 1.4 et la remarque 1.5, les valeurs prises par f sur ∂P ne jouerontauun r�le. Les fontions jauge sont également supposées dé�nies sur P , valeur à l'in�ni
δ(∞) y omprise (là, il est important que δ soit dé�nie sur un ensemble ompat pourassurer l'existene de subdivisions pointées δ-�nes).
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P = [a1,+∞[ × [a2, b2[

Qjxj

a1 1/δ(∞) b1 = +∞

a2

b2

x

y

∞

Fig. 22. Subdivision pointée d'un pavé P non borné.(1.6) Dé�nition. Une subdivision pointée D = {(Qj , xj)}06j<N de P est une famille�nie de pavés Qj fermés dans P , d'intérieurs disjoints, tels que P =
⋃
Qj (ou, defaçon équivalente, tels que P =

⋃
Qj), ave des points marqués xj ∈ Qj. On dit que

D est δ-�ne si diam(Qj) 6 δ(xj) pour xj 6= ∞, et Qj ⊂ V∞,δ = {x ; ‖x‖ > 1/δ(∞)}pour xj = ∞ [Fig. 22℄.Par dé�nition, un pavé Qj non borné ne peut être marqué que par le point xj = ∞, etalors le terme f(xj) vol(Qj) de la somme de Riemann doit être onsidéré omme nul(bien que le volume vol(Qj) soit in�ni). Cei revient à dire que les pavés Qj non bornésne sont jamais pris en ompte dans les sommes de Riemann onsidérées. L'existenede subdivisions δ-�nes provient de la ompaité de P (ou de P r V ◦
∞,δ, si on préfère).Ave es onventions, la dé�nition I.2.7 peut être reprise à l'identique.(1.7) Dé�nition. Une fontion f : P → R dé�nie sur un pavé quelonque P ⊂ Rn estdite intégrable au sens de Henstok-Kurzweil (HK-intégrable) s'il existe un réel A tel quepour toute erreur ε > 0 donnée a priori, on puisse trouver une jauge δ : P → R∗

+ telleque pour toute subdivision pointée D = {(Qj, xj)} δ-�ne de P on ait |SD(f)−A| 6 ε.Dans e as, on note
A =

∫

P

f(x)dx,et on appelle A l'intégrale de f sur P .Il est lair, ompte tenu du lemme 1.4 et de la remarque 1.5, que les valeurs prisespar f sur ∂P ne jouent auun r�le. La notion d'intégrabilité est inhangée si on passed'un pavé P à un pavé P ′ ⊂ P ayant les mêmes bornes ('est-à-dire tel que P ′
= P ).Les résultats suivants s'obtiennent ave des preuves rigoureusement identiques à ellesque nous avons déjà données (f. (II.1.6), (II.1.7)). Nous les énonerons don sansommentaires supplémentaires.(1.8) Critère de Cauhy. Pour qu'une fontion f : P → R soit HK-intégrable surun pavé quelonque P , il faut et il su�t que pour tout ε > 0 on puisse trouver une



92 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweiljauge δ sur P telle que pour toutes subdivisions δ-�nes D, D′ de P on ait
|SD′(f) − SD(f)| 6 ε

(et on peut se restreindre, omme on l'a déjà observé, au as de subdivisions D et D′telles que D′ est emboîtée dans D.)(1.9) Proposition. Soit f : P → R une fontion HK-intégrable sur un pavé Pquelonque. Alors la restrition f|Q de f à tout pavé Q ontenu dans P est enoreHK-intégrable.(1.10) Proposition (relation de Chasles). Étant donné un déoupage P =
⋃
Pid'un pavé P en pavés Pi d'intérieurs disjoints, une fontion f : P → R est HK-intégrable sur P si et seulement si elle est intégrable sur haque pavé Pi, et on a alors

∫

P

f(x) dx =
∑

i

∫

Pi

f(x) dx.

(1.11) Lemme de Henstok. Le lemme de Henstok (1.1) est valide pour un pavé
P quelonque.Notons maintenant la aratérisation simple suivante, qui montre que aluler desintégrales HK sur des pavés P non ompats est la même hose que de aluler e quel'on appelle parfois des � intégrales impropres �, à savoir des limites d'intégrales prisessur des parties ompates adéquates de plus en plus grandes.(16)On onsidère dans le pavé P les parties R ompates, pavables et bien remplies au senssuivant : une telle partie R est une réunion �nie de pavés ompats Pi ⊂ P d'intérieursdisjoints non vides, telle que le omplémentaire P r R◦ soit lui-même réunion �niede pavés Qj fermés dans P et d'intérieurs disjoints, non ompats ('est-à-dire nonbornés ou adhérents à ∂P r P ). Si δ : P → R∗

+ est une jauge, est dit que la partieompate R ⊂ P est δ-remplie si on peut trouver des pavés marqués (Qj, xj) δ-�ns,fermés dans P , non ompats et d'intérieurs disjoints, tels que P rR◦ =
⋃
Qj .Par exemple, en dimension 1, si P = [a, b[, les parties ompates pavables et bienremplies sont les intervalles [a, β], β ∈ ]a, b[, et ette partie est δ-remplie dès lorsque b− β 6 δ(b) : il su�t de marquer l'intervalle Q = [β, b] par le point b pour le voir.En dimension plus grande, es régions peuvent avoir une forme plus ompliquée :

(16) Le mot � impropre � n'est utilisé que pare que le résultat orrespondant au théorème 1.12 i-dessousn'est vrai ni pour l'intégrale de Riemann ordinaire, ni même pour l'intégrale de Lebesgue. Là enore,l'intégrale de Henstok-Kurzweil se révèle être à la fois plus souple, les intégrales impropres deviennentdes intégrales � normales � ! Bien entendu � et surtout si on se limite à la dimension 1 � il estpossible d'alléger l'exposé de la théorie en prenant plut�t le théorème 1.12 i-après omme dé�nitionde ∫
P

f(x) dx.
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P = [a1,+∞[ × [a2, b2[

a1 b1 = +∞

a2

b2

x

y

R

Fig. 23. Partie R ompate, pavable et bien remplie dans P .Désignons par R(P ) l'ensemble des parties ompates pavables et bien remplies dans Pet soit R ∈ R(P ) une partie δ-remplie. Il est ommode de supposer que δ véri�e lapropriété supplémentaire δ(x) 6 1
2d(x, F ) pour tout fae F de ∂P et tout x ∈ P r F(de sorte qu'on a en partiulier δ(x) 6 1

2
d(x, ∂P ) pour x ∈ P ◦). En e�et, sous ettehypothèse, tout pavé pointé (Qj, xj) tel que xj ∈ P ◦ est ompat et ontenu dans P ◦,don pour toute subdivision pointée δ-�ne D = {(Qj, xj)} de P , les seuls pavés Qj nonompats orrespondent à des points que xj ∈ ∂P ∪ {∞}. On voit même que xj doitêtre sur une des faes F de ∂P r P , ar sinon l'hypothèse relative à la distane auxfaes entraînerait de nouveau que Qj serait ompat. Si on suppose sup δ 6 1

k , on voitalors que la réunion R des pavés ompats Qj ⊂ P ontient le pavé ompat
Pk =

{
x ∈ P ; d(x, ∂P r P ) > 1/k, ‖x‖ 6 k

}('est le pavé des points x dont les oordonnées xj véri�ent |xj | 6 k et dont la distaneest au moins 1/k aux faes F = {xi = ci} qui ne sont pas ontenues dans P ). Onnotera que (Pk) est une suite roissante de pavés ompats telle que P =
⋃
Pk.(1.12) Théorème de Hake. Soit f : P → R une fontion dé�nie sur un pavéquelonque dans Rn. Il y a équivalene entre(a) f est HK-intégrable sur P .(b) f est HK-intégrable sur tout pavé ompat ontenu dans P et la limite

lim
R∈R(P ), R→P

∫

R

f(x) dx existe
(la limite étant prise suivant le �ltre des parties R ompates pavables δ-remplies).Dans e as, on a

∫

P

f(x) dx = lim
R∈R(P ), R→P

∫

R

f(x) dx .



94 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. (a) ⇒ (b). Soit ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f sur P . Onsupposera en outre que
δ(x) 6






ε e−2n|x|

1 + |f(x)| lorsque x ∈ ∂P ,
1

2
d(x, ∂P ) lorsque x ∈ P ◦,Si R est une partie ompate pavable δ-remplie, on peut par dé�nition trouver unesubdivision pointée δ-�ne D = {(Qj, xj)}06j<N telle que R =

⋃
Qj soit la réunion despavés Qj ompats. Pour les Qj non ompats, on a néessairement xj ∈ ∂P ∪ {∞}omme on l'a déjà vu, et le terme assoié f(xj) vol(Qj) satisfait par suite l'estimationdu lemme 1.5 (à moins que xj = ∞, auquel as e terme est nul). Cei donne

∣∣∣∣SD(f) −
∑

Qj ompat f(xj) vol(Qj)

∣∣∣∣ 6 4nε(puisqu'il y a au plus 2n faes mises en jeu dans ∂P r P ). Le lemme de Henstokimplique par ailleurs
∣∣∣∣

∑

Qj ompat f(xj) vol(Qj) −
∫

R

f(x) dx

∣∣∣∣∣ 6 ε.On obtient don ∣∣∣∣SD(f) −
∫

R

f(x) dx

∣∣∣∣∣ 6 (4n+ 1)ε,e qui montre que (b) est vrai.(b) ⇒ (a). Posons
A = lim

R∈R(P ), R→P

∫

R

f(x) dx.Soit ε > 0 et δ̂ : P → R∗
+ une jauge telle que

∣∣∣∣
∫

R

f(x) dx−A

∣∣∣∣ 6 εpour toute partie ompate pavable R ∈ R(P ) δ̂-remplie. Fixons une suite roissante
R0 ⊂ R1 ⊂ R2 ⊂ . . . de parties ompates pavables telles que Rk ⊃ Pk, P =

⋃
Rk et

∣∣∣∣
∫

Rk

f(x) dx− A

∣∣∣∣ 6 2−kε.Pour tout k > 0, la di�érene Tk = Rk r R◦
k−1 (ave T0 = R0) est pavable par despavés Qk,ℓ en nombre �ni, et on peut trouver des jauges δk,ℓ sur Qk,ℓ telles que

∣∣∣∣SDk
(f) −

∫

Tk

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 2−kε



III.1. Lemme de Henstok et théorème de Hake 95pour toute subdivision pointée δk-�ne Dk de Tk obtenue en réunissant des subdivisionsdes Qk,ℓ. On hoisit maintenant une jauge δ sur P en prenant δ(∞) = δ̂(∞) et
δ(x) =





min
(
δ̂(x), inf

Qk,ℓ∋x
δk,ℓ(x),

1

2
inf

F 6∋x,F⊂∂Qk,ℓ

d(x, F )
) si x ∈ P ,

δ̂(x) si x ∈ ∂P r P ,où les F désignent les faes des pavés Qk,ℓ. Les inf sont bien stritement positifs du faitque la famille des Qk,ℓ est loalement �nie dans P . Soit D = {(Qj , xj)} une subdivision
δ-�ne de P . Les pavés Qj non-ompats ont pour réunion une partie ompate R δ̂-remplie, et on a don ∣∣ ∫

R
f(x) dx−A

∣∣ 6 ε. Or, on a néessairement R ⊂ Rk0 pour unertain k0 assez grand. Le hoix de δ vis à vis de la distane aux faes des pavés Qk,ℓimplique que D induit des subdivisions pointées partielles Dk δk-�nes des Tk pour unnombre �ni de parties Tk, k 6 k0. Par le lemme de Henstok on en déduit
∣∣∣∣SDk

(f) −
∫

R∩Tk

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 2−kε,et, en faisant la somme,
∣∣∣∣SD(f) −

∫

R

f(x) dx

∣∣∣∣ 6
∑

2−kε = 2ε.Cei entraîne |SD(f) − A| 6 3ε et montre que f est HK-intégrable sur P , d'intégrale∫
P
f(x) dx = A.Bien entendu, omme l'intégrabilité de Henstok-Kurzweil sur P et sur P ◦ sont équiva-lentes, on peut tout aussi bien approher l'intégrale ∫

P
f(x) dx par des intégrales∫

R
f(x) dx sur des parties ompates δ-remplies R ⊂ P ◦, si on le souhaite. Endimension 1, on a le as partiulier suivant beauoup plus simple du théorème de Hake.(1.13) Théorème de Hake (dimension 1). Soit f : [a, b[ → R une fontion dé�niesur un intervalle non ompat, b ∈ R ∪ {+∞}. Alors f est HK-intégrable sur [a, b[ siet seulement si elle est HK-intégrable sur tout intervalle [a, β], β ∈ [a, b[, et si la limite

limβ→b−0

∫ β
a
f(x) dx existe. Dans e as

∫ b

a

f(x) dx = lim
β→b−0

∫ β

a

f(x) dx.En dimension plus grande, une partie de e résultat est enore valable.(1.14) Proposition. Si f : P → Rn est une fontion HK-intégrable sur un pavé Pquelonque, on a ∫

P

f(x) dx = lim
P ′⊂P, P ′→P

∫

P ′

f(x) dxoù P ′ ⊂ P est un pavé quelonque dont les bornes onvergent vers elles de P .



96 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. Quitte à prolonger f par 0 sur P r P , on peut supposer P fermédans Rn. Il su�t alors de ombiner le résultat du théorème de Hake appliqué à unpavé ompat P1 ⊂ P assez grand ave le lemme de Henstok et les estimations dulemme 1.4 sur le bord ∂P . Les détails sont laissés en exerie pour le leteur.On notera ependant qu'en dimension > 1 la réiproque de la proposition 1.14 danslaquelle on onsidérerait les seuls pavés ompats P ′ ⊂ P δ-remplis n'est pas vraie.Par exemple, la fontion f : P → R dé�nie sur P = [0, 1] × R telle que f(x, y) = 1si x ∈ [0, 1/2] et f(x, y) = −1 si x ∈ ]1/2, 1] est bien HK-intégrable d'intégrale nullesur tout pavé P ′ = [0, 1] × [0, A], mais elle n'est pas HK-intégrable sur P (puisqu'àl'évidene elle ne l'est pas sur Q = [0, 1/2]× R).2. Fontions absolument intégrablesÉtant donné une fontion f HK-intégrable sur un pavé P , il peut fort bien se produireque l'intégrale ∫
P
|f(x)| dx soit divergente, en d'autres termes, que la fontion |f | nesoit pas HK-intégrable. Un exemple lassique est elui de l'intégrale ∫ +∞

0
sinx
x

dx, ouenore ∫ 1

0
1
x

sin 1
x
dx. Cei justi�e la dé�nition suivante.(2.1) Dé�nition. On dit qu'une fontion f : P → R dé�nie sur un pavé P ⊂ Rnest absolument intégrable sur P si à la fois f et |f | sont HK-intégrables sur P , ou, defaçon équivalente, si f+ = max(f, 0) et f− = max(−f, 0) sont HK-intégrables sur P .L'équivalene des deux onditions résulte en e�et des formules immédiates(17)

f+ =
1

2
(f + |f |), f− =

1

2
(|f | − f), f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.Si f est absolument intégrable sur P , on a

−
∫

P

f−(x) dx 6

∫

P

f(x) dx =

∫

P

f+(x) dx−
∫

P

f−(x) dx 6

∫

P

f+(x) dx,et omme les membres de droite et de gauhe sont majorés par ±
∫
P
|f(x)| dx on endéduit

(2.2)
∣∣∣
∫

P

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

P

|f(x)| dx.Un ritère ommode pour l'intégrabilité de |f | est le suivant.(2.3) Critère d'intégrabilité absolue. Soit f : P → R une fontion HK-intégrable.Alors on a ∫

P

|f(x)| dx = sup
D

∑

06j<N

∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx
∣∣∣

(17) On remarquera qu'il ne su�t pas de supposer |f | HK-intégrable dans ette dé�nition, du moins dansla théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel augmentée de l'axiome du hoix (ZFC - la théorie laplus ouramment utilisée ...). Dans ette théorie, il existe en e�et des parties E ⊂ [0, 1] qui sont nonmesurables, et la fontion f = χE − χ[0,1]rE est de valeur absolue |f | = 1 HK-intégrable sur [0, 1],tandis que f n'est pas HK-intégrable.



III.2. Fontions absolument intégrables 97où le sup est pris sur toutes les subdivisions pointées D = (Qj , xj)06j<N de P , lafontion |f | étant HK-intégrable sur P si et seulement si le membre de droite est �ni.Démonstration. Si |f | est HK-intégrable, on a d'après (2.2)
∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

Qj

|f(x)| dx,don on voit immédiatement que
sup
D

∑

06j<N

∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx
∣∣∣ 6

∫

P

|f(x)| dx.Dans l'autre sens, soit S le supremum �gurant dans le membre de gauhe, supposé�ni. Étant donné ε > 0, soit D = {(Qj , xj)}06j<N une subdivision pointée de Pqui réalise le supremum à ε près. On hoisit une jauge δ adaptée à ε, telle qu'onait en outre δ(x) 6 min∂Qj 6∋x d(x, ∂Qj). Toute subdivision D′ = {(Q′
k, x

′
k)}06k<N ′−1

δ-�ne de P se déompose alors (quitte à redéouper si néessaire les pavés Q′
k tels que

x′k ∈ ∂Qj) en des subdivisions de haun des pavés Qj par eux des pavés Q′
k qui sontontenus dans Qj . Le lemme de Henstok 1.1 (b) ombiné à l'inégalité triangulaire

||u| − |v|| 6 |u− v| implique
∣∣∣∣

∑

06k<N ′−1

(
|f(x′k)| vol(Q′

k) −
∣∣∣
∫

Q′
k

f(x) dx
∣∣∣
)∣∣∣∣ 6 2ε.Par ailleurs, la formule de Chasles donne que haque intégrale ∫
Qj
f(x) dx est la sommedes d'intégrales ∫

Q′
k
f(x) dx telles que Q′

k ⊂ Qj , don
S − ε 6

∑

06j<N−1

∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx
∣∣∣ 6

∑

06k<N ′−1

∣∣∣
∫

Q′
k

f(x) dx
∣∣∣ 6 S.On en déduit ∣∣∑k |f(x′k)| vol(Q′

k) − S
∣∣ 6 3ε, don |f | est bien HK-intégrable d'inté-grale ∫

P
|f(x)| dx = S.(2.4) Corollaire. Si f, g : P → R sont HK-intégrables et si |f | 6 g, alors f estabsolument intégrable sur P .Démonstration. On applique le ritère 2.3, en observant que

sup
D

∑

06j<N−1

∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx
∣∣∣ 6 sup

D

∑

06j<N−1

∫

Qj

g(x) dx 6

∫

P

g(x) dx < +∞.(2.5) Corollaire. L'ensemble L̃1(P ) des fontions absolument intégrables est unespae vetoriel, et l'intégrale de la valeur absolue
‖f‖1 =

∫

P

|f(x)| dx



98 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweildé�nit une semi-norme sur L̃1(P ) , 'est-à-dire que
‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1, ‖f + g‖1 6 ‖f‖1 + ‖g‖1pour tout salaire λ ∈ R et tous f, g ∈ L̃1(P ).Démonstration. L'intégrabilité absolue de f + g déoule de l'inégalité triangulaire

|f+g| 6 |f |+ |g| dans laquelle on sait que le membre de droite est HK-intégrable. Ceiimplique également l'inégalité triangulaire pour la semi-norme ‖ ‖1.(2.6) Remarque. ‖ ‖1 n'est pas une norme sur L̃1(P ) ar il existe des fontions f nonnulles telles que ‖f‖1 = 0. Il su�t par exemple qu'il existe un ensemble dénombrable Etel que f(x) soit nul sur P rE. On verra au paragraphe 5 omment on peut néanmoinsonstruire un espae normé omplet à partir de L̃1(P ).(2.7) Remarque. Si f, g : P → R sont HK-intégrables, il n'est pas vrai en général que
max(f, g) et min(f, g) sont intégrables (e n'est même pas vrai si g = 0 !). Cependant,'est vrai si f, g > 0 ou si f, g sont absolument intégrables ; pour le voir il su�t ene�et de poser

max(f, g) =
1

2
(f + g) +

1

2
|f − g|, min(f, g) =

1

2
(f + g) − 1

2
|f − g|.Plus généralement, 'est vrai s'il existe une fontion h HK-intégrable telle que h 6 fet h 6 g, ar on peut alors érire

min(f, g) = h+ min(f − h, g − h), max(f, g) = h+ max(f − h, g − h),et de même s'il existe une fontion h HK-intégrable telle que f 6 h et g 6 h, ar onpeut alors érire
min(f, g) = h− max(h− f, h− g), max(f, g) = h− min(h− f, h− g).3. Le théorème de onvergene monotoneL'un des points entraux de la théorie de l'intégration est de omprendre e qui se sepasse pour la limite d'une suite d'intégrales de fontions. Le as le plus fondamentalest elui d'une suite monotone de fontions.(3.1) Théorème. Soit fk : P → R une suite roissante de fontions HK-intégrablessur un pavé P ⊂ Rn, onvergeant vers f : P → R en tout point de P . Alors f est HK-intégrable sur P si et seulement si la suite roissante Ak =

∫
P
fk(x) dx est majorée, etalors ∫

P

f(x) dx = lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx.Démonstration. (a) Si f est HK-intégrable sur P , alors
Ak =

∫

P

fk(x) dx 6

∫

P

f(x) dx < +∞,



III.3. Le théorème de onvergene monotone 99par onséquent la suite roissante (Ak) est bornée et elle admet une limite
A = lim

k→+∞

∫

P

fk(x) dx 6

∫

P

f(x) dx.(b) Pour traiter la réiproque et l'inégalité inverse, ommençons par le as où P estfermé borné dans Rn. Supposons A = limAk < +∞. On se propose alors de montrerque f est HK-intégrable sur P d'intégrale A. Fixons ε > 0. On peut hoisir un entier
k0 tel que

A− ε 6

∫

P

fk(x) dx 6 A pour k > k0.Pour haque indie n, hoisissons une jauge δk : P → R∗
+ adaptée à fk pour unetolérane d'erreur 2−kε. En�n, pour haque x ∈ P , hoisissons un indie K(x) > k0tel que

f(x) − ε 6 fk(x) 6 f(x) pour k > K(x).On dé�nit une jauge δ sur P par δ(x) = δK(x)(x). Soit D = {(Qi, xi)}06i<N unesubdivision pointée δ-�ne de P . On peut érire
∣∣SD(f) − A

∣∣ 6
∣∣∣
∑

06i<N

(
f(xi) − fK(xi)(xi)

)
vol(Qi)

∣∣∣

+
∣∣∣
∑

06i<N

(
fK(xi)(xi) vol(Qi) −

∫

Qi

fK(xi)(x) dx
)∣∣∣

+
∣∣∣
∑

06i<N

∫

Qi

fK(xi)(x) dx−A
∣∣∣.Par dé�nition de K(x), la première somme du membre de droite est majorée par

ε
∑

vol(Qi) = ε vol(P ). Comme K(xi) > k0, on voit failement que la troisièmesomme est majorée par ∣∣∣
∫

P

fk0(x) dx− A
∣∣∣ 6 ε.En e�et, grâe à la monotonie de la suite (fk), on a

∫

P

fp(x) dx 6
∑

06i<N

∫

Qi

fK(xi)(x) dx 6

∫

P

fq(x) dxave p = min(K(xi)), q = max(K(xi)) q > p > k0. Reste la deuxième somme dumembre de droite. Pour ela, on regroupe les indies j tels que K(xi) soit égal à unindie k donné. Le lemme de Henstok 1.1 (a) implique
∣∣∣
∑

K(xi)=k

(
fk(xi) vol(Qi) −

∫

Qi

fk(x) dx
)∣∣∣ 6 2−kε.En sommant sur toutes les valeurs de k, on voit que la deuxième somme est majoréepar 2ε. Au total nous avons |SD(f) − A| 6 ε(vol(P ) + 3), par onséquent f est HK-intégrable d'intégrale A = limk→+∞

∫
P
fk(x) dx. Il nous reste à traiter le as d'un



100 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilpavé P non néessairement borné. Quitte à remplaer fk par fk−f0, on peut supposer
fk > 0 pour tout k (et don f > 0). Dans e as, pour toute partie ompate pavableet bien remplie R ⊂ P , on a d'après e qui préède et grâe à la positivité de fk

∫

R

f(x) dx = lim
k→+∞

∫

R

fk(x) dx 6 lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx.Par onséquent, en faisant tendre R vers P et en utilisant le théorème de Hake 1.12,on voit que f est HK-intégrable sur P et que
∫

P

f(x) dx = lim
R∈R(P ),R→P

∫

R

f(x) dx 6 lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx < +∞.Cei termine la démonstration.(3.2) Remarque. On a bien entendu un résultat entièrement analogue pour les suitesdéroissantes de fontions. On le déduit aussit�t en remplaçant (fk) par (−fk).4. Mesure de Lebesgue et ensembles négligeablesNous ommençons par la dé�nition et les propriétés fondamentales de la mesure deLebesgue dans Rn.(4.1) Théorème et dé�nition. Si E est une partie de Rn, on dit que E est intégrablesi sa fontion aratéristique χE est HK-intégrable sur P = Rn, et si 'est le as, ondé�nit la mesure de Lebesgue de E par
m(E) =

∫

Rn

χE(x) dx.La mesure de Lebesgue jouit des propriétés suivantes :(a) Si E et F sont des parties intégrables, alors E ∪F , E ∩F , ErF sont intégrables.Si E ⊂ F , alors m(E) 6 m(F ).(b) Si (Ek) est une suite roissante de parties intégrables, ⋃Ek est intégrable si etseulement si la suite m(Ek) est bornée, et alors m(
⋃
Ek) = limm(Ek).() Si (Ek) est une suite déroissante de parties intégrables, alors ⋂Ek est intégrableet m(

⋂
Ek) = limm(Ek).(d) Si (Ek)k∈N est une famille de parties intégrables deux à deux disjointes, la réunion⋃

Ek est intégrable si et et seulement si la série ∑m(Ek) onverge, et alors
m(
⋃
Ek) =

∑
m(Ek),Démonstration. (a) Il su�t d'appliquer la remarque 4.7, en observant que

χE∪F = max(χE , χF ), χE∩F = min(χE , χF ), χErF = χE − χE∩F .



III.4. Mesure de Lebesgue et ensembles négligeables 101Par ailleurs E ⊂ F implique χE 6 χF .(b) et () résultent du théorème de onvergene monotone appliqué à la suite fk = χEk
,qui est roissante sous l'hypothèse (b) et déroissante sous l'hypothèse ().(d) On pose Fk = E0 ∪ E1 ∪ . . . ∪ Ek. Alors Fk est intégrable d'après (a), et omme

χFk
=
∑

06i6n χEi
on a bien m(Fk) =

∑
06i6km(Ei). D'après (b) on obtient

m(
⋃
Ek) = lim

k→+∞
m(Fk) =

+∞∑

k=0

m(Ek),la suite m(Fk) étant bornée si et seulement si la série onverge.(4.2) Dé�nition. On dit(a) qu'une fontion f : P → R est négligeable si |f | est intégrable et ∫
P
|f(x)| dx = 0.(b) qu'une partie E ⊂ Rn est négligeable si sa fontion aratéristique χE est négli-geable, autrement dit si m(E) = 0.(4.3) Propriétés des fontions et ensembles négligeables.(a) Si f > 0 est négligeable et si |g| 6 f , alors g est négligeable.(b) Si E est négligeable, toute partie F ⊂ E est négligeable.() Toute réunion �nie ou dénombrable ⋃k>0Ek de parties négligeables est négligeable.(d) Une fontion f : P → R est négligeable si et seulement si Ef = {x ∈ P ; f(x) 6= 0}est négligeable.Démonstration. (a) résulte aussit�t par passage à la limite de la majoration des sommesde Riemann orrespondantes ∑ |g(xi)| vol(Qi) 6

∑
f(xi) vol(Qi).(b) Si F ⊂ E on a 0 6 χF 6 χE , don E négligeable ⇒ F négligeable d'après (a).() Posons Fk = E0∪E1∪. . .∪Ek et F =

⋃
Ek. Alors 0 6 χFk

6 χE0
+χE1

+. . .+χEk
,don χFk

est négligeable. Le théorème de onvergene monotone montre que la limiteroissante χF = limχFk
est elle aussi négligeable.(d) Supposons f négligeable, et soit gk(x) = min(χE(x), k|f(x)|). Alors (gk) est unesuite roissante de fontions HK-intégrables telles que 0 6 gk 6 k|f | et lim gk = χE .Elles véri�ent don ∫

P
gk(x) dx = 0, et on obtient ∫

Rn χE(x) dx =
∫
P
χE(x) dx = 0 parle théorème de onvergene monotone. Inversement si χE est négligeable, on onsidère

hk(x) = min(|f(x)|, kχE(x)) qui est une suite roissante de fontions négligeablesonvergeant vers |f | sur P , par suite f est négligeable.Il résulte de e qui préède que les ensembles et fontions négligeables ne jouent auunr�le dans la théorie de l'intégration. Par exemple, si f, g : P → R di�èrent sur unensemble négligeable, alors f−g est négligeable et par suite l'intégrabilité de f équivautà elle de g et dans e as ∫
P
f(x) dx =

∫
P
g(x) dx. De manière générale, on dit qu'unepropriété P(x) dépendant d'un nombre réel x est vraie presque partout si l'ensemble Edes x tels que P(x) ne soit pas vraie est négligeable. Ces résultats permettent de poserles dé�nitions suivantes.



102 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(4.4) Espae L1(P ). L'ensemble N(P ) des fontions négligeables est un sous-espaevetoriel de l'espae L̃1(P ) des fontions absolument intégrables. On note
L1(P ) = L̃1(P )/N(P )l'espae quotient. Les lasses d'équivalene sont onstituées de fontions égales presquepartout � es lasses seront enore notées omme s'il s'agissait de fontions, enonsidérant qu'on s'autorise à hanger éventuellement leurs valeurs sur un ensemblenégligeable. Par dé�nition de la semi-norme ‖ ‖1, nous avons ‖f‖1 = 0 si et seulementsi f ∈ N(P ), 'est-à-dire f = 0 dans L1(P ) = L̃1(P )/N(P ). Par onséquent f 7→ ‖f‖1dé�nit une vraie norme sur L1(P ).Nous pouvons maintenant énoner une version nettement renforée du théorème deonvergene monotone.(4.5) Version forte du théorème de onvergene monotone. Soit fk : P → Rune suite de fontions HK-intégrables. On suppose que (fk(x)) est une suite roissantepour presque tout x ∈ P .(a) Si (fk(x)) onverge presque partout vers une limite f(x) où f : P → R est unefontion HK-intégrable, alors

lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx =

∫

P

f(x) dx < +∞.(b) Inversement, si la limite limk→+∞
∫
P
fk(x) dx est �nie, alors l'ensemble E desréels x ∈ P tels que limk→+∞ fk(x) = +∞ est négligeable. De plus, la fontion

f : P → R telle que
f(x) =

{
limk→+∞ fk(x) si x /∈ E,
0 si x ∈ Eest HK-intégrable et satisfait (a).Démonstration. (a) Soit E l'ensemble des points x ∈ P tels que ou bien (fk(x)) n'estpas une suite roissante, ou bien 'est une suite roissante mais lim fk(x) = +∞, oubien enore f(x) 6= lim fk(x) < +∞. Par hypothèse, E est un ensemble négligeable(omme réunion �nie d'ensembles négligeables). Quitte à redé�nir fk(x) et f(x) ommeétant égales à 0 en tout point de E, on a f(x) = limk→+∞ fk(x) < +∞ partout sur Pet on peut alors appliquer le théorème de onvergene monotone � ordinaire � 3.1.(b) Quitte à redé�nir les fk par 0 sur un ensemble négligeable, on peut supposer quela suite (fk(x)) est roissante pour tout x ∈ P . En remplaçant fk par fk − f0, on peutégalement supposer fk > 0 pour tout k. Par hypothèse 0 6

∫
P
fk(x) dx 6 M < +∞.Pour k et s entiers, s > 0, soit Ek,s l'ensemble des x ∈ P tels que fk(x) > s.Nous avons χEk,s

= limN→+∞ min(1, N(fk − s)+) omme limite roissante, et de plus
0 6 χEk,s

6 1
sfk, don χEk,s

est intégrable sur P et
∫

P

χEk,s
(x) dx 6

1

s

∫

P

fk(x) dx 6 M/s.



III.5. Lemme de Fatou et théorème de onvergene dominée 103Or (Ek,s)k∈N est une suite roissante d'ensembles dont la réunion est l'ensemble Ksdes x ∈ P tels que limk→+∞ fk(x) > s. Cei prouve que Ks est intégrable et que
m(Ks) 6 M/s. Maintenant, l'ensemble E des réels x ∈ P tels que limk→∞ fk(x) = +∞est l'intersetion déroissante ⋂s>0Ks, par suite E est négligeable. Quitte à redé�nir
fk(x) = 0 sur E, nous pouvons appliquer le théorème de onvergene monotoneordinaire pour onlure que f = lim fk est HK-intégrable.Désormais, on s'autorisera à érire des intégrales dans lesquelles �gurent des fontionsqui prennent les valeurs +∞ ou−∞, pourvu que ela soit sur un ensemble négligeableE� en fait, si on le souhaite, on pourra toujours redé�nir es fontions omme valant 0ou toute autre valeur réelle en haque point de E. Dans e ontexte, le théorème deonvergene monotone peut se reformuler omme la possibilité de ommuter intégrationet passage à la limite monotone :
(4.6) (fk) monotone ⇒ ∫

P

lim
k→+∞

fk(x) dx = lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx,dès lors que l'un des deux membres est �ni.5. Lemme de Fatou et théorème de onvergene dominéeOn déduit ii du théorème de onvergene monotone plusieurs autres résultats fonda-mentaux de onvergene. Le premier, dit lemme de Fatou, est très utile dans bien dessituations.(5.1) Lemme de Fatou. Soient fk, g : P → R des fontions HK-intégrables tellesque fk > g presque partout. Si lim infk→+∞
∫
P
fk(x) dx < +∞, alors la fontion

f = lim infk→+∞ fk est �nie presque partout et HK-intégrable, et on a
∫

P

lim inf
k→+∞

fk(x) dx 6 lim inf
k→+∞

∫

P

fk(x) dx.Démonstration. Quitte à remplaer fk par fk − g, on peut supposer fk > 0 (et g = 0).De manière générale la lim inf d'une suite est obtenue omme une limite roissante
lim inf
k→+∞

uk = lim
k→+∞

↑ inf
i∈[k,+∞[

ui.Or pour tout k > 0 nous avons
∫

P

inf
i∈[k,+∞[

fi(x) dx 6 inf
i∈[k,+∞[

∫

P

fi(x) dxpuisque l'intégrande ϕk(x) = infi∈[k,+∞[ fi(x) du membre de gauhe est majoré par
fi pour haque i ∈ [k,+∞[ (de plus ϕk est HK-intégrable omme limite déroissantede la suite s 7→ ϕk,s(x) = mini∈[k,s] fi(x) quand s → +∞). Le lemme de Fatou



104 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilrésulte maintenant du théorème de onvergene monotone (4.6) appliqué à la suiteroissante (ϕk).On a bien entendu l'énoné symétrique, à savoir que si fk 6 h pour tout k ave hHK-intégrable, alors
(5.2)

∫

P

lim sup
k→+∞

fk(x) dx > lim sup
k→+∞

∫

P

fk(x) dxpourvu que le seond membre ne soit pas−∞. En ombinant (5.1) et (5.2), on obtient le(5.3) Théorème de la onvergene enadrée. Soient fk, g, h : P → R desfontions HK-intégrables telles que g 6 fk 6 h presque partout. On suppose que
f(x) = limk→+∞ fk(x) existe presque partout. Alors f est HK-intégrable sur P et

lim
k→+∞

∫

P

fk(x) dx =

∫

P

f(x) dx.Démonstration. Le lemme de Fatou donne en e�et
lim sup
k→+∞

∫

P

fk(x) dx 6

∫

P

lim
k→+∞

fk(x) dx 6 lim inf
k→+∞

∫

P

fk(x) dxpuisque limk→+∞ fk = lim supk→+∞ fk = lim infk→+∞ fk et que les membres degauhe et de droite sont enadrés par ∫
P
g(x) dx et ∫

P
h(x) dx.(5.4) Théorème de onvergene dominée. C'est le as partiulier du théorèmede onvergene enadrée où la suite (fk) véri�e la ondition plus forte |fk| 6 g pourune ertaine fontion g > 0 HK-intégrable. Dans e as toutes les fontions fk sontabsolument intégrables et la limite f = lim fk véri�e ‖f‖1 = lim ‖fk‖1.(18)(5.5) Séries onvergentes dans L1. Soit fk : P → R une suite de fontions abso-lument intégrables telles que∑ ‖fk‖1 < +∞. Alors la série∑ fk onverge dans L1(P ),et la onvergene a lieu également de manière pontuelle, presque partout sur P .Démonstration. Posons Sk = |f0| + |f1| + . . . + |fk|. C'est une suite roissante defontions absolument intégrables telles que ∫

P
Sk(x) dx 6

∑ ‖f‖1 < +∞. Le théorèmede onvergene monotone montre que la somme S(x) =
∑ |fk(x)| onverge presquepartout. En partiulier ϕ(x) =

∑
k>0 fk(x) existe presque partout omme sommed'une série absolument onvergente, et le théorème de onvergene dominée appliquéaux sommes partielles ϕk = f0 +f1 + . . .+fk entraîne que ϕ est absolument intégrable,du fait que 0 6 |ϕk| 6 S. Nous avons de plus |ϕ − ϕk| 6

∑
i∈[k+1,+∞[ |fk| don

‖ϕ− ϕk‖1 6
∑
i>k+1 ‖fi‖1, et par onséquent limk→+∞ ‖ϕ− ϕk‖1 = 0.Comme onséquene immédiate, nous avons le

(18) En fait les deux théorèmes sont équivalents, puisque le théorème de la onvergene enadrée se ramèneau as de fontions > 0 en observant que l'on a 0 6 fk − g 6 h − g.



III.5. Lemme de Fatou et théorème de onvergene dominée 105(5.6) Théorème. L1(P ) est un espae de Banah ('est-à-dire un espae norméomplet). De plus, de toute suite de Cauhy (don L1-onvergente), on peut extraireune sous-suite onvergeant pontuellement presque partout sur P .Démonstration. C'est une onséquene purement formelle de (5.5). Soit (uk) une suitede Cauhy dans L1(P ). Il existe une sous-suite (uki
) telle que ‖uki+1

− uki
‖1 6 2−i.Cei implique que la série ∑i(uki+1

− uki
) onverge normalement vers une somme

S dans L1(P ), et don que la sous-suite (uki
) onverge vers u = S + uk0 en norme

L1 et presque partout. Il en résulte que la suite (uk) onverge elle aussi vers u, ennorme L1.On peut tirer du théorème de onvergene enadrée des propriétés très agréables deontinuité et de dérivabilité sous le signe somme des intégrales dépendant de paramètresqui généralisent les résultats du Chapitre I, § 8.(19)(5.7) Théorème. Soit P ⊂ Rn un pavé, T une partie de Rd et t0 un point del'adhérene de T dans Rd. Soit f : P × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que(a) Pour tout t ∈ T , l'appliation P ∋ x 7→ f(x, t) est HK-intégrable sur P ;(b) Il existe des fontions g, h : P → R HK-intégrables et un voisinage V de t0 telque g(x) 6 f(x, t) 6 h(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presque tout x ∈ P (l'ensemblenégligeable N(t) ⊂ P orrespondant peut dépendre de t).() Pour presque tout x ∈ P , l'appliation T ∋ t 7→ f(x, t) possède une limite ϕ(x)quand t→ t0.Alors ϕ est HK-intégrable sur P et
lim

T∋t→t0

∫

P

f(x, t) dx =

∫

P

ϕ(x) dx.(5.8) Continuité sous le signe somme. Sous les hypothèses 5.7 (a, b), si t0 ∈ T etsi T ∋ t 7→ f(x, t) est ontinue en t0 pour presque tout x ∈ P , on a
lim

T∋t→t0

∫

P

f(x, t) dx =

∫

P

f(x, t0) dx,'est-à-dire que l'appliation F (t) =
∫
P
f(x, t) dx est ontinue en t0.Démonstration de (5.7). Il su�t de montrer qu'il y a onvergene pour toute suite

tk ∈ T tendant vers t0. Or par hypothèse, nous avons ϕk(x) = f(x, tk) → ϕ(x)sauf sur un ensemble négligeable E ⊂ P , tandis que g(x) 6 ϕk(x) 6 h(x) en dehorsde N(tk). Il su�t d'appliquer le théorème de onvergene enadrée, les hypothèsesétant satisfaites en dehors de l'ensemble négligeable E′ = E ∪⋃N(tk).(5.9) Dérivation sous le signe somme. Soient P ⊂ Rn un pavé, T ⊂ R unintervalle, t0 ∈ T un point �xé et f : P × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion tels que
(19) Comme on va le voir, on peut le faire sous des onditions même plus générales que dans la théorie deLebesgue, ave des intégrales non néessairement absolument onvergentes � on pro�te en ela de eque la onvergene enadrée est plus générale que la onvergene dominée. Les preuves sont ependantidentiques.



106 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweil(a) pour tout t ∈ T , l'appliation P ∋ x 7→ f(x, t) est HK-intégrable sur P ;(b) pour presque tout x ∈ P , l'appliation t 7→ f(x, t) admet une dérivée partielle
∂f
∂t

(x, t) sur T , et elle-i est ontinue en t0 ∈ T ;() il existe un voisinage V de t0 et des fontions g, h : P → R HK-intégrables tellesque g(x) 6 ∂f
∂t (x, t) 6 h(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presque tout x ∈ P (l'ensemblenégligeable N(t) ⊂ P orrespondant peut dépendre a priori de t).Alors l'appliation F (t) =

∫
P
f(x, t) dx est di�érentiable au point t0 et on a
F ′(t0) =

∫

P

∂f

∂t
(x, t0) dx.De plus si t 7→ ∂f

∂t
(x, t) est ontinue sur T pour presque tout x ∈ P , alors F est delasse C1 sur T et la formule i-dessus a lieu pour tout t0 ∈ T .Démonstration. En appliquant le théorème des aroissements �nis à t 7→ f(x, t), onvoit que

F (t) − F (t0)

t− t0
=

∫

P

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx =

∫

P

∂f

∂t
(x, ct,x) dxpour un ertain point c = ct,x ∈ ]t0, t[. Soit V = ]t0 − ε, t0 + ε[ tel que () ait lieu, etsoit (tk) une suite de points de V onvergeant vers t0. L'hypothèse () est véri�ée pourtout x ∈ P r N ′ et t ∈ {tk}, ave N ′ =

⋃
N(tk). Soit E un ensemble négligeable endehors duquel (b) a lieu. Lorsque x ∈ P r (E ∪N ′) et t = tk nous avons

g(x) 6
∂f

∂t
(x, ctk,x) 6 h(x) et ∂f

∂t
(x, ctk,x) →

∂f

∂t
(x, t0).Le résultat déoule alors de nouveau du théorème de onvergene enadrée.Pour un paramètre t = (t1, . . . , td) ∈ Rd, nous avons le résultat analogue suivant.(5.10) Di�érentiabilité sous le signe somme. Soit P ⊂ Rn un pavé et T ⊂ Rd unouvert. Soit f : P × T → R, (x, t) 7→ f(x, t) une fontion telle que(a) pour tout t ∈ T , l'appliation P ∋ x 7→ f(x, t) est HK-intégrable sur P ;(b) pour presque tout x ∈ P , l'appliation t 7→ f(x, t) admet des dérivées partielles

∂f
∂tj

(x, t) ontinues sur T ;() pour tout point t0 ∈ T , il existe un voisinage V de t0 et des fontions gj, hj : P → RHK-intégrables telles que gj(x) 6 ∂f
∂tj

(x, t) 6 hj(x) pour tout t ∈ T ∩ V et presquetout x ∈ P (l'ensemble négligeable Nj(t) ⊂ P orrespondant peut dépendre a prioride t).Alors l'appliation F (t) =
∫
P
f(x, t) dx est di�érentiable sur T et on a
∂F

∂tj
(t) =

∫

P

∂f

∂tj
(x, t) dx.



III.6. Lemme de reouvrement de Vitali et di�érentiabilité des intégrales indé�nies 1076. Lemme de reouvrement de Vitali et di�érentiabilité pres-que partout des intégrales indé�niesNous ommençons par un lemme de reouvrement très utile, puis nous en donnonsquelques appliations fondamentales. On dé�nit l'aspet aspect(P ) d'un pavé P de Rnd'intérieur non vide omme étant le rapport entre sa plus grande et sa plus petite arête.(6.1) Lemme de reouvrement de Vitali. Soit V = {Qα}α∈A une famille de pavésfermés ontenus dans un pavé fermé borné P , et soit E une partie de P . On dit que Vest un reouvrement de Vitali de E si :(a) L'aspet des pavés Qα reste enadré par deux onstantes positives, 'est-à-dire qu'ilexiste une onstante C > 1 telle que aspect(Qα) 6 C pour tout α.(b) pour tout x ∈ E et tout ε > 0, il existe un pavé Q ∈ V tel que x ∈ Q et diam(Q) < ε.Alors :(i) il existe une famille �nie ou dénombrable Qk de pavés deux à deux disjoints de Vet une partie négligeable N de P telles que E ⊂ ⋃k>0Qk ∪N ;(ii) on peut de plus hoisir N ontenu dans une intersetion ⋂s>0

⋃
k>sQ

′
k ave despavés fermés Q′

k ⊂ P tels que ∑k>0m(Q′
k) < +∞.Démonstration. On dé�nit par réurrene Q0, Q1, . . ., Qk omme suit. On pose

F0 = ∅, Fk = Q0 ∪Q1 ∪ . . . ∪Qk−1 si k > 1,et on onsidère VE,k ⊂ V la sous-famille des pavés Q ∈ V tels que Q ontienne unpoint x ∈ E et Q ⊂ P r Fk. S'il existe un entier k tel que E r Fk = ∅ pour unertain k, alors la famille �nie (Q0, . . . , Qk−1) répond à la question et le lemme estdémontré ave N = ∅. Sinon E r Fk 6= ∅ pour tout k > 0 et alors la famille VE,kest non vide : en e�et, x ∈ E r Fk étant �xé, il existe des pavés Q ∈ V ontenant xvéri�ant diam(Q) < ε = d(x, Fk), de sorte qu'on a néessairement Q ⊂ P r Fk. Soit
µk le sup de la mesure m(Q) de tous les pavés Q ∈ VE,k ; on hoisit Qk ∈ VE,k ensorte que m(Qk) > 1

2
µk. Les pavés Qk sont bien disjoints par onstrution, et on a paronséquent ∑m(Qk) 6 m(P ) < +∞, don ∑µk 6 2

∑
m(Qk) < +∞.Nous allons montrer que N = E r

⋃
k>0Qk est négligeable. Soit x ∈ N . Pour toutentier s, on a x ∈ E r Fs, et il existe un pavé Q ∈ V de diamètre diam(Q) < d(x, Fs)ontenant x. Par suite Q ⊂ P r Fs. Or, si Q ⊂ P r Fk, alors Q ∈ VE,k et m(Q) 6 µkpar dé�nition de µk. Comme limµk = 0 ei ne peut se produire que pour un nombre�ni d'indies k. Choisissons le plus grand indie k possible, de sorte que k > s,

Q ⊂ P r Fk et Q ∩ Fk+1 6= ∅. Cei implique que Q ∩Qk 6= ∅. Si a est la plus grandearête de Q et bk la plus petite de Qk nous avons
an 6 Cn−1m(Q), m(Q) 6 µk 6 2m(Qk), m(Qk) 6 Cn−1bnk ,par onséquent que a 6 C1bk ave C1 = 21/nC2−2/n. Cei entraîne que Q est ontenudans le pavé Q′

k de même entre que Qk et homothétique dans le rapport C2 = 1+2C1,par suite m(Q′
k) 6 C3m(Qk) ave C3 = Cn2 = (1 + 21+1/nC2−2/n)n. Nous avons



108 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilpar onséquent N ⊂ ⋃
k>sQ

′
k et omme ei est vrai pour tout entier s on voit que

N ⊂ ⋂s>0

⋃
k>sQ

′
k. Cependant
∑

k>0

m(Q′
k) 6 C3

∑

k>0

m(Qk) 6 C3m(P ) < +∞et don m(
⋃
k>sQ

′
k) 6

∑
k>sm(Q′

k) → 0 quand s → +∞. Par onséquent N estnégligeable et (i) est démontré. Pour obtenir (ii), il su�t de remplaer éventuellement
Q′
k par Q′

k ∩ P pour avoir à oup sûr Q′
k ⊂ P .(6.2) Théorème. Soit E ⊂ Rn une partie intégrable. Alors pour tout ε > 0 il existeune réunion de ubes ouverts U =

⋃
k>0Qk ontenant E telle que

m(U) 6
∑

k>0

m(Qk) 6 m(E) + ε.Démonstration. (1) Commençons par le as où E est borné, E ⊂ P pavé fermé borné.Soit ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f = χE sur P . On onsidère la famille de pavésfermés
Vδ =

{
Q ube fermé ⊂ P ; ∃x ∈ E, Q ∋ x et diam(Q) 6 δ(x)

}
.C'est un reouvrement de Vitali de E. Il existe par onséquent des ubes fermésdisjoints Qk ∈ Vδ et un ensemble négligeable N tels que E ⊂ ⋃k>0Qk∪N , ave de plus

N ⊂ ⋃k>0Q
′
k, ∑k>0m(Q′

k) 6 ε. Soit xk ∈ E tel que xk ∈ Qk et diam(Qk) 6 δ(xk).Grâe au lemme 1.3, la famille �nie d'intervalles pointés disjoints (Qk, xk)06k6s peutêtre omplétée en une subdivision δ-�ne D de P . Comme xk ∈ E, on en déduit
s∑

k=0

m(Qk) =

s∑

k=0

χE(xk) vol(Qk) 6 SD(χE) 6

∫

P

χE(x) dx+ ε = m(E) + ε.Quand s→ +∞, il vient à la limite∑k>0m(Qk) 6 m(E)+ ε, don quitte à remplaer
Qk etQ′

k par des ubes ouverts Q̃k ⊃ Qk, Q̃′
k ⊃ Q′

k tels quem(Q̃k) 6 m(Qk) + 2−k−1ε,
m(Q̃′

k) 6 m(Q′
k) + 2−k−1ε, il vient
E ⊂

⋃

k>0

Q̃k ∪ Q̃′
k,

∑

k>0

m(Q̃k) +m(Q̃k) 6 m(E) + 4ε.Quitte à remplaer ε par ε/4, le résultat est démontré dans le as où E est borné.(2) Dans le as général E ⊂ Rn, on érit E =
⋃
k∈Zn E ∩ Pk où Pk = k + [0, 1[n, et ontrouve pour haque k ∈ Zn un ouvert Uk ontenant E ∩ Pk et des ubes ouverts Qk,ℓle reouvrant tels que

m(Uk) 6
∑

ℓ

m(Qk,ℓ) 6 m(E ∩ Pk) + 2−Σ(ki+1)ε.Alors U =
⋃
Uk ontient E et on a m(U) 6

∑
k,ℓm(Qk,ℓ) 6 m(E) + ε.



III.6. Lemme de reouvrement de Vitali et di�érentiabilité des intégrales indé�nies 109(6.3) Corollaire. Soit E une partie de Rn. Les propriétés suivantes sont équivalentes.(a) E est négligeable.(b) Pour tout ε > 0, il existe une suite �nie ou dénombrable de ubes (resp. pavés)ouverts (Qk)k>0 tels que E ⊂ ⋃k>0Qk et ∑k>0m(Qk) 6 ε.() Pour tout ε > 0, il existe une suite �nie ou dénombrable de ubes (resp. pavés)fermés (Qk)k>0 tels que E ⊂ ⋃k>0Qk et ∑k>0m(Qk) 6 ε.Démonstration. (a) ⇒ (b) grâe à 6.2, tandis que (b) ⇒ () est évident, et () ⇒ (a)en prenant une intersetion dénombrable ave ε = 1/s→ 0, s ∈ N∗.(6.4) Théorème de Lebesgue-Denjoy. Soit f : P → R une fontion HK-intégrablesur un pavé P ⊂ Rn et VP,C l'ensemble des pavés Q ⊂ P tels que aspect(Q) 6 C.Alors pour presque tout x ∈ P on a
(∗) lim

VP,C∋Q∋x,diam(Q)→0

1

vol(Q)

∫

Q

f(t) dt = f(x).Démonstration. Comme nous allons le voir, il s'agit d'une onséquene direte dulemme de Henstok, ombiné ave le lemme de reouvrement de Vitali.Soit E l'ensemble des points x ∈ P pour lesquels la limite (∗) n'existe pas, ou bien vautune ertaine valeur ℓ(x) 6= f(x). Il s'agit de montrer que E est négligeable. Érivons
E =

⋃
s>0Ks, où Ks est l'ensemble des points x ∈ P tels que pour tout η > 0 il existe

Q ∈ VP,C tel que Q ∋ x, diam(Q) 6 η et
∣∣∣∣f(x) − 1

vol(Q)

∫

Q

f(t) dt

∣∣∣∣ >
1

s
.Fixons ε > 0 et δ une jauge ε-adaptée à f . On observe que la famille VP,C,s,δ despavés pointés (Q, x) véri�ant la minoration préédente et tels que diam(Q) 6 δ(x)fournit un reouvrement de Vitali de Ks. Il existe par onséquent une famille �nie oudénombrable (Qk, xk) de pavés de VP,C,s,δ (qui dépend aussi de ε via δ) et un ensemblenégligeable Ns,ε tels que Ks ⊂ Rs,ε :=

⋃
k Qk ∪ Ns,ε. Le lemme de Henstok 1.1 (b)appliqué à la famille �nie de pavés pointés {(Qk, xk)}06k6m donne

∑

06k6m

∣∣∣∣f(xk) −
1

vol(Qk)

∫

Qk

f(t) dt

∣∣∣∣ vol(Qk) 6 2εpuisque ette famille est δ-�ne par onstrution. On en déduit∑06k6m
1
s vol(Qk) 6 2εpour tout m, don m(Rs,ε) = m(

⋃
k>0Qk) 6 2s ε. En érivant Ks ⊂

⋂
k>0Rs,1/k onvoit que l'ensemble Ks est négligeable, don E =

⋃
s>0Ks l'est aussi.(6.5) Corollaire. Soit f : [a, b] → R une fontion HK-intégrable et F (x) =

∫ x
a
f(t) dtson intégrale indé�nie. Alors F est presque partout dérivable de dérivée F ′(x) = f(x).



110 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. C'est un orollaire immédiat du théorème préédent en hoisissant despavés Q de la forme [x, x+ h] (resp. [x− h, x]), de sorte que
1

vol(Q)

∫

Q

f(t) dt =
F (x+ h) − F (x)

h
, resp. F (x) − F (x− h)

h
.

7. Ensembles et fontions mesurablesUne fontion intégrable peut être extrêmement irrégulière du point de vue de laontinuité (par exemple χQ est HK-intégrable sur R, bien qu'elle soit disontinue entout point). Une fontion intégrable doit tout de même satisfaire ertaines propriétéstrès faibles de régularité loale, pour lesquelles les ensembles négligeables ne jouentauun r�le. C'est préisément l'objet de la notion de mesurabilité.(7.1) Dé�nition. On dit qu'une partie E ⊂ Rn est mesurable si E ∩ P est intégrablepour tout pavé fermé borné P ⊂ R.Compte tenu des propriétés des ensemble intégrables (f. (4.1)), on peut bien entenduse limiter à véri�er que l'intersetion E ∩ [−k, k]n est intégrable pour tout entier k. Lethéorème suivant déoule immédiatement de (4.1).(7.2) Théorème. Toute réunion dénombrable ⋃Ek, toute intersetion dénombrable⋂
Ek de parties mesurables Ek est mesurable. Le omplémentaire ∁E d'une partiemesurable E est mesurable. Tout pavé, toute partie ouverte ou fermée E ⊂ Rn estmesurable.La dernière assertion résulte du fait que les pavés sont trivialement mesurables, et dufait qu'une partie ouverte de Rn est réunion �nie ou dénombrable de pavés ouverts.On peut étendre la mesure de Lebesgue aux parties mesurables en posant

m(E) = lim
k→+∞

m(E ∩ [−k, k]n), m(E) ∈ [0,+∞].Les parties intégrables sont alors exatement les parties mesurables de mesure
m(E) < +∞, et la propriété d'additivité de la mesure d'une réunion dénombrablede parties mesurables disjointes est enore valable lorsque les sommations sont prisesdans [0,+∞]. Nous avons la aratérisation suivante assez laire de la mesurabilité.(7.3) Caratérisation des ensembles mesurables. Soit E une partie de Rn. Lespropriétés suivantes sont équivalentes.(a) E est mesurable.(b) Pour tout ε > 0 il existe une partie fermée F et une partie ouverte U telles que

F ⊂ E ⊂ U et m(U r F ) 6 ε.() Il existe F un Fσ (= réunion �nie ou dénombrable de fermés) et G un Gδ (=intersetion �nie ou dénombrable d'ouverts) tels que F ⊂ E ⊂ G et m(GrF ) = 0.(d) E peut s'érire omme une réunion E = F ∪N d'un Fσ et d'une partie négligeable.



III.7. Ensembles et fontions mesurables 111Démonstration. (a) ⇒ (b). Commençons par le as où E est borné, E ⊂ P pavé ferméborné. Alors E et E′ = P r E sont des parties intégrables. D'après le théorème (6.2)il existe des ouverts U et U ′ de Rn tels que E ⊂ U , m(U r E) 6 ε/2, et E′ ⊂ U ′,
m(U ′ r E′) 6 ε/2. On pose F = P r U ′. Il vient F ⊂ P r E′ = E ⊂ U et

m(U r F ) ⊂ m(U r E) +m(E r F ) 6 m(U rE) +m(U ′ r E′) 6 ε.Dans le as général, on pose Ek = E ∩ Qk, Qk = k + [0, 1]n, k ∈ Zn, et on trouvedes parties fermées Fk ⊂ Qk et ouvertes Uk ⊂ Rn telles que Fk ⊂ Ek ⊂ Uk et
m(Uk r Fk) 6 2−Σ(ki+1)ε. Alors F =

⋃
Fk et U =

⋃
Uk répondent à la questionpuisque U r F ⊂ ⋃(Uk r Fk).(b) ⇒ (). Pour tout entier s > 0, on peut trouver un fermé Fs et un ouvert Us telsque Fs ⊂ E ⊂ Us et m(Us r Fs) < 1/s. Alors F =

⋃
Fs et G =

⋃
Us répondent à laquestion, puisque Gr F ⊂ Us r Fs pour tout s.() ⇒ (d) est évident, il su�t de poser N = E r F qui est ontenu dans Gr F , donnégligeable.(d) ⇒ (a) résulte de (7.2).(7.4) Théorème et dé�nition. Soit f : P → R = R ∪ {+∞,−∞} une fontionquelonque dé�nie sur un pavé P ⊂ Rn. Les propriétés suivantes sont équivalentes.(a) L'image réiproque f−1([−∞, c[) de tout intervalle ouvert de R est mesurable.(b) L'image réiproque f−1([−∞, c]) de tout intervalle fermé de R est mesurable.() L'image réiproque f−1(J) de tout intervalle J ⊂ R est mesurable, respetivement

[(c′) J ouvert ], [(c′′) J fermé ],(d) L'image réiproque f−1(U) de tout ouvert U ⊂ R est mesurable.On dit alors que la fontion f est mesurable.Démonstration. L'équivalene de (a) et (b) résulte des égalités
f−1([−∞, c]) =

⋂

n>0

f−1([−∞, c+ 1/n[), f−1([−∞, c[) =
⋃

n>0

f−1([−∞, c− 1/n])si c ∈ R. Le passage au as d'intervalles J quelonques (), (′), (′′) se voit aisémenten érivant par exemple
f−1(]c, d[) = f−1([−∞, d[) ∩ ∁f−1([−∞, c])pour tous c < d dans R. En�n l'équivalene ave (d) résulte du fait que toutouvert U ⊂ R est réunion dénombrable d'intervalles ouverts disjoints Qk, de sorteque f−1(U) =

⋃
f−1(Qk).Une onséquene immédiate de la dé�nition est la suivante.(7.5) Proposition. Soit f = (f1, . . . , fm) : P → E une famille de fontions mesu-rables dé�nies sur un pavé P ⊂ Rn, à valeurs dans une partie E ⊂ Rm. Si g : E → Rest une fontion ontinue, alors G = g(f1, . . . , fm) est mesurable.



112 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilDémonstration. Si U est un ouvert de R, alors g−1(U) est un ouvert de E, don latrae E ∩ V d'un ouvert V ⊂ Rm. On peut érire V omme une réunion dénombrablede pavés ouverts Qk = Q1
k × . . .×Qmk et on obtient ainsi

G−1(U) =
⋃

k

(f1, . . . , fm)−1(Qk) =
⋃

k

f−1
1 (Q1

k) ∩ . . . ∩ f−1
m (Qmk ).Cei montre que G est mesurable.(7.6) Corollaire. Toute ombinaison linéaire �nie, tout produit de fontions mesu-rables à valeurs réelles est enore mesurable. L'ensemble des fontions mesurables

f : P → R a don une struture d'algèbre.Par ailleurs, omme les ensembles négligeables sont mesurables, la mesurabilité n'estpas sensible au fait que la fontion f soit modi�ée arbitrairement sur un ensemblenégligeable. Un fait très utile est que la mesurabilité est préservée par passage à lalimite dénombrable :(7.7) Proposition. Soit fk : P → R une suite de fontions mesurables. Alors
lim sup fk et lim inf fk sont mesurables. Si (fk) admet presque partout une limite f ,alors f est mesurable.Démonstration. Posons f = lim sup fk. Nous avons alors par dé�nition f(x) < c si
∃s > 0, ∃N > 0, ∀k > N , fk(x) < c− 1/s, 'est-à-dire

f−1([−∞, c[) =
⋃

s>0

⋃

N>0

⋂

k>N

f−1
k ([−∞, c− 1/s[),e qui montre que f est mesurable. La preuve pour lim inf fk se déduit du as de la

lim sup en remplaçant (fk) par (−fk). Si (fk) admet une limite presque partout f , ononlut en érivant par exemple f = lim sup fk presque partout.(7.8) Proposition. Toute fontion f : P → R ontinue ou HK-intégrable sur un pavé
P ⊂ Rn est mesurable.Démonstration. Il est lair que les fontions ontinues sont mesurables, puisque l'imageinverse d'un intervalle ouvert est une partie ouverte (don mesurable) de P . Supposonsmaintenant f HK-intégrable. Soit

F (x1, . . . , xn; y1, . . . , yn) =

∫ y1

x1

. . .

∫ yn

xn

f(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtnl'� intégrale indé�nie � de f sur P × P . On sait que F est ontinue sur P × P d'aprèsla proposition 1.15, et que (par exemple)
f(x) = lim

h→0

1

hn
F (x1, . . . , xn; x1 + h, . . . , xn + h)pour presque tout x ∈ P (théorème 6.4). En prenant h = 1/k → 0, on voit que f estégale presque partout à une limite d'une suite de fontions ontinues, par onséquent

f est mesurable.



III.7. Ensembles et fontions mesurables 113(7.9) Proposition. Toute fontion mesurable f : P → R peut s'érire f = lim fk oùles fontions fk sont des fontions intégrables étagées, 'est-à-dire des ombinaisonslinéaires �nies ∑
16ℓ6Nk

ck,ℓχEk,ℓ
de fontions aratéristiques d'ensembles intégrables.Si de plus f > 0, on peut hoisir la suite (fk) roissante et telle que 0 6 fk 6 f .Démonstration. Supposons d'abord P fermé borné. On prend alors

ck,ℓ = (ℓ− 1)2−k − k, Ek,ℓ = f−1([ck,ℓ, ck,ℓ + 2−k[), si ℓ = 1, 2, . . . , k 2k+1,

ck,ℓ = k, Ek,ℓ = f−1([k,+∞]), si ℓ = k 2k+1 + 1,

ck,ℓ = −k, Ek,ℓ = f−1([−∞,−k[), si ℓ = pn = k 2k+1 + 2,de sorte que les ensembles Ek,ℓ, 1 6 ℓ 6 Nk forment une partition mesurable de P .Il est évident par onstrution que la fontion fn =
∑
ck,ℓχEk,ℓ

véri�e |fk − f | 6 2−klà où |f(x)| < k, tandis que |fk(x)| = k ave le même signe que f(x) là où |f(x)| > k.On a don bien lim fk = f . Lorsque P est borné, les ensemble Ek,ℓ sont intégrableset la proposition est démontrée. Si P n'est pas borné, il su�t de remplaer Ek,ℓ par
E′
k,ℓ = Ek,ℓ∩[−k, k]n pour onlure la démonstration. En e�et, il est faile de onstaterque 0 6 fk 6 f et que la suite (fk) est roissante lorsque f est elle-même positive ounulle.Le résultat suivant montre que la mesurabilité est la propriété de régularité requise pourobtenir l'intégrabilité, lorsqu'on a un enadrement par des fontions HK-intégrables.(7.10) Proposition. Soit f, g, h : P → R des fontions telles que g 6 f 6 h.On suppose que g et h sont HK-intégrables et que f est mesurable. Alors f est HK-intégrable.Démonstration. Quitte à remplaer f par f − g et h par h − g, on peut supposer

0 6 f 6 h ave h HK-intégrable. La proposition 7.9 implique que f = lim fkave des fontions fk étagées HK-intégrables, que l'on peut hoisir > 0 d'après ladémonstration. Toutes es fontions sont don absolument intégrables, et on peutérire f = limk→+∞ min(fk, h). On voit don que f est HK-intégrable omme limitedominée de fontions HK-intégrables.(7.11) Espae L∞(P ). Soit f : P → R (ou même plus généralement f : P → R) unefontion mesurable. On dé�nit le sup essentiel de f par
sup ess
x∈P

f(x) = min
{
M ∈ [−∞,+∞] ; f(x) 6 M presque partout sur P}

= min
{
M ∈ [−∞,+∞] ; f−1(]M,+∞]) est négligeable}.Il s'agit bien d'un minimum du fait que si M est la limite d'une suite Mk stritementdéroissante pour laquelle f−1(]Mk,+∞]) est négligeable, alors f−1(]M,+∞]) =⋃

f−1(]Mk,+∞]) est enore négligeable. De même, on dé�nit l'inf essentiel de f par
inf ess
x∈P

f(x) = max
{
µ ∈ [−∞,+∞] ; f−1([−∞, µ[) est négligeable}.On dé�nit la norme L∞ de f par

‖f‖∞ = max
(
sup ess
x∈P

f(x), sup ess
x∈P

(−f(x))
)
,



114 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilde sorte que |f(x)| 6 M = ‖f‖∞ presque partout,M étant le plus petit majorant pourlequel ei ait lieu.En�n, on dé�nit l'espae L̃∞(P ) des fontions dites essentiellement bornées ommel'ensemble des fontions f : P → R de norme ‖f‖∞ �nie, et L∞(P ) = L̃∞(P )/N(P )omme le quotient de L̃∞(P ) par l'espae des fontions négligeables N(P ) � lequel estpréisément donné par N(P ) = {f ∈ L̃∞(P ) ; ‖f‖∞ = 0}.Il est lair que si f ∈ L∞(P ), on peut hoisir un représentant de la fontion f telqu'on ait |f(x)| 6 ‖f‖∞ partout, et pas seulement presque partout [quitte à redé�nir
f(x) = 0 sur l'ensemble négligeable dans lequel |f(x)| > ‖f‖∞

]. On voit alors quetoute série normalement onvergente dans L∞(P ) est onvergente, de sorte que L∞(P )est enore un espae de Banah.(7.12) Inégalité de Hölder pour L1 et L∞ : pour tout ouple de fontions
f ∈ L1(P ) et g ∈ L∞(P ), on a

∣∣∣
∫

P

f(x)g(x) dx
∣∣∣ 6 ‖f‖1‖g‖∞.En e�et, ei résulte du fait que |f(x)g(x)| 6 ‖g‖∞|f(x)| presque partout sur P .Le résultat suivant montre que les fontions intégrables au sens de Henstok-Kurzweildoivent tout de même être absolument intégrables sur des ensembles assez gros,bien qu'il puisse subsister des endroits où on a a�aire à une intégrale osillante nonabsolument onvergente.(7.13) Théorème. Soit P un pavé fermé borné et f : P → R une fontion intégrableau sens de Henstok-Kurzweil sur P . Alors(a) Il existe une suite roissante de parties fermées Ks ⊂ P telle que ⋃Ks = P et

∫

Ks

|f(x)| dx =

∫

P

χKs
(x) |f(x)| dx < +∞.En partiulier, la mesure m(P rKs) peut être prise arbitrairement petite.(b) L'ensemble U ⊂ P des points x0 pour lesquels il existe un pavé ouvert Q de entre

x0 sur lequel ∫
Q
|f(x)| dx < +∞ est un ouvert dense dans P .Démonstration. (a) Fixons ε0 > 0 et une jauge δ0 ε0-adaptée à f . On pose

Es =
{
x ∈ P ; |f(x)| 6 s et δ0(x) > 1/s

} et Ks = Es, s ∈ N∗.Il est lair que Es ⊂ Ks sont des suites roissantes d'ensembles et que ⋃Es = P (dufait que f est partout �nie et δ0 partout > 0); on a don aussi ⋃Ks = P . D'après lelemme de Henstok 1.1 (b), nous obtenons
(7.14)

∑

06j<N

∣∣∣∣f(xj) vol(Qj) −
∫

Qj

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 2ε0



III.7. Ensembles et fontions mesurables 115pour toute subdivision pointée D = {(Qj, xj)}06j<N δ0-�ne (omplète ou partielle)de P . Soit A un réel positif assez grand et ε > 0 arbitrairement petit. Lafontion g(x) = χKs
(x) min(|f(x)|, A) est mesurable bornée, don HK-intégrable, equi implique

∫

P

χKs
(x) min(|f(x)|, A) dx =

∫

P

g(x) dx = lim sup
D,HK

SD(g)

= inf
δ

sup
D δ-fine

∑

06j<N

χKs
(xi) min(|f(xi)|, A) vol(Qj)

6 inf
δ

sup
D δ-fine

∑

j, xj∈Ks

|f(xi)| vol(Qj)

6 sup
D δε-fine

∑

j, xj∈Ks

∣∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx

∣∣∣∣+ 2ε(7.15)où δε désigne une jauge ε-adaptée à f (pour ette dernière inégalité, on applique biensûr enore le lemme de Henstok 1.1 (b)); on suppose de plus δε hoisie en sorte que
δε(x) < 1/s en tout point. SoitD = {(Qj, xj)}06j<N une subdivision δε-�ne arbitraire.On pose Qj =

∏
16k6n[aj,k, bj,k], xj = (xj,1, . . . , xj,n), et on note J l'ensemble desindies j = 0, 1, 2, . . . , N − 1 tels que xj ∈ Ks. En�n, on assoie à haque indie j ∈ Jl'élément αj ∈ {−1, 0,+1}n tel que

αj,k =






−1 si xj,k = aj,k,
0 si xj,k ∈ ]aj,k, bj,k[,
+1 si xj,k = bj,k.Cei fournit une partition J =

⋃
Jα en 3n parties Jα = {j ∈ J ; αj = α}. Fixons

η > 0 assez petit. Pour j ∈ J , on a par dé�nition xj ∈ Ks = Es, don on peut trouverun point x′j ∈ Es tel que d(xj , x′j) 6 η. On dé�nit d'autre part
Q′
j =

∏

16k6n

[a′j,k, b
′
j,k]ave

a′j,k =

{
x′j,k si xj,k = aj,k,
aj,k + η sinon, b′j,k =

{
x′j,k si xj,k = bj,k,
bj,k − η sinon,et on suppose de plus qu'on a pris η plus petit que la moitié 1

2 min(xj,k−aj,k, bj,k−xj,k)du minimum des di�érenes non nulles xj,k − aj,k et bj,k − xj,k, et aussi plus petitque la moitié des distanes des ubes Qj, Qℓ non adjaents. Dans es onditions,il est lair que x′j ∈ Q′
j et que les pavés Q′

j orrespondant aux indies j ∈ Jα sontd'intérieurs disjoints pour haque α ∈ {−1, 0,+1}n �xé ; en e�et, il ne pourrait y avoirune intersetion d'intérieur non vide que pour deux indies distints j, ℓ ∈ Jα tels que
Qj et Qℓ étaient adjaents relativement à une fae xk = Cte, pour laquelle on a parexemple a′j,k = x′j,k et b′ℓ,k = x′ℓ,k ave xj,k = aj,k = xℓ,k = bℓ,k, mais ei est exlu



116 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilpuisqu'alors −1 = αj,k 6= αℓ,k = +1. D'autre part, pour η assez petit, le théorème1.3 (b) implique
(7.16)

∣∣∣∣
∫

Q′
j

f(x) dx−
∫

Qj

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 ε/N,et omme diamQj 6 δε(xj) < 1/s, on pourra aussi obtenir que diamQ′
j < 1/s 6 δ0(x

′
j)du fait que x′j ∈ Es. Cei montre que {(Q′

j , x
′
j)}j∈Jα

est une subdivision partielle δ0-�nede P . D'après (7.14) on en déduit
∑

j∈Jα

∣∣∣∣
∫

Q′
j

f(x) dx

∣∣∣∣ 6
∑

j∈Jα

|f(x′j)| vol(Q′
j) + 2ε0 6 s vol(P ) + 2ε0,puisque x′j ∈ Es implique |f(x′j)| 6 s. En prenant la somme sur α ∈ {−1, 0,+1}n, ilvient d'après (7.16)

∑

j∈J

∣∣∣∣
∫

Qj

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 3n
(
s vol(P ) + 2ε0

)
+Nε/N,et en ombinant ei ave (7.15) après être passé au sup sur toutes les subdivisions D

δε-�nes on trouve
∫

P

χKs
(x) min(|f(x)|, A) dx 6 3n

(
s vol(P ) + 2ε0

)
+ 3ε.On ternine en appliquant le théorème de onvergene monotone ave A→ +∞. Comme

ε peut être pris arbitrairement petit ei donne
∫

P

χKs
(x)|f(x)| dx 6 3n

(
s vol(P ) + 2ε0

)
< +∞.Il est lair que limm(P rKs) = 0 puisque ⋃Ks = P .(b) Il est lair par dé�nition que U est ouvert. Pour tout pavé fermé borné P ′ ⊂ Pd'intérieur non vide, le théorème de Baire appliqué à P ′ =
⋃
P ′ ∩Ks montre que l'unedes parties P ′ ∩Ks est d'intérieur non vide dans P ′, don P ′ ∩ U 6= ∅. Cei entraîneque U est un ouvert dense dans P .(7.17) Remarque. Jitan Lu et Peng-Yee Lee [LL℄ ont montré par un exemple assezsimple, déjà pour des fontions d'une seule variable, que l'ouvert U du théorème 7.13 (b)peut être de mesure arbitrairement petite dans P .8. Densité des fontions ontinues à support ompatSi A ⊂ Rn est une partie mesurable quelonque, on dé�nit l'intégrale ∫

A
f(x) dxd'une fontion f : A ⊂ R en onsidérant tout simplement l'intégrale ∫

Rn f̃(x) dx duprolongement f̃ de f à Rn tel que f̃(x) = 0 sur Rn r A. Cei permet de parler del'intégrabilité ou de la mesurabilité de f ; on obtient ainsi un espae de Banah L1(A) en



III.8. Densité des fontions ontinues à support ompat 117adaptant les résultats des setions 4 et 5 au as des fontions sur le pavé in�ni P = Rn,nulles sur Rn r A.Nous démontrons maintenant un résultat très important, à savoir la densité desfontions ontinues à support ompat dans l'espae de Banah L1(Ω) pour tout ouvert
Ω de Rn.(20)(8.1) Densité des fontions ontinues à support ompat.(a) Soit E ⊂ Rn un ensemble mesurable. Pour tout ε > 0, il existe une appliationontinue g : Rn → [0, 1] telle que g(x) = χE(x) hors d'un ensemble ouvert V demesure m(V ) 6 ε.(b) Soit f : Ω → R une fontion mesurable sur un ouvert Ω ⊂ Rn. Il existe une suite

gk : P → R d'appliations ontinues à support ompat dans Ω telles que gk → fpresque partout.() Soit f ∈ L1(Ω). Il existe une suite gk : Ω → R d'appliations ontinues à supportompat dans Ω telles que gk → f presque partout et ‖gk − f‖1 → 0.(d) L'espae Cc(Ω) des fontions ontinues à support ompat dans Ω est dense dans
L1(Ω), et L1(Ω) s'identi�e au omplété de Cc(Ω) pour la norme ‖ ‖1.Démonstration. (a) Grâe à 7.4, hoisissons F un ensemble fermé et U un ensembleouvert tels que F ⊂ E ⊂ U et m(U r F ) 6 ε. On pose

g(x) =
d(x, ∁U)

d(x, F ) + d(x, ∁U)
.Il est lair que 0 6 g(x) 6 1 et que g est ontinue (le dénominateur ne s'annule paspuisque F et ∁U sont des fermés disjoints). De plus g(x) = 1 si x ∈ F et g(x) = 0 si

x ∈ ∁U , don g répond à la question en posant V = U r F .(b) et (). On se ramène d'abord au as où f > 0 : si le résultat est démontré dans eas, on érit f = f+ − f− et
f+ = lim g′k, f− = lim g′′k , f = lim g′k − g′′k presque partoutave g′k et g′′k ontinues à support ompat. On supposera don dans la suite que

f > 0. Dans e as, la proposition 7.9 fournit une suite roissante de fontionsétagées fk =
∑

16ℓ6Nk
ck,ℓχEk,ℓ

telles que f = lim fk en tout point. Quitte àperdre éventuellement la onvergene sur le bord ∂Ω (négligeable), on peut supposerque Ek,ℓ ⊂ Ωk pour une ertaine suite stritement roissante d'ouverts relativementompats Ωk ⊂ Ω tels que Ω =
⋃

Ωk (sinon on remplae tout simplement Ek,ℓpar Ek,ℓ ∩ Ωk). D'après (a) [ave U ⊂ Ωk, on peut trouver une fontion ontinue
gk,ℓ : Ω → R telle que gk,ℓ = χEk,ℓ

hors d'un ensemble ouvert Vk,ℓ de mesure 6 2−k/Nket à support dans Ωk. Par suite gk =
∑

16ℓ6Nk
ck,ℓgk,ℓ est ontinue à support ompat

(20) Inidemment e résultat (et plus spéi�quement 8.1 (d) i-après) démontre que les fontions absolumentintégrables au sens de Henstok-Kurzweil sont exatement les fontions intégrables au sens de Lebesguepour la mesure de Lebesgue usuelle. Jusqu'à e point, il était évident que l'espae L1(P ) de Henstok-Kurzweil ontenait elui de Lebesgue, mais il n'était pas lair qu'il ne soit pas plus gros. Les deuxthéories se rejoignent don dans le as des fontions absolument intégrables.
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⋃
ℓ Vk,ℓ, m(Vk) 6 2−k. En dehorsde Ws =

⋃
k>s Vk qui est de mesure 6 2−s, il est lair que gk → f puisque gk = fkpour k > s, et par onséquent gk → f hors de l'ensemble négligeable N =

⋂
sWs.Cei démontre (b). Si en outre f est intégrable, alors le théorème de onvergenedominée appliqué à la suite déroissante f − fk → 0 dominée par f montre que

lim ‖fk − f‖1 = 0. En prenant de plus m(Vk,ℓ) 6 2−k/(1 + Nk|ck,ℓ|), il vient
‖gk,ℓ − χEk,ℓ

‖1 6 2−k/(1 +Nk|ck,ℓ|), don ‖gk − fk‖1 6 2−k et () s'ensuit.(d) résulte de (), puisque nous savons que L1(Ω) est omplet, et de plus Cc(Ω)s'identi�e à un sous-espae de L1(Ω) d'après 2.8 (a) (ou, du moins, son analogue enplusieurs variables, qui se démontre de la même manière).Une première onséquene du théorème de densité des fontions ontinues est la ara-térisation suivante des fontions mesurables.(8.2) Caratérisation des fontions mesurables (théorème de Lusin).Soit A ⊂ Rn une partie mesurable et f : A → R une fontion quelonque. Il y aéquivalene entre :(a) f est mesurable.(b) Pour tout ε > 0, il existe une partie ouverte V ⊂ Rn de mesure m(V ) 6 ε telleque la restrition f|ArV soit ontinue.Démonstration. Commençons par le sens � faile �.(b) ⇒ (a). Pour k entier > 0, �xons un ouvert Vk tel que m(Vk) 6 2−k et f|ArVkontinue. Quitte à remplaer Vk par V ′
k =

⋃
ℓ>k Vℓ, on peut supposer que la suite Vkest déroissante. Posons alors fk(x) = 0 si x ∈ Vk et fk(x) = f(x) si x ∈ Ar Vk. Soit

U un ouvert de R. Alors
f−1
k (U) = f−1(U) ∩ (Ar Vk) si 0 /∈ U,

f−1
k (U) = Vk ∪

(
f−1(U) ∩ (Ar Vk)

) si 0 ∈ U.Dans les deux as f−1
k (U) est mesurable puisque f−1(U) ∩ (A r Vk) est une partieouverte de ArVk (et don l'intersetion d'un ouvert ave la partie mesurable ArVk).Cei prouve que fk est mesurable. Comme f = lim fk hors de la partie négligeable

N =
⋂
Vk, on voit que f est elle aussi mesurable.(a) ⇒ (b). Quitte à étendre f par 0 sur Rn r A, on peut supposer A = Rn. D'après8.1 (b), il existe une suite d'appliations ontinues gk : Rn → R telles que gk → fpresque partout. Comme R est homéomorphe à [−1, 1] par l'appliation x 7→ x/(1+|x|),on peut tout aussi bien supposer que f et les gk sont à valeurs dans [−1, 1]. Soit N ⊂ Rnun ensemble négligeable tel que gk(x) onverge vers f(x) pour tout x ∈ Rn rN . Soit

(Ps)s>0 une suite roissante de pavés fermés bornés tels que ⋃Ps = Rn. Pour haquepaire d'entiers r, s, onsidérons
Ur,s =

{
x ∈ Ps ; ∃k, ℓ > r, |gk(x) − gℓ(x)| > 2−s

}
.C'est une partie ouverte de Ps, de plus la suite (Ur,s)r>0 est déroissante et⋂

r>0 Ur,s ⊂ N d'après le ritère de Cauhy. Comme N est négligeable, nous avons



III.8. Densité des fontions ontinues à support ompat 119
limr→+∞m(Ur,s) 6 m(N) = 0, don il existe un indie r(s) tel que m(Ur(s),s) 6 2−s.Il n'est pas restritif de supposer que l'on hoisit r(s + 1) > r(s) pour tout s. Soit
Vq une partie ouverte de P ontenant N ∪⋃s>q Ur(s),s, telle que m(Vq) 6 22−q. Pour
k > s > q et x ∈ Pq r Vq ⊂ Ps r Ur(s),s, nous avons |gr(s)(x)− gr(s+1)(x)| 6 2−s. Ceientraîne que f est la limite uniforme des gr(s) sur toute partie ompate de Rn r Vq,don f|RnrVq

est ontinue.Nous utilisons maintenant la densité des fontions ontinues pour étendre les théorèmesfondamentaux déjà démontrés dans e adre. Pour ela, on utilise le fait que toutefontion f ∈ L1(Ω) absolument intégrable sur un ouvert Ω ⊂ Rn est limite en norme
L1 d'une suite de fontions ontinues à support ompat (gk) telles que (disons)
‖gk − gk−1‖1 6 2−k. On peut don représenter f omme somme d'une série L1 on-vergente f =

∑
uk de fontions ontinues à support ompat, ave u0 = g0 et

uk = gk − gk−1. En�n, on peut érire
(8.3) f = f ′ − f ′′ ave f ′ =

∑

k

u+
k , f ′′ =

∑

k

u−k , ‖u+
k ‖1 + ‖u−k ‖1 6 2−k si k > 1,de sorte que f apparaît omme une di�érene de limites roissantes L1 onvergentesde fontions positives ontinues à support ompat. L'égalité (8.3) est vraie seulementpresque partout.(8.4) Formule du hangement de variable dans Rn. Soit ϕ : Ω → Ω′ une bijetionde lasse C1 entre deux ouverts de Rn, telle que le déterminant jaobien

Jacϕ(x) = det

(
∂ϕi
∂xj

)

16i,j6nsoit partout non nul. Alors pour toute fontion f : ϕ(Ω) = Ω′ → R dans L1(Ω′) on a
∫

ϕ(Ω)

f(y) dy =

∫

Ω

f(ϕ(x)) | Jacϕ(x)| dxet l'intégrale du membre de droite est elle aussi absolument onvergente sur Ω.Démonstration. La première hose à voir (f étant peut-être seulement dé�nie presquepartout) est que l'image inverse ϕ−1(N) d'un ensemble négligeable dans Ω′ est négli-geable dans Ω. Or ei résulte du lemme suivant et du fait que le di�éomorphisme ϕest une appliation loalement lipshitzienne ainsi que son inverse ϕ−1.(8.5) Lemme. Soit ψ : Ω′ → Ω une appliation loalement lipshitzienne dans Ω′.Alors l'image ψ(N) de tout ensemble négligeable N de Ω′ est négligeable dans Ω.En e�et, quitte à érire ψ(N) =
⋃
ψ(N ∩ Kj) pour une ertaine suite roissante departies ompates Kj ⊂ Ω′, on peut supposer N ⊂ K ompat ⊂ Ω′ et ψ lipshitziennede rapport k. Pour tout ε, on peut alors reouvrir N par une famille dénombrablede ubes Qα de diamètre dα, tels que ∑ vol(Qα) =

∑
dnα 6 ε. Comme ψ(Qα) estontenu dans un ube Q′

α de diamètre d′α 6 kdα, on en déduit que m(ψ(N)) 6 knεpour tout ε > 0, e qui montre que ψ(N) est négligeable.



120 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilPour terminer la démonstration, on utilise maintenant (8.3) et le fait que la formuleest vraie pour u+
k et u−k d'après le théorème 3.6. On en déduit que la formule est vraiepour f ′ et f ′′ par le théorème de onvergene monotone, puis qu'elle est vraie pour fpar di�érene.(21)(8.6) Théorème de Fubini. Soient A ⊂ Rn et B ⊂ Rm des parties mesurables et

f : A×B → R une fontion absolument intégrable. Alors, en notant
(x, y) = (x1, . . . , xn ; y1, . . . , ym) ∈ Rn × Rmles variables dans A×B, on a
∫

A×B
f(x, y) dx dy =

∫

A

(∫

B

f(x, y) dy
)
dx.Cei signi�e impliitement :(a) que pour presque tout x ∈ A, la fontion y 7→ f(x, y) est dans L1(B).(b) que la fontion presque partout dé�nie x 7→

∫
y∈B f(x, y) dy est dans L1(A).

[et on peut bien entendu éhanger les r�les de A et B dans e qui préède ].Démonstration. Quitte à étendre f par 0 hors de A×B, on peut supposer que A = Rnet B = Rm.(1) On ommene par démontrer le résultat lorsque f = lim gk est la limite d'une suiteroissante de fontions ontinues gk > 0 à support ompat dans Rn × Rm. Comme lerésultat est vrai pour les gk d'après le théorème 1.12, les fontions
Gk(x) =

∫

y∈Rm

gk(x, y) dyfournissent une suite roissante de fontions ontinues à support ompat dans Rn tellesque ∫

Rn

Gk(x) dx =

∫

Rn×Rm

gk(x, y) dx dy 6

∫

Rn×Rm

f(x, y) dx dy < +∞.D'après le théorème de onvergene monotone 4.5, on voit que
F (x) := lim

k→+∞
Gk(x) = lim

k→+∞

∫

Rm

gk(x, y) dy =

∫

Rm

f(x, y) dy

(21) On observera que si les résultats démontrés au hapitre II avaient été traités après la preuve desthéorèmes fondamentaux de onvergene, on aurait pu en simpli�er notablement la démonstration : ene�et, omme on vient de le voir, le résultat loal valable a priori pour les fontions ontinues à supportompat dans l'image d'un petit pavé Ω′

P
= ϕ(P ◦) s'étend aux fontions f ∈ L1(Ω′

P
) quelonques, etde là à un ouvert quelonque en prenant une partition dénombrable de Ω par des pavés. L'argumentde partition ontinue de l'unité devient inutile, de même que le préambule destiné à introduire equ'est l'intégrale sur un ouvert � sahant que la fontion aratéristique d'un ouvert est une fontionmesurable.
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∫

Rn

F (x) dx = lim
k→+∞

∫

Rn

Gk(x) dx = lim
k→+∞

∫

Rn×Rm

gk(x, y) dx dy

=

∫

Rn×Rm

f(x, y) dx dy < +∞.Cei démontre à la fois l'égalité herhée et les observations omplémentaires (a) et (b).(2) Il résulte de (1) que la formule est vraie si f = χU est la fontion aratéristiqued'un ouvert intégrable, puisqu'une telle fontion est la limite d'une suite roissantede fontions ontinues à support ompat dans U . Plus généralement, la formule estvraie si f = χA où A =
⋂
Uk est l'intersetion d'une suite déroissante d'ouvertsintégrables ('est-à-dire un Gδ intégrable) : il su�t pour ela d'appliquer le théorèmede onvergene monotone à la suite déroissante χUk

.(3) Si f = χE est la fontions aratéristique d'un ensemble négligeable, les tranhes
E ∩ ({x} × Rm) sont négligeables pour presque x ∈ R et la formule est vraie (ave desintégrales presque toutes égales à 0). Pour le voir, on utilise (2) et 7.3 (a), qui impliquel'existene d'un Gδ négligeable G tel que E ⊂ G.(4) Comme onséquene de (3), le fait que f soit modi�ée sur un ensemble négligeablede Rn×Rm ne hange rien, puisque les intégrales ∫

Rm f(x, y) dy ne sont alors modi�éesque sur une partie négligable de valeurs de x ∈ Rn. On peut don supposer f seulementdé�nie presque partout dans Rn×Rm. Cette dernière observation, ombinée à (8.3) età la partie (1) onlut la démonstration.(8.7) Théorème de Tonelli. Soient A ⊂ Rn et B ⊂ Rm des parties mesurables et
f : A×B → R une fontion mesurable. On suppose que(a) pour presque tout x ∈ A, la fontion y 7→ |f(x, y)| est intégrable sur B ;(b) l'intégrale itérée ∫

A

( ∫
B
|f(x, y)| dy

)
dx est onvergente.Alors f est dans L1(A×B) et on a

∫

A×B
f(x, y) dx dy =

∫

A

(∫

B

f(x, y) dy
)
dx.Démonstration. Quitte à érire f = f+ − f− où f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0),on voit que f+ et f− sont mesurables d'après la proposition 7.5 et on se ramèneimmédiatement au as où f > 0.On érit maintenant f = lim fk omme limite roissante des fontions fk > 0 telles que

fk(x, y) = min
(
f(x, y), k χ[−k,k]n+m(x, y)

)
.Ces fontions sont intégrables sur A×B puisque la fontion aratéristique χ[−k,k]n+mdu pavé [−k, k]n+m l'est sur Rn × Rm tout entier). Le thorème de Fubini 8.6 donne

∫

A×B
fk(x, y) dx dy =

∫

A

( ∫

B

fk(x, y) dy
)
dx 6

∫

A

(∫

B

f(x, y) dy
)
dx < +∞.



122 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilOn en déduit l'intégrabilité de f sur A × B à l'aide du théorème de onvergenemonotone 4.5, et on applique maintenant de nouveau 8.6 pour obtenir l'égalité desintégrales.D'après les théorèmes de Fubini 8.6 et de Tonelli 8.7, dans le as partiulier où f = χEest la fontion aratéristique d'un ensemble mesurable E dans Rn = A×B = Rn−1×R,on déduit la formule suivante permettant le alul d'aires et de volumes par réurrenesur la dimension.(8.8) Calul d'aires et de volumes par réurrene sur la dimension. Soit Eune partie mesurable de Rn. On note aE(xn) l'aire (ou plus préisément la mesure
(n− 1)-dimensionnelle) de la projetion dans Rn−1 de la tranhe E ∩ (Rn−1 × {xn}).Alors ette tranhe E ∩ (Rn−1 × {xn}) est Rn−1-mesurable pour presque tout xn ∈ R,la fontion xn 7→ aE(xn) est mesurable sur R et on a l'égalité

vol(E) =

∫

R

aE(xn) dxn

(que les intégrales soient �nies ou non).
vol(E)

xn
xn + dxn

x1, . . . , xn−1

xn

aE(xn) dxn

Fig. 24. Calul de volume par tranhage suivant la diretion xn.Démonstration. On se ramène au as d'un ensemble intégrable en remplaçant E par
Ek = E ∩ [−k, k]n, et dans ette situation la formule résulte de l'appliation du théo-rème de Fubini à fk = χEk

. Le as général s'obtient grâe au théorème de onvergenemonotone 4.5 appliqué aux suites roissantes χEk
→ χE , et, pour presque tout xn ∈ R,

aEk
(xn) → aE(xn).9. Fontions de puissane k-ième intégrableL'objet de ette setion est d'introduire des espaes Lk(P ) qui généralisent l'espae

L1(P ) introduit à la setion 5. La présentation en est tout à fait lassique.(9.1) Dé�nition. Soit P un pavé quelonque dans Rn et k ∈ ]0,+∞[. On dé�nitl'espae L̃k(P ) omme étant l'ensemble des fontions f : P → R mesurables telles que
|f |k soit HK-intégrable sur P .



III.9. Fontions de puissane k-ième intégrable 123On dit que L̃k(P ) est l'espae des fontions de puissane k-ième intégrable sur P . Si
f ∈ L̃k(P ), on dé�nit la norme Lk de f omme étant

‖f‖k =
(∫

P

|f(x)|kdx
)1/k

.Nous avons besoin d'un lemme préparatoire fournissant un ertain nombre d'inégalitésélémentaires de onvexité.(9.2) Lemme. Soient x, y ∈ R+ des réels positifs ou nuls et t > 0.Si k > 1 on a
(x+ y)k 6 α1−kxk + β1−kyk pour α, β > 0, α+ β = 1,(9.2 a)

(x+ y)k > xk + yk,(9.2 b)

|x− y|k 6 |xk − yk|,(9.2 c)

|xk − yk| 6 t−(k−1)|x− y|k + (k − 1)tmax(xk, yk).(9.2 d)Si 0 < k 6 1 on a les inégalités analogues
(x+ y)k > α1−kxk + β1−kyk pour α, β > 0, α+ β = 1,(9.2 a′)

(x+ y)k 6 xk + yk,(9.2 b′)

|x− y|k > |xk − yk|,(9.2 c′)

|x− y|k 6 t−(1−k)|xk − yk| + (1 − k)tk max(xk, yk).(9.2 d′)Démonstration. (a) résulte de la onvexité de la fontion x 7→ xk sur R+ (la dérivéeseonde k(k − 1)xk−2 étant > 0 sur ]0,+∞[ si k > 1), qui donne
(x+ y)k =

(
α(α−1x) + β(β−1y)

)k
6 α(α−1x)k + β(β−1y)k.De même, (a′) est une onséquene du fait que la fontion est onave si 0 < k 6 1.Les inégalités (b) et (b′) résultent de la monotonie de la fontion u 7→ (u + y)k − uksur l'intervalle [0, x], qui se déduit du fait que la dérivée k((u+ y)k−1 − uk−1) est > 0et k > 1 (resp. 6 0 pour k 6 1) et u > 0.Les inégalités () et (′) se déduisent de (b) et (b′) : en supposant par exemple

0 6 y 6 x, on trouve ainsi pour k > 1

xk =
(
y + (x− y)

)k
> yk + (x− y)k.En�n, pour obtenir (d), on utilise l'inégalité des aroissements �nis

|xk − yk| 6 k|x− y|max(xk−1, yk−1) = k A1/kB1−1/kave A = |x− y|k et B = max(xk, yk), et on ombine ei ave l'inégalité de onvexité
A1/kB1−1/k = exp

(1

k
ln(t−(k−1)A) +

(
1 − 1

k

)
ln(tB)

)
6

1

k
t−(k−1)A+

(
1 − 1

k

)
tB.



124 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilPour (d′), on pose x′ = xk, y′ = yk et k′ = 1/k, e qui donne
|x− y| =

∣∣(x′)k′ − (y′)k
′∣∣ 6 k′|x′ − y′|max

(
(x′)k

′−1, (y′)k
′−1
)
,d'où

|x− y|k 6
(1

k
|xk − yk|max(x, y)1−k

)k
= AkB1−kave A = 1

k |xk−yk| et B = max(xk, yk). Il su�t alors de ombiner ette inégalité avel'inégalité de onvexité
AkB1−k = exp

(
k ln(t−(1−k)A) + (1 − k) ln(tkB)

)
6 k t−(1−k)A+ (1 − k)tkB.(9.3) Théorème. Soit P un pavé quelonque de Rn.(a) L'ensemble L̃k(P ) est un espae vetoriel, et f 7→ ‖f‖k est une semi-norme sur

L̃k(P ) si k > 1 ('est seulement une � quasi semi-norme � si 0 < k < 1).(b) L'ensemble des fontions f de semi-norme ‖f‖k nulle s'identi�e à l'espae N(P )des fontions négligeables, et le quotient Lk(P ) = L̃k(P )/N(P ) est un espaeomplet pour tout k > 0 (et don un espae de Banah si k > 1).Démonstration. (a) Soient f, g ∈ L̃k(P ). L'inégalité (9.2 b′) implique
|f + g|k 6 (|f | + |g|)k 6 |f |k + |g|k si 0 < k 6 1,tandis que pour k > 1 et α, β > 0, α+ β = 1, (9.2 a) donne

(∗)
∣∣f + g

∣∣k 6 α1−k|f |k + β1−k|g|k.La proposition 7.10 implique que f + g ∈ L̃k(P ). Cei montre que L̃k(P ) est bien unespae vetoriel et que
‖f + g‖kk 6 ‖f‖kk + ‖g‖kk si 0 < k 6 1.Dans e as, à défaut d'obtenir une semi-norme, on obtient don une semi-distaneinvariante par translation en posant dk(f, g) = ‖f − g‖kk. L'élévation à la puissane

1/k onduit d'après (9.2 a) (appliqué ave k′ = 1/k et α = β = 1/2) à la propriété ditede � quasi semi-norme �
‖f + g‖k 6 21/k−1

(
‖f‖k + ‖g‖k

)
.L'ensemble des fontions f de semi-norme ‖f‖k = 0 s'identi�e à l'ensemble N(P ) desfontions négligeables, et dans le as où ‖f‖k = ‖g‖k = 0 on a don

‖f + g‖k = 0 = ‖f‖k + ‖g‖k.Si k > 1 et ‖f‖k + ‖g‖k > 0, on peut appliquer l'inégalité (∗) i-dessus ave
α =

‖f‖k
‖f‖k + ‖g‖k

, β =
‖g‖k

‖f‖k + ‖g‖k
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‖f + g‖kk 6 α1−k‖f‖kk + β1−k‖g‖kk

6 (‖f‖k + ‖g‖k)k−1‖f‖k + (‖f‖k + ‖g‖k)k−1‖g‖k,d'où ‖f + g‖k 6 ‖f‖k + ‖g‖k.(b) Il est lair d'après e qui préède que le quotient Lk(P ) = L̃k(P )/N(P ) est unespae métrisable séparé, normé ou quasi-normé suivant que k > 1 ou 0 < k < 1.Pour montrer que 'est un espae omplet, on onsidère les bijetions inverses l'une del'autre
Φ : L̃k(P ) → L̃1(P ), f 7→ fk+ − fk−,

Ψ : L̃1(P ) → L̃k(P ), f 7→ f
1/k
+ − f

1/k
− .Comme L1(P ) est omplet (théorème 5.6), il su�t de voir que Φ et Ψ induisent deshoméomorphismes entre L̃k(P ) et L̃1(P ) qui transforment suites de Cauhy en suitesde Cauhy. Soient f , g dans L̃k(P ). Il est tout d'abord évident par dé�nition de Φ que

‖Φ(f)‖1 = ‖f‖kk,don Φ, Ψ éhangent les parties bornées. Lorsque k 6 1, on a d'après (9.2 ′)
‖fk+ − gk+‖1 =

∫

P

∣∣fk+(x) − gk+(x)
∣∣ dx 6

∫

P

∣∣f+(x) − g+(x)
∣∣k dx 6 ‖f − g‖kk,(on utilise le fait trivial que |x+ − y+| 6 |x− y|), et on a une inégalité analogue pourles parties négatives, don

‖Φ(f) − Φ(g)‖1 6 2 ‖f − g‖kk.Lorsque k > 1, on utilise plut�t (9.2 d) qui donne
‖fk+ − gk+‖1 6 t−(k−1)‖f − g‖kk + (k − 1)tmax

(
‖f‖k, ‖g‖k

)kpour tout t > 0. En prenant t = ‖f − g‖k, on trouve alors
‖fk+ − gk+‖1 6‖f − g‖k

(
1 + (k − 1) max(‖f‖k, ‖g‖k)k

)
,

‖Φ(f)− Φ(g)‖1 6 2‖f − g‖k
(
1 + (k − 1) max(‖f‖k, ‖g‖k)k

)
.Dans le sens inverse, (9.2 ) implique

‖f+ − g+‖kk 6 ‖fk+ − gk+‖1 6 ‖Φ(f) − Φ(g)‖1 si k > 1, d'où
‖f − g‖k 6 2‖Φ(f)− Φ(g)‖1/k

1 si k > 1.Si k 6 1, l'utilisation de (9.2 d′) ave t = ‖fk+ − gk+‖1 fournit
‖f+ − g+‖kk 6 ‖fk+ − gk+‖k1

(
1 + (1 − k) max(‖f‖k, ‖g‖k)k

)
,

‖f − g‖k 6 21/k‖Φ(f) − Φ(g)‖1

(
1 + (1 − k) max(‖f‖k, ‖g‖k)k

)1/k
.



126 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilLa propriété de transformation des suites de Cauhy par Φ et Ψ = Φ−1 résultediretement de es inégalités, et le théorème s'ensuit.(9.4) Inégalité de Hölder. Soient k, ℓ > 1 tels que 1
k + 1

ℓ = 1 (� exposantsonjugués �). Alors pour tout f ∈ L̃k(P ) et tout g ∈ L̃ℓ(P ) le produit fg est dans
L̃1(P ) et on a ∣∣∣

∫

P

f(x)g(x) dx
∣∣∣ 6 ‖f‖k‖g‖ℓ.Démonstration. La onvexité de la fontion exponentielle donne

|fg| = exp
(1

k
ln(tk|f |k) +

1

ℓ
ln(t−ℓ|g|ℓ)

)
6

1

k
tk|f |k +

1

ℓ
t−ℓ|g|ℓpour tout t > 0, et ei montre déjà que fg ∈ L̃1(P ) d'après la proposition 7.10. Onobtient de plus

∣∣∣
∫

P

f(x)g(x) dx
∣∣∣ 6

∫

P

|f(x)| |g(x)| dx6
1

k
tk‖f‖kk +

1

ℓ
t−ℓ‖g‖ℓℓ.Si on prend t = ‖f‖−1/ℓ

k ‖g‖1/k
k (en supposant f , g non négligeables), on déduitbien l'inégalité de Hölder (9.4) herhée de l'hypothèse 1

k + 1
ℓ = 1, qui entraîne aussi

k − k/ℓ = ℓ− ℓ/k = 1. Si f ou g est négligeable, le membre de gauhe est nul etl'inégalité est évidente.(9.5) Remarque. On notera que l'inégalité de Hölder est également valide lorsque
k = 1, si l'on dé�nit l'exposant onjugué par ℓ = ∞ dans e as. Ce n'est autre quel'inégalité déjà donnée en (7.12).(9.6) Corollaire. L'espae L2(P ) = L̃2(P )/N(P ) des fontions de arré intégrablepresque partout dé�nies sur P a une struture d'espae de Hilbert.Démonstration. Si f, g ∈ L̃2(P ), alors |fg| 6 1

2 (f2 + g2) ∈ L̃1(P ), don fg ∈ L̃1(P ).On peut ainsi dé�nir sur L2(P ) un produit salaire
〈f, g〉 =

∫

P

f(x)g(x) dxtel que 〈f, f〉 = ‖f‖2
2. Cette forme bilinéaire positive est bien non dégénérée puisque sonnoyau dans L̃2(P ) est préisément N(P ), et que dans L2(P ) on est passé au quotient.Le théorème 9.3 montre que L2(P ) est un espae de Hilbert. On en tire en partiulierl'inégalité de Cauhy-Shwarz |〈f, g〉| 6 ‖f‖2‖g‖2, qui se rérit sous forme intégrale

(9.7)
(∫

P

f(x)g(x) dx
)2

6

∫

P

|f(x)|2 dx
∫

P

|g(x)|2 dx,et qui est préisément le as partiulier de l'inégalité de Hölder pour k = ℓ = 2.



III.10. Caratérisation de l'intégrabilité au sens de Riemann 12710. Caratérisation de l'intégrabilité au sens de RiemannLes résultats qui préèdent permettent de donner une aratérisation des fontionsintégrables au sens de Riemann.(10.1) Théorème. Soit P un pavé fermé borné de Rn et f : P → R une fontionquelonque. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur P si et seulement si(a) f est bornée sur P ;(b) l'ensemble N des points de disontinuité de f est une partie négligeable de P .Démonstration. (1) Les onditions sont néessaires.Supposons f intégrable au sens de Riemann. Alors, pour ε > 0 donné, il existe δ > 0tel que pour toute subdivision D = {(Qj, xj)}06j<N δ-�ne on ait |SD(f)−A| 6 ε où Aest l'intégrale de f , e qui exige que SD(f) =
∑
f(xj) vol(Qj) reste borné. En �xantun indie j et en faisant varier xj ∈ Qj (tous les autres points xk ∈ Qk, k 6= j, étant�xés), on voit que f doit être bornée sur Qj. Par onséquent f doit être bornée sur P .Si nous posons maintenant Mj = supxj

f(xj) et mj = infxj∈Qj
f(xj), nous voyons que∑

Mj vol(Qj) 6 A+ε et∑mj vol(Qj) > A−ε en prenant respetivement le sup et l'infde SD(f). Par onséquent ∑(Mj −mj) vol(Qj) 6 2ε. Soit J0 l'ensemble des indiestels que Mj −mj >
√
ε. On obtient ∑j∈J0

√
ε vol(Qj) 6 2ε, don vol(

⋃
Qj) 6 2

√
ε.Du fait que vol(∂Qj) = 0, il existe un voisinage ouvert

Uε de ⋃

j∈J0

Qj ∪
⋃

j /∈J0

∂Qjtel que vol(Uε) 6 4
√
ε. Le omplémentaire P rUε est ontenu par onstrution dans laréunion des ubes ouverts Q◦

j , j /∈ J0, don tout point x0 ∈ P rUε admet un voisinagesur lequel l'osillation de f est majorée par √ε (puisque Mj −mj <
√
ε pour j /∈ J0).Considérons l'ensemble négligeable

S =
⋃

k>1

⋂

j>k

U1/j et son omplémentaire P r S =
⋂

k>1

⋃

j>k

P r U1/j .(On notera que vol(
⋂
j>k U1/j) 6 4/

√
j pour tout j > k, don et ensemble est biennégligeable). Alors, pour tout x0 ∈ P r S et tout entier k > 1, il existe j > k tel que

x0 ∈ P r U1/j, et par onséquent x0 possède un voisinage sur lequel l'osillation de fest majorée par√1/j 6
√

1/k. Cei implique que f est ontinue en x0 et don N ⊂ S.(2) Réiproquement, supposons que |f | 6 M et que l'ensemble N des points dedisontinuité de f soit négligeable. Fixons ε > 0 et posons
Sk = {x ∈ P ; ∃δ > 0, oscil

B(x,2−k−δ)
f > ε}.Il est lair par dé�nition que Sk est une suite déroissante et que Sk est une partieouverte de P (si x0 ∈ Sk ave oscilB(x0,2−k−δ) f > ε, alors pour x ∈ B(x0, δ/2) on a
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oscilB(x,2−k−δ/2) f > oscilB(x0,2−k−δ) f > ε). Comme N =

⋂
Sk est de mesure nulle, ilexiste un entier k tel que la mesure de Lebesgue de Sk satisfasse µ(Sk) 6 ε.Considérons un reouvrement �ni du ompat P r Sk par des pavés ouverts (Q′

j)
◦entrés en des points x′j ∈ P r Sk, de diagonale < 2−k. On a Q′

j ⊂ B(x′j, 2
−k − δ)pour δ assez petit, et omme x′j /∈ Sk, il vient

oscil
B(x′

j
,2−k−δ)

f < ε et don oscil
Q′

j

f < ε.On obtient ainsi un reouvrement ⋃(Q′
j)

◦ d'un voisinage de P r Sk. On omplètela réunion ⋃Q′
j pour reouvrir P tout entier en adjoignant un nombre �ni de pavés

Q′′
j ⊂ Sk dont les intérieurs (Q′′

j )
◦ sont deux à deux disjoints et ontenus dans Pr

⋃
Q′
j .Soit P =

⋃
Qℓ un déoupage de P obtenu en redéoupant les pavés Q′

j et Q′′
j de sorteque Qℓ ⊂ Q′

j ou Qℓ ⊂ Q′′
j pour au moins un j. On pose

Mℓ = sup
Qℓ

f, mℓ = inf
Qℓ

f.Pour Qℓ ⊂ Q′
j on a Mℓ − mℓ 6 oscilQℓ

6 oscilQ′
j
f < ε, et d'autre part ⋃Q′′

j ⊂ Sk,don
∑

ℓ

(Mℓ −mℓ) vol(Qℓ) 6
∑

Qℓ⊂
⋃
Q′

j

(Mj −mj) vol(Qj) +
∑

Qℓ⊂
⋃
Q′′

j

(Mj −mj) vol(Qj)

6 ε
∑

Qℓ⊂
⋃
Q′

j

vol(Qj) +M
∑

Qℓ⊂
⋃
Q′′

j

vol(Qj)

6 ε vol(P ) +Mµ(Sk) 6 (vol(P ) +M)ε.Cei démontre que f est intégrable au sens de Riemann.11. Fontions approximativement ontinues et primitivesSoit Ω un ouvert de Rn, E un espae métrique (ou topologique) ayant une basedénombrable d'ouverts.(11.1) Dé�nition. On dit qu'une appliation f : Ω → E est(a) mesurable si pour tout ouvert V de E l'image réiproque f−1(V ) est mesurable ;(b) approximativement ontinue en un point x0 ∈ Ω (relativement à la mesure deLebesgue µ) si elle est mesurable au voisinage de x0 et si pour tout voisinageouvert V de f(x0), la densité des points x prohes de x0 dont l'image f(x) est endehors de V est nulle, 'est-à-dire :

lim sup
r→0+

µ
(
B(x0, r) r f−1(V )

)

µ
(
B(x0, r)

) = 0.() approximativement ontinue sur Ω si elle est ontinue en tout point de Ω.



III.11. Fontions approximativement ontinues et primitives 129Il est faile de voir que la ondition 11.1 (b) est indépendante de la norme hoisiesur Rn. Pour les fontions d'une variable, la ondition devient
(11.2) ∀V ouvert ∋ f(x0), lim sup

h→0+

µ
(
]x0 − h, x0 + h[ r f−1(V )

)

2h
= 0.L'énoné suivant est à peu près évident.(11.3) Proposition Soit f : Ω → E une appliation approximativement ontinue enun point x0 ∈ Ω et g : E → E′ une appliation ontinue entre espae topologiques.Alors g ◦ f est approximativement ontinue en x0.Démonstration. En e�et, si W est un voisinage de g ◦ f(x0) alors V = g−1(W ) est unvoisinage de f(x0) et (g ◦ f)−1(W ) = f−1(V ).L'intérêt prinipal des fontions approximativement ontinues réside dans le résultatélémentaire suivant dû à A. Denjoy.(11.4) Théorème (Denjoy [Dj2℄). Soit I un intervalle de R et f : I → R une fontionmesurable bornée et approximativement ontinue en un point x0 ∈ I. Alors l'intégrableindé�nie

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, a ∈ Iest dérivable en x0 et F ′(x0) = f(x0). En partiulier, toute fontion f : I → Rloalement bornée et approximativement ontinue possède une primitive.Démonstration. Considérons un point x = x0 + h ∈ I, h ∈ R, et �xons ε > 0. Enposant M = ‖f‖∞ et V = ]f(x0) − ε, f(x0) + ε[, on a alors
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0) =

1

h

∫ x0+h

x0

(
f(t) − f(x0)

)
dt,et omme ar |f(t) − f(x0)| 6 ε pour t ∈ f−1(V ) et |f(t) − f(x0)| 6 2M presquepartout pour t /∈ f−1(V ), il vient

∣∣∣
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣ 6
1

|h|

∫

]x0,x0+h[∩f−1(V )

∣∣f(t) − f(x0)
∣∣ dt

+
1

|h|

∫

]x0,x0+h[rf−1(V )

∣∣f(t) − f(x0)
∣∣ dt

6 ε+
2M µ

(
]x0, x0 + h[rf−1(V )

)

|h| .L'hypothèse sur la ontinuité approximative de f implique qu'il existe δ > 0 tel que
0 < |h| < δ =⇒ µ

(
]x0 − h, x0 + h[rf−1(V )

)

2|h| 6 ε

=⇒
∣∣∣
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣ 6 ε(1 + 4M).



130 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilLes résultats annonés en déoulent.(11.5) Corollaire. Une fontion approximativement ontinue f : I → R satisfait lethéorème des valeurs intermédiaires.Démonstration. En e�et, quitte à omposer f ave un homéomorphisme g : R → [−1, 1],on peut supposer f bornée. Alors f admet une primitive F , et on sait que la dérivée
f = F ′ satisfait le théorème des valeurs intermédiaires.Le théorème de Denjoy permet de onstruire des fontions dont la dérivée est approxi-mativement ontinue mais disontinue en de nombreux points.(11.6) Proposition (Denjoy [Dj2℄). Soit (rn)n>n0

une suite partout dense dans R

(par exemple la suite des rationnels ordonnés de manière quelonque), et αn > 0,
βn > 1, n > n0, des suites de réels telles que

+∞∑

n=n0

αn < +∞,

+∞∑

n=n0

K−βn < +∞pour une ertaine onstante K > 1 (on peut prendre par exemple αn = 2−n, βn = lnn,
n > n0 = 3, ave K = e2). Alors(a) la fontion u : R → [0,+∞] telle que

u(x) =

+∞∑

n=n0

αn|x− rn|−1/βnest approximativement ontinue sur R, �nie presque partout, mais in�nie sur un
Gδ dense de mesure nulle dans R.(b) la fontion f(x) = e−u(x) cosu(x) est mesurable sur R, bornée par 1 en valeurabsolue, approximativement ontinue en tout point, et hange de signe sur toutintervalle. En partiulier, elle admet une primitive F qui n'est monotone surauun intervalle. De plus f est ontinue ave f(x0) = 0 en tout point x0 tel que
u(x0) = +∞, et disontinue en tout point x0 tel que u(x0) < +∞.Démonstration. (a) Considérons les fontions un : R → [0,+∞] dé�nies par

un(x) = αn|x− rn|−1/βn . Elles sont ontinues, ave un(rn) = +∞ et un(x) < +∞si x 6= rn, don les sommes partielles
SN =

∑

n06n6N

unsont ontinues. Par onséquent, la limite roissante u = limSN est semi-ontinueinférieurement, 'est-à-dire que pour tout λ < u(x0) il existe un voisinage ]x0−δ, x0+δ[sur lequel u(x) > λ (que u(x0) soit �ni ou in�ni) � pour le voir, on hoisit N tel que
SN (x0) > λ, puis δ > 0 tel que SN (x) > λ sur ]x0 − δ, x0 + δ[, en utilisant la ontinuitéde SN .



III.11. Fontions approximativement ontinues et primitives 131Il su�ra don de montrer que u est approximativement semi-ontinue supérieurement,'est-à-dire que pour tout x0 ∈ R tel que u(x0) < +∞ et tout λ > u(x0), l'ensemble
u−1(]λ,+∞]) est de densité nulle en x0.Par hypothèse, la suite βn doit véri�er limK−βn = 0, don limβn = +∞, e quiimplique l'existene d'une borne inférieure β = inf βn = minβn > 1. Pour toutintervalle [−A,A] et r > 0 on a

∫ A

−A
|x− r|−1/βdx =

∫ A−r

−A−r
|x|−1/βdx

=

∫ A

−A
|x|−1/βdx+

∫ A+r

A

(|x|−1/β − |x− r|−1/β)dx

6

∫ A

−A
|x|−1/βdx = 2(1 − 1/β)−1A1−1/β,et, par symétrie, on a la même inégalité pour r 6 0. Cei entraîne pour tout N

∫ A

−A
SN (x) dx 6 2(1 − 1/β)−1A1−1/β

N∑

n=n0

αn.Le théorème de onvergene monotone implique dans es onditions que u = limSNest intégrable au sens de Lebesgue sur tout intervalle [−A,A], ave
∫ A

−A
u(x) dx 6 2(1 − 1/β)−1A1−1/β

+∞∑

n=n0

αn.En partiulier, on a u(x) < +∞ presque partout. En revanhe, u−1(+∞) =⋂
λ∈N u

−1(]λ,+∞]) est un Gδ qui ontient la suite {rn}, don 'est un Gδ dense, demesure nulle d'après e qui préède.Fixons maintenant x0 tel que u(x0) =
∑
αn|x0 − rn|−1/βn < +∞ et un réel ε > 0.Cei implique en partiulier que x0 /∈ {rn}. L'ensemble des points x ∈ R tel que

un(x) > Kun(x0) est l'intervalle Jn dé�ni par |x − rn| < K−βn |x0 − rn|. Pour quel'intervalle Jn renontre un intervalle donné ]x0 − h, x0 + h[, il faut que la distaneséparant les entres des intervalles soit plus petite que la somme de leurs demi-longueurs, soit |x0 − rn| < h + K−βn |x0 − rn|, et don |x0 − rn| < (1 − K−1)−1h.Par onséquent, la longeur d'un tel intervalle Jn est majorée par
2K−βn |x0 − rn| < 2K−βn(1 −K−1)−1het on en déduit

(11.7)
1

2h
µ
(
]x0 − h, x0 + h[ ∩

⋃

n>N

Jn

)
6
∑

n>N

K−βn(1 −K−1)−1.Comme la série ∑K−βn onverge par hypothèse, on peut �xer un entier N telque ∑n>N K
−βn(1 − K−1)−1 < ε, et on peut supposer également par ailleurs que
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∑
n>N un(x0) < ε/2K. Pour x ∈ ]x0 − h, x0 + h[ r

⋃
n>N Jn nous avons

u(x) 6
∑

n06n6N

un(x) +
∑

n>N

un(x)

6
∑

n06n6N

un(x) +K
∑

n>N

un(x0) 6
∑

n06n6N

un(x) + ε/2.Par ontinuité de un, on peut hoisir δ > 0 assez petit en sorte que h 6 δ et
x ∈ ]x0−h, x0 +h[ ⇒ un(x) < un(x0)+ε/2N , d'où u(x) 6 u(x0)+ε d'après l'inégalitépréédente. Cei montre que pour h 6 δ, les points de ]x0 − h, x0 + h[ en lesquels
u(x) > u(x0) + ε sont ontenus dans ]x0 − h, x0 + h[ ∩ ⋃n>N Jn, et don que leurdensité est majorée par ε d'après (11.7) et le hoix de N . On en onlut que la limitede ette densité est nulle, et don que u est bien approximativement semi-ontinuesupérieurement en x0.(b) La fontion g(x) = e−x cosx dé�nie sur [0,+∞[ admet un maximum qui vaut
g(0) = 1, et un minimum égal à g(3π/4) = m où m = −

√
2

2 e
−3π/4. Elle se prolongeen une appliation ontinue g : [0,+∞] → [m, 1] en posant g(+∞) = 0. On en déduitque la omposée f(x) = g ◦ u(x) = e−u(x) cosu(x) est approximativement ontinue sur

R tout entier, ave ‖f‖∞ 6 1. Elle admet don une primitive F . Comme u(rn) = +∞et que u satisfait le théorème des valeurs intermédiaires, on voit que f prend tous lessignes +,−, 0 au voisinage de haque point rn, et don sur tout intervalle ouvert de R.Il résulte de (a) que f(x) = 0 sur le Gδ dense de mesure nulle u−1(+∞) [il s'agit depoints où f est ontinue℄, en revanhe f est disontinue en tout point x0 où u(x0) < +∞puisqu'il va y avoir des points rn arbitrairement prohes en lesquels u(rn) = +∞ etdon f(x) va prendre toute valeur de l'intervalle g([u(x0),+∞[) aussi près qu'on veutde x0.Nous présentons maintenant un exemple montrant qu'une fontion dérivée peut avoirun omportement très pathologique au sens de Lebesgue, même lorsque la théorie deHenstok-Kurzweil permet d'intégrer une telle fontion sans di�ulté.(11.8) Proposition Soit (rn)n>n0
une suite partout dense dans R (par exemple lasuite des rationnels ordonnés de manière quelonque), et αn > 0, βn > 0, n > n0, dessuites de réels positifs telles que

∑

n>n0

βn < +∞,
∑

n>n0

αnβ
−1
n < +∞.On onsidère les fontions v : R → R et f : R → R telles que

v(x) = x2 sin
1

x3
si x 6= 0, v(0) = 0,

f(x) =
∑

n>n0

αn v
(
β−1
n (x− rn)

)
.Alors :(a) f est une fontion ontinue bornée sur R.



III.11. Fontions approximativement ontinues et primitives 133(b) f est dérivable presque partout sur R.() Si les suites (rn), (αn) et (βn) véri�ent les onditions supplémentaires
βp 6

1

2
min
n<p

|rn − rp|, lim
αnβ

2
n

βn+1
= +∞,la fontion f ′ n'est intégrable au sens de Lebesgue sur auun intervalle de R.(22)On notera que si (rn)n>1 est la suite des rationnels distints énumérés en sorte que ledénominateur de rn soit inférieur ou égal à n, alors |rn− rp| 6 1/np pour n < p, et paronséquent les suites βn = 2−5n et αn = β2

n = 4−5n satisfont toutes les hypothèses.Démonstration. L'inégalité | sinx| 6 |x| implique |v(x)| 6 1/|x|, don |v(x)| 6 1 sur Rtout entier (ette majoration étant triviale par dé�nition si x ∈ [−1, 1]). On observeégalement que v est partout dérivable sur R ave v′(0) = lim
x→0

v(x)/x = 0 et
v′(x) = 2x sin

1

x3
− 3

x2
cos

1

x3
si x 6= 0,par onséquent

(11.9) |v′(x)| 6
5

|x|2 si x 6= 0.(a) Continuité de f . Puisque la onvergene de ∑βn entraîne limβn = 0, laonvergene de ∑αnβ
−1
n implique elle de ∑αn. Par onséquent, du fait que v estontinue bornée, nous voyons que f(x) =

∑
n>n0

αn v
(
β−1
n (x−rn)

) est ontinue bornéeomme somme d'une série uniformément onvergente de telles fontions.(b) Di�érentiabilité de f presque partout. Considérons l'ensemble
E =

⋂

N>n0

⋃

n>N

]rn − βn, rn + βn[ ,qui est négligeable en vertu de l'hypothèse ∑βn < +∞. Pour x ∈ R r E, il existe unindie N(x) tel x /∈ ⋃
n>N(x) ]rn − βn, rn + βn[. Cei implique |v′(β−1

n (x − rn))| 6 5grâe à (11.9), don la série des dérivées terme à terme
g(x) =

∑

n>n0

αnβ
−1
n v′

(
β−1
n (x− rn)

)onverge absolument au point x d'après l'hypothèse ∑αnβ
−1
n < +∞. Choisissons unpoint x+ h ∈ R et, pour n > N(x), distinguons suivant que h > βn/2 ou h < βn/2. Si

h > βn/2, alors
∣∣∣∣
1

h

(
v
(
β−1
n (x+ h− rn)

)
− v
(
β−1
n (x− rn)

))∣∣∣∣ 6
2

|h| 6 4β−1
n .

(22) D'après le théorème 7.13, on en déduit aussi que f ′ n'est alors HK-intégrable sur auun intervalle. Onnotera que ei se produit bien que f ′ soit somme d'une série presque partout onvergente de fontionsHK-intégrables dont la série des intégrales indé�nies onverge normalement, de sorte que f ′ dé�nittout de même une distribution dont la primitive est la fontion ontinue f .



134 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilSi au ontraire h < βn/2, alors omme x /∈ ]rn − βn, rn + βn[, on voit que [x, x + h]est ontenu dans ∁ ]rn − βn/2, rn + βn/2[, et la dérivée de t 7→ v(β−1
n (t − rn)) y estmajorée par 20β−1

n grâe à (11.9). On a don ette fois
∣∣∣∣
1

h

(
v
(
β−1
n (x+ h− rn)

)
− v
(
β−1
n (x− rn)

))∣∣∣∣ 6 20β−1
n .La ontribution des taux d'aroissement des termes d'indie n > N(x) dans la sériedé�nissant f est don majorée par 20

∑
n>N(x) αnβ

−1
n tandis que elle des dérivées

v′(β−1
n (x−rn)) d'indie n > N(x) dans la série g(x) est majorée par 5

∑
n>N(x) αnβ

−1
n .On peut toujours hoisir N(x) assez grand pour que∑n>N(x) αnβ

−1
n 6 ε. On voit alorsque la di�érene

f(x+ h) − f(x)

h
− g(x)di�ère de la somme �nie

∑

n06n<N(x)

αn
1

h

(
v
(
β−1
n (x+ h− rn)

)
− v
(
β−1
n (x− rn)

))
− αnβ

−1
n v′

(
β−1
n (x− rn)

)d'au plus 25ε. Comme v est partout dérivable, ette somme �nie tend vers 0 quand htend vers 0. On en onlut que f ′(x) = g(x) pour x ∈ R rE.() Non intégrabilité de f ′ au sens de Lebesgue. Pour simpli�er les notations, posons
vn(x) = v

(
β−1
n (x− rn)

)
.On onsidère l'intégrale de |f ′| sur l'ensemble ompat

K = [rp − βp, rp + βp] r
⋃

n>p

]rn − βn, rn + βn[.Comme f ′(x) = g(x) =
∑
αnv

′
n(x) presque partout, nous avons

(11.10)

∫

K

|f ′(x)| dx >

∫

K

αp|v′p(x)| dx−
∑

n6=p

∫

K

αn|v′n(x)| dx.L'hypothèse (d) entraîne βn+1 ≪ αnβ
2
n ≪ 1

2βn pour n assez grand, don la suite (βn)est déroissante à partir d'un ertain rang et à déroissane au moins exponentiellementrapide. Compte tenu de l'hypothèse βp 6 1
2 minn<p |rn − rp|, nous voyons que K estdisjoint de l'intervalle ]rn−βp, rn+βp[, n < p. Or la majoration |v′(x)| 6 5/x2 implique∫

[γ,+∞[
|v′(x)| dx 6 5γ−1 pour tout γ > 0, don

∫

|x−rn|>γ
|v′n(x)| dx =

∫

|x|>γ
β−1
n |v′(β−1

n x)| dx =

∫

|x|>γ/βn

|v′(x)| dx 6 10 βn/γ.Cette dernière majoration appliquée à γ = βp pour n < p (resp. γ = βn pour n > p)donne
(11.11)

∫

K

αn|v′n(x)| dx 6

{
10αnβn/βp pour n < p,
10αn pour n > p.



III.11. Fontions approximativement ontinues et primitives 135Or, en posant γ =
∑
n>p βn 6 2βp+1 et en faisant le hangement de variable

t = β−1
p (x− rp), on voit que

∫

K

|v′p(x)| dx =

∫

[−1,1]rE

|v′(t)| dtoù E est une réunion d'intervalles de mesure 6 2γ/βp. Comme ∫ 1

δ
|v′(t)| dt > cδ−1pour tout δ 6 1/2 et pour une ertaine onstante c > 0, on peut utiliser le fait que

[−1, 1] ⊃ [−1,−λγ/βp] ∪ [λγ/βp, 1], la parité de v′, la majoration |v′(t)| 6 5/t2 et ladéroissane de t 7→ 5/t2 pour en déduire
∫

K

|v′p(x)| dx > 2

∫ 1

λγ/βp

|v′(t)| dt−
∫ (λ+2)γ/βp

λγ/βp

5

t2
dt >

2cβp
λγ

− 10

λ(λ+ 2)

βp
γpour tout λ > 0 et tout p > p0(λ) assez grand. En hoisissant λ assez grand pour que

10/(λ+ 2) 6 c, on obtient
(11.12)

∫

K

|v′p(x)| dx >
c

λ

βp
γ

> c1
βp
βp+1ave c1 = c/2λ. En ombinant (11.10), (11.11), (11.12) il vient

∫

K

|f ′(x)| dx > c1
αpβp
βp+1

− 10
∑

n<p

αnβn
βp

− 10
∑

n>p

αn > c1
αpβp
βp+1

− c2
βp

− c3 >
c1
2

αpβp
βp+1pour p assez grand, sous l'hypothèse lim

αpβ
2
p

βp+1
= +∞. Cei entraîne en partiulier que

∫

[rp−βp,rp+βp]

|f ′(x)| dx >
c1
2

αpβp
βp+1

→ +∞.Grâe à la densité de la suite (rp) et au fait que βp → 0, on en déduit que |f ′| nepeut-être intégrable au sens de Lebesgue sur auun intervalle de R.





Chapitre IVCompléments historiques
Ces ompléments historiques ont été ompilés et rédigés par Bernard Yart à l'intentiondes étudiants de L1 de Grenoble (ours en ligne).1. Arhimède et la quadrature de la paraboleVoii une tradution de la préfae d'un texte d'Arhimède (287�212 av. JC), à proposde l'aire d'un ar de parabole.�Arhimède, à Dositheus, salut.Quand j'ai appris que Conon, qui était mon ami, était mort, mais que vous onnaissiezConon, et étiez également versé en géométrie, tandis que je pleurais la perte nonseulement d'un ami, mais aussi d'un admirable mathématiien, je me �xai la tâhede vous ommuniquer, omme j'avais l'intention de le faire pour Conon, un ertainthéorème géométrique qui n'avait pas été herhé avant, mais a maintenant été herhépar moi, et que j'ai déouvert par des moyens méaniques, et ensuite montré par desmoyens géométriques. Certains des géomètres aniens ont essayé de montrer qu'il estpossible de trouver une surfae arrée égale à un erle donné, et à un ar donné d'unerle ; et après ela, ils ont tenté de aluler la surfae bornée par une setion de �ne[ellipse℄ et une ligne droite, en supposant des lemmes si peu aisés à onevoir, qu'il futreonnu par la plupart que le problème n'était pas résolu. Mais à ma onnaissane,auun de mes prédéesseurs n'a tenté de aluler la surfae de l'ar borné par une lignedroite et la setion à angle droit d'un �ne [parabole℄, problème dont j'ai déouvert lasolution. Car il est montré ii que tout ar borné par une ligne droite et la setion àangle droit d'un �ne est les quatre tiers du triangle qui a la même base et la mêmehauteur que l'ar. Pour la démonstration de ette propriété, le lemme suivant estsupposé : l'exès par lequel la plus grande de deux aires inégales exède la plus petitepeut, si on l'ajoute à lui-même, être rendu plus grand que toute surfae �nie. Lesgéomètres aniens ont aussi utilisé e lemme ; ar 'est en utilisant e même lemmequ'ils ont montré que les erles sont entre eux dans le même rapport que le arré deleurs diamètres, que les sphères sont entre elles dans le même rapport que le ube deleurs diamètres, et de plus que toute pyramide est le tiers du prisme qui a la même baseque la pyramide et la même hauteur ; aussi, que haque �ne est le tiers du ylindreayant la même base que le �ne et même hauteur fut prouvé en supposant un lemmesimilaire à elui ité plus haut. Don, omme mon travail maintenant publié a satisfaitle même test que les propositions itées, j'ai rédigé la démonstration, et je vous l'envoie,telle qu'elle a été trouvée par le moyen de la méanique, et ensuite aussi omme elleest prouvée par la géométrie. �



138 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-KurzweilEn termes modernes, le résultat démontré par Arhimède est le suivant (voir Fig. 25).
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Fig. 25. Théorème d'Arhimède. La surfae d'un ar de parabole estégale aux quatre tiers du triangle insrit.(1.1) Proposition. Considérons la ourbe d'équation y = x2. Soient A et B deuxpoints de ette ourbe. Soit C le point tel que la tangente en e point soit parallèle à ladroite passant par A et B. Alors la surfae délimitée par la ourbe et le segment [A,B]est égale à la surfae du triangle ABC, multipliée par 4/3.Ave la possibilité de aluler l'aire ontenue sous une ourbe omme une intégrale,le problème est relativement faile. Nous laissons au leteur les aluls qui montrentque si xA est l'absisse du point A et xB l'absisse du point B, alors le point C apour absisse (xA + xB)/2, la surfae de l'ar de parabole est (xB − xA)3/6 et elle dutriangle ABC est (xB − xA)3/8.Mais Arhimède ne onnaissait pas les intégrales, pas même les fontions. Remarquezqu'il n'exprime pas l'aire de l'ar de parabole omme un nombre, fontion de xA et xB,omme nous le faisons : son théorème énone un rapport de surfaes. C'est aussi ainsiqu'il rappelle dans son introdution les résultats d'aires et de volumes onnus avantlui.Les arguments de méanique auxquels Arhimède fait référene sont des aluls delongueurs de leviers qu'il imagine pour équilibrer deux surfaes di�érentes (� donnez-moi un point d'appui et je soulèverai le monde �). Son déoupage de la surfae àaluler en surfaes approhées de plus en plus petites est assez remarquable. Il faudraattendre une dizaine de sièles avant qu'on fasse mieux.2. La famille ibn Qurra.L'idée de aluler une aire ou un volume en les déoupant en petits moreaux (méthoded'exhaustion) était présente, bien avant Arhimède, hez les mathématiiens gres du



IV.3. Calul numérique des intégrales 139inquième sièle avant notre ère. Elle fut reprise et ra�née, tout au long du moyen-âgepar les mathématiiens arabes ; parmi eux, la famille des ibn Qurra.Abul Hassan Thabit ibn Qurra ibn Marwan al-Sabi al-Harrani (836-901) était le père deSinan ibn Thabit ibn Qurra (880-843), un médein lui-même père de Ibrahim ibn Sinanibn Thabit ibn Qurra (908-946), mathématiien et astronome omme son grand-père.Les aluls de surfae de Thabit Ibn Qurra étaient basés sur un enadrement par dessommes de retangles majorantes et minorantes. A l'oasion de la quadrature de laparabole, il fut le premier à avoir l'idée de diviser l'intervalle d'intégration en segmentsinégaux. Ce que son petit-�ls Ibrahim dit dans son � traité sur la quadrature de laparabole �, donne une bonne idée de l'intérêt susité par les problèmes de quadrature,et de la ompétition entre les mathématiiens de e temps.� J'ai omposé un travail sur la mesure de la parabole, dans un traité séparé. Mongrand-père avait résolu la mesure de la parabole, mais un géomètre m'a appris queal-Mahani avait une solution de e problème, qu'il m'a ommuniquée, qui est plusfaile que la solution de mon grand-père, et personne parmi nous n'avait une solutionmeilleure que elle-là. Mon grand-père avait résolu le problème en 20 propositions, ilutilisait de nombreux lemmes préliminaires parmi es propositions, et il démontrait laquadrature de la parabole par la méthode de ontradition. Al-Mahani utilisait aussides lemmes sur les nombres pour sa démonstration, et ensuite il prouvait le résultatpar la méthode de ontradition en inq ou six propositions, de manière longue. Alorsje l'ai démontré en trois propositions géométriques, sans théorème préliminaire sur lesnombres. J'ai démontré la mesure de la parabole elle-même par la méthode de la preuvedirete, et je n'ai pas eu besoin de la méthode de ontradition. �La méthode d'Ibrahim était e�etivement plus simple que elles de tous ses prédé-esseurs, et elle ne sera surpassée qu'après la déouverte du alul intégral, par Newtonet Leibniz, au 17ème sièle.3. Calul numérique des intégralesComment fait-on pour aluler numériquement une intégrale sur ordinateur ? Deuxas se présentent, selon que l'on ne onnaît que ertaines valeurs de la fontion(typiquement, par une table de données expérimentales), ou bien que l'on peut l'évalueren n'importe quel point. Comme nous allons le voir, la deuxième situation est beauoupplus favorable.Supposons que l'on dispose de n+1 absisses x0, . . . , xn et de n+1 ordonnées y0, . . . , yn.L'idée la plus naïve est de aluler la somme des aires de retangles basés sur lesintervalles [xi, xi+1], et de hauteur yi ou bien yi+1 : e sont les méthodes des retangles,à gauhe, ou à droite.
Rg =

n−1∑

j=0

yi(xi+1 − xi) et Rd =
n−1∑

j=0

yi+1(xi+1 − xi)Si on ne sait absolument rien de la fontion à intégrer, il n'y a pas de raison d'aller plusloin. Mais si on imagine un modèle, dans lequel les ordonnées yi sont les évaluations en
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xi d'une fontion ontinue f , alors on obtient une meilleure préision par la méthodedes trapèzes, qui onsiste simplement à prendre la demi-somme de Rg et Rd.

T =
1

2

n−1∑

j=0

(yi + yi+1)(xi+1 − xi)Si on imagine un modèle où la fontion à intégrer f est enore plus lisse, on gagneraen l'interpolant par une parabole sur des triplets de points suessifs. C'est la méthodede Simpson.Pour donner une idée de la préision atteinte, supposons que nous disposions d'unetable de 101 valeurs régulièrement espaées de la fontion sinus sur l'intervalle [0, π/2].L'intégrale de sin(x) sur [0, π/2] vaut 1. Voii e que donnent la méthode des retanglesà droite et à gauhe, la méthode des trapèzes, et la méthode de Simpson.
Rg = 0.9921255 , Rd = 1.0078334 , T = 0.9999794 , S = 1.0000000003Quand une fontion est donnée par une expression qui permet de la aluler en n'im-porte quel point, il serait partiulièrement ine�ae de l'évaluer en 101 points réguliè-rement espaés, pour se ramener au as préédent. On utilise plut�t les méthodesde quadrature de Gauss. Voii omment fontionne la plus simple, elle de Gauss-Legendre. Soit une fontion f , à intégrer sur l'intervalle [a, b]. Quitte à e�etuer unhangement de variable a�ne, on peut se ramener au as où a = −1 et b = 1. Lespoints auxquels on doit évaluer la fontion sont les raines des polyn�mes de Legendre.On peut dé�nir es polyn�mes par réurrene, par une équation di�érentielle, ou bienomme la dérivée n-ième d'un polyn�me de degré 2n.

Pn(x) =
1

2n(n!)

(
(x2 − 1)n

)(n)Les raines de Pn sont dans l'intervalle [−1, 1], et réparties de façon symétrique parrapport à l'origine. Comme Pn est de degré n, il a n raines : notons-les x1, . . . , xn. Ala raine xi, on assoie le � poids � ωi :
ωi =

2

(1 − xi)2(P ′
n(xi))

2On alule ensuite la somme :
Ln =

n∑

i=1

ωif(xi)Les raines des polyn�mes de Legendre, ainsi que les poids qui leur sont assoiés sontonnus depuis longtemps, et inlus dans les bibliothèques de odes des langages dealul sienti�que : le alul de Ln est don extrêmement rapide. Vous apprendrezplus tard les raisons mathématiques pour lesquelles e alul donne en général unevaleur très prohe de l'intégrale de f . Les résultats sont spetaulaires. Voii pour lamême fontion sinus entre 0 et π/2, e que donne la méthode de Gauss-Legendre pour
n ≤ 5.
L2−1 = −1.5 10−3 , L3−1 = 8.1 10−6 , L4−1 = −2.3 10−8 , L5−1 = 3.9 10−11Ainsi, en évaluant la fontion sinus en 5 points seulement, on alule son intégrale aveune préision de l'ordre de 10−11 : impressionnant non ?



IV.4. Les di�érentes intégrales. 1414. Les di�érentes intégrales.L'idée qu'une intégrale pouvait être alulée omme une somme de petits retanglesétait depuis longtemps bien admise. Voii e qu'en dit Pasal (1623-1662).�On n'entend autre hose par somme des ordonnées d'un erle sinon la somme d'unnombre indé�ni de retangles faits de haque ordonnée ave haune des petites portionségales du diamètre, dont la somme [. . .] ne di�ère de l'espae d'un demi-erle que d'unequantité moindre qu'auune autre donnée. �Il faudra attendre enore deux sièles après Pasal, avant qu'on ne donne un sensrigoureux à � nombre indé�ni de retangles � et �moindre qu'auune autre donnée � :elui d'une limite pour des subdivisions dont le pas tend vers 0.Vers 1670, Newton et Leibniz �rent simultanément la déouverte fondamentale, quel'intégration et la dérivation était des opérations inverses l'une de l'autre. Pour alulerune aire, il su�sait désormais de onnaître une primitive de la fontion qui la délimitait.Cei �t quelque peu passer au seond plan la méthode d'intégration des gres et desarabes, onsistant à déouper l'aire à aluler en petits retangles. Mais jusqu'au 19èmesièle, personne ne s'était posé la question de dé�nir la onvergene d'une somme d'airesde petits retangles, vers une intégrale.En 1823, Cauhy fut le premier à tenter une dé�nition rigoureuse, pour l'intégrale d'unefontion ontinue sur un segment. Malheureusement, la dé�nition de la ontinuitéqu'il donnait, onfondait ontinuité et ontinuité uniforme, deux notions qui ne serontdistinguées que bien après lui. Plus grave, Cauhy énonçait et � démontrait � unthéorème faux, selon lequel l'intégrale de la limite d'une suite de fontions seraittoujours la limite des intégrales des fontions de la suite.Tout le monde était d'aord depuis longtemps sur l'intégrale des fontions en esalier.A partir de là, il semblerait qu'il su�se de dire qu'une fontion est limite en toutpoint de fontions en esalier, et de passer à la limite sur les intégrales. Ce n'estmalheureusement pas si simple. L'exemple suivant aidera à omprendre pourquoi.Pour tout entier n, dé�nissons la fontion fn, de [0, 1] dans R, qui à x assoie :
fn(x) =

{
n si x ∈ [0, 1/n]
0 si x ∈ ]1/n, 1]Pour tout n, fn est une fontion en esalier, dont l'intégrale vaut 1. Pourtant, pourtout x ∈]0, 1], la suite fn(x) tend vers 0 (elle est nulle à partir d'un ertain rang). Orla fontion nulle est d'intégrale nulle : n'en déplaise à Cauhy, l'intégrale de la limiten'est pas toujours la limite des intégrales !En 1854, Riemann proposa un ra�nement des dé�nitions de Cauhy, qu'il rendaitrigoureuses, tout en les adaptant à des fontions qui n'étaient plus néessairement on-tinues. L'idée d'approher l'intégrale par une subdivision de l'intervalle d'íntégrationrestait la même.En 1902, Lebesgue proposa une nouvelle approhe : au lieu de subdiviser l'intervalled'intégration, il subdivisait l'intervalle des valeurs de la fontion. La théorie de Lebes-gue, si elle est plus di�ile à omprendre, présente de nombreux avantages sur elle



142 Théorie élémentaire de l'intégration : l'intégrale de Henstok-Kurzweilde Riemann : les théorèmes de onvergene sont plus puissants, et plus de fontionspeuvent être intégrées. L'intégrale de Lebesgue est généralement enseignée en troisièmeou quatrième année d'université.Cependant, la onstrution de Lebesgue n'était toujours pas parfaitement satisfaisante.A peu près dix ans après Lebesgue, Arnaud Denjoy et Oskar Perron, proposèrent haunune variante plus générale, mais plus ompliquée. Il fallut attendre la �n des annéesinquante pour que Ralph Henstok et Jaroslav Kurzweil se rendent ompte que nonseulement les intégrales de Denjoy et Perron étaient équivalentes, mais que l'on pouvaitdonner de leur théorie une version beauoup plus simple : elle qui a été présentée danse ours.Entre temps, bien d'autres mathématiiens ont laissé leur nom à une dé�nition d'inté-grale, omme Darboux, Stieltjes, Daniell, Radon, It�, et.5. La mésaventure de ChaslesMihel Chasles (1793-1880) avait des relations : il était titulaire d'une haire degéométrie à la Sorbonne réée tout spéialement pour lui, et membre de l'Aadémiedes Sienes. Il aimait l'histoire et olletionnait les douments aniens. Il était aussid'un patriotisme fervent . . . et d'une naïveté désarmante.Un jour de 1861, il reçut un ertain Vrain-Luas, qui se disait dépositaire d'un lotde vieux papiers, sur lequel il solliitait l'avis élairé du grand aadémiien. Celui-i, émerveillé, reonnut aussit�t dans les premiers éhantillons fournis, un inestimabletrésor pour notre patrimoine national : des lettres du grand Pasal, dont ertainesétablissaient lairement que leur auteur avait déouvert l'attration universelle avantNewton : quelle �erté ! Pendant des années, Chasles aheta tout e que Vrain-Luas pouvait lui fournir : en tout, pas moins de vingt sept mille douments, payésent quarante mille frans, une fortune pour l'époque. Tant pis si quelques espritshagrins faisaient remarquer que dans les lettres de Pasal apparaissaient des donnéesastronomiques reueillies bien après sa mort. Tant pis si dans une lettre, Galilée seplaignait de sa vue qui devenait mauvaise, alors qu'il l'avait perdue depuis quatreans : qu'à ela ne tienne, Chasles exhibait aussit�t d'autres lettres fournies par Vrain-Luas, qui omme par hasard répondaient exatement à ses détrateurs. A eux quis'étonnaient que Jules César, Sorate, Ciéron, Hérode, Veringétorix, aient tous éritdans le même vieux français fantaisiste, Vrain-Luas répondait qu'un savant du tempsde Charlemagne avait rassemblé ette olletion de lettres aniennes, qu'il avait déposédans une abbaye. Sept sièles plus tard, Rabelais avait traduit les lettres, et Chaslesétait l'heureux aheteur des opies autographes de Rabelais.Le proès pour fraude de Vrain-Luas eut lieu en 1870. Chasles vint lui-même exposerau tribunal omment il avait en�n déouvert la superherie : il avait fait surveillerVrain-Luas qui tardait à livrer trois mille nouvelles lettres qu'il avait promises (ilfallait bien le temps de les érire !). Pendant les huit ans que dura l'a�aire, Chaslesn'avait apparemment jamais eu le moindre doute, aveuglé qu'il était sans doute, parla �erté d'être elui qui onserverait à la Frane es témoignages inestimables de sonpassé glorieux. Voii un extrait d'une lettre d'Alexandre le Grand à Aristote (si), qui�t élater de rire l'auditoire du tribunal.



IV.5. La mésaventure de Chasles 143� . . . Quant à e que m'avez mandé d'aller faire un voyage au pays des Gaules, a�n d'yapprendre la siene des druides, non seulement vous le permets, mais vous y engagepour le bien de mon peuple, ar vous n'ignorez pas l'estime que je fais d'ielle nationque je onsidère omme étant e qui porte la lumière dans le monde. �
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