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Jean-Pierre DEMAILLY (Institut Fourier, Grenoble 1)

1. Introduction

analytiques est maintenant bien comprise d’'un point de vue algébrique

depuis plusieurs décennies (travaux de Samuel [Sa51], Serre [Se57]), voire
depuis le XIXeéme siecle. Nous allons dans la suite adopter un point de
vue assez différent, mais il est sans doute utile de rappeler quelques notions
fondamentales pour situer le contexte.

I a notion de multiplicité locale d’intersection des cycles algébriques ou

Rappelons qu'un cycle algébrique de codimension p dans une variété
algébrique X est une combinaison linéaire formelle A = > A\;A; dans le groupe
abélien libre engendré par les ensembles algébriques irréductibles de codimen-
sion p: les A; sont donc de tels ensembles et A\; € Z; le cycle est dit effectif si
Aj > 0. On s’intéressera en fait aussi aux cycles réels (A\; € R). Le support de
A est ensemble [A] =, o 4;-

Si X est une variété algébrique non singuliere (toujours sur le corps de base
C dans ce qui suit), et si A, B sont des cycles algébriques de codimensions
respectives p, ¢ tels que codim|A|N|B| = p+ ¢, on a une bonne notion de
cycle intersection C = A - B: les composantes C; de C sont les composantes
irréductibles de l'intersection géométrique |A| N |B|, affectées de multiplicités
A; convenables. Supposons par exemple A et B irréductibles. Lorsque
p+¢qg =n = dimX, les C; sont par hypothese des points isolés z;; la
multiplicité d’intersection en un tel point x; peut alors étre vue de maniere
géométrique comme le nombre de points d’intersection de A avec un translaté
7.(B) dans un petit voisinage de z;; ce nombre de points d’intersection est
bien indépendant génériquement du choix de a pour une translation 7, de
vecteur o assez petit (on travaille ici dans une carte affine contenant z;).

B o Ta(B)

Fig.1. A-B=2xz; ou ANB={x}.
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2 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

Si p+g < n, on peut calculer la multiplicité d’intersection A; le long
d’une composante C; de |A| N |B| comme suit: on choisit un point non
singulier générique x sur Cj, un sous-espace linéaire L générique passant
par j de dimension égale & codimC; = p+ ¢, et on prend )\; égal a la
multiplicité d’intersection de AN L et BN L en x. Ce nombre est ici encore
indépendant des choix faits (pourvu que ces choix soient génériques), et on
pose C =A-B=> XCj.

Tout ce qui précede vaut d’ailleurs sans changement pour des cycles an-
alytiques dans une variété analytique complexe X. Dans ce cadre, on peut
attacher a tout cycle analytique A de codimension p une classe fondamentale
de cohomologie {A} € H?(X,Z). Ceci peut se faire de plusieurs facons, soit
en utilisant la dualité de Poincaré et 'existence de triangulations simpliciales
de |A], soit en construisant la classe {A} cherchée d’abord en dehors des sin-
gularités de A, c’est-a-dire dans H?P(X \ Asing, Z), auquel cas le probleme se
réduit a savoir calculer la classe fondamentale d’une sous-variété lisse, puis en
observant qu’on a un isomorphisme H?P(X,Z) ~ H?"(X \ Aging, Z), compte
tenu du fait que codimc Aging > p. Nous expliquerons plus loin une autre
définition utilisant les courants et la cohomologie de De Rham. Par exem-
ple, si A est un ensemble algébrique de codimension p dans X = P", alors
H?P(P",Z) ~ 7 et la classe {A} est donnée par un entier qui s’interprete
comme le degré de l'ensemble algébrique A (= nombre de points d’intersection
de A avec un sous-espace linéaire générique de dimension p dans P"). La
formule de Bezout dit maintenant que {A - B} = {A} — {B}, c’est-a-dire que
la classe fondamentale de l'intersection est le cup produit des classes fonda-
mentales; dans P™, le degré de 'intersection des cycles est donc le produit des
degrés.

Il se trouve qu’une grande partie de ces résultats peut se formuler dans le
langage des courants positifs fermés, au moins dans le cas de l'intersection des
diviseurs (ce sont par définition les cycles algébriques ou analytiques de codi-
mension 1). Cette théorie, inaugurée par P. Lelong en 1957, permet d’attacher
a un cycle analytique une forme différentielle fermée explicite dont les coeffi-
cients sont des mesures complexes. On dispose maintenant de résultats assez
généraux permettant de multiplier de telles formes sous des hypotheses conven-
ables portant sur la dimension des intersections. L’intérét de cette approche est
qu’on dispose simultanément des commodités du calcul différentiel et intégral
sur les variétés, des outils de l'analyse complexe et de la théorie du poten-
tiel. 11 est alors tres facile d’obtenir des résultats globaux du type théoreme
de Bezout. En méme temps, on dispose d’un certain nombre d’opérations
naturelles telles que passages a la limite, déplacements “infinitésimaux” de
cycles, etc., méme dans des situations ol ces opérations n’ont pas de sens d’un
point de vue algébrique. Cette approche se révele tres efficace pour étudier
certains problemes issus de l'arithmétique (théorie des nombres transcendants,
voir [Bo70], [WaT8], [De82a]) ou méme certains problemes de nature algébrique
pour lesquels les outils purement algébriques sont a ’heure actuelle insuffisants
(conjecture de grande amplitude de Fujita, voir [De90]).
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Jean-Pierre DEMAILLY 3

Notre but ici n’est pas de donner un exposé exhaustif des principaux
résultats connus, mais plutot de proposer une introduction aussi élémentaire
que possible aux notions mises en jeu. Le probleme suivant sera l'occasion de
montrer comment les choses fonctionnent. On se donne un diviseur D > 0
dans une sous-variété algébrique de PV = PN (C), et pour entier ¢ > 0 on
note E.(D) Pensemble des points olt D est de multiplicité > c¢; autrement
dit, D est localement dans une carte affine U de X le diviseur d’une fonction
polynomiale f et on regarde

E.(D) ={z; D*f(z) =0 pour |a| < c}.

Les ensembles FE.(D) forment donc une suite décroissante d’ensembles algé-
briques dans X. Le probléeme est de majorer le degré des différentes com-
posantes des E.(D) en fonction du degré de D. Par exemple si D est une
courbe de degré d dans P2, il est bien connu que le nombre de points mul-
tiples de D est au plus d(d — 1)/2, le maximum étant atteint lorsque D est
une réunion de d droites en position générale. La théorie des courants per-
met de donner une réponse générale assez précise a ce probleme, incluant une
estimation utile du terme d’erreur (a savoir de “I’exces de self-intersection”).

2. Courants au sens de De Rham

Nous commengons par rappeler tres brievement le formalisme des courants
introduit par G. de Rham [DR55] (voir aussi le livre de H. Federer [Fe69]).
Soit M une variété différentiable orientée de dimension réelle n. Un courant
de degré p sur M est par définition une forme différentielle T' = Z‘ I|=p Trdxy
dont les coefficients T7 sont des distributions; ici I = (i1,...,ip) désigne un
multi-indice croissant dans {1,...,n}?, et on pose dx; = dx;, A...Adz;, dans
le systeme de coordonnées locales considéré. Le résultat suivant est immédiat:

(2.1) PROPOSITION. — On désigne par Dy(M) I'espace des formes diffé-
rentielles de degré q a support compact dans M et par 'D,(M) l'espace des
courants de degré p. Alors 'D,(M) s’identifie au dual topologique D,,_, (M)’
via I’accouplement naturel

'Dp(M) x Dp_p(M) — R

(T, u) —> (T,u}:/MT/\u.

Ici intégrale est concue comme provenant de l’accouplement usuel entre
distributions et fonctions sur un ouvert de R™. Par définition, on a une inclu-
sion D,(M) C 'D,(M), et les réegles habituelles du calcul différentiel extérieur
s’appliquent aux courants (différentiation extérieure, lemme de Poincaré, for-
mule de différentiation du produit d’un courant par une forme différentielle
a coefficients C* ...). Bien entendu, on ne peut pas en général multiplier

n° 53 — JUIN 1992



4 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

extérieurement deux courants puisque le produit de deux distributions (ou
méme de deux mesures) ne définit pas une distribution.

(2.2) EXEMPLE FONDAMENTAL. — Soit S une sous-variété orientée de classe
C' et de dimension ¢ dans M, avec ou sans bord. On définit par dualité un
courant noté [S] € 'D,,_,(M), appelé courant d’intégration sur S, tel que

<[S],u>—/surs, Yu € Dy(M).

Si on choisit localement des coordonnées (x1,...,2,) sur M dans lesquelles S
a pour équation zy41 = ... = x, = 0, alors (x1,...,2,) définissent des coor-
données sur S et on voit facilement que [S] s’identifie & la forme différentielle

As(x)dzgia A ... Adx, ol As(z) =1Lz, ...,2q) Q0o(Tgt1,...,%n)

est la mesure d’intégration de Lebesgue sur S dans les coordonnées x; et gy la
mesure de Dirac a Porigine. On voit donc que [S] est & coefficients mesures,
i.e. que c’est un courant d’ordre 0 (comme pour une distribution, on dit qu’un
courant est d’ordre k s’il s’étend en une forme linéaire continue sur ’espace des
formes différentielles de classe C* & support compact). Pour u € D,_1(M), le
théoréme de Stokes appliqué d’abord & d([S] A u) sur M puis & du sur S donne

/M d[S] A = (—1)"‘q+1/M[S]/\du - (—1)n-q+1/sdu
=yt [ s caper [ psa,

de sorte que la différentielle extérieure d[S] = (—1)"P*1[9S] s’identifie au signe
pres au courant d’intégration sur le bord orienté 9S. Cet exemple conduit a la
définition suivante:

(2.3) DEFINITION. — On appelle dimension d’un courant quelconque T €
'D, (M) Ientier n — p.

Les groupes de cohomologie du complexe de De Rham (Cp°(M),d) sont par
définition les groupes de cohomologie de De Rham HY,,(M,R) de la variété.
Le morphisme d’inclusion de complexes C°(M) — 'Do(M) donne lieu & un
isomorphisme en cohomologie: c’est un conséquence facile du fait que le lemme
de Poincaré est vrai pour les deux complexes, de sorte que C¢° et 'D, sont
deux résolutions du faisceau localement constant R par des faisceaux acycliques
(voir par exemple Godement [Go57]). Cet isomorphisme a entre autres pour
corollaire qu'un courant d-fermé T € 'D, (M) définit une classe de cohomologie
{T} € H},z,(M,R). On peut alors poser la définition suivante:

(2.4) DEFINITION. — Si S est une sous-variété orientée sans bord de codi-
mension p de M, la classe fondamentale de S dans M est la classe de
cohomologie {S} € HY, (M, R) de son courant d’intégration [S] € 'Dy(M).
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De maniere générale, si T7 et Tb sont deux courants fermés, le cup produit
{T1} « {T>} des classes de cohomologie est toujours bien défini, méme lorsque
le produit extérieur 77 A T5 n’a pas de sens: on écrit simplement T; = «; + dU;
avec des formes a; de classe C*° représentant la méme classe de cohomologie
que T;; la forme a1 A as représente alors la classe {11} A {Tx}.

L’isomorphisme HP(CP(M)) ~ HP('Do(M)) évoqué plus haut est un iso-
morphisme topologique si I’on munit CgO(M ) de sa topologie naturelle d’espace
de Fréchet et 'D,(M) de la topologie de la convergence faible des courants: par
Pargument faisceautique précédent, ceci résulte du fait que les deux groupes
sont topologiquement isomorphes au groupe de cohomologie de Cech & valeurs
dans R. On voit ainsi du méme coup que HY,,(M,R) est un espace de Fréchet
(le point essentiel est que cet espace est séparé). En particulier, il suffit
qu’une suite T, converge faiblement vers T pour en déduire que la classe {7}
converge vers {T'} dans la topologie d’espace de Fréchet de HP, (M, R).

Fig. 2.

Supposons maintenant comme sur la Fig. 2. ci-dessus que S;, So soient
deux sous-variétés lisses orientées de M se coupant transversalement. On
peut alors voir par un raisonnement de continuité faible que {S1} « {S2} =
{81 N S2}: on approxime [S1] et [S2] par des formes différentielles fermées uq e,
uz . de classe C™ a support dans des voisinages tubulaires de Sy, Sz de rayon
¢; si on s’y prend bien, on constate que u; . A us. converge faiblement vers
[S1N Sa].

3. Courants positifs et équation de Lelong-Poincaré

Sur une variété analytique complexe X de dimension n, on a de fagon
analogue des espaces D) 4(X) de formes u:Z|I|:p | J|=q 1,721 NdZg de
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6 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

bidegré (p,q) & coefficients complexes, et des opérateurs de différentiation
extérieure 0, d de type (1,0) et (0, 1) respectivement, tels que d = 9 + 9. 1l en
résulte qu’on obtient des espaces de courants ‘D, ,(X) de bidegré (p,q) et de
bidimension (n — p,n — ¢), avec une identification canonique

(3.1) ID;D,q(X) = Dn—p,n—q(X)l'

Dans cette identification, on utilise le fait qu’une variété complexe possede
toujours une orientation naturelle: les formes volumes positives sont par
définition les multiples positifs de

idzy AdZL A . Nidzy ANdZy =iV dzy A Adzg AdZLA ... A dZE,

(noter que idz Adz = 2dx Ady si z = x +iy). De maniere générale, on a
une notion de positivité naturelle pour les formes de type (p,p), introduite
initialement par P. Lelong [Le57]. Nous en donnons ici une variante légérement
plus restrictive en vue de simplifier I’exposé.

(3.2) DEFINITION. — Un courant T = i’ E\I\:IJIZP Tr.5dzr N dzy est dit

positif si la (n,n)-forme T A i’ o A& est une mesure >0 pour toute forme
a de type (n — p,0).

En écrivant a = EI 1)=p @1dzgy,0n voit facilement que 7' > 0 si et seulement
si > Ty jasay est une mesure > 0 pour toute (n — p,0)-forme a. Cest
une propriété purement ponctuelle du courant, au moins dans le cas ou les
coefficients sont des fonctions Llloc, exprimant que la matrice de coefficients
(T7,7) est hermitienne semi-positive. La positivité de T' entraine que T est un
courant réel a coefficients mesures, i.e. les T ; sont des mesures complexes et
on aT: T, T[“] :TJJ.

(3.3) EXEMPLE. — Soit ¢ une fonction réelle localement intégrable sur X.
Le hessien complexe de ¢ est le courant de bidegré (1,1)

i00¢p = i Z 0%0/02;0Zk dzj A dZy,.

On a donc i9dp > 0 si et seulement si la matrice hermitienne (9%¢/0z;0%}) est

> 0: on dit alors que la fonction ¢ est plurisousharmonique (psh en abrégé);
c’est la généralisation naturelle sur C de la notion de fonction convexe. Dans
le cas de la dimension complexe 1, la condition se réduit & Ap > 0, ce qui
traduit la sousharmonicité de ¢. On montre qu'on peut toujours modifier une
fonction psh sur un ensemble négligeable, et ce de fagcon unique, de sorte que
la fonction ¢ obtenue soit semi-continue supérieurement de X dans [—oo, +0o0],
et satisfasse 'inégalité de la moyenne

o(h(0)) < = / " (h(e®) db

- 27
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pour tout disque holomorphe h : D(0,1) — X ; inversement une fonction ¢

satisfaisant ces deux propriétés vérifie bien i0d¢ > 0. Des calculs assez simples

de Hessien (exercice pour le lecteur!) montrent que la classe des fonctions psh

est stable par les opérations suivantes:

a) Combinaison linéaire a coefficients positifs, limite décroissante, enveloppe
supérieure finie ou infinie d’une suite de fonctions psh;

b) Composition avec un changement de variables holomorphe :

F:X —Y holomorphe, ¢ € Psh(Y)= poF € Psh(X).

¢) Composition avec une fonction x : R? — R convexe, croissante en chaque
variable :

©1,---,¢p € Psh(X) = x(¢1,...,9p) € Psh(X).

Comme la fonction z — log|z| est sous-harmonique sur C et comme (z,y) —
log(e® + €¥) est convexe sur R?, on déduit aussitot de ces regles que les
fonctions de la forme

¢ = logmax E |fik["*,  fjr holomorphe, ;i >0
j
k

sont psh sur X. Dans la suite, nous nous intéresserons essentiellement aux
fonctions psh de cette forme. De telles fonctions ont en général des poles
logarithmiques; si ¢ est une fonction psh, on définit le nombre de Lelong de ¢
en un point zg par

p(2)

v(p, z0) = liminf ————— < +o0.
z—z0 log |z — 2|

On dira que 2o est un pole de ¢ si p(z9) = —o0, et que c’est un pole
logarithmique si v(p, zp) > 0. D’une certaine fagon, comme on le verra plus
loin, I'étude des poles logarithmiques des fonctions psh est un outil pour
analyser la structure des singularités d’un ensemble analytique.

(3.4) EXEMPLE. — Soit S une sous-variété analytique complexe (sans bord)
de codimension p dans X. Alors le courant d’intégration [A] est positif fermé
de bidegré (p,p). En effet, parmi les formes de degré total dimg S = 2(n — p),
seules celles de bidegré (n — p,n — p) ont une restriction non nulle & A. Par
ailleurs, si f € D(X) est une fonction positive et si « est une (n — p,0)-forme,
la forme fi("_p)2a A @ définit une forme volume > 0 sur .S, de sorte que

<[S]Ai(”*P>2aAa,f>:/fi<”*P>2aAazo.
S

Plus généralement, soit A un ensemble analytique de dimension pure p dans
X (cest-d-dire un ensemble fermé défini localement par un nombre fini
d’équations analytiques). On sait que A est une sous-variété lisse en de-
hors d’'un ensemble analytique Agng C A qui est le lieu des points singuliers
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8 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

de A. Si A;es désigne 'ouvert des points réguliers, on a d’apres ce qui précede
un courant d’intégration bien défini [Ayeg] sur X \ Aging. P. Lelong a démontré
en 1957 le fait important suivant:

(3.5) THEOREME ([Leb7]). — Si A est un ensemble analytique de codimen-
sion pure p dans X, le courant d’intégration [A] de bidegré (p, p)

(W)= [ w V€ Doy ()
Areg
est défini sur X tout entier. De plus [A] est positif et fermé.

Pour montrer l'existence de A sur X, il faut s’assurer de la convergence
de l'intégrale de u sur A,g lorsque le support de u rencontre Agpng. Ceci
résulte du fait qu'un ensemble analytique est toujours d’aire localement finie au
voisinage de ses points singuliers.

Cra

T

C4e

Fig. 3. Projections de A sur les ¢g-plans de coordonnées.

Pour le voir on observe que l'aire est toujours majorée par la somme
des aires des projections de A sur les différents plans de coordonnées de
méme dimension ¢ que A, et pour un choix convenable des coordonnées ces
projections sont toutes des revétements ramifiés a un nombre fini de feuillets
(voir Fig. 3): si vy est le degré de la projection C" — C?, z— (z;)jer au
voisinage d’'un point € Aging, €t s A C C™ est un polydisque de centre x
assez petit, on a aire(Ayeg N A) < > vraire(mr(A)).

La positivité de [A] résulte du fait que [A;eg] > 0 et que [A] est I'extension
triviale de [Areg] & X (on étend par 0 sur Agng). La propriété de fermeture
d[A] = 0 est plus subtile. Pour la vérifier, on peut écrire par exemple
[A] = lim.o[A \ V] ou V. est un systeme fondamental de voisinages de Aging
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dans X. Si V. est bien choisi (par exemple si Vo = {3 |g;(2)|> < €} ot les g;
sont des équations analytiques de Agng), on vérifie alors grace a la continuité
faible de la différentiation au sens des distributions que

d[A] = lim £[AN V] = 0.

Ceci résulte du fait que si ¢ = dim¢ A, Vaire (2¢ — 1)-dimensionnelle de A NIV,
tend vers 0, Aging étant de dimension complexe < ¢ — 1. O

Bien entendu, le théoréme (3.5) permet de définir plus généralement le
courant d’intégration associé & un cycle analytique A = > A;A4;: on pose
[A] = 32 A4

(3.6) EQUATION DE LELONG-POINCARE. — Soit f une fonction holomor-
phe sur X et Dy le diviseur des zéros de f, c’est-a-dire le diviseur Dy =
S A;D; dont les composantes sont les composantes irréductibles de f~1(0),
affectées de multiplicités A; € N* égales a 'ordre d’annulation générique de f le
long de D;. Alors on a I’égalité de courants

—9log|f| = (D).

Preuve (voir aussi P. Lelong [Le68]).— En un point régulier 2 de |Dy|, on
peut choisir un voisinage V' de x et des coordonnées locales sur V telles que
f(z) = z*. Comme (Dy)v se réduit & lhypersurface z; = 0 affecté de la
multiplicité m, on est ramené & montrer que pour toute (n — 1,n — 1)-forme u a
support compact sur C” on a

/ i8310g|zl|/\u:/ u.
cn T {0} xCn—1

Ceci équivaut par définition a montrer que

2 9?2 ,
log|z1] f(z1,-- .y 2n)dA = F(0, 20, ., 2) dN,
C Cn—1

n T 821 821

pour toute fonction test f, ol d\ et d)\ désignent les mesures de Lebesgue
sur C" et C"~1. Or ceci résulte du fait que la fonction log|z| est la solution
élémentaire du Laplacien dans C. Nous avons donc montré que 1’égalité a lieu
en dehors de Pensemble analytique A = |Djflsing, C'est-a-dire que le courant
T = i/md0log|f| — [Dy] est & support dans A. Or T est un courant fermé
de bidegré (1,1) & coefficients mesures (comme différence de deux courants
positifs), et A est de dimension complexe < n — 2. On peut invoquer le lemme
élémentaire (3.7 a) ci-dessous pour conclure que 7' = 0:

(3.7) LEMME. — Soit dans un ouvert 2 C RN un courant T de degré p, tel
que T et dT soient d’ordre 0, a support dans une sous-variété S de codimension
réelle m.
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10 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

a) Sim >p,alorsT = 0.
b) Sim = p, alors T est de la forme T = a[S] ot a est une fonction Li
sur S. Si de plus dT = 0, alors a est localement constante sur S.

En effet, on peut supposer apres changement de coordonnées locales que
A=Qn{x; =... =z, = 0}. La condition de support et le fait que les
coefficients de T et dI' soient des mesures impliquent z;7 = z;dI" = 0 pour
j < m. On obtient donc aussi dz; AT = d(z;T) — xz;dT = 0.

a) Supposons m > p. Si T possédait un mondéme Trdx; non nul, |I| = p, on
aurait dz; AT # 0 pour j ¢ {1,...,m} \ I, contradiction.

b) Supposons m = p. ALors T ne peut avoir qu'un seul terme non nul, a
savoir prdzy A ... Adz, oll i est une mesure portée par S. La condition que dT’
est d’ordre 0 montre que les dérivées partielles dp/0x;, j > p, sont encore des
mesures. Ceci impose que p soit absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur S. Si de plus dT' = 0, alors du/0x; = 0 pour j > p, donc le
coeflicient de proportionnalité est localement constant. O

4. Cas des sections méromorphes d’un fibré en droites

Nous aurons besoin en fait d’une légere généralisation de l’équation de
Lelong-Poincaré, valable pour des sections méromorphes de fibrés en droites.
Observons tout d’abord que si f = g/h est une fonction méromorphe, on a
évidemment

(4.1) L od10] | = [Dy]

ou Dy = Dy — Dy, est le diviseur des zéros et des poles de f. Pour éviter de
trainer constamment le facteur i/, il est commode d’introduire 'opérateur

0-0

4.2 d¢ = .
(4.2) 211

C’est un opérateur réel (d° = d°), et on a dd® = i /7 90.

Soit maintenant L un fibré holomorphe en droites au dessus de X. Il existe
un recouvrement ouvert (U;) de X et des trivialisations 7; : Ly, — U; x C,
telles qu’un point (z,¢) de la carte Uy x C se recolle avec le point

o, H(z,€) = (z, gk (2)€)

de la carte U; x C, ou les gj, sont des fonctions holomorphes inversibles
sur U; NUg. On a la relation gjrgre = gj¢ sur U; N Uy NU,.  Une section
holomorphe (resp. méromorphe) f de L est une application f : X — L telle
que f(xz) € L, pour tout = et telle que la coordonnée {;(z) de f(z) dans
chaque carte dépend holomorphiquement (resp. méromorphiquement) de x. On
suppose L muni d’une métrique hermitienne h de classe C°°. Dans chaque
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carte U; la norme est donnée par un poids positif de classe C* qu’on convient
d’écrire sous la forme

[lv]|n = |§|e_“’j(w)7 Vv € Ly, avec 7;(v) = (z,§).

(4.3) DEFINITION. — On appelle forme de courbure de Chern de L la forme
réelle fermée de type (1,1) donnée par

@h(L) = ddc<pj,

qui est indépendante du choix des trivialisations. De plus, la classe de
cohomologie de cette forme est indépendante du choix de la métrique h. C’est
la premiére classe de Chern de L, notée ¢1(L) € H3 (X, R).

Le fait que dd°p; = dd®p}, résulte aussitot de ce que les poids sont liés par
la relation e™¥* = e % |g |, i.e. @; = i + log|g;x|, le terme log|g;x| ayant un
Hessien nul sur U; N Uy. Si l'on change la métrique h, en la remplacant disons
par b/ = he 2%, les poids @; se trouvent étre remplacés par ¢; + 1. On a donc

O (L) = On(L) + ddy

et la classe de cohomologie globale est inchangée. O

(4.4) EQUATION DE LELONG-POINCARE GENERALISEE. — Soit f une sec-
tion méromorphe d’un fibré holomorphe en droites muni d’une métrique hermi-
tienne h. On a au sens des courants

dd®log||flln = [Df] — On(L).
En particulier, la classe de cohomologie {Ds} € H%,(X,R) est égale a ¢1(L);
elle ne dépend donc pas de f.
Preuve. — Si &;(x) est Uexpression de f(z) dans la carte Uj, on a || f(z)||n =
|€(2)|e= %) d’on
dd®log||f|ln = dd*(log |§;| = #;) = [De,] — On(L)

d’aprés (4.1) et la définition de ©p(L). On définit bien entendu le diviseur
de f par Dy = D¢, dans U;. La dernitre affirmation résulte du fait que
dd®(log||f||n) a une classe de cohomologie nulle. O

Si X est une surface de Riemann compacte (dimc X = 1), le diviseur Dy
consiste simplement en une suite finie de points (x;) affectés de multiplicités
Aj, d'ott [Df] = 37 Ajd,,. Par intégration de I'égalité {Dy} = ci(L) sur X, on
voit que le diviseur de toute section méromorphe satisfait 1’égalité

o= /X er(L).
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12 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

L’entier d°(L) = [ c1(L) est appelé degré de L.

Plus généralement si X est une variété compacte possedant une métrique
kélérienne w, c’est & dire une (1, 1)-forme définie positive w = ¢ > w;k(2)dz; A
dzi telle que dw = 0, l'aire algébrique du diviseur Dy relativement & la
métrique riemannienne induite par w est indépendante de f:

(45) [ ppnent= [ amynen,

le second membre ne dépendant pas du représentant choisi de ¢1(L) en vertu
du théoréme de Stokes. Ce nombre est encore appelé le degré de Dy (ou de
L) par rapport & w; ce n’est plus en général un entier, sauf si la classe de
cohomologie de w appartient & H?(X,Z).

(4.6) EXEMPLE.— Sur P" = C"*! <\ {0}/C*, on considere le fibré tau-
tologique noté O(—1), dont les fibres sont données par

Op(-1)=Czc C"™,  V[]€P", z=(2,z21,...,2,) € C"T1 {0}

C’est un sous-fibré de rang 1 du fibré trivial P* x C**!. On note O(1) son
fibré dual, et pour tout entier & > 0, on note O(k) (resp. O(—k)) la puissance
tensorielle k-ieme de O(1) (resp. O(—1)). Chaque forme linéaire u € (C"*+1)*
induit par restriction une forme linéaire sur les fibres Cz de O(—1), c’est-a-dire
une section de O(1). Par suite, un polynéme homogene P € S¥(C"+1)* de
degré k en les variables (zo,21,...,2,) € C"™! induit une section de O(k);
il est bien connu que ce sont précisément les sections holomorphes de O(k)
sur P,

Munissons O(—1) de la métrique hermitienne induite par la métrique canon-
ique de C"*! et les O(k), k € Z, des métriques correspondantes | |rsg,
dites de Fubini-Study. Alors la section P du fibré O(k) = O(—k)* associe
a l'élément 2z € S¥(Cz) = O(—k);; la valewr P(z), sa norme est donc
||P||rs([2]) = |P(2)|/|2|*. L’équation de Lelong-Poincaré donne alors

dd®log||P||rs = [Dp] — kw

ou [Dp] est le diviseur P(z) = 0 dans P™ et ol w = ©ps(O(1)). Dans la
carte z; # 0, cette forme est définie en coordonnées non homogenes ¢; = z;/z;
par

1 -
w([z]) = dd°log|z| = §ddc log (L4 |Gl + ...+ |G+ .. + G

La forme w est invariante par l'action du groupe unitaire U(n + 1); elle
est clairement définie positive al’origine ( = 0 de chaque carte, donc définie
positive partout par transitivité. La formule (4.5) appliquée & L = O(k) donne

[Dp] Aw" ™! = k/ w™.

n

aire,(Dp) = /

n

GAZETTE DES MATHEMATICIENS



Jean-Pierre DEMAILLY 13

En prenant P(z) = 2, de degré 1, on a Dp = P"~! = P(C" x {0}) C P" et
il vient [5, , w" ' = [, w", dou par récurrence [p, w" = [pw = [, Opo = 1.
On a donc

aire,(Dp) = k = d°(P).

(4.7) DEFINITION. — Soit X une variété complexe compacte. On dit qu’un
fibré en droites L est positif, et on note L > 0, si L posséde une métrique
hermitienne h telle que la (1, 1)-forme ©p(L) soit définie positive.

La notion de fibré positif est importante en vertu du célebre théoreme
de plongement de Kodaira [Kob54]: une variété complexe compacte X est
projective (i.e. isomorphe & une sous-variété algébrique de PV pour N assez
grand) si et seulement si X posseéde un fibré en droites L > 0; voir par
exemple [G-H78] ou [WsT73].

Soient maintenant og,...,on un systéme de sections holomorphes liné-
airement indépendantes d’un fibré en droites hermitien (L, h) sur une variété
complexe X. A tout point w € CN*!1 <\ {0} est associée naturellement une
section o, = wgog + ...+ wyon ; son diviseur D,, ne dépend bien sir que de
I'image [w] € PY. On a alors la formule de moyenne suivante:

(4.8) PROPOSITION. — La valeur moyenne des courants [D,,] relativement
au volume de Fubini-Study est donnée par

[ [Pl () = a5 105 (It + ..+ llowl ) + €4(L)

en tant qu’intégrale vectorielle sur PN & valeurs dans 'D;1(X). En parti-
culier, le membre de droite est un courant positif fermé, indépendant de la
métrique h. Son support singulier consiste en ’ensemble analytique des zéros
communs aux sections o;.

Preuve.— La preuve s’obtient grace a l'identité

/ tog L ¥ ([u]) = log|Jal] - Cte
e ]

pour tout vecteur a € CN*1, qui résulte aussitot de ’homogénéité en a et de
Iinvariance par rotation. En substituant (o¢(z),...,o0n5(2)) & a, il vient

/PN log”woao(z) + .+ wNUﬂ(Z)Hh WN([U}D

1
= 5 log (lloo(2)lli + - - + llow (2)I[3) — Cte.
Le résultat voulu se déduit alors de la formule de Lelong-Poincaré en calculant
dd® par rapport a z € X. 0

Cette derniere formule met bien en évidence la souplesse de calcul autorisée
par l'usage des courants positifs: on peut manipuler dans un méme formal-
isme des diviseurs (objets algébriques), mais aussi des moyennes intégrales de
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14 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

diviseurs, des formes différentielles fermées de classe C*° ... . A noter aussi le
résultat de compacité faible suivant, qui assure ’existence de courants limites.

(4.9) PROPOSITION. — Soit (T,) une suite de courants positifs fermés
sur une variété kahlérienne compacte X, appartenant a une méme classe de
cohomologie. Alors on peut en extraire une sous-suite convergeant vers un
courant limite T

Preuve.— Soit (p,p) la bidimension des courants T, et soit w une métrique
kéahlérienne sur X. L’intégrale f ¥ T, N wP est indépendante de v. Or T, A wP =
> T, 11 relativement & une base w-orthonormée de A*T*X. Comme la trace
d’une matrice hermitienne semi-positive majore toujours les coeflicients non
diagonaux, on voit que les mesures |T, 1 | sont de masse uniformément bornée
dans tout compact des ouverts de carte considérés. Par suite on peut en
extraire des sous-suites faiblement convergentes. O

(4.10) EXERCICE. — Vérifier que si 'y est la courbe de Fermat zd + 2§ +
2§ = 0 dans P?, alors la suite de Q-diviseurs 3[['q] converge vers le courant
limite T' sur P? défini en coordonnées homogenes par

T = dd°log max(|zol, |21}, |22])-

Indication: % log|z§ + 2{ + 24| converge vers log max(|zo|, |21, |22|) dans I'espace
1 (3

Lloc((C )

Question complémentaire: montrer que le support de T est

U {1 € P lail < |z] = |l }

itk

et que ce support est de dimension réelle 3. De plus T est indécomposable dans
le cone des courants positifs | (voir [De82b]).

5. Produits de courants

Soit X une variété analytique complexe de dimension m, w une fonction
psh sur X et T un courant positif fermé de bidimension (p,p), c’est-a-dire de
bidegré (n — p,n — p). Notre souhait est de définir le produit dd°u A T méme
lorsque ni w ni T ne sont réguliers. A priori, le produit n’a pas de sens bien
clair puisque ddu and T sont des courants a coefficients mesures et que les
mesures ne peuvent étre en général multipliées.

Supposons d’abord que u soit une fonction psh localement bornée sur X.
Alors le courant w1 est bien défini puisque u est une fonction borélienne
bornée partout définie et que T est a coefficients mesures. Suivant une idée de
Bedford-Taylor [B-T82] (voir aussi [CLN69]), on définit

ddu AT = dd°(uT)
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ot dd°( ) est calculé au sens des distributions.

(5.1) PROPOSITION. — Le produit extérieur dd“u AT est encore un courant
positif fermé.

Preuve.— On sait que sur tout ouvert de carte u est limite décroissante de
fonctions psh w, de classe C*°, obtenues par exemple par convolution avec un
noyau régularisant de support B(0,1/v). Le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue montre que wu,T converge faiblement vers uT, donc dd®(u,T)
converge faiblement vers dd®(uT) par continuité faible des différentiations.
Cependant u, est C*°, donc dd®(u, T') coincide avec le produit usuel dd®u, AT,
qui est un courant positif. La limite faible dd°u AT est donc positive (et
évidemment fermée). O

Etant donné des fonctions psh localement bornées uq,...,uq, on peut donc
définir par récurrence sur ¢ des courants positifs fermés

ddui Addus A ... ANddug AT = dd®(urddus ... Addug ANT).

Notons qu’il est parfois possible de calculer le produit dd“u A T par ce procédé
méme lorsque la fonction u n’est pas localement bornée: c’est le cas si le
courant w1 est de masse localement finie sur X.

(5.2) EXEMPLE.— Soit & calculer le produit [['1] A [T'2] des courants
d’intégration sur les courbes I'y : 22 = w? et I'y : 23 = w® dans C2. L’équation
de Lelong-Poincaré donne [['1] = ddlog|z? — w?|. On peut donc essayer de
calculer

ITy] A [Ta] = dd¢ (log |22 — w?| [Ta]).

Or Ty admet la paramétrisation bijective (non biréguliere!) ~:C — C2, t —
(t5,t3). Le courant log|2z? — w3| [['2] est donc I'image directe par v du courant

log |(£°)* — (t°)°| [C] = 9log [t| +log |t — 1]

(noter que [C] s’identifie & la fonction 1). Le dd® de ce courant est 9y + 1 et
on trouve donc
[I‘l]/\[PQ] 2960+5p, p= (1,1)

Les courbes T'; et I'y se rencontrent donc avec mutiplicité 9 en (0,0), 1 en (1,1)
(sur P2, il y a aussi un point d’intersection & 'infini, de multiplicité 5).

(5.3) REMARQUE.— En général, il n’est pas possible de définir les self-
intersections TP d’un courant positif fermé si 'on ne fait pas d’hypotheses
adéquates sur les poles. Prenons par exemple pour X la surface complexe
compacte fibrée au dessus de P' obtenue en compactifiant ’espace total du
fibré O(k) — P! par adjonction d'un point & I'infini & chaque fibre (surface Fj
de Hirzebruch). On a donc une projection 7 : X — P! & fibres P!, et deux
sections remarquables de 7, & savoir d’une part la section nulle Z de O(k)
et d’autre part la section a l'infini H. Par ailleurs le fibré image réciproque
7*O(k) admet une section méromorphe tautologique, égale & Dapplication
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16 COURANTS POSITIFS ET THEORIE DE L’INTERSECTION

identique sur X ~ H = O(k), de diviseur Z — H. Ceci entraine en cohomologie
{Z} —{H} = 7*¢1(0(k)), et comme Z, H ne se coupent pas on trouve

|2 = [ 12187 a00) = [ #eom) = [ o) =t

b's b's z Pt

La self-intersection de {Z} est donc négative si k < 0, ce qui interdit de
pouvoir définir de maniére cohérente le carré du courant [Z] sur X.

Le théoreme suivant donne une condition générale a peu pres optimale
assurant existence des produits de courants de type (1,1). Le probleme
analogue pour les courants de bidegré quelconque est encore largement ouvert
(avis aux amateurs!)

(5.4) THEOREME. — Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
et soient wy,...,uq des fonctions psh. On note Suppl le support de T
et L(uj) 'ensemble des points au voisinage desquels u; n’est pas bornée
inférieurement. On suppose que pour tout choix d’indices j1 < ... < jm dans
{1,...,q} lintersection L(uj,) N ...N L(uj, ) N SuppT est contenue dans un
ensemble analytique de dimension < p —m (ou plus généralement dans un
ensemble de (2p — 2m + 1)-mesure de Hausdorff nulle). Alors les courants
urdd®us A .. AN ddug AT et dd°uy A ... Addug AT sont bien définis et de masse
localement finie sur X.

Preuve.— La démonstration générale est trop longue pour que nous puis-
sions la détailler ici (voir [De91la]). Pour donner un apergu des idées utilisées,
nous allons raisonner dans le cas particulier des produits uT', dd°u AT, en
supposant de plus que ensemble L(u) NSupp T est discret (par récurrence, ceci
résoudra au moins le cas important ou les fonctions u; ont des poles isolés).

Soit © = B(zo,r) une boule centrée en un point de L(u) N SuppT, telle
que Q ne rencontre cet ensemble en aucun autre point. On pose ¥(z) =
|z — :vo|2 —r2, Quitte a retrancher une constante & wu, on peut supposer u < —1
sur Q. Soit ' = B(wzg,r/2). Alors Q ~\ Q' ne recontre pas L(u) N SuppT. 1l
existe donc un voisinage w de (2~ Q') N SuppT tel que L(u) N© = () et une
constante M telle que u > —M sur w. Introduisons

us(2) = {max{u(z)vfh/)(z)} sur w,
’ max{u(z), s} sur = {¢p < =6}, §=3r2/4.

On fixe A > M/6 et on prend s < —M, de sorte que la définition de us soit
bien cohérente:

max{u(z), Ap(z)} = max{u(z),s} = u(z) sur wnN'.

Observons que ug est défini le voisinage w U Q' de Q N Supp 7. Maintenant, le
théoreme de Stokes implique

/ dd®us AT A (dd4p)P~t — / Add®p AT A (dd)P~
Q Q
_ / 4 [(uy — AYYT A (ddepP~1] = 0,
Q
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le courant [...] étant & support compact dans Q puisque us; = Ay sur un
voisinage de dQ N SuppT. Comme ug et 1 s’annulent toutes deux sur OS2, une
intégration par parties donne

/ usT A (ddCep)P / Yddug AT A (ddep)P~?
Q Q

V

> 1l i~ / T A dd°u, A (dd°)P~!
Q

_||¢||L°°(Q)A/QT/\ (ddp)P.

Finalement, prenons A = M/ et faisons tendre s vers —oo, en tenant compte
de ce que u > —M sur w. Il vient

/ wT A (ddy)P > —M / T A (dd°p)? + lim [ uT A (ddy)P
Q w

s——o0 [
> — (M + (|9 <) M/5) /QT/\ (dd°ap)P.

La derniere intégrale est finie, donc w71 est bien de masse localement finie pres
de Q- ]

Dans le cas particulier ol u; = log|f;| avec f; holomorphe non nulle sur X,
on voit que le produit d’intersection des diviseurs associés [D;] = dd“u; est bien
défini des que les supports | D;| satisfont la condition codim |Dj, |N...N|D;,. | =
m for every m. De méme, si T = [A] est un cycle analytique de dimension p,
le Th. (5.4) montre que [D] A [A] est bien défini pour tout diviseur D tel que
dim |D| N |A| = p — 1. Ces observations conduisent aisément au résultat suivant.

(5.5) COROLLAIRE. — Supposons que D1,...,D, vérifient la condition
de dimension d’intersection ci-dessus et soient (Cy)r>1 les composantes irré-
ductibles de Iintersection ensembliste |Di| N ... N |Dy|. Alors il existe des
entiers my > 0 tels que

DI A ADY = mi[Chl.

Le nombre my est appelé multiplicité d’intersection de Dq,...,Dq le long
de Ck.

Preuve.— Le produit est de bidegré (q,q), a support dans C = |JCj
et on a codimC = ¢g. 1l résulte du Lemme (3.7) que le produit est une
combinaison linéaire > my[Ck] avec des coefficients my € R. La positivité
entraine my € Ry. Pour voir que my € Z, il suffit de perturber légérement
les diviseurs de sorte qu’il se coupent transversalement (le probléeme est local).
Le cycle intersection est alors une sous-variété lisse; la multiplicité my est
simplement le nombre de feuilles qui viennent s’empiler sur la composante CY
lorsqu’on passe & la limite (on utilise ici la continuité faible séparément par
rapport & chaque facteur). O
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6. Nombres de Lelong et multiplicités

On suppose que la variété complexe X est munie d’une fonction ¢ de X
dans [—oo, +00[ psh et continue, possédant éventuellement des poles —oo. Les
ensembles

(6.1) S(r)={z € X; p(z) =1},
(6.1 Br)y={z € X; o(z) <1},
(6.17) B(r)={z e X; p(x) <r}

seront appelés pseudo-spheres et pseudo-boules associées a ¢. L’exemple le plus
simple que nous ayons & 'esprit est le cas de la fonction ¢(z) = log|z — al sur
un ouvert X C C"; dans ce cas B(r) est la boule euclidienne de centre a et de
rayon e” ; de plus les formes

1 . .
Sddee® = d'd"|2?,  dd°p = ~d'd"log|z — a

2 2w T

représentent respectivement la métrique hermitienne plate de C™ et l'image

inverse sur C” de la métrique de Fubini-Study sur P*~!.

(6.2) DEFINITION. — Soit T' un courant positif fermé de bidimension (p, p)
sur X tel que S(—o0) N SuppT soit fini. Soit V un voisinage compact de
S(—o00)NSuppT et Ry = infaynsuppr ¢ ; 01 suppose dans la suite que B(r) et
S(r) sont les boules et sphéres associées a ¢ dans I'ouvert Q = V°. Pour tout
réel r € | — oo, Ry [ on pose

Wﬂ%ﬂ—LUTMM%ﬂ

Wﬂ@=é()TMM%V=hmV@mM,

T——00

Le nombre v(T, ) sera appelé nombre de Lelong généralisé de T par rapport
au poids ¢.

Observons que le Th. (5.4) assure lexistence du produit T A (dd®p)P sous
les hypotheses ci-dessus. La formule suivante permet d’exprimer les quantités
v(T, p,r) sans faire apparaitre de poles dans le poids.

(6.3) LEMME. — Pour toute fonction convexe croissante x : R — R, on a la
formule

/ T A (ddx 0 9P = X' (r — 0)? v(T, o,7)
B(r)

ott X'(r — 0) désigne la dérivée a gauche de x en r.

Preuve.— On se rameéne par régularisation au cas ou T, x, (resp. ) sont
de classe C*° (resp. de classe C™ sur X \ S(—00)). Le théoreme de Stokes
donne alors

/ T A (dd°x o )P = / T/\(ddcxogp)pf1 Ad(x o p).
B(r) S(r)
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Or (ddx o )P~L Ad®(x 0 ) = X' (¢)P(dd°p)P~1 A d°p. On a donc

/ T A (dd®x o )P = X’(T)p/ T A (dd°p)P~ N dp
B(r) S(r)

= X’(T)p/ T A (dd°p)P. O
B(r)

On obtient en particulier fB(T)T A (dde??)P = (2e*")Pu(T, ¢,r), dou la
formule

(6.4) v(T,p,r) = 672’”/ TN (lddcew)p.
B(r) 2

Soit maintenant X un ouvert de C" et ¢(z) = log|z — a|, a € X. La formule
précédente donne
-2 i 2\”
v(T,p,logr) =71 p/ T A (2—d’d”|z| ) .
7T

|z—a|<r

La mesure positive o = %T A(Edd"|z]?)P =27P 3 Ty r.i"dz1 A ... A dZy est
appelée la mesure trace de T. On obtient

_or (B(a, r))

(65) V(jﬂ’7 (V23 log T) = W

et v(T,p) est la limite de ce quotient lorsque r — 0. Cette limite est
appelée nombre de Lelong (ordinaire) de T au point a et notée v(T,a): cette
définition est précisément celle donnée initialement par P. Lelong (voir [Le68]).
Mentionnons une conséquence simple mais importante.

(6.6) CONSEQUENCE. — Le quotient o (B(a,r))/r? est fonction croissante
de r. De plus, pour tout ensemble compact K C X et tout ro < d(K,0X) on a

or (B(a,r)) < Cr?"  pour a€ K et r <rg,

ou C =or(K —|—§(O,r0))/r§p.

Tous ces résultats sont particulierement intéressants lorsque T = [A] est le
courant d’intégration sur un ensemble analytique A C X de dimension pure p.
Alors o7 (B(a,r)) est Daire euclidienne de A N B(a,r), tandis que 777 /p! est
laire de la boule de rayon r dans CP. Par suite v([A], ¢,logr) est le rapport de
ces aires et le nombre de Lelong v([A],a) est la limite du rapport. Il est clair
que v([4],a) =0sia ¢ A et que v([A],a) =1 si a est un point régulier de A.
On verra plus loin que v([4],a) est toujours un entier. Nous démontrons tout
d’abord un théoreme de comparaison pour les nombres de Lelong a poids.

(6.7) THEOREME DE COMPARAISON. — Soit T un courant positif fermé de
bidimension (p,p) sur X et ¢, : X — [—00,+o0o[ des fonctions psh continues
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ayant méme ensemble de poles ¢~ !(—oc) = ¥~!(—o0). On suppose que
@ Y (—o00) NSupp T est fini et que
o Y(x)
£ := lim sup (—) <400 quand z € SuppT et @(x) — —o0.
o(x

Alors v(T,v) < tPu(T, p), et 'égalité a lieu si £ = lim /.

Preuve.— D’apres la définition (6.2) on a
v(T, Ap) = APu(T, )

pour tout scalaire A > 0. Il suffit donc de vérifier I'inégalité v(T,v) < v(T, )
sous ’hypotheése limsup /¢ < 1. Pour tout ¢ > 0, on considere la fonction
psh u. = max(y) — ¢, ¢). Soit V un voisinage compact de ¢~ (—00) N Supp T et
Ry = infaynsuppr - On fixe r < Ry. Pour ¢ > 0 assez grand, on a u., = ¢ sur
o Y([r —1,7]), donc le théoréme de Stokes entraine

I/(Tv QD,T) = V(T, ucaT) > V(T7 Uc)~

L’hypothése limsup /¢ < 1 implique d’autre part qu’il existe R’ < 0 tel que
Uue =1 — ¢ sur {u. < R'}. On en déduit aussitot

v(T,u.) =v(T, v —c) =v(T, ),

par conséquent v(T,v) < v(T, ). O

k k

Supposons en particulier que zF = (2, ...,2F), k = 1,2, soient des systemes

de coordonnées locales centrées au point = et soit

1/2
pr(z) = log|2*| = log (|5 + ...+ |52)"%, k=12

On a lim, ., p2(2)/p1(z) = 1, donc v(T,¢1) = v(T,p2) dapres le
Théoreme (6.7).

(6.8) COROLLAIRE. — Les nombres de Lelong v(T,z) sont invariants par
changement de coordonnées locales.

Supposons maintenant que T soit le courant d’intégration sur un ensemble
analytique A C X de dimension pure p. Pour tout point x € A, il existe des
coordonnées locales

z = (Z/v Z”)v Z/ = (Zlv ERE ZP)? ZN = (ZP+15 AR Z’n.)

et des boules B’ ¢ CP, B"” C C* P | relatives & ces coordonnées, de rayons
respectifs 7', 7" telles que AN (B’ x B") soit contenu dans un cone d’équation
|z”| < C|%'|. Dans ces conditions, si 'on prend ' < Cr”, la projection

n:AN(B'xB") — B’
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définit un revétement ramifié ayant un nombre fini ¢ de feuillets. On notera
S C B’ 'ensemble de ramification.

ZN E (C’n,fp
0
B" T
} A
|
|
! ‘ 7
|
‘ |
Lo e B T ‘
I \ |
) | ‘ )
o | |
1T . . [
I s S B L e P

Fig. 4. Revétement ramifié de A sur B’.

En fait, les propriétés énoncées ci-dessus sont vérifiées des que les coor-
données (z’,2") sont choisies de maniere générique. Pour le voir, on choisit
une équation analytique locale f(z) = 0 de A et on utilise le théoreme de
préparation de Weierstrass pour mettre cette équation sous la forme

f2) =2+ a8z F =0,
k=1

ou 2 = (z1,...,2n-1) et ou s est 'ordre d’annulation de f en 0. Il en résulte
que aj doit s’annuler & l'ordre k& au moins en 0, donc |ax(2)| = O(|2[F) et
les racines z, sont telles que |z,| < C|Z|. La projection z — 2 est alors un
morphisme fini de degré < d de A sur un ensemble analytique A’ de dimension
p dans C*~ 1. On conclut par récurrence sur n.

(6.9) THEOREME (P. Thie [Th69]). — On a v([A],z) = g, en particulier le
nombre q de feuillets du revétement ramifié m en indépendant du choix des

coordonnées (z',z") comme ci-dessus. Ce nombre est appelé multiplicité de A
au point x.

Preuve. — Quand z tend vers z , les fonctions

p(z) =log|z| = log(|2'[* + [2")V/2,  9(2) =log|2'|
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sont équivalentes sur le germe (A, z) quand z tend vers 0. D’apres le théoreme
de comparaison (6.7) ceci entraine

v([A], z) = v([A], ) = v([A], ¥).

La formule (6.4) appliquée & ¥ donne maintenant

v([A],,logt) = (2t)7P / (ddce?¥)P

An{yp<logt}

— (22) / (w*dd?| ')
An{|z'|<t}
—edre [ @ =
Crn{|z’|<t}

d’ou le théoreme. On a utilisé ici le fait que 7 est un revétement étale a g
feuillets en dehors de 771(S) et que S et 7~1(S) sont de mesure nulle. |

Soit maintenant 7' un courant positif quelconque de bidimension (p,p).
Pour ¢ > 0, on introduit les ensembles

E.(T)={z € X;v(T,z) > c}.

Les nombres de Lelong satisfont alors 'importante propriété de semi-continuité

suivante, démontrée par [Siu74] & la suite des travaux de Bombieri [Bo70] et
Skoda [Sk72].

(6.10) THEOREME ([Siu74]).— Si T est un courant positif fermé de bidi-
mension (p,p), les ensembles de niveau E.(T), ¢ > 0, sont des ensembles
analytiques de dimension < p.

La démonstration est malheureusement trop difficile pour que nous puis-
sions 'expliquer ici. Elle repose essentiellement sur la théorie des estimations
L? de Hérmander pour Popérateur 0 et sur la construction de fonctions poten-
tiels adéquates, d’aprés des idées de Skoda [Sk72]. Nous renvoyons a [Ki79],
[De87] et [De9la] pour les détails. Le théoreme (6.10) entraine & son tour la
formule de décomposition suivante.

(6.11) FORMULE DE DECOMPOSITION DE STU. — Si T est un courant positif
fermé de bidimension (p,p), il y a une unique décomposition de T comme
somme d’une série convergente (peut-étre finie)

T:Z)\j[Aj]—FR, /\j>0,
Jj=1

ot [Aj] est le courant d’intégration sur un ensemble analytique irréductible
A; C X de dimension p, A\; le nombre de Lelong générique de T sur A;, et ol
R est un courant positif fermé résiduel ayant la propriété que dim E.(R) < p
pour tout ¢ > 0.
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Nous aurons finalement besoin d’un deuxieme théoréme de comparaison
pour les nombres de Lelong, relatif aux produits d’intersection des courants.

(6.12) THEOREME. — Soient ui,...,uq et vi,...,vq des fonctions pluri-
sousharmoniques telles que chaque g-uplet satisfait les conditions d’intersection
du théoréme (5.4). Supposons de plus que uj = —oo sur Supp T N ¢~ 1(—oc0) et
que

v;(2)

{; :=limsup ——= < 400 quand z € SuppT ~ u;l(—oo), (z) = —o0.

u;(2)
Alors

v(dd®vi Ao ANddvg AT, @) < ly.. Lgv(ddus A ... Addug AT, 0).

Preuve.— D’apres I’homogénéité en chaque facteur v;, il est suffisant de
démontrer I'inégalité avec constantes £; = 1 sous I’hypothese limsup v;/u; < 1.
On introduit

wj,e = max{v; — ¢, u;}.

Notre hypothese entraine que w; . coincide avec v;—c sur un voisinage Supp 7'N
{o <71} de SuppT N {p < —oo}, donc
v(dd®vi A ... ANddg AT, @) = v(ddwy e A ... ANddwg,e AT, )

pout tout c. Maintenant, fixons un voisinage V et r < Ry. Comme wj
converge en décoissant vers u; quand c tend vers +oo, le courant dd®w; . A
... Ndd°wg. AT converge faiblement vers dd°uy A ... A dd°uqg AT quand c tend
vers +o0o. Un argument facile montre alors que

limsup v(dd®wi e A ... ANddwgc AT, @) <v(dd®ui A...ANdd°uqg AT, ). O

c——+o0

(6.13) COROLLAIRE. — Si dd“uq A ... A dd°uq AT est bien défini, alors on a
en tout point x € X

v(dd®uy A ... Add°ug AT, x) > v(dduy, z) ... v(dd°uq, z) v(T, ).

Preuve.— On applique (6.12) avec p(z) = v1(2) = ... = v4(z) = log |z — z|
et on observe que ¢; := limsupv;/u; = 1/v(dd°u;,z) (il n’y a rien & prouver si
v(dd®uj,xz) =0). O

7. Inégalité de self-intersection

Etant donné un diviseur D > 0 sur une variété projective X, on a une
stratification du support |D| par les strates d’équimultiplicité. On cherche &
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majorer le degré de ces strates en fonction du degré de D. Ce probléme peut se
reformuler de maniére beaucoup plus générale en termes de courants:

(7.1) PROBLEME. — Soit T un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur
une variété kéhlérienne compacte (X,w). Peut-on obtenir une borne pour le

degré des composantes irréductibles de codimension p des ensembles de niveau
E.(T) en termes de la classe de cohomologie {T'} € H} ,(X,R)?

De maniere précise, on introduit la suite 0 = b; < ... < b, < by
des “valeurs de saut” b, pour lesquelles la dimension de E.(T) tombe
d’une unité lorsque c¢ excéde la valeur b,, c'est-a-dire que codim E.(T) = p
quand ¢ € by, bpy1]. Soient (Zp)r>1 les composantes de codimension p de

Uecelby bysa] Ee(T) et soit

Vpy = min v(T,x) € |by, bpy1]
TEZp k
le nombre de Lelong générique de T le long de Z, ;. Alors on a I'inégalité de
self-intersection suivante.

(7.2) THEOREME. — Supposons que le fibré en droites canonique Orx (1)
sur le fibré en espaces projectifs P(T*X) posséde une métrique hermitienne h
telle que O, (Orx (1)) +m*u >0, ou 7 : P(T*X) — X est la projection et ou
u est une forme fermée semi-positive de type (1,1) sur X. Pour chaque p =
1,...,n, la classe de cohomologie de De Rham ({T'} + bi{u})---({T} + bp{u})
peut étre représentée par un courant positif fermé ©,, de bidegré (p,p) tel que

Op = > (Wpk = b1) - (Wpk — bp) [Zpk] + (Tabe + bru) A A (Tane + bpu)
E>1

ot Tape > 0 est la partie absolument continue de la décomposition de Lebesgue
deT.

Le deuxieme terme (Tabe+b1u)A. .. A(Tape +bpu) peut étre considéré comme
une évaluation de “I’exces d’intersection” du membre de gauche par rapport
au cycle défini par les Z, . Cet exceés d’intersection est en général difficile a
exprimer par des méthodes algébriques (il n’y a pas de traduction algébrique
simple de ce que représente Taphe, Tabe mesure intuitivement le degré de liberté
des déformations équisingulieres de T'). En négligeant 1’exces d’intersection et
en prenant le produit extérieur avec w™ P, on obtient une majoration explicite
du degré des composantes Z,; par un polynéome de degré p en la classe de
cohomologie de T':

(7.3) COROLLAIRE. — Si w est une métrique kahlérienne sur X et si
{u} est une classe de cohomologie semi-positive de type (1,1) telle que
c1(Orx (1)) + m*{u} soit semi-positive, le degré des composantes Z, par
rapport a w satisfait I’estimation

—+o0

kz::l(upyk —b1) ... (Upk — by) /){[zp,k] Aw™P
< ({7} + bi{u}) - ({7} + bpful) - {w} 7.
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La forme w doit étre vue intuitivement comme un minorant de la courbure
du fibré tangent. Dans le cas de ’espace projectif X = P", un calcul classique
montre que la courbure est positive et on peut donc prendre u = 0. Si
d°(T) = [y T Aw™ ! est le degré par rapport & la métrique de Fubini-Study, on
obtient 'inégalité simple:

(7.4) COROLLAIRE. — Sur P, on a I'inégalité

—+oo

Z(yp,k —b1) ... (v — by) d°(Zp ) < (d°(T)).
k=1

Pour la démonstration du Théoréme (7.2), on utilise un théoreme de
régularisation de courants qui est en quelque sorte un théoreme de déplacement
infinitésimal de cycles: en général, on ne peut déplacer un cycle positif, mais
le déplacement devient possible si on accepte des composantes de multiplicité
négative.

(7.5) LEMME ([De91b]). — Soit T un courant positif fermé de bidegré (1,1)
et soit « une forme réelle de classe C*° ayant méme classe de cohomologie
que T, en sorte que T = a + dd“y. Soit v > 0 une forme réelle de type (1,1)
a coefficients continus telle que T > 7. Supposons que la courbure de TX
soit minorée par —u comme dans (7.2). Alors pour tout ¢ > 0 il existe une
suite de courants réels T, = o+ dd. 1 tels que Y. soit C sur X ~\ E.(T)
et décroisse vers ¢ quand k tend vers +oo (en particulier, T, est C* sur
X N\ E.(T) et converge faiblement vers T sur X), et on a

Tek 27— Akt —egw Ol

(1) Aex(z) est une suite décroissante de fonctions continues sur X telles que
limy— 400 A,k () = min (v(T, z), ¢) en chaque point;
(ii) limg—yooer =0,
(iii) v(Te,z) = (v(T, x) — c)+ en chaque point z € X.

Preuve du théoréme (7.2).— L’idée principale de la démonstration est de
tuer les nombres de Lelong de T jusqu’a la valeur b;, en utilisant le Lemme
(7.5). Les singularités du courant 7 ainsi obtenu apparaissent alors seulement
en codimension j, de sorte qu’il devient possible de définir le produit extérieur
Ty A ... AT, au moyen du Théoreme (5.4).

On raisonne par récurrence sur p. Pour p = 1, la formule de décomposition
de Siu montre que

T= Z vik[Z1k] + R,

et on a R > T, puisque la partie cycle correspond a des mesures singulieres
par rapport & la mesure de Lebesgue. Le résultat est donc vrai avec ©1 = T.
Maintenant, supposons que ©,_1 a déja été construit. Pour ¢ > b,, le courant
Ter = a+ dd°. produit par le Lemme (7.5) a un ensemble de poéles de
codimension codim L (). ) = codim E.(T") > p. Le Théoréme (5.4) montre que

Opek =0Op_1 AN (Tc,k +cu+ Ekw)
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est bien défini. Si e tend vers zéro assez lentement, T, + cu + cpw est
positif par (7.51), donc ©, . > 0. De plus, la classe de cohomologie de
Op.c.r est égale & {Op_1} - ({T} + c{u} + ex{w}) et converge a la limite vers
{©p_1} - ({T} + c{u}). Puisque la masse [ Opcr Aw™ P reste uniformément
bornée, la famille (@p@k)celbp’bpﬂ]ykﬁ est relativement compacte pour la
topologie faible. On définit

O,= lim lim Op.,
c—bp+0 k—+o0

peut-étre apres extraction d’une sous-suite faiblement convergente. Alors

{©p} ={0p-1} - ({T} + bp{u}), donc
{©p} = (T} + bor{u}) - - ({T} + bp{u}).
Par ailleurs, nous avons
v(0p, ) > limsuplimsup v(Op_1 A (T + cu + epw), z)

CHbPJrO k—-+oo

> v(Op_1,2) x limsup limsup v(T, x,x)
c—bp+0 k—4o0
> v(Op_1,2)(v(T,x) — bp)Jr

grace & (6.13) et (7.5iii). Par récurrence il vient
v(0p,x) > (v(T,z) — bl)Jr L (v(T,x) — bp)Jr,

en particulier, le nombre de Lelong générique de ©, le long de Z,; est au
moins égal & (vpx —b1) ... (Vpk — bp). Ceci implique déja

Op 2 Z(prk —b1) . vk = bp) [Zp,k]-
k>1

Puisque le second membre est singulier par rapport a la mesure de Lebesgue,
I’inégalité voulue sera démontrée si on prouve de plus que

Op abc > (Tabe + 01u) A oo o A (Tabe + bpu),
ou encore, par récurrence, que Oy abe > Op_1,abe A (Tabec+bpu). Pour ceci, il faut
simplement s’assurer que limy_, o0 T k,abc = Tabc Presque partout, et utiliser
de nouveau la récurrence. Or, nos arguments de multiplicités d’intersection ne
sont pas affectés si 'on remplace 9. par ¢/, = max{e, Y r — Ar} avec une
suite Ay quelconque. Si Aj converge suffisamment vite vers +oo0, il est facile de
voir qu’on aura bien lim(dd®i)y, ; )abe = (dd°Y)anc presque partout. O
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