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1. Introduction

L
a notion de multiplicité locale d’intersection des cycles algébriques ou
analytiques est maintenant bien comprise d’un point de vue algébrique
depuis plusieurs décennies (travaux de Samuel [Sa51], Serre [Se57]), voire

depuis le XIXème siècle. Nous allons dans la suite adopter un point de
vue assez différent, mais il est sans doute utile de rappeler quelques notions
fondamentales pour situer le contexte.

Rappelons qu’un cycle algébrique de codimension p dans une variété
algébrique X est une combinaison linéaire formelle A =

∑
λjAj dans le groupe

abélien libre engendré par les ensembles algébriques irréductibles de codimen-
sion p: les Aj sont donc de tels ensembles et λj ∈ Z ; le cycle est dit effectif si
λj ≥ 0. On s’intéressera en fait aussi aux cycles réels (λj ∈ R). Le support de
A est l’ensemble |A| =

⋃
λj 6=0Aj .

Si X est une variété algébrique non singulière (toujours sur le corps de base
C dans ce qui suit), et si A, B sont des cycles algébriques de codimensions
respectives p, q tels que codim |A| ∩ |B| = p + q, on a une bonne notion de
cycle intersection C = A · B : les composantes Cj de C sont les composantes
irréductibles de l’intersection géométrique |A| ∩ |B|, affectées de multiplicités
λj convenables. Supposons par exemple A et B irréductibles. Lorsque
p + q = n = dimX , les Cj sont par hypothèse des points isolés xj ; la
multiplicité d’intersection en un tel point xj peut alors être vue de manière
géométrique comme le nombre de points d’intersection de A avec un translaté
τa(B) dans un petit voisinage de xj ; ce nombre de points d’intersection est
bien indépendant génériquement du choix de a pour une translation τa de
vecteur a assez petit (on travaille ici dans une carte affine contenant xj).

A

B

x1

A

τa(B)

Fig. 1. A ·B = 2 x1 où A ∩B = {x1}.

n
◦
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Si p + q < n, on peut calculer la multiplicité d’intersection λj le long
d’une composante Cj de |A| ∩ |B| comme suit: on choisit un point non
singulier générique x sur Cj , un sous-espace linéaire L générique passant
par j de dimension égale à codimCj = p + q, et on prend λj égal à la
multiplicité d’intersection de A ∩ L et B ∩ L en x. Ce nombre est ici encore
indépendant des choix faits (pourvu que ces choix soient génériques), et on
pose C = A ·B =

∑
λjCj .

Tout ce qui précède vaut d’ailleurs sans changement pour des cycles an-
alytiques dans une variété analytique complexe X . Dans ce cadre, on peut
attacher à tout cycle analytique A de codimension p une classe fondamentale
de cohomologie {A} ∈ H2p(X,Z). Ceci peut se faire de plusieurs façons, soit
en utilisant la dualité de Poincaré et l’existence de triangulations simpliciales
de |A|, soit en construisant la classe {A} cherchée d’abord en dehors des sin-
gularités de A, c’est-à-dire dans H2p(X r Asing,Z), auquel cas le problème se
réduit à savoir calculer la classe fondamentale d’une sous-variété lisse, puis en
observant qu’on a un isomorphisme H2p(X,Z) ≃ H2p(X r Asing,Z), compte
tenu du fait que codimC Asing > p. Nous expliquerons plus loin une autre
définition utilisant les courants et la cohomologie de De Rham. Par exem-
ple, si A est un ensemble algébrique de codimension p dans X = Pn, alors
H2p(Pn,Z) ≃ Z et la classe {A} est donnée par un entier qui s’interprète
comme le degré de l’ensemble algébrique A (= nombre de points d’intersection
de A avec un sous-espace linéaire générique de dimension p dans Pn). La
formule de Bezout dit maintenant que {A · B} = {A} ` {B}, c’est-à-dire que
la classe fondamentale de l’intersection est le cup produit des classes fonda-
mentales; dans Pn, le degré de l’intersection des cycles est donc le produit des
degrés.

Il se trouve qu’une grande partie de ces résultats peut se formuler dans le
langage des courants positifs fermés, au moins dans le cas de l’intersection des
diviseurs (ce sont par définition les cycles algébriques ou analytiques de codi-
mension 1). Cette théorie, inaugurée par P. Lelong en 1957, permet d’attacher
à un cycle analytique une forme différentielle fermée explicite dont les coeffi-
cients sont des mesures complexes. On dispose maintenant de résultats assez
généraux permettant de multiplier de telles formes sous des hypothèses conven-
ables portant sur la dimension des intersections. L’intérêt de cette approche est
qu’on dispose simultanément des commodités du calcul différentiel et intégral
sur les variétés, des outils de l’analyse complexe et de la théorie du poten-
tiel. Il est alors très facile d’obtenir des résultats globaux du type théorème
de Bezout. En même temps, on dispose d’un certain nombre d’opérations
naturelles telles que passages à la limite, déplacements “infinitésimaux” de
cycles, etc., même dans des situations où ces opérations n’ont pas de sens d’un
point de vue algébrique. Cette approche se révèle très efficace pour étudier
certains problèmes issus de l’arithmétique (théorie des nombres transcendants,
voir [Bo70], [Wa78], [De82a]) ou même certains problèmes de nature algébrique
pour lesquels les outils purement algébriques sont à l’heure actuelle insuffisants
(conjecture de grande amplitude de Fujita, voir [De90]).
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Notre but ici n’est pas de donner un exposé exhaustif des principaux
résultats connus, mais plutôt de proposer une introduction aussi élémentaire
que possible aux notions mises en jeu. Le problème suivant sera l’occasion de
montrer comment les choses fonctionnent. On se donne un diviseur D ≥ 0
dans une sous-variété algébrique de PN = PN (C), et pour entier c ≥ 0 on
note Ec(D) l’ensemble des points où D est de multiplicité ≥ c ; autrement
dit, D est localement dans une carte affine U de X le diviseur d’une fonction
polynomiale f et on regarde

Ec(D) =
{
x ; Dαf(x) = 0 pour |α| < c

}
.

Les ensembles Ec(D) forment donc une suite décroissante d’ensembles algé-
briques dans X . Le problème est de majorer le degré des différentes com-
posantes des Ec(D) en fonction du degré de D. Par exemple si D est une
courbe de degré d dans P2, il est bien connu que le nombre de points mul-
tiples de D est au plus d(d − 1)/2, le maximum étant atteint lorsque D est
une réunion de d droites en position générale. La théorie des courants per-
met de donner une réponse générale assez précise à ce problème, incluant une
estimation utile du terme d’erreur (à savoir de “l’excès de self-intersection”).

2. Courants au sens de De Rham

Nous commençons par rappeler très brièvement le formalisme des courants
introduit par G. de Rham [DR55] (voir aussi le livre de H. Federer [Fe69]).
Soit M une variété différentiable orientée de dimension réelle n. Un courant
de degré p sur M est par définition une forme différentielle T =

∑
|I|=p TIdxI

dont les coefficients TI sont des distributions; ici I = (i1, . . . , ip) désigne un
multi-indice croissant dans {1, . . . , n}p, et on pose dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxip dans
le système de coordonnées locales considéré. Le résultat suivant est immédiat:

(2.1) Proposition.— On désigne par Dq(M) l’espace des formes diffé-
rentielles de degré q à support compact dans M et par ′Dp(M) l’espace des
courants de degré p. Alors ′Dp(M) s’identifie au dual topologique Dn−p(M)′

via l’accouplement naturel

′Dp(M) ×Dn−p(M) −→ R

(T, u) 7−→ 〈T, u〉 =

∫

M

T ∧ u.

Ici l’intégrale est conçue comme provenant de l’accouplement usuel entre
distributions et fonctions sur un ouvert de Rn. Par définition, on a une inclu-
sion Dp(M) ⊂ ′Dp(M), et les règles habituelles du calcul différentiel extérieur
s’appliquent aux courants (différentiation extérieure, lemme de Poincaré, for-
mule de différentiation du produit d’un courant par une forme différentielle
à coefficients C∞ . . .). Bien entendu, on ne peut pas en général multiplier

n
◦
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extérieurement deux courants puisque le produit de deux distributions (ou
même de deux mesures) ne définit pas une distribution.

(2.2) Exemple fondamental. — Soit S une sous-variété orientée de classe
C1 et de dimension q dans M , avec ou sans bord. On définit par dualité un
courant noté [S] ∈ ′Dn−q(M), appelé courant d’intégration sur S, tel que

〈[S], u〉 =

∫

S

u↾S , ∀u ∈ Dq(M).

Si on choisit localement des coordonnées (x1, . . . , xn) sur M dans lesquelles S
a pour équation xq+1 = . . . = xn = 0, alors (x1, . . . , xq) définissent des coor-
données sur S et on voit facilement que [S] s’identifie à la forme différentielle

λS(x) dxq+1 ∧ . . . ∧ dxn où λS(x) = 1(x1, . . . , xq) ⊗ δ0(xq+1, . . . , xn)

est la mesure d’intégration de Lebesgue sur S dans les coordonnées xi et δ0 la
mesure de Dirac à l’origine. On voit donc que [S] est à coefficients mesures,
i.e. que c’est un courant d’ordre 0 (comme pour une distribution, on dit qu’un
courant est d’ordre k s’il s’étend en une forme linéaire continue sur l’espace des
formes différentielles de classe Ck à support compact). Pour u ∈ Dq−1(M), le
théorème de Stokes appliqué d’abord à d([S] ∧ u) sur M puis à du sur S donne

∫

M

d[S] ∧ u = (−1)n−q+1

∫

M

[S] ∧ du := (−1)n−q+1

∫

S

du

= (−1)n−q+1

∫

∂S

u = (−1)n−q+1

∫

M

[∂S] ∧ u,

de sorte que la différentielle extérieure d[S] = (−1)n−p+1[∂S] s’identifie au signe
près au courant d’intégration sur le bord orienté ∂S. Cet exemple conduit à la
définition suivante:

(2.3) Définition.— On appelle dimension d’un courant quelconque T ∈
′Dp(M) l’entier n− p.

Les groupes de cohomologie du complexe de De Rham (C∞
p (M), d) sont par

définition les groupes de cohomologie de De Rham Hp
DR(M,R) de la variété.

Le morphisme d’inclusion de complexes C∞
• (M) → ′D•(M) donne lieu à un

isomorphisme en cohomologie : c’est un conséquence facile du fait que le lemme
de Poincaré est vrai pour les deux complexes, de sorte que C∞

• et ′D• sont
deux résolutions du faisceau localement constant R par des faisceaux acycliques
(voir par exemple Godement [Go57]). Cet isomorphisme a entre autres pour
corollaire qu’un courant d-fermé T ∈ ′Dp(M) définit une classe de cohomologie
{T } ∈ Hp

DR(M,R). On peut alors poser la définition suivante:

(2.4) Définition.— Si S est une sous-variété orientée sans bord de codi-
mension p de M , la classe fondamentale de S dans M est la classe de
cohomologie {S} ∈ Hp

DR(M,R) de son courant d’intégration [S] ∈ ′Dp(M).
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De manière générale, si T1 et T2 sont deux courants fermés, le cup produit
{T1} ` {T2} des classes de cohomologie est toujours bien défini, même lorsque
le produit extérieur T1 ∧ T2 n’a pas de sens: on écrit simplement Ti = αi + dUi
avec des formes αi de classe C∞ représentant la même classe de cohomologie
que Ti ; la forme α1 ∧ α2 représente alors la classe {T1} ∧ {T2}.

L’isomorphisme Hp(C∞
• (M)) ≃ Hp(′D•(M)) évoqué plus haut est un iso-

morphisme topologique si l’on munit C∞
p (M) de sa topologie naturelle d’espace

de Fréchet et ′Dp(M) de la topologie de la convergence faible des courants: par
l’argument faisceautique précédent, ceci résulte du fait que les deux groupes
sont topologiquement isomorphes au groupe de cohomologie de Čech à valeurs
dans R. On voit ainsi du même coup que Hp

DR(M,R) est un espace de Fréchet
(le point essentiel est que cet espace est séparé). En particulier, il suffit
qu’une suite Tν converge faiblement vers T pour en déduire que la classe {Tν}
converge vers {T } dans la topologie d’espace de Fréchet de Hp

DR(M,R).

S1 S2

u1,ε

u2,ε

Fig. 2.

Supposons maintenant comme sur la Fig. 2. ci-dessus que S1, S2 soient
deux sous-variétés lisses orientées de M se coupant transversalement. On
peut alors voir par un raisonnement de continuité faible que {S1} ` {S2} =
{S1 ∩ S2}: on approxime [S1] et [S2] par des formes différentielles fermées u1,ε,
u2,ε de classe C∞ à support dans des voisinages tubulaires de S1, S2 de rayon
ε; si l’on s’y prend bien, on constate que u1,ε ∧ u2,ε converge faiblement vers
[S1 ∩ S2].

3. Courants positifs et équation de Lelong-Poincaré

Sur une variété analytique complexe X de dimension n, on a de façon
analogue des espaces Dp,q(X) de formes u =

∑
|I|=p, |J|=q uI,JdzI ∧ dzq de

n
◦
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bidegré (p, q) à coefficients complexes, et des opérateurs de différentiation
extérieure ∂, ∂ de type (1, 0) et (0, 1) respectivement, tels que d = ∂ + ∂. Il en
résulte qu’on obtient des espaces de courants ′Dp,q(X) de bidegré (p, q) et de
bidimension (n− p, n− q), avec une identification canonique

(3.1) ′Dp,q(X) ≃ Dn−p,n−q(X)′.

Dans cette identification, on utilise le fait qu’une variété complexe possède
toujours une orientation naturelle : les formes volumes positives sont par
définition les multiples positifs de

i dz1 ∧ dz1 ∧ . . . ∧ i dzn ∧ dzn = in
2

dz1 ∧ . . . ∧ dzn ∧ dz1 ∧ . . . ∧ dzn

(noter que i dz ∧ dz = 2 dx ∧ dy si z = x + iy). De manière générale, on a
une notion de positivité naturelle pour les formes de type (p, p), introduite
initialement par P. Lelong [Le57]. Nous en donnons ici une variante légèrement
plus restrictive en vue de simplifier l’exposé.

(3.2) Définition.— Un courant T = ip
2 ∑

|I|=|J|=p TI,JdzI ∧ dzJ est dit

positif si la (n, n)-forme T ∧ i(n−p)
2

α ∧ α est une mesure ≥ 0 pour toute forme
α de type (n− p, 0).

En écrivant α =
∑

|I|=p αIdz∁I ,on voit facilement que T ≥ 0 si et seulement

si
∑
TI,JαIαJ est une mesure ≥ 0 pour toute (n − p, 0)-forme α. C’est

une propriété purement ponctuelle du courant, au moins dans le cas où les
coefficients sont des fonctions L1

loc, exprimant que la matrice de coefficients
(TI,J) est hermitienne semi-positive. La positivité de T entrâıne que T est un
courant réel à coefficients mesures, i.e. les TI,J sont des mesures complexes et
on a T = T , T I,J = TJ,I .

(3.3) Exemple. — Soit ϕ une fonction réelle localement intégrable sur X .
Le hessien complexe de ϕ est le courant de bidegré (1, 1)

i∂∂ϕ = i
∑

∂2ϕ/∂zj∂zk dzj ∧ dzk.

On a donc i∂∂ϕ ≥ 0 si et seulement si la matrice hermitienne (∂2ϕ/∂zj∂zk) est
≥ 0: on dit alors que la fonction ϕ est plurisousharmonique (psh en abrégé);

c’est la généralisation naturelle sur C de la notion de fonction convexe. Dans
le cas de la dimension complexe 1, la condition se réduit à ∆ϕ ≥ 0, ce qui
traduit la sousharmonicité de ϕ. On montre qu’on peut toujours modifier une
fonction psh sur un ensemble négligeable, et ce de façcon unique, de sorte que
la fonction ϕ obtenue soit semi-continue supérieurement de X dans [−∞,+∞[,
et satisfasse l’inégalité de la moyenne

ϕ(h(0)) ≤
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(h(eiθ) dθ
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pour tout disque holomorphe h : D(0, 1) → X ; inversement une fonction ϕ
satisfaisant ces deux propriétés vérifie bien i∂∂ϕ ≥ 0. Des calculs assez simples
de Hessien (exercice pour le lecteur ! ) montrent que la classe des fonctions psh
est stable par les opérations suivantes:
a) Combinaison linéaire à coefficients positifs, limite décroissante, enveloppe

supérieure finie ou infinie d’une suite de fonctions psh;
b) Composition avec un changement de variables holomorphe :

F : X → Y holomorphe, ϕ ∈ Psh(Y ) =⇒ ϕ ◦ F ∈ Psh(X).

c) Composition avec une fonction χ : Rp → R convexe, croissante en chaque
variable :

ϕ1, . . . , ϕp ∈ Psh(X) =⇒ χ(ϕ1, . . . , ϕp) ∈ Psh(X).

Comme la fonction z 7→ log |z| est sous-harmonique sur C et comme (x, y) 7→
log(ex + ey) est convexe sur R2, on déduit aussitôt de ces règles que les
fonctions de la forme

ϕ = log max
j

∑

k

|fjk|
γjk , fjk holomorphe, γjk > 0

sont psh sur X . Dans la suite, nous nous intéresserons essentiellement aux
fonctions psh de cette forme. De telles fonctions ont en général des pôles
logarithmiques; si ϕ est une fonction psh, on définit le nombre de Lelong de ϕ
en un point z0 par

ν(ϕ, z0) = lim inf
z→z0

ϕ(z)

log |z − z0|
< +∞.

On dira que z0 est un pôle de ϕ si ϕ(z0) = −∞, et que c’est un pôle
logarithmique si ν(ϕ, z0) > 0. D’une certaine façon, comme on le verra plus
loin, l’étude des pôles logarithmiques des fonctions psh est un outil pour
analyser la structure des singularités d’un ensemble analytique.

(3.4) Exemple. — Soit S une sous-variété analytique complexe (sans bord)
de codimension p dans X . Alors le courant d’intégration [A] est positif fermé
de bidegré (p, p). En effet, parmi les formes de degré total dimR S = 2(n − p),
seules celles de bidegré (n − p, n − p) ont une restriction non nulle à A. Par
ailleurs, si f ∈ D(X) est une fonction positive et si α est une (n − p, 0)-forme,

la forme f i(n−p)
2

α ∧ α définit une forme volume ≥ 0 sur S, de sorte que

〈[S] ∧ i(n−p)
2

α ∧ α , f〉 =

∫

S

f i(n−p)
2

α ∧ α ≥ 0.

Plus généralement, soit A un ensemble analytique de dimension pure p dans
X (c’est-à-dire un ensemble fermé défini localement par un nombre fini
d’équations analytiques). On sait que A est une sous-variété lisse en de-
hors d’un ensemble analytique Asing ⊂ A qui est le lieu des points singuliers

n
◦

53 – JUIN 1992



8 COURANTS POSITIFS ET THÉORIE DE L’INTERSECTION

de A. Si Areg désigne l’ouvert des points réguliers, on a d’après ce qui précède
un courant d’intégration bien défini [Areg] sur X rAsing. P. Lelong a démontré
en 1957 le fait important suivant:

(3.5) Théorème ([Le57]).— Si A est un ensemble analytique de codimen-
sion pure p dans X , le courant d’intégration [A] de bidegré (p, p)

〈[A], u〉 =

∫

Areg

u, ∀u ∈ Dn−p,n−p(X)

est défini sur X tout entier. De plus [A] est positif et fermé.

Pour montrer l’existence de A sur X , il faut s’assurer de la convergence
de l’intégrale de u sur Areg lorsque le support de u rencontre Asing. Ceci
résulte du fait qu’un ensemble analytique est toujours d’aire localement finie au
voisinage de ses points singuliers.

Cn−q

Cq

∆

Asing

πI(∆)

A

πI

Fig. 3. Projections de A sur les q-plans de coordonnées.

Pour le voir on observe que l’aire est toujours majorée par la somme
des aires des projections de A sur les différents plans de coordonnées de
même dimension q que A, et pour un choix convenable des coordonnées ces
projections sont toutes des revêtements ramifiés à un nombre fini de feuillets
(voir Fig. 3): si νI est le degré de la projection Cn → Cq, z 7→ (zj)j∈I au
voisinage d’un point x ∈ Asing, et si ∆ ⊂ Cn est un polydisque de centre x
assez petit, on a aire(Areg ∩ ∆) ≤

∑
νI aire(πI(∆)).

La positivité de [A] résulte du fait que [Areg] ≥ 0 et que [A] est l’extension
triviale de [Areg] à X (on étend par 0 sur Asing). La propriété de fermeture
d[A] = 0 est plus subtile. Pour la vérifier, on peut écrire par exemple
[A] = limε→0[A r Vε] où Vε est un système fondamental de voisinages de Asing
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dans X . Si Vε est bien choisi (par exemple si Vε = {
∑

|gj(z)|2 < ε} où les gj
sont des équations analytiques de Asing), on vérifie alors grâce à la continuité
faible de la différentiation au sens des distributions que

d[A] = lim
ε→0

±[A ∩ ∂Vε] = 0.

Ceci résulte du fait que si q = dimC A, l’aire (2q − 1)-dimensionnelle de A ∩ ∂Vε
tend vers 0, Asing étant de dimension complexe ≤ q − 1. �

Bien entendu, le théorème (3.5) permet de définir plus généralement le
courant d’intégration associé à un cycle analytique A =

∑
λjAj : on pose

[A] =
∑
λj [Aj ].

(3.6) Equation de Lelong-Poincaré.— Soit f une fonction holomor-
phe sur X et Df le diviseur des zéros de f , c’est-à-dire le diviseur Df =∑
λjDj dont les composantes sont les composantes irréductibles de f−1(0),

affectées de multiplicités λj ∈ N⋆ égales à l’ordre d’annulation générique de f le
long de Dj . Alors on a l’égalité de courants

i

π
∂∂ log |f | = [Df ].

Preuve (voir aussi P. Lelong [Le68]). — En un point régulier x de |Df |, on
peut choisir un voisinage V de x et des coordonnées locales sur V telles que
f(z) = zm1 . Comme (Df )↾V se réduit à l’hypersurface z1 = 0 affecté de la
multiplicité m, on est ramené à montrer que pour toute (n− 1, n− 1)-forme u à
support compact sur Cn on a

∫

Cn

i

π
∂∂ log |z1| ∧ u =

∫

{0}×Cn−1

u.

Ceci équivaut par définition à montrer que

∫

Cn

2

π

∂2

∂z1∂z1
log |z1| f(z1, . . . , zn) dλ =

∫

Cn−1

f(0, z2, . . . , zn) dλ
′,

pour toute fonction test f , où dλ et dλ′ désignent les mesures de Lebesgue
sur Cn et Cn−1. Or ceci résulte du fait que la fonction log |z| est la solution
élémentaire du Laplacien dans C. Nous avons donc montré que l’égalité a lieu
en dehors de l’ensemble analytique A = |Df |sing, c’est-à-dire que le courant
T = i/π ∂∂ log |f | − [Df ] est à support dans A. Or T est un courant fermé
de bidegré (1, 1) à coefficients mesures (comme différence de deux courants
positifs), et A est de dimension complexe ≤ n− 2. On peut invoquer le lemme
élémentaire (3.7 a) ci-dessous pour conclure que T = 0 :

(3.7) Lemme.— Soit dans un ouvert Ω ⊂ RN un courant T de degré p, tel
que T et dT soient d’ordre 0, à support dans une sous-variété S de codimension
réelle m.

n
◦
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10 COURANTS POSITIFS ET THÉORIE DE L’INTERSECTION

a) Si m > p, alors T = 0.
b) Si m = p, alors T est de la forme T = a[S] où a est une fonction L1

loc

sur S. Si de plus dT = 0, alors a est localement constante sur S.

En effet, on peut supposer après changement de coordonnées locales que
A = Ω ∩ {x1 = . . . = xm = 0}. La condition de support et le fait que les
coefficients de T et dT soient des mesures impliquent xjT = xjdT = 0 pour
j ≤ m. On obtient donc aussi dxj ∧ T = d(xjT ) − xjdT = 0.
a) Supposons m > p. Si T possédait un monôme TIdxI non nul, |I| = p, on
aurait dxj ∧ T 6= 0 pour j /∈ {1, . . . ,m} r I, contradiction.
b) Supposons m = p. ALors T ne peut avoir qu’un seul terme non nul, à
savoir µdx1 ∧ . . . ∧ dxp où µ est une mesure portée par S. La condition que dT
est d’ordre 0 montre que les dérivées partielles ∂µ/∂xj, j > p, sont encore des
mesures. Ceci impose que µ soit absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue sur S. Si de plus dT = 0, alors ∂µ/∂xj = 0 pour j > p, donc le
coefficient de proportionnalité est localement constant. �

4. Cas des sections méromorphes d’un fibré en droites

Nous aurons besoin en fait d’une légère généralisation de l’équation de
Lelong-Poincaré, valable pour des sections méromorphes de fibrés en droites.
Observons tout d’abord que si f = g/h est une fonction méromorphe, on a
évidemment

(4.1)
i

π
∂∂ log |f | = [Df ]

où Df = Dg − Dh est le diviseur des zéros et des pôles de f . Pour éviter de
trâıner constamment le facteur i/π, il est commode d’introduire l’opérateur

(4.2) dc =
∂ − ∂

2πi
.

C’est un opérateur réel (d
c

= dc), et on a ddc = i/π ∂∂.
Soit maintenant L un fibré holomorphe en droites au dessus de X . Il existe

un recouvrement ouvert (Uj) de X et des trivialisations τj : L↾Uj
→ Uj × C,

telles qu’un point (x, ξ) de la carte Uk × C se recolle avec le point

τj ◦ τ
−1
k (x, ξ) = (x, gjk(x)ξ)

de la carte Uj × C, où les gjk sont des fonctions holomorphes inversibles
sur Uj ∩ Uk. On a la relation gjkgkℓ = gjℓ sur Uj ∩ Uk ∩ Uℓ. Une section
holomorphe (resp. méromorphe) f de L est une application f : X → L telle
que f(x) ∈ Lx pour tout x et telle que la coordonnée ξj(x) de f(x) dans
chaque carte dépend holomorphiquement (resp. méromorphiquement) de x. On
suppose L muni d’une métrique hermitienne h de classe C∞. Dans chaque
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carte Uj la norme est donnée par un poids positif de classe C∞ qu’on convient
d’écrire sous la forme

||v||h = |ξ|e−ϕj(x), ∀v ∈ Lx, avec τj(v) = (x, ξ).

(4.3) Définition.— On appelle forme de courbure de Chern de L la forme
réelle fermée de type (1, 1) donnée par

Θh(L) = ddcϕj ,

qui est indépendante du choix des trivialisations. De plus, la classe de
cohomologie de cette forme est indépendante du choix de la métrique h. C’est
la première classe de Chern de L, notée c1(L) ∈ H2

DR(X,R).

Le fait que ddcϕj = ddcϕk résulte aussitôt de ce que les poids sont liés par
la relation e−ϕk = e−ϕj |gjk|, i.e. ϕj = ϕk + log |gjk|, le terme log |gjk| ayant un
Hessien nul sur Uj ∩ Uk. Si l’on change la métrique h, en la remplaçant disons
par h′ = h e−2ψ, les poids ϕj se trouvent être remplacés par ϕj + ψ. On a donc

Θh′(L) = Θh(L) + ddcψ

et la classe de cohomologie globale est inchangée. �

(4.4) Equation de Lelong-Poincaré généralisée.— Soit f une sec-
tion méromorphe d’un fibré holomorphe en droites muni d’une métrique hermi-
tienne h. On a au sens des courants

ddc log ||f ||h = [Df ] − Θh(L).

En particulier, la classe de cohomologie {Df} ∈ H2
DR(X,R) est égale à c1(L) ;

elle ne dépend donc pas de f .

Preuve. — Si ξj(x) est l’expression de f(x) dans la carte Uj, on a ||f(x)||h =
|ξ(x)|e−ϕj(x), d’où

ddc log ||f ||h = ddc(log |ξj | − ϕj) = [Dξj
] − Θh(L)

d’après (4.1) et la définition de Θh(L). On définit bien entendu le diviseur
de f par Df = Dξj

dans Uj . La dernière affirmation résulte du fait que
ddc(log ||f ||h) a une classe de cohomologie nulle. �

Si X est une surface de Riemann compacte (dimC X = 1), le diviseur Df

consiste simplement en une suite finie de points (xj) affectés de multiplicités
λj , d’où [Df ] =

∑
λjδxj

. Par intégration de l’égalité {Df} = c1(L) sur X , on
voit que le diviseur de toute section méromorphe satisfait l’égalité

∑
λj =

∫

X

c1(L).

n
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L’entier d◦(L) =
∫
X
c1(L) est appelé degré de L.

Plus généralement si X est une variété compacte possèdant une métrique
kälérienne ω, c’est à dire une (1, 1)-forme définie positive ω = i

∑
ωjk(z)dzj ∧

dzk telle que dω = 0, l’aire algébrique du diviseur Df relativement à la
métrique riemannienne induite par ω est indépendante de f :

(4.5)

∫

X

[Df ] ∧ ω
n−1 =

∫

X

c1(L) ∧ ωn−1,

le second membre ne dépendant pas du représentant choisi de c1(L) en vertu
du théorème de Stokes. Ce nombre est encore appelé le degré de Df (ou de
L) par rapport à ω ; ce n’est plus en général un entier, sauf si la classe de
cohomologie de ω appartient à H2(X,Z).

(4.6) Exemple. — Sur Pn = Cn+1 r {0}/C⋆, on considère le fibré tau-
tologique noté O(−1), dont les fibres sont données par

O[z](−1) = Cz ⊂ Cn+1, ∀[z] ∈ Pn, z = (z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 r {0}.

C’est un sous-fibré de rang 1 du fibré trivial Pn × Cn+1. On note O(1) son
fibré dual, et pour tout entier k > 0, on note O(k) (resp. O(−k)) la puissance
tensorielle k-ième de O(1) (resp. O(−1)). Chaque forme linéaire u ∈ (Cn+1)⋆

induit par restriction une forme linéaire sur les fibres Cz de O(−1), c’est-à-dire
une section de O(1). Par suite, un polynôme homogène P ∈ Sk(Cn+1)⋆ de
degré k en les variables (z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 induit une section de O(k) ;
il est bien connu que ce sont précisément les sections holomorphes de O(k)
sur Pn.

Munissons O(−1) de la métrique hermitienne induite par la métrique canon-
ique de Cn+1 et les O(k), k ∈ Z, des métriques correspondantes | |FS ,
dites de Fubini-Study. Alors la section P du fibré O(k) = O(−k)⋆ associe
à l’élément z(k) ∈ Sk(Cz) = O(−k)[z] la valeur P (z), sa norme est donc

||P ||FS([z]) = |P (z)|/|z|k. L’équation de Lelong-Poincaré donne alors

ddc log ||P ||FS = [DP ] − kω

où [DP ] est le diviseur P (z) = 0 dans Pn et où ω = ΘFS(O(1)). Dans la
carte zi 6= 0, cette forme est définie en coordonnées non homogènes ζj = zj/zi
par

ω([z]) = ddc log |z| =
1

2
ddc log

(
1 + |ζ0|

2 + . . .+ |ζ̂i|
2 + . . .+ |ζn|

2
)
.

La forme ω est invariante par l’action du groupe unitaire U(n + 1) ; elle
est clairement définie positive àl’origine ζ = 0 de chaque carte, donc définie
positive partout par transitivité. La formule (4.5) appliquée à L = O(k) donne

aireω(DP ) =

∫

Pn

[DP ] ∧ ωn−1 = k

∫

Pn

ωn.
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En prenant P (z) = zn de degré 1, on a DP = Pn−1 = P (Cn × {0}) ⊂ Pn et
il vient

∫
Pn−1 ω

n−1 =
∫

Pn ω
n, d’où par récurrence

∫
Pn ω

n =
∫

P1 ω =
∫

P1 δP0 = 1.
On a donc

aireω(DP ) = k = d◦(P ).

(4.7) Définition.— Soit X une variété complexe compacte. On dit qu’un
fibré en droites L est positif, et on note L > 0, si L possède une métrique
hermitienne h telle que la (1, 1)-forme Θh(L) soit définie positive.

La notion de fibré positif est importante en vertu du célèbre théorème
de plongement de Kodaira [Ko54] : une variété complexe compacte X est
projective (i.e. isomorphe à une sous-variété algébrique de PN pour N assez
grand) si et seulement si X possède un fibré en droites L > 0 ; voir par
exemple [G-H78] ou [Ws73].

Soient maintenant σ0, . . . , σN un système de sections holomorphes liné-
airement indépendantes d’un fibré en droites hermitien (L, h) sur une variété
complexe X . A tout point w ∈ CN+1 r {0} est associée naturellement une
section σw = w0σ0 + . . . + wNσN ; son diviseur Dw ne dépend bien sûr que de
l’image [w] ∈ PN . On a alors la formule de moyenne suivante:

(4.8) Proposition.— La valeur moyenne des courants [Dw] relativement
au volume de Fubini-Study est donnée par

∫

PN

[Dw]ωN([w]) = ddc
1

2
log

(
||σ0||

2
h + . . .+ ||σN ||2h

)
+ Θh(L)

en tant qu’intégrale vectorielle sur PN à valeurs dans ′D1,1(X). En parti-
culier, le membre de droite est un courant positif fermé, indépendant de la
métrique h. Son support singulier consiste en l’ensemble analytique des zéros
communs aux sections σj .

Preuve. — La preuve s’obtient grâce à l’identité
∫

PN

log
|w · a|

||w||
ωN([w]) = log ||a|| − Cte

pour tout vecteur a ∈ CN+1, qui résulte aussitôt de l’homogéné̈ıté en a et de
l’invariance par rotation. En substituant (σ0(z), . . . , σN (z)) à a, il vient

∫

PN

log
||w0σ0(z) + . . .+ wNσn(z)||h

||w||
ωN ([w])

=
1

2
log

(
||σ0(z)||

2
h + . . .+ ||σN (z)||2h

)
− Cte.

Le résultat voulu se déduit alors de la formule de Lelong-Poincaré en calculant
ddc par rapport à z ∈ X . �

Cette dernière formule met bien en évidence la souplesse de calcul autorisée
par l’usage des courants positifs: on peut manipuler dans un même formal-
isme des diviseurs (objets algébriques), mais aussi des moyennes intégrales de

n
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diviseurs, des formes différentielles fermées de classe C∞ . . . . A noter aussi le
résultat de compacité faible suivant, qui assure l’existence de courants limites.

(4.9) Proposition.— Soit (Tν) une suite de courants positifs fermés
sur une variété kählérienne compacte X , appartenant à une même classe de
cohomologie. Alors on peut en extraire une sous-suite convergeant vers un
courant limite T .

Preuve. — Soit (p, p) la bidimension des courants Tν et soit ω une métrique
kählérienne sur X . L’intégrale

∫
X Tν ∧ ω

p est indépendante de ν. Or Tν ∧ ωp =∑
Tν,I,I relativement à une base ω-orthonormée de Λ•T ⋆X . Comme la trace

d’une matrice hermitienne semi-positive majore toujours les coefficients non
diagonaux, on voit que les mesures |Tν,I,J | sont de masse uniformément bornée
dans tout compact des ouverts de carte considérés. Par suite on peut en
extraire des sous-suites faiblement convergentes. �

(4.10) Exercice. — Vérifier que si Γd est la courbe de Fermat zd0 + zd1 +
zd2 = 0 dans P2, alors la suite de Q-diviseurs 1

d [Γd] converge vers le courant
limite T sur P2 défini en coordonnées homogènes par

T = ddc log max(|z0|, |z1|, |z2|).

Indication: 1
d log |zd0 + zd1 + zd2 | converge vers log max(|z0|, |z1|, |z2|) dans l’espace

L1
loc(C

3).
Question complémentaire: montrer que le support de T est

⋃

i6=j 6=k

{
[z] ∈ P2 ; |zi| ≤ |zj| = |zk|

}

et que ce support est de dimension réelle 3. De plus T est indécomposable dans
le cône des courants positifs ! (voir [De82b]).

5. Produits de courants

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, u une fonction
psh sur X et T un courant positif fermé de bidimension (p, p), c’est-à-dire de
bidegré (n − p, n − p). Notre souhait est de définir le produit ddcu ∧ T même
lorsque ni u ni T ne sont réguliers. A priori, le produit n’a pas de sens bien
clair puisque ddcu and T sont des courants à coefficients mesures et que les
mesures ne peuvent être en général multipliées.

Supposons d’abord que u soit une fonction psh localement bornée sur X .
Alors le courant uT est bien défini puisque u est une fonction borélienne
bornée partout définie et que T est à coefficients mesures. Suivant une idée de
Bedford-Taylor [B-T82] (voir aussi [CLN69]), on définit

ddcu ∧ T := ddc(uT )
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où ddc( ) est calculé au sens des distributions.

(5.1) Proposition.— Le produit extérieur ddcu ∧ T est encore un courant
positif fermé.

Preuve. — On sait que sur tout ouvert de carte u est limite décroissante de
fonctions psh uν de classe C∞, obtenues par exemple par convolution avec un
noyau régularisant de support B(0, 1/ν). Le théorème de convergence dominée
de Lebesgue montre que uνT converge faiblement vers uT , donc ddc(uνT )
converge faiblement vers ddc(uT ) par continuité faible des différentiations.
Cependant uν est C∞, donc ddc(uνT ) cöıncide avec le produit usuel ddcuν ∧ T ,
qui est un courant positif. La limite faible ddcu ∧ T est donc positive (et
évidemment fermée). �

Etant donné des fonctions psh localement bornées u1, . . . , uq, on peut donc
définir par récurrence sur q des courants positifs fermés

ddcu1 ∧ dd
cu2 ∧ . . . ∧ dd

cuq ∧ T = ddc(u1dd
cu2 . . . ∧ dd

cuq ∧ T ).

Notons qu’il est parfois possible de calculer le produit ddcu ∧ T par ce procédé
même lorsque la fonction u n’est pas localement bornée: c’est le cas si le
courant uT est de masse localement finie sur X .

(5.2) Exemple. — Soit à calculer le produit [Γ1] ∧ [Γ2] des courants
d’intégration sur les courbes Γ1 : z2 = w3 et Γ2 : z3 = w5 dans C2. L’équation
de Lelong-Poincaré donne [Γ1] = ddc log |z2 − w3|. On peut donc essayer de
calculer

[Γ1] ∧ [Γ2] = ddc
(
log |z2 − w3| [Γ2]

)
.

Or Γ2 admet la paramétrisation bijective (non birégulière!) γ : C → C2, t 7→
(t5, t3). Le courant log |z2 − w3| [Γ2] est donc l’image directe par γ du courant

log |(t5)2 − (t3)3| [C] = 9 log |t| + log |t− 1|

(noter que [C] s’identifie à la fonction 1). Le ddc de ce courant est 9δ0 + δ1 et
on trouve donc

[Γ1] ∧ [Γ2] = 9δ0 + δp, p = (1, 1).

Les courbes Γ1 et Γ2 se rencontrent donc avec mutiplicité 9 en (0, 0), 1 en (1, 1)
(sur P2, il y a aussi un point d’intersection à l’infini, de multiplicité 5).

(5.3) Remarque. — En général, il n’est pas possible de définir les self-
intersections T p d’un courant positif fermé si l’on ne fait pas d’hypothèses
adéquates sur les pôles. Prenons par exemple pour X la surface complexe
compacte fibrée au dessus de P1 obtenue en compactifiant l’espace total du
fibré O(k) → P1 par adjonction d’un point à l’infini à chaque fibre (surface Fk
de Hirzebruch). On a donc une projection π : X → P1 à fibres P1, et deux
sections remarquables de π, à savoir d’une part la section nulle Z de O(k)
et d’autre part la section à l’infini H . Par ailleurs le fibré image réciproque
π⋆O(k) admet une section méromorphe tautologique, égale à l’application
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identique sur X rH = O(k), de diviseur Z −H . Ceci entrâıne en cohomologie
{Z} − {H} = π⋆c1(O(k)), et comme Z, H ne se coupent pas on trouve

∫

X

{Z}2 =

∫

X

[Z] ∧ π⋆c1(O(k)) =

∫

Z

π⋆c1(O(k)) =

∫

P1

c1(O(k)) = k.

La self-intersection de {Z} est donc négative si k < 0, ce qui interdit de
pouvoir définir de manière cohérente le carré du courant [Z] sur X .

Le théorème suivant donne une condition générale à peu près optimale
assurant l’existence des produits de courants de type (1, 1). Le problème
analogue pour les courants de bidegré quelconque est encore largement ouvert
(avis aux amateurs !)

(5.4) Théorème.— Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
et soient u1, . . . , uq des fonctions psh. On note SuppT le support de T
et L(uj) l’ensemble des points au voisinage desquels uj n’est pas bornée
inférieurement. On suppose que pour tout choix d’indices j1 < . . . < jm dans
{1, . . . , q} l’intersection L(uj1) ∩ . . . ∩ L(ujm) ∩ SuppT est contenue dans un
ensemble analytique de dimension ≤ p − m (ou plus généralement dans un
ensemble de (2p − 2m + 1)-mesure de Hausdorff nulle). Alors les courants
u1dd

cu2 ∧ . . .∧ ddcuq ∧T et ddcu1 ∧ . . .∧ ddcuq ∧T sont bien définis et de masse
localement finie sur X .

Preuve. — La démonstration générale est trop longue pour que nous puis-
sions la détailler ici (voir [De91a]). Pour donner un aperçu des idées utilisées,
nous allons raisonner dans le cas particulier des produits uT , ddcu ∧ T , en
supposant de plus que l’ensemble L(u)∩SuppT est discret (par récurrence, ceci
résoudra au moins le cas important où les fonctions uj ont des pôles isolés).

Soit Ω = B(x0, r) une boule centrée en un point de L(u) ∩ SuppT , telle
que Ω ne rencontre cet ensemble en aucun autre point. On pose ψ(z) =
|z − x0|

2 − r2. Quitte à retrancher une constante à u, on peut supposer u ≤ −1
sur Ω. Soit Ω′ = B(x0, r/2). Alors Ω r Ω′ ne recontre pas L(u) ∩ Supp T . Il
existe donc un voisinage ω de (Ω r Ω′) ∩ Supp T tel que L(u) ∩ ω = ∅ et une
constante M telle que u ≥ −M sur ω. Introduisons

us(z) =

{
max{u(z), Aψ(z)} sur ω,
max{u(z), s} sur Ω′ = {ψ < −δ}, δ = 3r2/4.

On fixe A ≥ M/δ et on prend s ≤ −M , de sorte que la définition de us soit
bien cohérente:

max{u(z), Aψ(z)} = max{u(z), s} = u(z) sur ω ∩ Ω′.

Observons que us est défini le voisinage ω ∪ Ω′ de Ω ∩ SuppT . Maintenant, le
théorème de Stokes implique

∫

Ω

ddcus ∧ T ∧ (ddcψ)p−1 −

∫

Ω

Addcψ ∧ T ∧ (ddcψ)p−1

=

∫

Ω

ddc
[
(us −Aψ)T ∧ (ddcψ)p−1

]
= 0,
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le courant [. . .] étant à support compact dans Ω puisque us = Aψ sur un
voisinage de ∂Ω ∩ Supp T . Comme us et ψ s’annulent toutes deux sur ∂Ω, une
intégration par parties donne

∫

Ω

usT ∧ (ddcψ)p =

∫

Ω

ψddcus ∧ T ∧ (ddcψ)p−1

≥ −||ψ||L∞(Ω)

∫

Ω

T ∧ ddcus ∧ (ddcψ)p−1

= −||ψ||L∞(Ω)A

∫

Ω

T ∧ (ddcψ)p.

Finalement, prenons A = M/δ et faisons tendre s vers −∞, en tenant compte
de ce que u ≥ −M sur ω. Il vient

∫

Ω

u T ∧ (ddcψ)p ≥ −M

∫

ω

T ∧ (ddcψ)p + lim
s→−∞

∫

Ω′

usT ∧ (ddcψ)p

≥ −
(
M + ||ψ||L∞(Ω)M/δ

) ∫

Ω

T ∧ (ddcψ)p.

La dernière intégrale est finie, donc uT est bien de masse localement finie près
de x0. �

Dans le cas particulier où uj = log |fj | avec fj holomorphe non nulle sur X ,
on voit que le produit d’intersection des diviseurs associés [Dj ] = ddcuj est bien
défini dès que les supports |Dj | satisfont la condition codim |Dj1 |∩ . . .∩|Djm | =
m for every m. De même, si T = [A] est un cycle analytique de dimension p,
le Th. (5.4) montre que [D] ∧ [A] est bien défini pour tout diviseur D tel que
dim |D| ∩ |A| = p− 1. Ces observations conduisent aisément au résultat suivant.

(5.5) Corollaire.— Supposons que D1, . . . , Dq vérifient la condition
de dimension d’intersection ci-dessus et soient (Ck)k≥1 les composantes irré-
ductibles de l’intersection ensembliste |D1| ∩ . . . ∩ |Dq|. Alors il existe des
entiers mk > 0 tels que

[D1] ∧ . . . ∧ [Dq] =
∑

mk[Ck].

Le nombre mk est appelé multiplicité d’intersection de D1, . . . , Dq le long
de Ck.

Preuve. — Le produit est de bidegré (q, q), à support dans C =
⋃
Ck

et on a codimC = q. Il résulte du Lemme (3.7) que le produit est une
combinaison linéaire

∑
mk[Ck] avec des coefficients mk ∈ R. La positivité

entrâıne mk ∈ R+. Pour voir que mk ∈ Z, il suffit de perturber légèrement
les diviseurs de sorte qu’il se coupent transversalement (le problème est local).
Le cycle intersection est alors une sous-variété lisse; la multiplicité mk est
simplement le nombre de feuilles qui viennent s’empiler sur la composante Ck
lorsqu’on passe à la limite (on utilise ici la continuité faible séparément par
rapport à chaque facteur). �

n
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6. Nombres de Lelong et multiplicités

On suppose que la variété complexe X est munie d’une fonction ϕ de X
dans [−∞,+∞[ psh et continue, possédant éventuellement des pôles −∞. Les
ensembles

S(r) = {x ∈ X ; ϕ(x) = r},(6.1)

B(r) = {x ∈ X ; ϕ(x) < r},(6.1′)

B(r) = {x ∈ X ; ϕ(x) ≤ r}(6.1′′)

seront appelés pseudo-sphères et pseudo-boules associées à ϕ. L’exemple le plus
simple que nous ayons à l’esprit est le cas de la fonction ϕ(z) = log |z − a| sur
un ouvert X ⊂ Cn ; dans ce cas B(r) est la boule euclidienne de centre a et de
rayon er ; de plus les formes

1

2
ddce2ϕ =

i

2π
d′d′′|z|2, ddcϕ =

i

π
d′d′′ log |z − a|

représentent respectivement la métrique hermitienne plate de Cn et l’image
inverse sur Cn de la métrique de Fubini-Study sur Pn−1.

(6.2) Définition.— Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
sur X tel que S(−∞) ∩ Supp T soit fini. Soit V un voisinage compact de
S(−∞) ∩ Supp T et RV = inf∂V ∩SuppT ϕ ; on suppose dans la suite que B(r) et
S(r) sont les boules et sphères associées à ϕ dans l’ouvert Ω = V ◦. Pour tout
réel r ∈ ] −∞, RV [ on pose

ν(T, ϕ, r) =

∫

B(r)

T ∧ (ddcϕ)p,

ν(T, ϕ) =

∫

S(−∞)

T ∧ (ddcϕ)p = lim
r→−∞

ν(T, ϕ, r),

Le nombre ν(T, ϕ) sera appelé nombre de Lelong généralisé de T par rapport
au poids ϕ.

Observons que le Th. (5.4) assure l’existence du produit T ∧ (ddcϕ)p sous
les hypothèses ci-dessus. La formule suivante permet d’exprimer les quantités
ν(T, ϕ, r) sans faire apparâıtre de pôles dans le poids.

(6.3) Lemme.— Pour toute fonction convexe croissante χ : R → R, on a la
formule ∫

B(r)

T ∧ (ddcχ ◦ ϕ)p = χ′(r − 0)p ν(T, ϕ, r)

où χ′(r − 0) désigne la dérivée à gauche de χ en r.

Preuve. — On se ramène par régularisation au cas où T , χ, (resp. ϕ) sont
de classe C∞ (resp. de classe C∞ sur X r S(−∞)). Le théorème de Stokes
donne alors

∫

B(r)

T ∧ (ddcχ ◦ ϕ)p =

∫

S(r)

T ∧ (ddcχ ◦ ϕ)p−1 ∧ dc(χ ◦ ϕ).
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Or (ddcχ ◦ ϕ)p−1 ∧ dc(χ ◦ ϕ) = χ′(ϕ)p(ddcϕ)p−1 ∧ dcϕ. On a donc

∫

B(r)

T ∧ (ddcχ ◦ ϕ)p = χ′(r)p
∫

S(r)

T ∧ (ddcϕ)p−1 ∧ dcϕ

= χ′(r)p
∫

B(r)

T ∧ (ddcϕ)p. �

On obtient en particulier
∫
B(r) T ∧ (ddce2ϕ)p = (2e2r)pν(T, ϕ, r), d’où la

formule

(6.4) ν(T, ϕ, r) = e−2pr

∫

B(r)

T ∧
(1

2
ddce2ϕ

)p
.

Soit maintenant X un ouvert de Cn et ϕ(z) = log |z − a|, a ∈ X . La formule
précédente donne

ν(T, ϕ, log r) = r−2p

∫

|z−a|<r

T ∧
( i

2π
d′d′′|z|2

)p
.

La mesure positive σT = 1
p!T ∧ ( i2d

′d′′|z|2)p = 2−p
∑
TI,I . i

ndz1 ∧ . . . ∧ dzn est
appelée la mesure trace de T . On obtient

(6.5) ν(T, ϕ, log r) =
σT

(
B(a, r)

)

πpr2p/p!

et ν(T, ϕ) est la limite de ce quotient lorsque r → 0. Cette limite est
appelée nombre de Lelong (ordinaire) de T au point a et notée ν(T, a) : cette
définition est précisément celle donnée initialement par P. Lelong (voir [Le68]).
Mentionnons une conséquence simple mais importante.

(6.6) Conséquence.— Le quotient σT
(
B(a, r)

)
/r2p est fonction croissante

de r. De plus, pour tout ensemble compact K ⊂ X et tout r0 < d(K, ∂X) on a

σT
(
B(a, r)

)
≤ Cr2p pour a ∈ K et r ≤ r0,

où C = σT
(
K +B(0, r0)

)
/r2p0 .

Tous ces résultats sont particulièrement intéressants lorsque T = [A] est le
courant d’intégration sur un ensemble analytique A ⊂ X de dimension pure p.
Alors σT

(
B(a, r)

)
est l’aire euclidienne de A ∩ B(a, r), tandis que πpr2p/p! est

l’aire de la boule de rayon r dans Cp. Par suite ν([A], ϕ, log r) est le rapport de
ces aires et le nombre de Lelong ν([A], a) est la limite du rapport. Il est clair
que ν([A], a) = 0 si a /∈ A et que ν([A], a) = 1 si a est un point régulier de A.
On verra plus loin que ν([A], a) est toujours un entier. Nous démontrons tout
d’abord un théorème de comparaison pour les nombres de Lelong à poids.

(6.7) Théorème de comparaison.— Soit T un courant positif fermé de
bidimension (p, p) sur X et ϕ, ψ : X → [−∞,+∞[ des fonctions psh continues

n
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ayant même ensemble de pôles ϕ−1(−∞) = ψ−1(−∞). On suppose que
ϕ−1(−∞) ∩ Supp T est fini et que

ℓ := lim sup
ψ(x)

ϕ(x)
< +∞ quand x ∈ SuppT et ϕ(x) → −∞.

Alors ν(T, ψ) ≤ ℓpν(T, ϕ), et l’égalité a lieu si ℓ = limψ/ϕ.

Preuve. — D’après la définition (6.2) on a

ν(T, λϕ) = λpν(T, ϕ)

pour tout scalaire λ > 0. Il suffit donc de vérifier l’inégalité ν(T, ψ) ≤ ν(T, ϕ)
sous l’hypothèse lim supψ/ϕ < 1. Pour tout c > 0, on considère la fonction
psh uc = max(ψ − c, ϕ). Soit V un voisinage compact de ϕ−1(−∞) ∩ Supp T et
RV = inf∂V ∩SuppT ϕ. On fixe r < RV . Pour c > 0 assez grand, on a uc = ϕ sur
ϕ−1([r − 1, r]), donc le théorème de Stokes entrâıne

ν(T, ϕ, r) = ν(T, uc, r) ≥ ν(T, uc).

L’hypothèse lim supψ/ϕ < 1 implique d’autre part qu’il existe R′ < 0 tel que
uc = ψ − c sur {uc < R′}. On en déduit aussitôt

ν(T, uc) = ν(T, ψ − c) = ν(T, ψ),

par conséquent ν(T, ψ) ≤ ν(T, ϕ). �

Supposons en particulier que zk = (zk1 , . . . , z
k
n), k = 1, 2, soient des systèmes

de coordonnées locales centrées au point x et soit

ϕk(z) = log |zk| = log
(
|zk1 |

2 + . . .+ |zkn|
2
)1/2

, k = 1, 2.

On a limz→x ϕ2(z)/ϕ1(z) = 1, donc ν(T, ϕ1) = ν(T, ϕ2) d’après le
Théorème (6.7).

(6.8) Corollaire.— Les nombres de Lelong ν(T, x) sont invariants par
changement de coordonnées locales.

Supposons maintenant que T soit le courant d’intégration sur un ensemble
analytique A ⊂ X de dimension pure p. Pour tout point x ∈ A, il existe des
coordonnées locales

z = (z′, z′′), z′ = (z1, . . . , zp), z′′ = (zp+1, . . . , zn)

et des boules B′ ⊂ Cp, B′′ ⊂ Cn−p , relatives à ces coordonnées, de rayons
respectifs r′, r′′, telles que A ∩ (B′ × B′′) soit contenu dans un cône d’équation
|z′′| ≤ C|z′|. Dans ces conditions, si l’on prend r′ ≤ Cr′′, la projection

π : A ∩ (B′ ×B′′) −→ B′
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définit un revêtement ramifié ayant un nombre fini q de feuillets. On notera
S ⊂ B′ l’ensemble de ramification.

z′′ ∈ Cn−p

z′ ∈ Cp

A

S S

0

B′

B′′ π

Fig. 4. Revêtement ramifié de A sur B′.

En fait, les propriétés énoncées ci-dessus sont vérifiées dès que les coor-
données (z′, z′′) sont choisies de manière générique. Pour le voir, on choisit
une équation analytique locale f(z) = 0 de A et on utilise le théorème de
préparation de Weierstrass pour mettre cette équation sous la forme

f(z) = zsn +

s∑

k=1

ak(ẑ)z
s−k
n = 0,

où ẑ = (z1, . . . , zn−1) et où s est l’ordre d’annulation de f en 0. Il en résulte
que ak doit s’annuler à l’ordre k au moins en 0, donc |ak(ẑ)| = O(|ẑ|k) et
les racines zn sont telles que |zn| ≤ C|ẑ|. La projection z 7→ ẑ est alors un
morphisme fini de degré ≤ d de A sur un ensemble analytique A′ de dimension
p dans Cn−1. On conclut par récurrence sur n.

(6.9) Théorème (P. Thie [Th69]).— On a ν([A], x) = q, en particulier le
nombre q de feuillets du revêtement ramifié π en indépendant du choix des
coordonnées (z′, z′′) comme ci-dessus. Ce nombre est appelé multiplicité de A
au point x.

Preuve. — Quand z tend vers x , les fonctions

ϕ(z) = log |z| = log(|z′|2 + |z′′|2)1/2, ψ(z) = log |z′|

n
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sont équivalentes sur le germe (A, x) quand z tend vers 0. D’après le théorème
de comparaison (6.7) ceci entrâıne

ν([A], x) = ν([A], ϕ) = ν([A], ψ).

La formule (6.4) appliquée à ψ donne maintenant

ν([A], ψ, log t) = (2t2)−p
∫

A∩{ψ<log t}

(ddce2ψ)p

= (2t2)−p
∫

A∩{|z′|<t}

(π⋆ddc|z′|2)p

= (2t2)−p q

∫

Cp∩{|z′|<t}

(ddc|z′|2)p = q,

d’où le théorème. On a utilisé ici le fait que π est un revêtement étale à q
feuillets en dehors de π−1(S) et que S et π−1(S) sont de mesure nulle. �

Soit maintenant T un courant positif quelconque de bidimension (p, p).
Pour c > 0, on introduit les ensembles

Ec(T ) =
{
x ∈ X ; ν(T, x) ≥ c

}
.

Les nombres de Lelong satisfont alors l’importante propriété de semi-continuité
suivante, démontrée par [Siu74] à la suite des travaux de Bombieri [Bo70] et
Skoda [Sk72].

(6.10) Théorème ([Siu74]).— Si T est un courant positif fermé de bidi-
mension (p, p), les ensembles de niveau Ec(T ), c > 0, sont des ensembles
analytiques de dimension ≤ p.

La démonstration est malheureusement trop difficile pour que nous puis-
sions l’expliquer ici. Elle repose essentiellement sur la théorie des estimations
L2 de Hörmander pour l’opérateur ∂ et sur la construction de fonctions poten-
tiels adéquates, d’après des idées de Skoda [Sk72]. Nous renvoyons à [Ki79],
[De87] et [De91a] pour les détails. Le théorème (6.10) entrâıne à son tour la
formule de décomposition suivante.

(6.11) Formule de décomposition de Siu.— Si T est un courant positif
fermé de bidimension (p, p), il y a une unique décomposition de T comme
somme d’une série convergente (peut-être finie)

T =
∑

j≥1

λj [Aj ] +R, λj > 0,

où [Aj ] est le courant d’intégration sur un ensemble analytique irréductible
Aj ⊂ X de dimension p, λj le nombre de Lelong générique de T sur Aj , et où
R est un courant positif fermé résiduel ayant la propriété que dimEc(R) < p
pour tout c > 0.
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Nous aurons finalement besoin d’un deuxième théorème de comparaison
pour les nombres de Lelong, relatif aux produits d’intersection des courants.

(6.12) Théorème.— Soient u1, . . . , uq et v1, . . . , vq des fonctions pluri-
sousharmoniques telles que chaque q-uplet satisfait les conditions d’intersection
du théorème (5.4). Supposons de plus que uj = −∞ sur SuppT ∩ ϕ−1(−∞) et
que

ℓj := lim sup
vj(z)

uj(z)
< +∞ quand z ∈ SuppT r u−1

j (−∞), ϕ(z) → −∞.

Alors

ν(ddcv1 ∧ . . . ∧ dd
cvq ∧ T, ϕ) ≤ ℓ1 . . . ℓq ν(dd

cu1 ∧ . . . ∧ dd
cuq ∧ T, ϕ).

Preuve. — D’après l’homogéné̈ıté en chaque facteur vj , il est suffisant de
démontrer l’inégalité avec constantes ℓj = 1 sous l’hypothèse lim sup vj/uj < 1.
On introduit

wj,c = max{vj − c, uj}.

Notre hypothèse entrâıne que wj,c cöıncide avec vj−c sur un voisinage SuppT∩
{ϕ < r0} de SuppT ∩ {ϕ < −∞}, donc

ν(ddcv1 ∧ . . . ∧ dd
cvq ∧ T, ϕ) = ν(ddcw1,c ∧ . . . ∧ dd

cwq,c ∧ T, ϕ)

pout tout c. Maintenant, fixons un voisinage V et r < RV . Comme wj,c
converge en décoissant vers uj quand c tend vers +∞, le courant ddcw1,c ∧
. . . ∧ ddcwq,c ∧ T converge faiblement vers ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuq ∧ T quand c tend
vers +∞. Un argument facile montre alors que

lim sup
c→+∞

ν(ddcw1,c ∧ . . . ∧ dd
cwq,c ∧ T, ϕ) ≤ ν(ddcu1 ∧ . . . ∧ dd

cuq ∧ T, ϕ). �

(6.13) Corollaire.— Si ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuq ∧ T est bien défini, alors on a
en tout point x ∈ X

ν
(
ddcu1 ∧ . . . ∧ dd

cuq ∧ T, x
)
≥ ν(ddcu1, x) . . . ν(dd

cuq, x) ν(T, x).

Preuve. — On applique (6.12) avec ϕ(z) = v1(z) = . . . = vq(z) = log |z − x|
et on observe que ℓj := lim sup vj/uj = 1/ν(ddcuj , x) (il n’y a rien à prouver si
ν(ddcuj , x) = 0). �

7. Inégalité de self-intersection

Etant donné un diviseur D ≥ 0 sur une variété projective X , on a une
stratification du support |D| par les strates d’équimultiplicité. On cherche à

n
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majorer le degré de ces strates en fonction du degré de D. Ce problème peut se
reformuler de manière beaucoup plus générale en termes de courants:

(7.1) Problème.— Soit T un courant positif fermé de bidegré (1, 1) sur
une variété kählérienne compacte (X,ω). Peut-on obtenir une borne pour le
degré des composantes irréductibles de codimension p des ensembles de niveau
Ec(T ) en termes de la classe de cohomologie {T } ∈ H2

DR(X,R) ?

De manière précise, on introduit la suite 0 = b1 ≤ . . . ≤ bn ≤ bn+1

des “valeurs de saut” bp pour lesquelles la dimension de Ec(T ) tombe
d’une unité lorsque c excède la valeur bp, c’est-à-dire que codimEc(T ) = p
quand c ∈ ]bp, bp+1]. Soient (Zp,k)k≥1 les composantes de codimension p de⋃
c∈]bp,bp+1]

Ec(T ) et soit

νp,k = min
x∈Zp,k

ν(T, x) ∈ ]bp, bp+1]

le nombre de Lelong générique de T le long de Zp,k. Alors on a l’inégalité de
self-intersection suivante.

(7.2) Théorème.— Supposons que le fibré en droites canonique OTX(1)
sur le fibré en espaces projectifs P (T ⋆X) possède une métrique hermitienne h
telle que Θh

(
OTX(1)

)
+ π⋆u ≥ 0, où π : P (T ⋆X) → X est la projection et où

u est une forme fermée semi-positive de type (1, 1) sur X . Pour chaque p =
1, . . . , n, la classe de cohomologie de De Rham ({T } + b1{u}) · · · ({T } + bp{u})
peut être représentée par un courant positif fermé Θp de bidegré (p, p) tel que

Θp ≥
∑

k≥1

(νp,k − b1) . . . (νp,k − bp) [Zp,k] + (Tabc + b1u) ∧ . . . ∧ (Tabc + bpu)

où Tabc ≥ 0 est la partie absolument continue de la décomposition de Lebesgue
de T .

Le deuxième terme (Tabc+b1u)∧. . .∧(Tabc+bpu) peut être considéré comme
une évaluation de “l’excès d’intersection” du membre de gauche par rapport
au cycle défini par les Zp,k. Cet excès d’intersection est en général difficile à
exprimer par des méthodes algébriques (il n’y a pas de traduction algébrique
simple de ce que représente Tabc, Tabc mesure intuitivement le degré de liberté
des déformations équisingulières de T ). En négligeant l’excès d’intersection et
en prenant le produit extérieur avec ωn−p, on obtient une majoration explicite
du degré des composantes Zp,k par un polynôme de degré p en la classe de
cohomologie de T :

(7.3) Corollaire.— Si ω est une métrique kählérienne sur X et si
{u} est une classe de cohomologie semi-positive de type (1, 1) telle que
c1

(
OTX(1)

)
+ π⋆{u} soit semi-positive, le degré des composantes Zp,k par

rapport à ω satisfait l’estimation

+∞∑

k=1

(νp,k − b1) . . . (νp,k − bp)

∫

X

[Zp,k] ∧ ω
n−p

≤
(
{T }+ b1{u}

)
· · ·

(
{T } + bp{u}

)
· {ω}n−p.
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La forme u doit être vue intuitivement comme un minorant de la courbure
du fibré tangent. Dans le cas de l’espace projectif X = Pn, un calcul classique
montre que la courbure est positive et on peut donc prendre u = 0. Si
d◦(T ) =

∫
X T ∧ωn−1 est le degré par rapport à la métrique de Fubini-Study, on

obtient l’inégalité simple:

(7.4) Corollaire.— Sur Pn, on a l’inégalité

+∞∑

k=1

(νp,k − b1) . . . (νp,k − bp) d◦(Zp,k) ≤
(
d◦(T )

)p
.

Pour la démonstration du Théorème (7.2), on utilise un théorème de
régularisation de courants qui est en quelque sorte un théorème de déplacement
infinitésimal de cycles: en général, on ne peut déplacer un cycle positif, mais
le déplacement devient possible si on accepte des composantes de multiplicité
négative.

(7.5) Lemme ([De91b]).— Soit T un courant positif fermé de bidegré (1, 1)
et soit α une forme réelle de classe C∞ ayant même classe de cohomologie
que T , en sorte que T = α + ddcψ. Soit γ ≥ 0 une forme réelle de type (1, 1)
à coefficients continus telle que T ≥ γ. Supposons que la courbure de TX
soit minorée par −u comme dans (7.2). Alors pour tout c > 0 il existe une
suite de courants réels Tc,k = α + ddcψc,k tels que ψc,k soit C∞ sur X r Ec(T )
et décroisse vers ψ quand k tend vers +∞ (en particulier, Tc,k est C∞ sur
X r Ec(T ) et converge faiblement vers T sur X), et on a

Tc,k ≥ γ − λc,ku− εkω où

(i) λc,k(x) est une suite décroissante de fonctions continues sur X telles que
limk→+∞ λc,k(x) = min

(
ν(T, x), c

)
en chaque point;

(ii) limk→+∞ εk = 0,
(iii) ν(Tc,k, x) =

(
ν(T, x) − c

)
+

en chaque point x ∈ X .

Preuve du théorème (7.2). — L’idée principale de la démonstration est de
tuer les nombres de Lelong de T jusqu’à la valeur bj , en utilisant le Lemme
(7.5). Les singularités du courant Tj ainsi obtenu apparaissent alors seulement
en codimension j, de sorte qu’il devient possible de définir le produit extérieur
T1 ∧ . . . ∧ Tp au moyen du Théorème (5.4).

On raisonne par récurrence sur p. Pour p = 1, la formule de décomposition
de Siu montre que

T =
∑

ν1,k[Z1,k] +R,

et on a R ≥ Tabc puisque la partie cycle correspond à des mesures singulières
par rapport à la mesure de Lebesgue. Le résultat est donc vrai avec Θ1 = T .
Maintenant, supposons que Θp−1 a déjà été construit. Pour c > bp, le courant
Tc,k = α + ddcψc,k produit par le Lemme (7.5) a un ensemble de pôles de
codimension codimL(ψc,k) = codimEc(T ) ≥ p. Le Théorème (5.4) montre que

Θp,c,k = Θp−1 ∧ (Tc,k + c u+ εkω)

n
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est bien défini. Si εk tend vers zéro assez lentement, Tc,k + c u + εkω est
positif par (7.5 i), donc Θp,c,k ≥ 0. De plus, la classe de cohomologie de
Θp,c,k est égale à {Θp−1} · ({T } + c{u} + εk{ω}) et converge à la limite vers
{Θp−1} · ({T } + c{u}). Puisque la masse

∫
X Θp,c,k ∧ ωn−p reste uniformément

bornée, la famille (Θp,c,k)c∈]bp,bp+1],k≥1 est relativement compacte pour la
topologie faible. On définit

Θp = lim
c→bp+0

lim
k→+∞

Θp,c,k,

peut-être après extraction d’une sous-suite faiblement convergente. Alors
{Θp} = {Θp−1} · ({T } + bp{u}), donc

{Θp} = ({T } + b1{u}) · · · ({T } + bp{u}).

Par ailleurs, nous avons

ν(Θp, x) ≥ lim sup
c→bp+0

lim sup
k→+∞

ν
(
Θp−1 ∧ (Tc,k + c u+ εkω), x

)

≥ ν(Θp−1, x) × lim sup
c→bp+0

lim sup
k→+∞

ν(Tc,k, x)

≥ ν(Θp−1, x)
(
ν(T, x) − bp

)
+

grâce à (6.13) et (7.5 iii). Par récurrence il vient

ν(Θp, x) ≥
(
ν(T, x) − b1

)
+
. . .

(
ν(T, x) − bp

)
+
,

en particulier, le nombre de Lelong générique de Θp le long de Zp,k est au
moins égal à (νp,k − b1) . . . (νp,k − bp). Ceci implique déjà

Θp ≥
∑

k≥1

(νp,k − b1) . . . (νp,k − bp) [Zp,k].

Puisque le second membre est singulier par rapport à la mesure de Lebesgue,
l’inégalité voulue sera démontrée si on prouve de plus que

Θp,abc ≥ (Tabc + b1u) ∧ . . . ∧ (Tabc + bpu),

ou encore, par récurrence, que Θp,abc ≥ Θp−1,abc∧(Tabc+bpu). Pour ceci, il faut
simplement s’assurer que limk→+∞ Tc,k,abc = Tabc presque partout, et utiliser
de nouveau la récurrence. Or, nos arguments de multiplicités d’intersection ne
sont pas affectés si l’on remplace ψc,k par ψ′

c,k = max{ψ, ψc,k − Ak} avec une
suite Ak quelconque. Si Ak converge suffisamment vite vers +∞, il est facile de
voir qu’on aura bien lim(ddcψ′

c,k)abc = (ddcψ)abc presque partout. �
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