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1. Introduction el ~nonc~ des r6suitats 

Le pr6sent  t ravai l  a pour  objet  pr incipal  de const ru i re  dans I P  2 o u  1~2 un 
exemple  de (1, 1)-courant posi t i f  ferm6 extr6mal,  qui n'est pas un cycle analyt i -  
que. La preuve de l 'extr6mali t6 utilise un th6or+me g6n6ral de suppor t  pou r  les 
couran ts  positifs ferm6s, qui sera 6tabli au w Nous  6tudions ensui te  les 
re la t ions  entre  le probl+me des courants  extr6maux et la conjecture  de Hodge.  
Avan t  de donne r  des 6nonc6s plus pr6cis, rappelons  quelques d6finit ions et 
r6sultats classiques (cf. P. Lelong [7],  [8], R. Harvey  [5]). 

Soit  X une vari6t6 analy t ique  complexe  de d imens ion  n; dans  toute  la suite, 
X sera soit une vari6t6 de Stein, soit une vari6t6 projective.  Si k, p, q sont  des 
entiers >0 ,  avec 6ventuel lement  k =  oo, on d6signe par  (g~,q(X) (resp. ~,,q(X)) 
l 'espace des formes de bidegr6 (p,q) et de classe C k sur X (resp. fi suppor t  
compact) .  L 'espace  des courants  d 'o rd re  k et de b id imens ion  (p,q), ou de 
bidegr6 (n -p ,n -q ) ,  est pa r  d6finit ion l 'espace dual  [@~,q(X)]', ~ , q ( X )  6rant 
muni  de la topo log ie  l imite induct ive  usuelle. Pour  simplif ier  les nota t ions ,  on 
6crira aussi 

~,,q(x)=~p~q(x), y.,q(x)= [~p, qix)]'. 

D6finition 1.1. Une Jorme ~e(g~ est dite: 
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(1.1) fortement positive (ou Jortement >=0) si en tout point z~X,  a(z) est dans le 
c6ne convexe engendrO par les (p, p)-formes du type 

(iu 1 A ~1) A... t, (iu v A ~)  

off u f i  /x 1, o Tz. X ; 

(1.2) faiblement >0 si pour tout z~X  et tout p-plan F de l'espace tangent TzX, 
la restriction ~(Z)lv est une (p, p)-forme fortement positive; 

(1.3) positive dOfinie (resp. fortement >0,  Jaiblement >0) au point z6X,  si toute 
petite perturbation de c~(z) reste >0 dans le sens consid~rO. 

Un courant TE~'~,p(X) est dit faiblement (resp. fortement) positif si (T, ~) >0 
pour toute forme ~ p , p ( X )  fortement (resp. faiblement) positive. 

I1 r6sulte ais6ment de cette d6finition qu 'un courant ou une forme fortement 
> 0  sont aussi faiblement > 0 ;  on montre de plus que les notions de positivit6 
relatives aux courants sont bien coh6rentes avec celles relatives aux formes. 
Rappelons aussi que les notions de positivit6 forte et faible coincident pour p 
=0,1 ,  n - 1  ou n e t  diff6rent dans t ous l e s  cautres cas (cf. [6]). Un courant 
faiblement > 0  est n6cessairement d'ordre 0, i.e. ses coefficients sont des mesu- 
res de Radon. 

D~finition 1.2. On notera SPCP(X) (resp. WPCP(X)) l'ensemble des (p, p)-courants 
Tfortement (resp. faiblement) positifs et fermds, c'est-b-dire tels que dT= O. 

On v6rifie facilement que SPCP(X)cWPCP(X)  sont des c6nes convexes sail- 
lants, ferm6s pour  la topologie faible de ~'v,p(X). 

D~finltion 1.3. Un courant Tes t  dit extrdmal dans SPCP(X) si TeSPCP(X) et si 
chaque fois que l'on a une dOcomposition T= T 1 + T 2 avec 7"1, Tz~SPCP(X), alors 
T, T1, T 2 sont proportionnels. L'ensemble des courants extrOmaux de SPCP(X) 
sera not~ gP(X); on dOfinit de mdme l'ensemble g~v(X) des courants extr~maux de 
WPCP(X). 

L'int6rSt des courants extrSmaux est dfi en partie au r6sultat suivant, qui est 
une cons6quence simple du th6orSme de Krein-Milman. 

Proposition 1.4. On a SPCP(X)=SP(X), WPCP(X)=E(v(X) off le symbole A 
d~signe l'enveloppe convexe ferrule dans l'espace ~ , p ( X )  muni de la topologie 
faible. 

A la suite de l ' introduction des courants positifs par P. Lelong [7], diffSrents 
auteurs ont pos6 le probl6me de l'6tude des 616ments extrSmaux de SPCP(X) et 
WPCP(X). I1 est classique que le courant d'int6gration [Z] sur un ensemble 
analytique irr6ductible Z de dimension p, est un 616ment extrSmal de chacun 
des c6nes SPCP(X) et WPCP(X)(cfl [9], [5]). 

D~finition 1.5. On d~signera par JP(X)  I'ensemble des courants d'int~gration 
2[Z]~'p,p(X),  off Z est un ensemble analytique irr~ductible et 2 >=0. 

D'apr~s ce qui prScSde, on a donc JP(X)cSP(X) ,  JP(X)m8~v(X ). On 
considSre dans la suite le probl6me r6ciproque, soulev6 notamment  par P. 
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Lelong [9] et R. Harvey [5] dans le cas des vari6t6s de Stein: 

(~r p)) ~p(x)~Jp(x). 

On notera que le probl6me analogue ~Pw(X)~JP(X) ne se pose pas, puisque 

Je(X)~SPCP(X), alors que g~v(X)=WPCP(X) n'est pas contenu dans 
SPCP(X) pour p 4: 0, 1, n - 1 ,  n. La r6ponse au probl6me ~ ( X ; p )  est clairement 
affirmative si p = 0  ou p=n. Nous allons voir que la r6ponse est n6gative en 
g6n6ral d~s que 1 < p < n - 1 .  Soit I~=IP(ll2"+l)l 'espace projectif complexe de 
dimension n, z0, Zl, ..., z, les coordonn6es homog6nes sur ~"+ 1 

Th6or6me 1.6. Soit Fd= IP 2 la courbe d'Oquation ~ + z~ + ~ = 0 .  Alors la suite de 

(1, 1)-courants )t[Fd] converge faiblement vers un courant extrdmal T~d~I(IP 2) qui 
4 

n'est pas dans Jl(lp2).  
En particulier, l'OnoncO 5~(Ip2; 1) est faux. 

La d6monstration s'appuie sur un th6or6me g6n6ral de support pour les 
(p, p)-courants positifs fermds (thdor6me 2.1), et sera d6taill6e au w 3. Soit T u n  
(p,p)-courant positif ferm6 dont le support est contenu dans une sous-vari6t6 
r6elle S de classe C ~. On suppose que S est fibr6e en vari6t6s analytique de 
dimension complexe p, et totalement r6elle dans les directions transverses aux 
fibres. Alors grossi6rement parlant, le courant T est somme de courants 
d'int6gration sur les fibres. Des r6sultats analogues ont sans doute d~j/t 6t6 
discut6s dans la litt6rature, mats pour la commodit6 du lecteur nous avons 
pr6fdr6 donner des d6monstrations compt6tes. 

Une fois qu'on dispose d'un contre-exemple dans IP z, il suffit d'appliquer 
formellement le r6sultat suivant pour obtenir des contre-exemples dans IP" et 
C", lorsque 1 < p < n - 1  (voir w 

Proposition 1.7. Soit Y une sous-variktO analytique fermOe de X. On a l e s  
implications 

(1.4) ~(X;p)~5( ' (Y;p);  

(1.5) ~'(X'..Y; p) et Y(Y; p)~ S ( X ;  p); 

(1.6) ~(C";p)  ~ 2/)(IV'; p); 

(1.7) ~cF(IP"+k;p+k)~d(lP";p) pour tout entier k>  1. 

Le d6monstration des points (1.5), (1.6), (1.7) fait usage d'un th6or6me de 
prolongement pour les courants positifs ferm6s de masse finie, dfi /1 H. Skoda 
[1]. L'id6e de la d6monstration de (1.6) m'ia 6t6 sugg6r6e par M.M. Jean- 
Baptiste Poly et Gilles Raby. On notera qu'en g6n6ral ni gP(X), ni JP(X) ne 
sont faiblement ferm6s dans SPCP(X), comme le montre dans IP 2 l'exemple de 
la famille de coniques non d6gdn6r6es eZ2o+zZ+z2=O qui d6g~n6rent en une 
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r6union de 2 droites pour e,=O. Le contre-exemple du th60r6me 1.6 est obtenu 
pr6cis6ment en choisissant une suite de J~(IP 2) qui converge dans g~(Ip2), mais 
pas dans or I1 semble donc raisonnable de substituer/t 5~ p) l'6nonc6 
affaibli suivant: 

(27(x; p)) ~ ( x )  ~ J~(x), 

off JP(X) est l'adh6rence de JP(X) pour la topologie faible de @'p,p(X). Le 
th6or6me de Krein-Milman permet de transformer cet 6nonc6 en une propri6t6 
plus parlante (cf. w 5). 

Proposition 1.8 L@(X; p) est Oquivalent gt l'dnoncO 5~(X; p): 

YP(X)=SPCP(X), 

off i v (X)  ddsigne l' enveloppe convexe ferrnde de JP(X) dans ~'p,p(X). 
La propri6t6 ~ ( X ; p )  est dOmontr6e par P. Lelong [9] lorsque p = n - 1  et 

lorsque X est une vari6tO de Stein telle que H2(X, IR)=0. Etant donn6 un 
courant quelconque T~SPC"-~(X), la mOthode consiste 5. approximer le poten- 
tiel de T (qui est une fonction plurisousharmonique) par des logarithmes de 
fonctions holomorphes. On en dOduit alors que Test limite faible des diviseurs 
associOs. 

Pour des variOt6s de Stein ou projectives quelconques, l'6nonc6 2fi(X;p) 
n'est pas ad6quat, car il faut tenir compte de certaines obstructions de nature 

topologique. I1 est facile de voir (prop. 6.3.) que ~ c S P C ~ ( X ) ,  off SPC~(X) 
est l'ensemble des courants de SPCP(X) dont la classe de cohomologie appar- 
tient /t A2q(X)=adhOrence dans H2q(x;~.) de (Hq'q(X)oH2q(x;7L))@z]R, 
q = n - p .  L'existence de ces obstructions permet de donner de nouveaux 
contreexemples au probl6me 5~ 1) sur des surfaces alg6briques affines, et 
6galement au probl6me L~(X;p), lorsque X est une vari6t6 de Stein ayant 
une cohomologie enti6re ~pathologiquo). On est donc amen6 "~ faire la conjec- 
ture suivante : 

(5'3z (X; p)) J"(X)=SPC~(X). 

L'4nonc6 ~z(X;  p) est vrai en codimension 1 (p=n-1),  et s'obtient par des 
arguments analogues /t ceux de [9], /t condition de remplacer les fonctions 
plurisous harmoniques par des m6triques hermitiennes de fibr6s linhaires posi- 
tifs. Comme l'avait conjectur6 P. Lelong [9], on a en fair un rhsultat un peu 
plus prhcis (voir w 7). 

Th6or6me 1.9. Soit X une varidtO projective ou de Stein, connexe et de dimension 
n>2. Alors SPC~ I(X)=J"-1(X).  

Lorsque X est une vari6t6 projective, l'4nonc6 L~z(X;p) apparait comme 
une formulation explicite forte de la conjecture de Hodge (cf. th. 6.4). 

Th6or6me 1.10. Sur une varidtd projective X, rhypothOse 5fiz(X ;p) entrafne la 
conjecture de Hodge en degrO 2q(p + q = dim X), ~ savoir la propridtO 3f~(X; q): 

t tq,q(x) ~ l-I2q(x ; Q) 

est engendrd par les classes des cycles alg~briques de dimension p. 
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Signalons que R. Harvey et A.W. Knapp  [6] ont 6galement ramene la 
conjecture de Hodge h un probleme de Plateau homologique pour les 
courants. 

2. Un th~or~me de support pour les courants positifs ferm~s 

Soient X une variet6 analytique complexe de dimension n, S une sous-variet6 
fermee de classe C ~ et de dimension reelle 2 p + k ,  qui est fibree en varietes 
analytiques de dimension complexe p. De fa~on precise, on suppose qu'il existe 
une variete M, d i m ~ M = k ,  et une submersion de classe C ~ 

a: S - ~ M  

dont les fibres cr-l(t), t e M ,  sont des sous-varietes analytiques complexes. Si /~ 
est une mesure de Radon sur M, on considere le (p,p)-courant 
O = ~ [ a -  l(t)] dp(t) defini par 

t e M  

( o , ~ 7 =  ~ d~(t) S ~ (2.1) 
t ~ M  a l(t) 

pour toute forme :~c~p,p(X). Le courant O est ferme,/~ support dans S, et il est 
fortement > 0 s i p  > 0. 

Inversement, nous allons voir que (2.1) donne bien tous les (p,p)-courants 
fermes d'ordre 0 5. support dans S, sous des hypotheses assez generales sur S. 

Thboreme2.1. On suppose que les f ibres 6 l(t) sont connexes, et que S est 
totalement r~elle dens les directions transverses aux fibres, c'est-d-dire qu'en 
tout point z c S  on a 

T z S c ~ i T : S =  T F:, (2.2) 

off F:=a  l(a(z)) est la .fibre du point z, et T~S, T:F: les espaces tangents 
respectifs d S e t  F~. Alors pour tout courant ,ferm~ 0 de bidimension (p,p) et 
d'ordre 0 d support dans S, il existe une unique mesure de Radon p sur M telle 
que 

6)= ~ [~ '(t)]dp(t). (2.3) 
t e M  

Si le courant 0 est faiblement > 0, alors la mesure p e s t  positive. 

Notons d 'abord que l 'hypothese (2.2) limite la dimension de S: en effet 
T:S/T:F~ est un sous-espace totalement reel de T~X/T~F~, on a donc 
ndcessairement k =< n - p, soit dim~ S < n + p. 

L'hypothese (2.2) est d 'autre part automatiquement varifiee si k =  1. 

DOmonstration. Puisque O est un courant ferm6 d'ordre 0 (donc localement 
plat)/l  support dans S, il existe un courant O d'ordre 0 sur S tel que O = i, 0, off 
i ~ : S ~ X  est l'inclusion (voir H. Federer [3] ou R. Harvey [5], theoreme 
1.7 (b)). 



352 j.-P. Demailly 

D6montrer  (2.3) revient donc  ~ construire une mesure # sur M telle que 

(O,c~)= ~ dt~(t) ~ ~ (2.4) 
t E M  o"  - t ( t )  

pour  toute 2p-forme ~ continue ~t support  compact  sur S. On  volt qu'il suffit 
en fait de construire, relativement /i un recouvrement  ouvert  ~ de M, des 
mesures locales ~v d6finies sur chaque U e ~  et v6rifiant (2.4) pour  les formes 
/t support  dans a -a (U) .  La propri6t6 d'unicit6 mont re ra  que t~v=#v sur Uc~ V, 
donc  les mesures #v pour ron t  se recoller en une unique mesure /~ sur M qui 
r6pondra  ~ la question. Soit U un ouvert  de carte, muni de coordonn6es 
locales x ~ , x  2 . . . . .  x k de classe C ~. 

On d6signe par d M  v la forme volume d M v = d x  a Adx2 . . .  A d x  k sur U. 

Lemme 2.2. Sous les hypotheses du thdor~me 2.1, il existe un courant 0 v d'ordre 
0 et de degrd 0 sur or- a (U) tel que 

0 = 0 v. a*(dMv).  

D~monstration. Soit z e a - a ( U ) c S .  I1 existe un voisinage W de z dans X et des 
coordonn6es  locales wa, w2, ..., w2, de classe C a sur Wtelles que 

(2.5) w j = x ~ o a  sur S n W ,  l <j<=k; 

(2.6) S c~ W =  { ~ e W; w j( O = O pour k + l < j < 2n - 2p } ; 

(2.7) les w j, j > 2 n - 2 p ,  d6finissent des coordonn6es  locales sur les fibres 
f~ c~ W,, ~eSc~ W. 

Puisque 0 est d 'ordre  0 ~, support  dans S, on a sur W les relations 

w j . O = O ,  k + l < j < 2 n - 2 p ,  

d'ofi apr~s diff&entiation d w ~ A O = O .  C o m m e  0 est de bidegr6 pur, on en 
d6duit dCwjAO=O,  avec la nota t ion usuelle d~=i(~-~?). Calculons en tout 
point  ( ~ S c ~ W  l ' intersection des noyaux des 1-formes dwj, dCw~ pour  
k +  1 < j < = 2 n - 2 p :  

Ker dwj  Kerd w =T S iT S=T V  

d'apr6s l 'hypothOse (2.2). Les formes dw~, 1 < l <  k, sont nulles sur l 'espace T~F~ 
tangent  aux fibres. I1 existe donc  des fonctions r6elles a~, a}~ continues sur We t  

telles que dw~=~(a)~dwj+a)~d~wj) en tout point de ScoW. On a par  
J 

cons6quent  pour  l =  1, 2 . . . .  , k: 

J 

Le courant  0 ~tant de degr6 k, on  peut ~crire sur S 

O= ~ OK.wdw K 
tKl=k 
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off K d6crit l 'ensemble des multi-indices de longueur  k 5. valeurs dans 
{1,2 . . . .  , k } u { 2 n - 2 p + l  . . . .  ,2n} et off OK, w e s t  un courant  d 'ordre  0 et de 
degr6 0 sur ScoW. Les condit ions d w z A O = O  mont ren t  que 0 se r6duit ~t un 
seul terme: 

0 = 0 ( 1 , 2  ..... k),wdwl /~ ... AdWk, (2.8) 

soit encore 0=011.2 ..... kt, wa*(dMv)  d'apr6s (2.5). I1 est clair que les diff6rents 
courants  0(1,2 ..... k).w se recollent en un courant  0 v sur a I(U) qui satisfait aux 
conclusions du l e m m a  2.2. [ ]  

L e m m e  2.3. Avec les notations prOcOdentes, il existe un courant v v d'ordre 0 et 
de degr~ 0 sur U tel que O~.=a*(vv) , i.e. O=~*(vv .dM v) .  

DOmonstration. En effet d 'apr6s (2.8), l 'hypoth6se que 0 est ferm6 entraine 

8 0 v = 0  sur S c o w  pour  2 n - 2 p + l < j < 2 n ,  
(?W j 

c'est-'h-dire que les d6riv6es partielles de 0 v dans la direction des fibres sont 
nulles (cf. (2.7)). C o m m e  les fibres sont suppos6es connexes, le l emme 2.3 
s 'ensuit ais6ment. [ ]  

Le lemme 2.3 mon t re  que pour  route forme :~ cont inue /~ support  compact  
darts cr I(U) on a l e s  6galit6s 

( O , : ~ ) = ( v u . d M v ,  a . ~ ) =  S v u ' d M u ( t )  ~ ,x; 
t ~ M  a - l ( t )  

la relation (2.4) est donc bien d6montr6e avec la mesure /~v=v v . d M  v & la 
place de #. I1 nous reste ~ v6rifier que # v e s t  ~ 0  si le courant  (9 est faible- 
ment  >=0. Ceci d6mont re ra  s imul tan6ment  l 'unicit6 des mesures #v, en 
prenant  69 = O. 

L e m m e  2.4. On suppose que le courant 6) est faiblement ~0 .  Alors la mesure 
representative # est >=0. 

Dkmonstration. Soient Z une fonction continue > 0  ~ suppor t  compact  dans  M, 
L une part ie  compac te  de S telle que a ( L ) = S u p p L  f l c~p ,p(X)  une forme 
fortement > 0  et > 0  sur L, X1 la fonct ion cont inue sur M d6finie pa r  Z~(t) 
=X(t ) [  ~ f l ] - l .  App l iquons  (2.1) /~ la forme for tement  positive ~=; ( i  o a . f i ;  il 

Ht) 
vient 

0 < ( 6 ) , @ =  ~ Zl(t)d#(t)  ~ fi= ~ Z(t)d#(t). [] 
t ~ M  a -  l(t) t~M 

Nous aurons  besoin  6galement  du r6sultat s imple et plus ou moins classi- 
que suivant:  lorsque le suppor t  d 'un (p ,p)-courant  localement  normal  69 ne 
contient  pas  <(suffisamment>> de directions complexes, alors 69 est 
n6cessairement nul. On rappel le  qu 'un  courant  6) est dit localement  normal  si 
6) et dO sont  d 'ordre  0. 

Proposit ion 2.5. Soit 6) un courant Iocalement normal de bidimension (p, p) sur X,  
h support dans une sous-variOtd X de classe C 1 telle que d i m r  en 
tout point z~X.  Alors 6)=0. 
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La d6monstra t ion est ana logue / t  celle du lemme 2.2. Soient w~, w 2 . . . .  , Wz, ' 
des coordonn6es  locales sur un voisinage W d ' u n  point z~X telles que 

X c ~ W = { ~ W ; w ~ ( ~ ) = 0 ,  I< j<=N}.  

Puisque les courants  0 et dO sont d 'ordre O, on a w i . O = w j . d O = O  sur W,, 
1 __<j < N, donc 

d~) /x 0 =d(wj. O ) - w j . d O  =0.  

Le courant  O 6tant de bidegr6 pur, on en d6duit d~wj/x O =0 ,  et la condit ion 
dimr montre  que le rang des 1-formes r6elles dw 1 . . . . .  dw N, 
d~wt . . . .  ,d~ws est > 2 n - 2 p .  Soit (Ul,U 2 . . . . .  u2,) un rep6re local de l-formes 
rdelles continues au voisinage de z, tel que u~, u2, ..., u2, , 2p+l  soient extraites 

de la famille dw~, d~wj, I < j < N .  On peut 6crire O = ~ O ~ u  K avec u K 
K 

=Uk, A.../XU k . . . . . .  , et u z / x O = 0 ,  l < l - - < 2 n - - 2 p + t ,  d'ofi l 'on conclut  que les 
coefficients O K sont nuls. [ ]  

3. E x e m p l e  de courant  e x t r ~ m a i  sur IF' 2 qui n'est  pas un cyc le  analyt ique 

On munit  IP 2 de la m6trique de Fubini-Study co d6finie par 

, i 12 co=~(?~log(lzolZ+lzl -}- [Z212 ) 

Ol~I 7I"" ~ 3 . ~  {0}___O]102 7[.(2.0, ZI ' 22 ) = [Zo, Z1 ' 2.2] est la projection canonique. Le 
i 

coefficient ~-~ est choisi de mani6re que la classe de cohomologie  de co 

a + z  a coincide avec le g6n6rateur positif de H2(IP 2, ~). C o m m e  la courbe F~: z 0 
+ ~ = 0  est de degr6 d, la masse totale du courant  d ' int6gration [Fa] est donn6e 
par 

Aco=  S co =+t. (3.1) 
p2 Fa 

premiere 6tape en rue  de montrer  la convergence faible de la suite )t[Fd] est La 

de pr6ciser le support  des 6ventuels courants  limites. L'ensemble des (1, 1)- 
courants  >_0 de masse 1 sur IP 2 est compact  pour  la topologie faible de 
~'1,1(1P2); il suffira donc  de montrer  que t ous l e s  courants  T q u i  sont valeurs 

d 'adh~rence de la suite dI-F~] sont  6gaux. 

1 
L e m m e  3.1. Soit T~SPCI(IP 2) une valeur d'adhdrence faible de la suite ~[Fa]. 

Alors ~ T A c o = l  et le support de T est contenu dans l'ensemble S des points 
~2 

[Zo, zl,  z2]~lP 2 tels qu'il existe une permutation (j, k, l) de (0, 1, 2) telle que 

Iz~l < [Zk[ = ]Zz[. (3.2) 
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DtSmonstration. Soit ~=[Zo,ZI,Z2]r Apr6s permuta t ion  6ventuelle des 
coordonn6es,  on peut  supposer  Izol<tZll<lz21. Choisissons ~ > 0  tel que 
[ Z l [ < ( l - e ) l z 2 l  et soit Vle voisinage de [ d6fini par  

V = {*l = [Wo, wl, w2] ; sup(lwo[, [wl l) < (1 - e)Iw2[ }. 

Si r/e Vc~Fa, il vient Iwzla<lwola+lw,la<2(1-eflw21 d, ce qui est impossible pour  
d assez grand. Par  cons6quent V ne rencontre qu 'un  nombre  fini de conrbes F~ 
et le point ~ ne peut appar teni r  au support  de T. []  

Les informat ions  contenues dans le l emme 3.1 suffisent pour  d6terminer  T. 
Le th6or6me 2.1 et la proposi t ion  2.5 permet tent  en fait de d6crire 
compl&emen t  la structure des (1, 1)-courants ferm6s d 'ordre  0 dont  le suppor t  
est contenu dans S. Pour  chaque indice j = 0 ,  1, 2 et k, l tels que k < l  et [i, k, l} 
= {0, 1, 2}, on considere les ensembles suivants:  

(3.3) Uj = {I-Z0, -71, Z2] ; [zjl < sup (Iz~l, Izr ouvert  dans IP2 ;  

(3.4) Aj(t)={[Zo, Zl,Zz]eU);zl=zkea~it},  t~lR/T]. 

Alors  rensemble  S est la r6union disjointe 

avec 

S = S o  LJS 1 k_)S2 k..)X 

Sj = S ~ g~ = {UZo, z l, ~=] ; Izjl < Izkl = Iz~l}, 

z = {[=o, z l ,  zz]  ; Izol = Izll = Iz21}. 

Uensemble  Sj est fibr6 par  les vari6t6s Aj(t), tcIR/7/, qui sont en fait des 
disques complexes.  On est donc  dans la si tuation d6crite par  le th6or6me 2.1 
avec dim~ Sj = 3, p = 1, k = 1, ce qui donne le. 

L e m m e  3.2. Soit 6) E~[ . I ( IP  2) b/n courantfermO de bidimension (1, 1) et d'ordre 0 
d support dans S. Alors il existe une mesure Iti sur IR/N telle que 

6 ) I v =  j" [Ajr 
tNRiZ 

off 6)lv~ est la restriction de 6) d l'ouvert Uj. [] 

Soit 6)j= .[ [Aj(t)] dpflt) le courant  d 'ordre  0 et de b id imension (1, 1) sur 
1 ~IR/;g 

IP 2 d6fini par  
< 0 ~ , ~ 5 =  .[ ,#~(t) .[ ~. (3.5) 

~EIR/~ Ajlt) 

pour  :r ~(Ip2) �9 ke cou ran t  6) r est "/l suppor t  dans Sj, mais n 'a  aucune raison 
d 'atre ferm6. I1 est clair que S i~Uk=O pour  j#=k, donc 6)flUk=O et 0 = 0 o + 6 9 1  
-~ {92 SUF U 0 t.) U1 kJ U 2 = IP  2 ~. ~'. 

On va voir que cette 6galit6 se p ro longe / t  IP 2. 

L e m m e  3.3. On a 6) = 6) o + 6)~ + 0 2 sur IP 2. 



356 J.-P. Demailly 

D4monstration. On v6rifiera par un calcul explicite de dOj que le courant Oj est 
localement normal (cf. lemme 3.4). Comme !; est une sous-vari6te totatement 
r6elle de IP 2 et que O - ( O 0 + O 1 + O 2 )  est un courant localement normal 
de bidimension (1, 1 )h  support dans S, la proposition 2.5 montre que 
O - ( O o + O l + O 2 ) = 0 .  [] 

II nous reste ~i calculer le bord dOj. On salt que Oj est ferm6 sur Uj, donc 
le support de dO~ est contenu dans Sj-. .Sa=Z. On va travailler en coordonn6es 

Z t Z 2 non homog6nes {1=- - ,  ~2= dans l'ouvert ~2={z0q=0}clPZ. Dans ces 
Zo 

coordonn6es, Fensemble Z est le tore d'6quations ~ = e  2=<, ~2=e2~"' o6 
(q,t2)e(~,/7l)2. Les disques Ai(t), j=O, 1,2, telR/7Z, sont ddfinis de la mani6re 
suivante: 

A0(t): ~2={l eZ=it, [~11 > 1 (et un point ~ l'infini) 

(3.6) Al(t): ~2=e 2=i', I{t[< 1 

A2(t): ~1 =e2~a, l{2] <1' 

Lemme 3.4. Soit fi une 1-forme de ctasse C ~ sur IP 2 et 

PI~= P l(q, t2) dtl +~2(q, t2) dt2, 

(q,  t2)e(1R/~) e, sa restriction d Z. Alors les courants dOj sont dorm,s par 

(dOo, fl) = 55 [ill (t l, t t + t) + fl 2 ( t  l ,  t l ~'- t)] d t I dido (t}, 

(dO1, fl) = - 55 fi , (tl,  t) dt 1 d#1 (t), 

(dO2, fl) = - SS fl2(t, t2)dt 2 dP2(t). 

En particulier Oj est normal sur IP 2 (i.e. Oj et dOj sont d'ordre 0). Le courant 0 
= 0 0 + 0 1 + 0  2 est fermO si et seulement si il existe une constante 2 ~  telle que 
dtzo = dt~l =d#2 = 2dr. 

DOmonstration. Par d6finition du bord d'un courant, on a (dO~, f l )=  
- ( O j ,  dfi), donc d'aprOs (3.5) 

(dOj,  f l ) = -  ~ dl~j(t) ~ d f i = -  ~ d#j(t) ~ fl 
~,[Z LIj(t} ~./~ OAj(t) 

off le bord 0Ai(t) est orient6 par la normale ext6rieure. D'apr6s (3.6), OAj(t) est 
d6fini et orient6 comme suit: 

{ ~'3A 0([): ~1 -~-e2'rit*, ~2 =e2ni('~+t), orient6 par - d t  1 

r 1 (t): ~ t = ee=iq, ~2 = e2'~u, o r i e n t 6  p a r  dt 1 

~A 2(t): ~1 = e2'~i', ~2r _~-,,2~it~, orient6 par dt 2. 

Les formules du lemme 3.4 en r6sultent imm6diatement. 
Si d#o=d#~=d#z---2dt ,  il est alors trivial de v6rifier que dO=O. 

Inversement supposons dO=O et choisissons fl telle que fi2=0, f i , ( t t , t  2) 
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=u( t  0 v(t2), avec u, v~Cg~(IR/Z). I1 vient 

( d O ,  f l )  = ~U(tl) dt  I ~ [t ' ( t ,  -t- t) d[Ao(t ) -  v(t) df l l  (t)] = 0 ,  

ce qui 6quivaut, pour tout v~Cg'~(lR/7Z) et tout t lalR/E,  ~, 

I v(t, + t) dl2o (t) = ~ v(t) dl~, (t). 

Choisissons en particulier v(t)= e 2~I"~, n~7l; on obtient 

~d#o(t ) = ~ d/q (t) = constante 2~(E 

e 2~"t dido (t) = ~ e 2~"t d/~ 1 (t) = 0 pour n 4: 0. 

On a donc d # o = d p l = 2 d t .  L'6galit6 d#o=dl~ 2 se d6montre de m6me en 
prenant 

i l l=0 ,  fl2(tl ,t2)=u(tl)v(t2). [] 

La conjonction des lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 entraine finalement le r&ultat 
suivant. 

Th~orbme 3.5. Soit T le courant >= O ferm~ d~fini par 

j -  O, 1, 2 ta~,/7 A3(t ) 

pour ~ 1 ,  l(IP2) �9 Alors tout courant fermO 6) de bidimension (1, 1) et d'ordre 0 fi 
support dans S est de la forme 

6) =2T, 2 ~ .  

En particulier Tes t  extrdmal dans SPC 1 (IP 2) = WPCI(Ip2). 

Le lemme 3.1 et les remarques qui pr6c6dent montrent alors que la suite 

ld[Td] converge vers 21T, off 2~ est l'unique r6el >0  tel que la masse du 

courant 21T soit 6gale ~ 1. Ceci d6montre le th6or6me 1.6. Un calcul facile 
permet de v6rifier que la masse ~ T A~o est pr6cis6ment 6gale ~ 1, donc que 
21 = 1. F 

4. Contre-exemples dans IW et ~" 

Nous allons montrer que le probl~me ~ ( X ; p )  a en g6n6ral une r6ponse 
n6gative. 

Th~or~me 4.1. Les assertions s p) et 5a(~"; p) sont fausses pour 0 < p < n .  

Le th6or6me 4.1 r6sulte du th6or6me 1.6 et des implications (1.6), (1.7). I1 suffit 
donc de prouver la proposition 1.7. 

DOmonstration de (1.4). Soit Y une sous-vari6t6 analytique ferm6e de X, j: Y ~ X  
l'inclusion et TEgP(Y). 
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Le morphisme image directe j ,  induit un isomorphisme de SPCP(Y) sur les 
courants de SPCP(X) ~ support darts Y,, donc j ,  TG~P(X). L'hypoth6se 5a(X; p) 
entraine alors j ,  T =  [Z] off 2 > 0  et off Z < X est un ensemble analytique de 
dimension p. Z 6tant n6cessairement contenu dans Ysi 240 ,  on a T = 2 [ Z ]  sur 
Y. L'dnonc+ L,e(Y; p) est donc bien vrai. []  

D~monstration de (1.5). Si T~NP(X), on peut 6crire T =  I x ,  y. T +  1 r.  T, lx~ r et 
l r  6tant les fonction caract6ristiques de X'-,  Yet de Y. D'apr6s H. Skoda [11] 
les courants l x , y . T  et 1y.T sont ferm6s. Puisque T e s t  extremal, on a 
ndcessairement l x ,  Y. T = 0  ou 1y. T = 0 .  

Si lx ,  Y. T = 0 ,  T est /L support dans Y, et rhypothese 5~ p) permet de 
conclure. Supposons donc I y . T = 0 ,  et montrons alors que la restriction 
T]x..r~o~I'(X\ Y). 

En effet si T I x . y = T I + T  2 avec T1, T2~SPCr(X\Y),  alors T 1 et T 2 sont 
localement de masse finie au voisinage de Y; soient 7"1, ~c2 les extensions 
simples de T 1 et T2 ~t X, obtenues en prolongeant ces courants par 0 sur Y. 
D'apr6s [11] 7"1 et T 2 sont des courants ferm6s sur X, de sorte que T =  Ix..},. T 
= T1 + T2- Par suite T, 7"1, T2 sont proportionnels, et il en est de m4me pour 
T [ x \ r  , T,, T 2. 

L'hypoth~se . ~ ( X \  Y;p) appliqu6e & T[x~y permet donc d'6crire T]x .y  
= 2 [ Z ]  off Z e s t  un ensemble analytique de dimension p dans X \  Y. En 
raisonnant comme plus haut, on voit que l'extension simple_ [Z] ~ de [Z] /~ X 
est ferm6e, et d'apr6s [11] on a [ Z ] ~ = [ 2 ] ,  off radh6rence Z de Z dans X est 
un ensemble analytique. Par suite T = 2 [ Z ]  sur X. []  

D8monstration de (1.6). On raisonne par r6currence sur n, l 'implication 6tant 
triviale pour n =  1. D'apr6s (1.4) et l 'hypoth6se de r6currence on a les implica- 
tions 

c~ (if'"; p)==> (~,P (II~" 1; p ) ~  ~(~(IP'-' ;p). 

La propri6t6 5~ p) est alors cons6quence de (1.5), avec X=IP" ,  Y=IP"  ~, 
X'-, Y = (12". [] 

DOmonstration de (1.7). I1 n'est pas restrictif de supposer p >  1, k >  1. Soit 

a: I p ' + k \  IP k-1 ~ IP"  

rapplication dafinie en coordonn6es homogenes par 

( : [ Z o ,  Z, . . . . .  z.+k], ~ ( r  zl . . . .  ,z . ] ,  

avec  

IW 1 ={[e IP '+k ;  z0= ... = z , = 0 } .  

L'application a est submersive, doric on a un morphisme image r6ciproque 

0"*: SPCP(Ipn)---~SPCp+k(Ipn+k~ lpk-1). 

On va encore utiliser le thaoreme de prolongement de H. Skoda [11] pour 
envoyer SPCP(IP ") dans SPCP+k(Ip'+t). NOUS aurons besoin pour cela du 
resultat 616mentaire suivant. 
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Lemme 4.2. Soit co, la mOtrique kiihl6rienne sur IP ~ induite par la forme 

i 
c~ log ([Z0[ 2 ~-IZ112 ~- . . .  -~-IZn[ 2) 

sur • '+ 1 Alors l'image directe a (cov+k~ calcul~e par integration sur les f ibres  de �9 *~ n + k J  
ct existe, et on a 

O" ((1) p + k ] -  P 
, ~  n + k l - - U g n "  

D~monstration. On se place dans l 'ouvert ff~"+k~Ip'+k d6fini par Zo= 1. Dans  
(12 "+k les coefficients de CO,+k s o n t  O((l +]Z12) -1) avec Iz]2=[Zl]Z+...+lz,+k] 2, 
d'oil , , ,p+k_ 0((1 + [zl2)-p-k). 

~ n + k  - -  
L'int6grale de co p+k ,+k sur les fibres de a, i.e. par rappor t  aux coordonn6es 

z +  t, . . . ,  Z,+k, est donc convergente. 
On  sait que co,+ k est invariante sous l 'action du groupe unitaire U ( n + k +  1) 

op6rant  sur IP "+k. En consid6rant Faction du sous-groupe U ( n + l )  sur les 
coordonn6es (z 0 .. . .  ,z,), on volt que la forme a,COP+k k est invariante par 
U(n+ l ) .  I1 existe donc  une constante c > 0  telle que a ,co v+k �9 p =(co  n. Une re- 
marque simple montrera  ult6rieurement que c =  1. [ ]  

r " P + k  - -  C(DPn donne Pour tout courant  T~SPCP(IP"), la formule a ,  w,+ k -  

0., Z A cop+k = p + k  n §  ~ T A t T * c o n + k  
~n + k ... lpk 1 Ipn 

= c  ~ TA to,P; (4.1) 

la premi6re 6galit6 se justifie en t ronquant  la forme ,,p+k pour la rendre /~ ~ n + k  
support  compact  dans IP"+k'-.IP k-~, et en passant /l la limite. Le courant  cr*T 
est donc  de masse finie au voisinage de IP k- ~ et d'apr~s [11] a* T se prolonge 
en un courant  #* Tsur  IP "+k. On  a donc bien d6fini un morphisme 

iT*: S P C P ( I p n ) - - - ~  S P C p + k ( I p n + k ) .  

L'6galit6 (4.1) donne alors 

~ , T A  o~p+k= e "~n+k  ~ ~ TA(OPn �9 

Si r on  choisit en particulier T=[ IPP] ,  on volt que ~ * T = [ I P  p+k] et que les 
deux int6grales prdc6dentes sont 6gales/l 1. On  a donc  bien c = 1. 

Lemme 4.3. Eimage de 6* est rensemble des courants O~SPCp+k(Ip n+k) tels que 
O A a * C O P + I = 0  sur Ip"+k'-.IP k 1. 

�9 P + l = a * ( T / x c o P + l ) = 0 .  ln- DOmonstration. Si O = 6 " 7 ~  alors a*T/~c~ co, 
versement soit OeSPCp+k(Ip  "+k) tel que O/x cr*co(; +t = 0  sur I p " + k \ I p  k 1. On 
peut toujours choisir les coordonn6es zo , z  ~ . . . . .  z,  de sorte que l 'hyperplan 
{ z 0 - - 0 } c I P  "+k soit de masse nulle pour O (c'est possible car IP k- t  est de 
masse nulle). 

On  peut alors travailler dans les coordonn6es  (z~ . . . .  ,Z,+k) avec z o = l .  
L 'applicat ion ~r s'identifie /l la projection tl?"+k--*C', et la condit ion 
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O * p + l  _ /xa to, - 0  entraine que 

O1r ~/x dz r/x d-21 =0  (4.2) 

pour tout multi-indice I c  {1, 2, ..., n} de longueur I I l=p +  1 (en effet O1r 
et to, lr >0). Nous allons voir, grace au raisonnement du th6or6me 2.1 et /l la 

positivit6 de O, que O n e  ddpend que des variables zl, z 2 . . . .  , z,. Ecrivons 

01r = r Y, Oj, r dz s/x d2K, 
]J]= ]Kl=n- p 

avec J, K c { 1 , 2  . . . .  ,n+k}  et Oj, r de degr6 0. Si J n'est pas contenu dans 
{l ,2, . . . ,n} la propri6t6 (4.2) entraine Os, j = 0 .  Si l'un des multi-indices J, K 
(disons J) n'est pas contenu dans {1, 2 . . . . .  n}, la positivit6 forte de O donne la 
majoration suivante pour les mesures coefficients: 

21G ,,I <_1 , = g O J ,  J ' 4 - e O K ,  K ~ ' g O K , K  

pour tout e>0,  et on obtient encore Oj,~=0. Comme de plus O est ferm6, il 

vient OOJ'r-OOJ'r 0 pour J, K c { 1 , 2 , . . . , n }  et j > n .  I1 existe donc un cou- 
~zj ~ j  

rant T~SPCP(~ ") tel que O1r162 T. L'6galit6 

~TAtoP. = ~ OA '''p+k~" ~ n + k  ~ "~- O0 
Cn Cn + k 

analogue h (4.1), entraine que l'extension simple T de T h IP" est ferm6e. Par 
suite O=~?*~ [] 

Fin de la dOmonstration de (1.7). I1 est imm6diat de v6rifier a l'aide du lemme 
4.3 que le morphisme injectif if* envoie gP(IP") dans r Soit 
T~gP(IP"); l 'hypoth&e ~(lp"+k; p + k) montre l'existence d'un ensemble analyti- 
que Z de dimension p+k  dans IP "+k tel que 

if* T = 2 [ Z ] ,  2MR+. 

Lorsque 2 # 0, cette derni+re 6galit6 implique que Z c~ (lp"+k \ IP k- ~) est r6union 
de fibres de a. On en d6duit qu'il existe un ensemble analytique Y de dimen- 

sion p dans IP" tel que Z=~r-I(Y).  Par suite [ Z ] = ~ * [ Y ]  et T = 2 [ Y ] .  [] 

Bien entendu, ces d6monstrations ~<abstraites~) permettent aussi de donner 
des contre-exemples explicites aux probl6mes ~( lP" ;p)  et Y'(~";p). Nous 
laissons au lecteur le soin de le faire. 

5. Equivalence entre les 6nonc6s i f (X;  p) et i f (X;  p) 

Nous allons maintenant d~montrer l'6quivalence des deux 6nonc6s 

(Y'(x; p)) ~,(x)~ J~(x) 

(~(x;  p)) sPc.(x):~p(x) 
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oO J r ( X )  et ~r sont respectivement l'adharence faible et l'enveloppe 
convexe ferm6e de J P ( X ) = { 2 [ Z ] ;  2>0} dans ~'v,v(X) (Z parcourant tous les 
ensembles analytiques irr6ductibles de dimension p de X). Cette 6quivalence 
logique est en fait une consdquence de r6sultats g6n6raux d'analyse fonction- 
nelle, tels que le th6or6me de Krein-Milman (cf. N. Bourbaki [1], chap. II, w 
th. 1) et le th6or6me de Choquet (cf. Phelps [10]). 

Lemme 5.1 (th. de Krein-Millnan). Soit K une partie convexe compacte d'un 
espace vectoriel topologique localement convexe s@ar~ E. On dOsigne par o~(K) 
l'ensemble des points extrdmaux de K (=ensemble des points x 6 K  tels que K ne 
contienne aucun intervalle ouvert de centre x). Alors 

K = Pg(K)=enveloppe convexefermOe de g(K). 

L'implication 5 F ( X ; p ) ~ L f ( X ; p )  r6sulte de la proposition 1.4, qui est elle- 
m6me une cons6quence simple du lemme 5.1. 

Proposition 1.4. SPCp(x)=~'v~'X), wPCV(X)= g'~v(X). 

DOmonstration. Les deux 6galit6s se d6montrent exactement de la m6me 
mani6re, donc nous 6tudierons seulement la premi6re. Par d6finition de U(X),  

on a gv(X)cSPCP(X) ,  doric ~ c S P C P ( X ) .  
Inversement, soit TeSPCV(X) et soit }, une (p,p)-forme faiblement >0  sur 

X telle que 
~ T A T < I .  
x 

On peut toujours construire une telle forme 7 h l'aide d'une partition de l'unit6 
sur X, la seule condition 6tant que les coefficients de ~, tendent assez rapide- 
ment vers 0 "~ Finfini. 

Soit alors L~ l'ensemble des courants OESPCV(X) tels que ~O A 7< 1. On 
x 

t v6rifie ais6ment que L,; est une partie convexe faiblement compacte de ~p,p(X) 
et que l'ensemble g(L~) des points extr6maux de L~ est la r6union de {0} et des 
courants O~Ev(X) tels que ~ O A 7 = 1. 

x 
D'apr~s le th6or6me de Krein-Milman on a doric 

Pour achever la preuve de la proposition 1.8, il suffit maintenant d'htablir 
l'implication rhciproque: 

Proposition 5.2. 2~(X; p)~ 2f(X; p). 
D~monstration. Observons tout d'abord que la topologie faible est m&risable 
sur SPCP(X) (bien qu'elle ne le soit pas sur @,v(X)); elle peut atre d4finie par 
les semi-normes 

o--,1(o, ~v>t + I(o,/L>I 

si les suites ~ , /~e~p .p (X)  ont les propri6t6s suivantes: 

(5.1) % est faiblement >0 ;  
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(5.2) pour  tout point  zeX,  il existe v tel que e ~ > 0  au voisinage de z; 

(5.3) la suite fl,, est (fortement) dense dans ~p.p(X). 

Soit alors TeSPCP(X). L'hypoth6se  5~(X; p) et le fait que la topologie de 
SPCP(X) soit m6trisable mon t ren t  que 

T =  lira T~. 
v ~  -} oc, 

o0 T~ est combina i son  lineaire convexe de courants  d ' int6grat ion:  

r~ = ~ 2a,.[Zi,,], v = 1, 2, ..., 2j~ > 0. (5.4) 
< ' < ' v  

1 = 3 = 1 (  ) 

C o m m e  la suite T e s t  faiblement convergente,  on peut toujours  choisir une 
(p,p)-forme "y faiblement > 0  sur X telle que TeLl,, T,.eLy pour  tout v, L;. 
d&ignant  c o m m e  ci-dessus la part ie convexe faiblement compac te  

c.~= {oesPc~(x);  f o A ~ <= 1}. 
X 

Le reste du ra i sonnement  reprodui t  essentiellement la d6monst ra t ion  du 

th6or6me de Choquet .  Soit M la part ie compacte  M=L~,c~JP(X). 
D ' a p r &  (5.4) il existe une m e s u r e / ~  de masse  1 sur M telle que 

T,= S Od~,.(O); 
0 s  N 

il suffit en effet de prendre  pour  #~ un barycentre  5, coefficients __>0 des mesures 
de Di rac  aux points 0 et ,:@l-Zj~] de M, avec )@S [zj~] A 7 = 1. ii est classique 

X 

que l 'ensemble  des mesures  de probabil i t6 sur un espace compac t  m6trisable 
est une part ie  vaguement  compac te  m&risable  de l 'espace des mesures de 
Radon.  On peut donc  extraire de la suite /~ une sous-suite qui converge 
vaguement  vers une mesure  de probabil i t6 /~ sur M. Par  d6finition de la 
topologie  de M, l 'appl icat ion 0 ~ ( 0 ,  c~), ~ @ p , r ( X )  est cont inue sur M. 

On  a donc  

<Y,.,~)= S <O,~>dm(O) 
Oe N 

( T , a ) =  lim (T~,c~)= ~ (O,a)dp(O), 
v ~ + c O  Oe N 

ce que nous ~crirons T =  ~ Od#(O). Si te cout 'ant T ini t ialement choisi est 
0 a  N 

extramal,  le l emme 5.3 ci-dessous mont re  que le suppor t  de la mesure  /~ est 
contenu dans une <<g6n6ratrice~ {20 ;  0<2__< 1} c M .  On  a donc  

T=[y2dI*(20)] .O~McJP(X) .  [] 

L e m m e  5.3. Soit M une partie faiblement compacte de SPCP(X),I~ une mesure 
>_0 sur M et Tie courant 

T= I Od~(O). 
Oe N 
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Si le courant T est extrYmal, le support de I ~ est contenu dans un segment 
{ 2 0 ; 0 < 2 < 1 }  off O~M. 

La d6monstration est pratiquement 6vidente: si le support de /~ contient 
deux courants 0t, 02 non proportionnels, on peut 6crire T =  T~ + T 2 + T 3 off 
7"1, T 2 sont obtenus par int6gration de Odp(O) sur des petits voisinages disjoints 
de 0~,02. 7"1 et T 2 sont alors non proportionnels (car cette condition est 
ouverte pour la topologie faible), donc Tn'est  pas extr6mal. [] 

6. Lien avec la conjecture de Hodge et obstructions topologiques 

Soft X une vari6t6 analytique complexe de dimension n. Nous serons amen&/~ 
consid&er certains groupes de cohomologie de X, d6finis comme suit. 

Notations 6.1 

(6.1) Hk(x;  ff2)=k-Ome groupe de cohomologie de de Rham de X; 

(6.2) I tk(x; ,~)= cohomologie de Cech 0 valeurs dans un faisceau o ~ de groupes 
abOliens; 
(6.3) Hk(x;  71)=image du morphisme naturel 

Itk(x, 7l)~ Hk(X, JR) ~- ttk( X, ~) ;  

(6.4) HP'q(X)=ensemble des classes de cohomologie de HP+q(x; C) contenant 
une (p, q)-forme ferm~;e. 

Soit ~;,(X)= ~) ~'p,~(X) et ,~ [ (X)=  (~ ~ o ( X ) .  
p+q-k p+q=k 

Le th6or6me de de Rham donne des isomorphismes 

/4k(X; II2)_~ Hk(~. ~ (X))=Hk(X;  qd), 

[Ylk(x; r  2n k(~J(X)) 

entre la cohomologie de (~ech et la cohomologie des complexes ~.~'(X), ~ '(X).  
Ces isomorphismes sont en fait des isomorphismes topologiques lorsque 
/tk(X; C), ~.~(X), Hk(x;  ff~) sont munis de leurs topologies naturelles d'espaces 
de Fr6chet et @'(X) de la topologie faible. On a donc un morphisme continu 

~ ' k (X)~Kerd-*  tt2" k(x ;  1~) 

O~-*cl(O) (6.5) 

qui /~ un courant fe rm60e~ 'k (X ) de degr6 2 n - k  associe sa classe de cohomo- 
logie de de Rham. Si O~'p,p(X) ,  dO=0 ,  on a donc cl(O)EHZq(x; I~) avec q 
= n - p .  Dans le cas off X est une vari6t6 alg6brique projective, la th6orie de 
Hodge donne la d6composition: 

H k ( X ; r  = (~ H"'b(x). 
a+b=k 

On v6rifie alors par dualit6 que cl(O)~Hq'q(x). 
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D6finition 6.2. Si X est une variOtO projective, on dOsignera par A2q(x)~ Hq'q(x) 
le R-module engendr~ par Hq'q(X; 7Z)=H~ 77). Si X esr une vari~t~ 
de Stein on d~finit Ak(x)  comme radhOrence de Hk(x; 77)| darts Hk(X; N). 
Dans les deux cas, on d~signe par SPC~(X) l'ensemble des courants OeSPCP(X) 
de bidegrO (q, q), q = n - p ,  dont la classe cl(O) est dans A2q(x). 

Pour tout ensemble analytique Z c X  de dimension pure p, on sait que le 
courant d'intdgration [Z] d6finit une classe de cohomologie enti6re 
cl[Z]eHzq(X; 77). On a par cons6quent Jv (X)cSPC~(X) ,  et la continuit6 du 
morphisme O~--~ cl (O) implique: 

Proposition 6.3. JP(X) c SPC~(X). 

I1 semble donc naturel de faire la conjecture suivante: 

(~z(X;  p)) JP(X) = SPC~(X). 

Cette conjecture sera d6montr6e en codimension 1 ( p = n - 1 )  au paragraphe 7. 
Dans le cas off X est une vari6t6 projective, ~z (X;  p) apparait comme une 
formulation forte de la conjecture de Hodge. 

Th~or6me 6.4. Soit X une vari~td projective. Alors 

(6.6) A :q (X) = cl (SP C~(X) - SP C~(X)). 

(6.7) Ehypoth~se 5~z(X;p) entraine la propri&d 5f(X;q) ,  ti savoir que 
Hq'q(x)c"~H2q(x;ll~) est engendrO par les cycles algObriques de dimension 
p = n - q .  

(6.8) EhypothOse 5~(X; p) implique la condition cohomologique 

rgzHq'q(x ; 77)=dimcHq'q(x). 

Preuve de (6.6). Soit co une m6trique de Hodge sur X (i.e. une m6trique 
k~ihl6rienne dont la classe de cohomologie est enti6re) et ~/une classe dans 

A2q(x)c  Hq'q(X) nH2q(x  ; JR). 

D'apr5s la th5orie de Hodge, t/ peut &re repr4senthe par une (q,q)-forme 
harmonique rhelle h. Pour N entier >0  assez grand, la forme h+Nco q est dans 
SPC~(X), de mame que Nco q. Par suite q=cl(h)  est la diff6rence de deux classes 
associ6es ~ des 616ments de SPC~(X). 

Preuve de (6.7). L'hypoth6se SPC~(X)=JP(X) combin6e ~t (6.6) implique que 

A2q(x) est  engendr6 par cl(Jv(X)). Puisque le morphisme cl est con t inue t  que 
A2q(x) est un espace vectoriel de dimension finie, on voit que A2q(x) est le N- 
module engendr6 par les classes des cycles alg6briques. 

Par cons6quent Hq, q(x)c~H2q(x;II~) est l'ensemble des combinaisons 
lin6aires rationnelles des classes cl [Y], Y c  X, codim Y=q. 

Preuve de (6.8). Un raisonnement analogue/~ (6.6) montre que uq'q(x) est le t12- 
module engendr6 par cl(SPCP(X)), soit encore par cI(JP(X)) sous l'hypoth6se 
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L~(X;p). Les entiers dimeHq'q(x) et rgzHq'q(x;Z)=dim~A2q(X) sont alors 
tous deux 6gaux au nombre maximum de cycles alg6briques de codimension q 
dont les classes de cohomologie sont lin6airement ind6pendantes. [] 

La conjecture ,~r nous parait en fait beaucoup plus forte que 
la conjecture de Hodge. En effet, cette derni6re donne seulement une 
repr6sentation des classes de cohomologie par des cycles alg6briques, tandis 

que l'assertion dP(X)=SPCP,(X) affirme grosso modo que n'importe quel cou- 
rant de SPC~(X) est Ogal (et pas seulement cohomologue) 5- une somme 
int6grale de cycles analytiques. R. Harvey et A.W. Knapp [6] ont 6nonc6 des 
conjectures qui semblent logiquement plus proches de la conjecture de Hodge, 
et qui ram6nent celle-ci 5. un probl6me de Plateau homologique pour les 
courants. 

Soit maintenant X une surface alg6brique projective telle que 
rgeHl' l(X; ~) <d im c Hl '  I(X). M. Jean-Louis Verdier m'a communiqu6 un 
exemple simple de telles surfaces. On choisit X = F  1 x F 2 off F~,F z sont des 
courbes de genres ga,g2. La formule de Ktinneth donne d i m c H L l ( x ) = 2  
+ 2 g i g  2, tandis que le <~nombre de Picard~ p = r g z H l ' l ( X ; Z )  v6rifie 
l 'encadrement 

2 < p < 2 + r  

off r=rgzHom(dl ,  Y2) est le rang du groupe des homomorphismes de la 
jacobienne de F~ dans la jacobienne de F 2. Si l'on choisit en particulier des 
courbes elliptiques F 1 = G/P1, F2 = G/P2 non isogOnes (c'est-5.-dire ayant des grou- 
pes de p6riodes P~,P2 tels que {2~ff?;2PlcP2}={0}), il vient JI-~FI, J a " F 2 ,  
r=0 ,  p=2 ,  d imcHl ' l (X)=4 .  

Le th6oreme 6.4 (6.8) montre alors que l'6nonc6 L~(X; 1) (et 5. fortiori 
L~(X; 1)) est faux, ce qui donne de nouveaux contre-exemples au probl6me de 
Lelong-Harvey. 

Corollaire 6.5. Soit X une swface alg~brique projective telle que 

rgzH 1' t(X; ~ )<  d imeH l' 1(X) 

et Yune section hyperplane de X. AIors la propriOtO ~ ( X \  Y', 1) tombe en dOfaut 
sur la surface algObrique affine X \ Y 

Le corollaire 6.5 r6sulte de la proposition 1.7 (1.5), car l'6nonc6 L/2(Y; 1) o6 
dim Y= 1 est trivialement vrai. 

Nous allons maintenant 6tudier les obstructions topologiques au probl6me 
L~(X; p) lorsque X est une vari6t6 de Stein. La condition Azq(X)=H2q(X; II) 
est rCalis6e d6s que X a une <<bonnet> topologie, par exemple si X a marne type 
d'homotopie qu'un complexe cellulaire fini, et en particulier si X=II;n est un 
ouvert de Stein born6 5. fronti6re de classe C ~, ou une vari6t6 alg6brique affine. 
On a d'autre part le r6sultat suivant. 

Proposition 6.6. Soit X une vari~t~ de Stein de dimension n. Alors on a Ak(X) 
= Hk( X ; ~ )  dos que le groupe I4 ~ + ~(X; 2~) est s@aM, en particulier si n <_k <_ 2n. 
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D~monstration. A la suite exacte de faisceaux constants 0--+7/--+IR--+IR/7/--+0 
correspond une suite exacte de cohomologie 

/ ~ ( x ;  7/) J ,/-)~(X;1R) ~ ,I~Ik(X;~',./7/) -2-~/~k+l(X; 7/). 

On munit les espaces de cochaines de la topologie produit d6duite des topolo- 
gies usuelles de 7/,1R,~./7/. / tk(X;~.) devient alors un espace de Fr6chet et 
/]k(X;~/7/) un groupe topologique compact m6trisable. De plus les fl6ches 
j ,~ ,6  sont continues. L'hypoth&e que /]k+l(X;7/) est s6par6 entraine que 
Ker6 est ferm6, par cons6quent l'application ~ : / tk (X; lR)~Kerf i  est ouverte 
d'apr6s le th6or6me de Baire. Soit q~ une forme lin6aire continue sur/]k(X; IR), 
s'annulant sur j(Hk{X; 7/)). D'apr& ce qui pr6c~de, cp se factorise en un homo- 
morphisme 0 continu ~t valeurs r6elles sur le groupe compact Ker& Par suite 

=0  et q~=Oo~=0. Le th6or6me de Hahn-Banach implique que 
j{/]k(X; 7/))~)~t. est dense dans / lk(X;~) ,  d'ofi Ak(X)=Hk(X;IR). Cette situa- 
tion a lieu en particulier si k=>n, puisque/~k+ I(X; 7/}=/~k+ l(X; ~ ) = 0  d'apr& 
la th6orie de Morse. [] 

La g6om6trie d'une vari6t6 de Stein peut n6anmoins ~tre tr& pathologique. 
Ainsi, on va construire une vari6t6 de Stein t2 de dimension 3 telle que 
/t1(~2; ~ ) _ _ ~  et/4'((2; 7/)=0. 

On consid6re l'espace topologique K=(IR+ x~..)/~ ot~ ~ est la relation 
d'6quivalence d6finie par (xl, yO~(xz,y2) s'il existe un entier m>0  tel que x~ 
=Xz~'m et y~-yze2 "7/. On peut concevoir K comme un cylindre qui 
s'enroule 2 fois sur lui-meme chaque fois qu'on se d6place de + 1 le long d'une 
g6n6ratrice, On consid~re la filtration K =  U K,, avec K " = [ 0 ,  m] x~, , /~ ,  

K, , r  K. II est facile de voir que K mse r6tracte sur le cercle {m} x IR/~ = {m} 
x(N./2-=7/), et que l'inclusion K"mKm+ tes t  de degr6 2. Comme IR est un 

corps et P,./ag un groupe compact, la cohomologie de K ~t valeurs dans ~, et 
IR/7/ s'identifie ~t la limite projective lim/q'(Km). Ceci peut se v6rifier <<~ la 

main>> en consid6rant les cochaines de (2ech sur un recouvrement acyclique de 
K. On en d6duit un diagramme commutatif 

/]~(K; IR) , / ] ' ( K ;  IR/7/) 

N. - - - - ,  lim N/2"7/ 

off les flbches verticales sont des isomorphismes. De plus IYlk(K ; IR) 
=Ok(K; IR/77)=0 pour k>2. On a donc la suite exacte de cohomologie 

0--+ Hi(K;  7/) ~F,---,lim I R ~ / 2 m  7/--+/4 2 (K; 7/)--+0 

et le morphisme R--,limm IR/2"TZ est injectif. Par cons6quent 

/ t k ( K ; Z ) = 0  p o u r k = l  et k>3,  

/42 (K; 7/) ~_ (limm IR/2" 7/)/1R -~ 7/2/Z 
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Ol~l 7~ 2 = lim 2U2" 7/ est le groupe additif des entiers diadiques (dans cet exem- 

pie /q2(K; 7]) a la topologie grossi6re). I1 est ais6 de v6rifier que K est isomor- 
phe ~ u n  poly6dre localement fini de dimension 2. En <<6paississant>> les faces 
de K, on construit une vari6t6 analytique r6elle M de dimension 3 qui se 
r&racte par d6formation sur K. D'apr6s un th6or6me de H. Grauert  [4], il 
existe une varidt6 de Stein (2, d ime(2=3,  et un plongement lR-analytique 
M~f2 ,  (2 6tant un voisinage tubulaire de M. f2 a donc bien la topologie 
souhait6e. Pour obtenir le m6me ph6nom6ne en degr6 k>__2, il suffit de poser 
Xk+ 2 = ~ X Z~'k_ 10s  ~'k 1 est une vari6t6 de Stein ayant m6me type d 'homoto-  
pie que la sphere S k ~, par exemple 

Z~k 1 = { 2 C ~ k ;  .2 ~1 + . . .  + z ~ =  1}. 

On a alors d i m ~ X k + z = k + 2 ,  et la formule de Kiinneth donne 

/4k(Xk + 2; IR)-IR,  

/qk(Xk+z;2~)=0 si k4=2, 

/ ~ 2 ( X 4  ; 7/)m H2(f2; 2~) (~) H~ ; 2~) m 2~2,/~. 

Posons X3=f2. On obtient dans tousles  cas: 

Hk(Xk+2"IR)=]R, Hk(Xk+z;TZ)=0 pour k > l .  

Si X est une vari6t6 de Stein, on salt que route classe qeHZq(X;IR) peut 6tre 
repr6sent6e par une (q,q)-forme r6elle ferm6e h" h 6tant donn6e, il existe 
une fonction plurisousharmonique ~peg~(X) telle que h+(dd"~o)qeSPCP(X), 
p + q = dina X. Par suite: 

Lemme6.7. Si X est de SteiH, l'application cI:SPCP(X)-+Hzq(x;]R) est 
suJjective. 

Appliquons le lemme 6.7 et la proposition 6.3 avec X = X a k ,  p = k + l ,  
q = k - 1 .  On obtient alors des contre-exemples au probl6me S ( X ' p ) .  

Corollaire 6.8..r I (X 2k)cSPC~+ l(x2k)=}:sPCk+ l(x2,k) Sl.t]" les variOtOs de Stei17 

X2k, k>2.  

X3=f2  se plonge dans r  d'apr6s un th60r6me classique de R. 
Narasimhan. La vari6t6 X2k=f2XXzk_3 admet doric un plongement dans (177 
X ( ~ 2 k - 2 = ( l ~ Z k + 5 .  La proposition 1.7 (1.4) nous permet par cons6quent de 
retrouver que l'6nonc6 L/~((F2k+s; k +  1) est faux si k>2 .  

7. Approximation d'un courant de bidegr6 (1, 1) par des diviseurs irr6ductibles 

L'objet de ce paragraphe est de d6montrer la conjecture ~ z ( X ;  p) en codimen- 
sion 1. 

Th6or6me 7.1. Soit X une vari~t( de Stein ou ulle t, ari(tO projective c()mwxe, de 

dimension n > 2. Alors S P C ) - I ( X ) =  J " -  I(X). 
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On observera que dans ce th6or6me il n'est pas n6cessaire de prendre 
l'enveloppe convexe de J " - I ( x ) ,  l'ensemble d'616ments extr6maux ,~r 
6tant d6j~t dense darts SPC~-1(X). 

La d6monstration repose sur une s6rie de lemmes. 

LemmeT.2. Tout  courant T~SPC~-I(X) est limite Jaible d'une suite 
T~SPC"- I(X) telle que 

(7.1) cl(T,.)~Hz(X; ~ ) @ ~  si X est de Stein; 

(7.2) cl(T~)~HI'I(X)~Hz(X; ~) si X est projective; 

(7.3) T~>0, i.e. il existe une (1, 1)-fi~rme ),~>0 telle que T~>7,.. 

DOmonstration. Soit 0 une (1, 1)-forme ferm6e de classe C ~ telle que cl(0) 
=cl(T).  On a doric T=O+ T o avec cl(T0)=0, et cl(O)~Az(X) par hypothdse. 

Preuve de (7.1). HZ(x ;77) |  est dense dans l'espace Hz(x;~)@~,  dont 
l'adh6rence est A2(X)(cf. d6finition 6.2). 

I1 existe donc une suite cv~H2(X; Z) |  telle que 

cl(0)= lira c,.. 
v ~  q- oc 

Soit 0~ une 2-forme r6elle ferm6e repr6sentant la classe c~. 
Par dhfinition de la topologie de HZ(x;~x), on peut choisir des 

repr6sentants tels que la suite 0~ converge vers 0 dans cg~'(X;IR). La compo- 
sante de bidegr6 (0,2) de 0~ est ~-ferm6e et tend vers 0. Le th6or4me de 
l'application ouverte de Banach montre que l'6quation ~u~- 0,2 -0~  se r6sout avec 
une suite u ~ 0 ;  quitte ~t remplacer 0v par O,.-d(u,.+fi~) on peut supposer de 
plus que 0~ est de bidegr6 (l , l ) .  Puisque 0~--*0, il existe une suite (o~. de 
fonctions plurisousharmoniques convergeant vers 0 dans ~ ( X )  telles que 
Ov+i~r I1 vient d o n c T =  lira T,. avec 

Tv=O~ + ic3~q~ + To>O + To= T>=O 
et 

cl(T,.)=cl(O,,)=c,. ~HZ(X ; Z) QQ. 

Preuve de (7.2). cl(O)~A2(X)=HI"I(X; 77)| donc il existe des (1, 1)-formes 
r6elles ferm6es c~ se t  des scalaires ,~.SER, 1 < j  < N, tels que 

N 

cl(aj)~H~,I(X)~Hz(X; 77) et 0= ~ 2sc~ s. 
j = l  

Soit 09 une m6trique de Hodge sur X et 2s,.eQ tel que 12s-2svl<l/v 2, v 
=1 ,2  . . . . .  O n a : 0 =  lira 0,.avec 

1 u 

j = l  

cl(0v)~H l' I (X)~Hz(X;  Q) et 0~> 0 pour v assez grand. 
On pose alors T,. = 0~ + T 0. [] 
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D'apr6s le lemme 7.2, il suffit de montrer que tout courant T > 0 de bidegr6 
(l, 1) et de classe cl(T) entiOre est limite faible d'616ments de .,r Nous 
aurons besoin du lemme classique suivant. 

Lemme 7.3. Si c l ( T ) e H 2 ( X ,  7Z), il existe un fibrO lin~aire L sur X de classe de 
Chern c t ( L ) = c l ( T  ). 

La suite exponentielle 0--+TZ-~(!~(~,*--+l donne en effet un diagramme 
commutatif  

/ ~ I ( X ;  ({,*) -- gJ ) / ~ 2 ( X ;  7Z) . . . . . .  / ~ 2 ( X ;  C{) 

HZ(x:  IR) 

Si X est de Stein le groupe /42(X: (r) est nul: si X est projective, ~0.2 s'identifie 
~t la projection H2(X; I R ) ~ H ~  dans la d6composition de Hodge. Dans les 
deux cas on a %,2(cl(T))=0,  donc el(T) provient d'une classe d'isomorphisme 
de fibr6s lin6aires dans / ]~(X;  C*). [] 

On munit le fibr6 L d'une m6trique hermitienne de classe C ~. 
i 

La classe c~(L) est alors d6finie par la forme de courbure 2~ c(L), d'ofi 

( !2 / ) i c(L)~,',__~ ,(X), il existe r  tel cl T -  c(L) =0. Comme T-~2 ~ . . . .  

que i 
T = 27:(c(L) + ?~q). (7.3) 

Puisque T > 0  et que c(L) est une forme C ~, la distribution r peut &re 
repr6sentee par une fonction (encore not6e qo), qui est localement somme d'une 
fonction plurisousharmonique et d'une fonction C <. 

Lemme 7.4. Soit L* le fibr~; dual de L e t  p: L* ~ X  la projection. La Jbnction ~J(~) 
= Log I{IZ+ r eat plurisousharmonique sur l'espace total L*, et on a 

i 
,~t/, -- [X] +p* T 

2rt 

or) IX] est le courant d'int~gration sur la section nulle de L*. 

DOmonstration. L'application (~--~ d6finit une section holomorphe du fibr6 
image r6ciproque p'L*, section dont le lieu des z6ros est X. L'6quation de 
Lelong-Poincar6 implique 

i ~ L o g  l~12 = i X ]  i i 2-,~ - 2=  ':(t'* L*) = [ X ]  + ~i~ t'* (cIL)), 

d'ofi le rdsultat d'apr6s (7.3). [] 
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La ddmonstration du th6or6me 7.1 suit maintenant de pr6s la mdthode de 
P. Lelong [9], qui correspond au cas o6 le fibr6 L e s t  trivial. L'id6e (due /l K. 
Oka) consiste ~ utiliser une fonction holomorphe dont le domaine d'existence 
est un ~ouvert de Hartogs~ dans L*. 

Lemme 7.5. Soit f2 le domaine de Hartogs 

t2 = {~eL* ; O(~) = Log IGI-' + ~o(p(O) < 0}. 

s i x  est de Stein, L* et f2 sont Ogalement de Stein. 
Si X est projective, t2 est domaine d'existence d'une jonction holomorphe F, d 

condition de remplacer 4ventuellement L*, T, qo par L -a, k T, kqo off k est un entier 
>0 assez grand. 

I1 suffit de consid6rer le cas off X est projective. Par construction de L e t  q) 
on a ic(L)+i88(p=2nT>O, donc le fibr6 L e s t  ample. Quitte /l remplacer L 
par une puissance L k, il existe un syst4me cr=(cro,o-~, ...,crx) de sections de L 
sans z6ros communs tel que le diagramme commutat i f  

L ~ . _ ~  ~ N +  1 ~ I ~ N - |  ~ {0} 

I z / 

X - - J  ~IP ~ 

ddfinisse un plongement j de X dans IP N. L'image cr(L*)=q-l(j(X)) est une 
vari6t6 alg6brique affine homog6ne dans II; N+ i, e t a  est l 'application qui 6crase 
la section nulle de L* sur 0. Comme 0 -  -oQ sur X = a  ~(0), 0 se factorise en 
une fonction plurisousharmonique ~ sur a(L*) telle que 4/= ~ o a. L'image a(f2) 
= {zecr(L*); q~(z)<0} est donc un espace de Stein avec singularit6 isol6e en 0. 

I1 existe par consdquent une fonction holomorphe F dont le domaine 
d'existence est a(f2). La fonction F = t e o a  rdpond/L la question. [] 

On se donne une fonction holomorphe F dont le domaine d'existence est Q. 
F peut s'6crire de mani6re unique sous forme d'une s6rie enti6re 

F(0= ~ E(z).C, ~e~=c*, z=p(~)ex, 
v=0  

og F~ est une section de L ~ au-dessus de X. La construction de F et du 
domaine de Hartogs Q montrent  que ~o est la limite sup6rieure r6gularisde 

r (limsup l- LoglFvJ2) *. 
\ v ~ + o o  l' 

(7.4) 

Le point crucial de la d6monstration est contenu dans le lemme suivant. 

Lemme 7.6. II existe une suite d'entiers k, > 0  et une suite de sections G v 
telles que 

q~= lira I Log]G~] 2 dans Llloc(X). 
v~ +ce R v 

d e  g k" 
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DOmonstration. Posons comme P. Lelong [9] 

1 1 9 s! lv  2 q~,,~= sup Log lF,.I-=s! sup Log lF,. t .  
r < v ~ = s  V r < v < s  

La famille {!7 Log IF,,12} est localement uniform6ment major6e, et l'6galit6 (7.4) 

montre que (p= lira ~,( lira T%.s)*. 

La fonction r est donc limite dans L~I,,r de fonctions du type r I1 
suffit alors de d6montrer le lemme 7.6 pour une fonction r de la forme 

1 
r sup LoglH,.I 2 

,'q 1 < v < N  

off les H,., 1 < v-< N, sont des sections de U. On peut 6videmment supposer que 
les quotients HUH" ne sont pas identiquement de module 1, sinon on suppri- 
me l'une des sections H,.. 

Soit E l'ensemble des points z~X pour lesquels il existe un couple (t~, v), 
tl=t= v, tel que IH~,(z)12=lH,.(z)t 2. L'ensemble E est analytique r6el, car la m6trique 
C ~" de L S se simplifie darts les 6quations prdc6dentes; de plus E est de mesure 
nulle par connexit6 de X. En tout point zeX'-,E on peut 6crire 

1 N 2 

~~176 = k~+,lim ks Log k=~ H~ . (7.5) 

Pour montrer que la convergence a lieu dans LI~o~(X), il suffit de v6rifier que la 
l U 2 

suite % = k s L O g  k~H~ est localement 6qui-integrable sur X. Soit p u n  

rep6re local du fibr6 L au-dessus d'un ouvert U c X. Les fonctions ok--Log Ipl 2 
sont plurisousharmoniques (car la m6trique de L se simplifie), localement 
uniform6ment major6es sur U, et infq) k> - ~ .  presque partout sur U d'apr6s 
(7.5). k 

La famille {q)k--Loglp] 2} est donc bornde darts L~jo~(U), et par suite 6qui- 
int6grable en vertu des propri6tds classiques des fonctions 
sousharmoniques. [] 

Soit Z,  le diviseur des zdros de G,., G,. 6tant la suite de sections du 
lemme 7.6. L'6quation de Lelong-Poincar6 implique 

- i 
i ~? LoglG,,12=[Z,.]_k,,~_ c(L). 

2= 

D'apr6s le lemme 7.6 et l'6galit6 (7.3) on obtient 

i ~ o =  lim [-Z,,]-2~ c(L), 
2~'~ v ~  + ~ 

i ~ 1 
& q0)= lim ~[Z , . ]  T= 2rr(C(L) + ,,~+~ t% 
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pour  la topologie  faible de c~;_~. ,_l(X ). C o m m e  chaque diviseur [Z,.] se 
d6compose en une s o m m e  localement  finie de diviseurs irr6ductibles, on a en 
fair d6montr6 que 

sec -l(x) = 

Pour  achever  la preuve du th6or6me 7.1 il reste seulement /t rendre les 
diviseurs Z~ irr6ductibles, ce qui est possible gr~tce aux techniques de [-2]. On 
6tudiera s6par6ment le cas des vari6t6s projectives et des vari6t6s de Stein. 

Proposition 7.7. Soit X une vari~t~ projective irr~ductible de dimension n>  2, L 
un fibr~ lin~aire > 0  sur X et G une section non nulle de L. Alors il existe un 
fibrO linOaire hermitien M et une section non nulle H de M ayant la propriOt{ 
suivante: pour tout entier k>__k o assez grand, il existe une section H k de L k Q M  
et e(k)>O tels que le diviseur des zOros de GkH+e, Hk soit irrOductible si ~ ,  
0<  lel < ~(k). 

On aura  alors Log ]G] 2= lim 1 k~+~ k Log ]GkH+CkHkt 2 darts L 1 (X), 5~ condit ion 

de choisir une suite c k tendant  rapidement  vers O. Si ron  calcule le 2~- en 

tenant  compte  de rdgalit6 c ( L k |  
G est limite faible de diviseurs irr6ductibles. 

DOmonstration. Soit [Z]  le diviseur de G, 

d6composi t ion  en diviseurs irr6ductibles. I1 
suite d 'hypersurfaces irrdductibles Yl, 1 _<l< 

+ c(M), on voit  que le diviseur de 

N 

[ Z ] =  • aj[Zj], a~e:~, aj>0,  sa 
j = l  

est clair qu 'on  peut t rouver  une 
_ N 1 ,  2 /t 2 distinctes, con tenan t  la 

suite Zj  (avec Y I = Z I ,  YN =ZN) et ayant  la propriOt6 suivante:  pour  tout  
indice l, l < l < N l ,  il existe un point  z le (Ylc~Yl+0\  U Yj o~ Yl et Yl+l se 

j + l , l +  1 

coupent  t ransversalement .  Soit M un fibr6 linOaire et H une section de M dont  
le diviseur est 6gal it ~ [ Yz]. 

YIr 

Pour  k > k  o le fibr6 L k |  est engendr6 par  ses sections globales, donc  il 
existe une section H k de L k |  qui ne s 'annule en aucun des points  z~, 
l < l < N ~ -  1. Avec ce choix de H et Hk, la d6monst ra t ion  de [2], w s 'appl ique 
textuel lement  pour  v6rifier que le diviseur de G k H + c H k  est irr6ductible. La 
construct ion pr6c6dente mon t re  en effet que ce diviseur est irr6ductible locale- 
ment  aux points  z~. L'irr6ductibilit6 globale en r6sulte pour e assez petit. [ ]  

Dans  le cas des vari6t6s de Stein, la s i tuat ion est un peu plus simple. 

Proposition 7.8. Soit X une variOt~ de Stein connexe de dimension n>  2, L un 
fibr~ linOaire sur X.  Alors l'ensemble des" sections de L dont le diviseur est 
irr~duetible, est dense dans H ~  pour la topologie de la convergence 
compacte. 

La dOmonstrat ion r6sulte encore des techniques de [2], w 3, /t condi t ion de 
p rouver  le l emme suivant. 
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Lemma 7.9. Soit K une partie compacte holomorphiquement convexe de X, D une 
partie dense dans X \ K. Quels que soient les points distincts z, ~ X  \ K il existe 
une suite { z l , Z z , . . . , z N } c O  telle que pour tous ouverts U~c T=*X, U ~  T:*X et 
tout e>0,  il existe une fi)nction holomorphe H sur X v~rifiant 

(7.6) ] H - 1 1 < e s u r K ;  

(7.7) H(z)=H(O=O, dH ~U~,dH~U~; 

(7.8) il existe des hypersurfaces irr~ductibles Yo, Y1 . . . . .  Yu contenues dans 
H 1(0), telles que z~Yo, ~,E YN, telles que Yj et Y~ I se coupent transversalement 
en zj, 1 < j < N ,  et telles que le germe du diviseur de H e n  zj soit [Yj] +[Yj l]- 

DOmonstration. X ' - ,K  ne peut avoir de composante connexe relativement 
compacte dans X. Le th6or6me de Hartogs affirme que toute fonction holo- 
morphe sur X \ K se prolonge/l  X, par cons6quent X \ K est connexe. 

On commence par d6montrer q ue tout point zo~X \ K a un voisinage V tel 
que le lemme 7.9 soit vrai quand z, (,~V(e, U~, U~ quelconques). On prend V 
~ B c W c X \ K ,  od (W; w~ . . . .  , %) est une carte locale en zo, et B une boule 
de centre z 0 suffisamment petite pour que le compact K w/~ soit holomorphi-  
quement convexe. Pour chaque couple (z,~)~V 2, z4=~, il existe un polyn6me 
P E I ~ [ W  1 . . . . .  Wn] tel que P(z)=P(~)=O, dP:6~,  dP~U~, et tel que la vari6t6 
Bc~P-~(0) soit lisse et connexe. Soit ,~,: le faisceau des germes de fonctions 
holomorphes qui s'annulent aux points z et ~; soit P la section de ~ ,~  au 
dessus de K w/~ d6finie par /5= 1 au voisinage de K, et / 5 = P  au voisinage de 
/~. Le th6or6me d 'approximation d'Oka-Weil donne une section globale H:.~ 
v6rifiant (7.6), (7.7). Lorsque H:,~ est assez voisin de P sur /~, la composante 
irrdductible Yo de HE~ ~ (0) qui contient z contient aussi ~, d'ofi la propri6t6 (7.8) 
avec N = 0. 

Lorsque z et ~ sont quelconques, la connexit6 de X \ K  permet de 
trouver des ouverts V~ . . . . .  V~+~ du type pr6c6dent, tels que z~V~, ~VN+~, et 
Vj(-'lVj+l:#=O, Vj ('~ Vj+ 1 (-'~ Vj+ 1 = 0. 

On pose Zo=Z, zu+~=~, et on choisit zjeVac~l~)+~c~D, l<j<=N. On wend  
Ha=H=, . : , , , ,  0 < j < N ,  avec de plus Ha(Zk) tr6s voisin de 1 pour k+j,  j + l .  La 
fonction H = H o H  ~ . . .Hu r6pond/t  la question. [] 

Indications sur la preuve de la proposition 7.8 

Soit G une section de L, K = I ( ~ X ,  et Z 1 . . . . .  Z N les hypersurfaces 
irr6ductibles contenues darts le diviseur de G et qui rencontrent K. Le lemme 
7.9 permet de trouver une hypersurface H = 0  qui ~relie~ entre elles les hyper- 
surfaces ZI . . . . .  Z s. On construit comme dans la proposition 7.7 une section F 
de L telle que l'hypersurface GH+eF=O ait une seule branche irr6ductible 
rencontrant K (pour tout c + 0  assez petit). 

On r6p6te ensuite le proc6d6 avec une suite exhaustive de compacts K~ 
=/~,,. [] 

Corollaire 7.9. Soit X une vari~tO projective (resp. de Stein) de dimension n>= 1. 

Alors Y"-~ (X)= SPC~-I(X).  
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Si X est de dimension l, le corollaire 7.9 signifie simplement que toute 
mesure > 0  sur X est limite faible de combinaisons lin6aires > 0  de mesures de 
Dirac. Si X est non connexe de dimension n>2, il suffit d'appliquer le 
th6or6me 7.1 /~ chaque composante connexe de X. D'apr6s la proposition 6.6 et 
les remarques qui pr6c6dent, on a d'autre part le r6sultat suivant. 

Corollaire7.10. Soit X une vari~t~ de Stein connexe de dimension n>_2. Alors 

j n  -- 1 ( X )  = S P C " -  1 (X)  dans les cas suivants: 

(7.9) n = 2; 

(7.10) X est un ouvert born~ de ~" fi fronti6re C I" 

(7.11) X est une variOt~ alg~brique qffine. 

Remarque7.11. Dans la situation du corollaire 6.5, choisissons T e S P C I ( X ) ,  
Tr  Le corollaire 7.10 montre que T l x ,  y est limite faible de courants 
d'inthgration 2~[Z,,] sur X \  E I1 est facile de montrer que sur X'-. Y les cycles 
alghbriques sont denses dans les cycles analytiques. 

On peut donc choisir des courbes Z~ dont les complhtions Z~ sont des 
courbes alghbriques de X. N6anmoins, il n'est pas possible d'approximer TIx ,  y 
par une suite 2~[Z,.] avec un contr61e uniforme de la masse des 2,,[Z~] au 
voisinage de Y. En effet, si cela 6tait vrai, une sous-suite de 2,,[Z~] convergerait 
vers T + 2 [ Y ] ,  avec 2__>0, donc T = l i m 2 ~ [ 2 ~ ] - 2 [ Y ]  serait dans SPC~(X) .  

v 
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