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1. Introduction

L e but de ce texte est d’offrir une introduction aussi élémentaire
que possible à un résultat important concernant la géométrie des
courbes holomorphes tracées dans les variétés algébriques com-

plexes. Ce résultat trouve son origine dans les travaux fondamentaux
d’André Bloch [Blo26a, 26b], et dans la Thèse de Henri Cartan [Car28].
La démonstration que nous allons présenter est une contribution très récente
de Y.T. Siu et S.K. Yeung ([SiYe96b], [Siu97]). Elle s’obtient de manière rel-
ativement simple à l’aide d’estimations classiques en théorie de Nevanlinna,
comme le lemme de la dérivée logarithmique, et par l’utilisation d’opérateurs
différentiels tels que les Wronskiens, toutes idées déjà présentes en germe
dans la Thèse de Henri Cartan.

Avant de passer à des énoncés détaillés, rappelons un peu de terminolo-
gie. On s’intéressera particulièrement aux variétés algébriques dites de type
général. Rappelons qu’une forme de type (p, q) sur une variété complexe est
une forme différentielle u de degré (p + q) admettant dans tout système de
coordonnées holomorphes (z1, . . . , zn) une écriture du type

u =
∑

|I|=p,|J|=q

uIJ(z1, . . . , zn) dzi1 ∧ . . . ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjq .

La somme ci-dessus est étendue à tous les multi-indices croissants I =
(i1, . . . , ip), J = (j1, . . . , jq) d’entiers de {1, 2, . . . , n}. On appelle p-forme
holomorphe une forme de type (p, 0) ayant tous ses coefficients holomor-
phes. Le fibré (ou faisceau . . .) des p-formes holomorphes sur X est noté
habituellement ΩpX . On appelle section canonique, resp. section pluricano-
nique de X toute section holomorphe globale du fibré en droites cano-
nique KX = ΩnX , resp. du fibré en droites K⊗kX pour un certain entier
k > 0. Une section pluricanonique d’ordre k peut donc s’écrire localement
h(z1, . . . , zn)(dz1 ∧ . . . ∧ dzn)⊗k avec des coefficients holomorphes h. On dit
qu’une variété X de dimension n est de type général si le nombre de sections
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pluricanoniques d’ordre k est de l’ordre de grandeur de kn quand k tend
vers +∞.

Par exemple si X est une hypersurface lisse dans l’espace projectif complexe
Pn+1
C de dimension n+ 1, définie par une équation polynomiale

σ(z0, z1, . . . , zn+1) = 0

homogène de degré p, alors toute expression de la forme

u = q(z)

∑
06j6n+1(−1)jzj dz0 ∧ dz1 ∧ . . . d̂zj . . . ∧ dzn+1

dσ

définit une n-forme holomorphe sur X dès lors que q est un polynôme
homogène de degré p − (n + 2) (en sorte que u est homogène de degré 0,
i.e. invariante par homothétie). Il en résulte facilement que X est de type
général si p > n + 3. La théorie des surfaces de Riemann montre de même
qu’une courbe (compacte lisse) est de type général si et seulement si elle
est de genre au moins 2, c’est-à-dire n’est ni P1

C ni une courbe elliptique.
De façon équivalente, une courbe est de type général si et seulement si elle
peut être munie d’une métrique hermitienne à courbure constante négative;
il suffit en effet de prendre la métrique induite par la métrique de Poincaré
sur le revêtement universel de la courbe, à savoir le disque unité. Cela
étant, on s’intéresse à la conjecture fondamentale suivante, proposée par
Green-Griffiths [GrGr80] et Lang [Lang86, 87].

1.1. Conjecture Soit X une variété algébrique lisse de type général. Alors il
existe une sous-variété algébrique propre Y ( X telle que toute courbe entière
non constante f : C → X soit contenue dans Y .

Les variétés algébriques considérées ici seront toujours des variétés projectives,
à savoir des variétés définies par un nombre fini d’équations polynomiales
homogènes dans un espace projectif complexe. La locution “courbe entière”
désignera une courbe holomorphe définie sur C tout entier. Insistons sur
le fait que l’énoncé de la conjecture inclut le cas des courbes entières trans-
cendantes. Si elle était vraie, il en résulterait que les courbes elliptiques
ou rationnelles C tracées dans X sont toutes contenues dans un sous-variété
algébrique Y ( X (Rappelons qu’une courbe algébrique C ⊂ X est dite
rationnelle, resp. elliptique, si sa désingularisée est la droite projective P1

C ,
resp. une courbe elliptique, i.e. un tore C /Λ. Dans les deux cas, en ef-
fet, on a des applications holomorphes f : C → C qui couvrent C toute
entière). En particulier, si X est une surface de type général, alors Y serait
de dimension 6 1, et par conséquent X ne devrait avoir qu’un nombre fini de
courbes rationnelles ou elliptiques. Cette “toute petite” conséquence est en-
core largement conjecturale, en dépit d’avancées notables dues à Bogomolov
[Bog77], Lu-Yau [LuYa90], Lu-Miyaoka [LuMi95, 96], [Lu96], dans le cas où
on pose certaines conditions numériques sur les classes de Chern de X.

GAZETTE DES MATHÉMATICIENS
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On dit qu’une variété complexe X est hyperbolique au sens de Brody si elle
n’admet aucune courbe entière non constante f : C → X (lorsque X est
compacte, Brody [Bro78] a montré que cela équivaut à l’hyperbolicité au sens
de Kobayashi [Kob70], i.e. à la non dégénérescence de la pseudo-métrique
de Kobayashi). Là encore, la situation est relativement claire en dimension
1, une courbe complexe est hyperbolique si et seulement si son revêtement
universel est le disque, en particulier une courbe algébrique complexe est
hyperbolique si et seulement si elle est de type général (i.e. de genre au
moins 2). La situation se complique dès la dimension 2. Ainsi, les surfaces de
Fermat zp0 + zp1 + zp2 + zp3 = 0 dans P3

C , qui sont de type général pour p > 5,
contiennent toujours des droites projectives, par exemple les droites définies
par z1 = ζz0, z3 = ηz2 avec ζ, η racines p-ièmes de −1, et ne sont donc pas
hyperboliques. S. Kobayashi a néanmoins conjecturé l’énoncé suivant [Kob70,
KobO75].

1.2. Conjecture Pour tout n, il existe un entier d0(n) tel qu’une hypersurfaces
X générique de degré d dans Pn+1

C est hyperbolique pour d > d0(n).

La borne optimale attendue est d0(n) = 2n + 1 (pour le degré 2n, on n’a pas
génériquement hyperbolicité d’après Zaidenberg [Zai87]). Le mot “générique”
signifie ici qu’on doit omettre un ensemble algébrique dans l’espace projectif
des coefficients des polynômes paramétrisant les hypersurfaces algébriques de
degré d. La conjecture 1.2 est démontrée à l’heure actuelle seulement pour
n = 2 et pour la propriété plus faible “d’hyperbolicité algébrique”, à savoir
la non existence de courbes rationnelles et elliptiques; ceci se fait au moyen
d’un calcul précis du genre des courbes (voir Clemens [Cle86]). Des résultats
d’hyperbolicité au sens analytique du terme ont été obtenus récemment pour
les complémentaires de courbes algébriques dans P2

C , cas un peu plus facile
à traiter que celui des surfaces dans P3

C . Les premiers résultats obtenus
concernent les complémentaires de courbes ayant au moins 3 composantes
irréductibles génériques ([DSW92, 94]). Il y a deux ans, Siu-Yeung [SiYe96a]
ont annoncé l’hyperbolicité au sens de Kobayashi du complémentaire d’une
courbe générique de très grand degré dans P2

C , leur borne étant de l’ordre
de 1013.

L’intérêt à l’égard les variétés hyperboliques tient principalement au fait
qu’on attend de celles-ci des propriétés arithmétiques de finitude généralisant
le théorème de Mordell-Faltings pour les courbes. Ainsi, Lang a conjecturé
qu’une sous-variété algébrique hyperbolique de l’espace projectif définie sur
un corps de nombres (c’est-à-dire par des polynômes ayant leurs coefficients
dans ce corps) n’admet qu’un nombre fini de points rationnels. P. Vojta
[Voj87] a formulé des conjectures quantitatives explicites qui devraient per-
mettre de faire le lien entre la géométrie des variétés et leurs propriétés
arithmétiques. Le lecteur pourra aussi consulter [Nog81, 91], [NoOc90] à ce
sujet.

Notre ambition (beaucoup plus modeste ici) est d’abord de faire le lien entre
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l’existence des courbes entières et celle des opérateurs différentiels algébriques
globaux sur la variété. Nous suivons en cela des idées remontant aux travaux
originaux de Bloch, à la lumière des éclaircissements apportés cinquante ans
plus tard par Ochiai [Och77], Noguchi [Nog77] et Green-Griffiths [GrGr80].

Si f : (C , 0) → (X,x) est un germe de courbe holomorphe tel que f(0) = x,
représenté dans des coordonnées locales au voisinage de X par des com-
posantes (f1, . . . , fn), on considère les opérateurs différentiels algébriques
d’ordre k agissant sur f , à savoir les opérateurs de la forme

P (f ′, f ′′, . . . , f (k)) =
∑

α1,α2,...,αk∈Nn

aα1α1...αk
(f) (f ′)α1(f ′′)α2 . . . (f (k))αk ,

où les coefficients aα1α1...αk
(z1, . . . , zn) sont holomorphes, et où

(f (i))αi = (f
(i)
1 )αi,1 . . . (f (i)n )αi,n , αi = (αi,1, . . . , αi,n).

Le degré total d’un tel opérateur est le maximum des degrés de ses monômes
non nuls, défini comme

|α1|+ 2|α2|+ · · ·+ k|αk|, où |αi| =
∑
j

αi,j

(on peut voir le degré comme le nombre total de ′ figurant dans le monôme).
On considérera uniquement des opérateurs différentiels homogènes en ce sens,
et on notera m le degré commun des monômes. En fait, on a une C ?-action
sur les germes de courbes, définie par reparamétrisation linéaire des germes,

(λ · f)(t) = f(λt), t ∈ C , λ ∈ C ?,

en sorte que (λ · f)(i) = λif (i)(λt), et P est homogène de degré m si on a la
relation

P ((λ · f)′, (λ · f)′′, . . . , (λ · f)(k)) = λmP (f ′, f ′′, . . . , f (k))

pour tout germe f et tout λ ∈ C ?. On notera Ek,m le fibré vectoriel
holomorphe dont les sections sont les opérateurs différentiels algébriques
d’ordre k et de degré m, à=20valeurs scalaires. De même, si V est un fibré
vectoriel sur X, on peut considérer les opérateurs différentiels P (f ′, . . . , f (k))
de degré m à valeurs dans V comme étant les sections de Ek,m ⊗ V .

Nous aurons encore besoin de la notion de courbure d’un fibré en droites holo-
morphe hermitien (L, h). Si (L, h) est un tel fibré sur X et L|U

'−→ U × C ,

Lx 3 ξ 7→ (x, ξ/η) une trivialisation donnée par une section holomorphe lo-
cale non nulle η du fibré, la norme hermitienne sur Lx est donnée par une
expression de la forme

‖ξ‖2h = |ξ/η(x)|2‖η(x)‖2h = |ξ/η(x)|2e−ϕ(x)

GAZETTE DES MATHÉMATICIENS
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avec ϕ(x) = − log ‖η(x)‖2h. La fonction ϕ est une fonction réelle de classe C∞

sur U qu’on appelle poids de la métrique h relativement à η. La courbure de
la métrique h est par définition la forme réelle de type (1, 1)

Θh(L) =
i

2π
∂∂ϕ =

i

2π

∑
16j,k6n

∂2ϕ

∂zj∂zk
dzj ∧ dzk,

qui est indépendante du choix de la section η. On dit que cette courbure est
positive si la matrice hermitienne (∂2ϕ/∂zj∂zk) est définie positive en tout
point. Dans ce contexte, on a le théorème d’annulation fondamental suivant,
énoncé par Green et Griffiths [GrGr80].

1.3. Théorème Soit X une variété algébrique projective et f : C → X une
courbe entière non constante. Alors on a P (f ′, . . . , f (k)) ≡ 0 pour tout opérateur
différentiel algébrique P à valeurs dans le dual L? d’un fibré holomorphe
en droite à courbure positive sur X (c’est-à-dire pour toute section globale
P ∈ H0(X,Ek,m ⊗ L?)).

Le point essentiel (que nous ne vérifierons ici que sur quelques exemples,
voir § 4) est qu’une surface X de type général possède toujours beaucoup
de tels opérateurs P , la dimension de l’espace des opérateurs P globaux
pouvant être évaluée à partir de la formule de Riemann-Roch ; on a en fait
la formule générale suivante, dûe à Green-Griffiths [GrGr80]: pour tout fibré
en droites L sur X, la caractérisque d’Euler-Poincaré χ(X,Ek,m ⊗ L−1) =∑

(−1)q dimHq(X,Ek,m ⊗ L−1) admet une estimation

χ(X,Ek,m ⊗ L−1) =
mn+kn−1

(k!)n(n+ kn− 1)!

(
(−1)ncn1 (log k)n −O

(
(log k)n−1

))
+O(mn+kn−2),

lorsque m � k � 1, où ci = ci(X) désignent les classes de Chern de X,
n = dimX, et les O(...) sont des expressions polynomiales en les classes de
Chern. Par ailleurs, un théorème d’annulation dû à Bogomolov [Bog79]
montre que

H2(X,Ek,m ⊗ L−1) = 0 pour m� k � 1,

lorsque X est une surface, de sorte que l’estimation précédente pour la
caractéristique d’Euler donne aussi une minoration pour le H0.

Il en résulte qu’une courbe entière f tracée sur une surface X de type général
est nécessairement une courbe intégrale d’une certaine équation différentielle
algébrique sur X. Pour achever la preuve de la conjecture 1.1 dans le cas des
surfaces, il reste encore un point a priori très délicat à prouver, qui serait de
montrer la finitude du nombre de trajectoires ayant un revêtement universel
de type conforme C ou P1

C . On y parvient effectivement dans quelques cas
très particuliers, mais le problème général est complètement ouvert.

n◦ 73 – JUILLET 1997
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Le schéma de preuve suggéré dans [GrGr80] pour le théorème 1.3 est mal-
heureusement incomplet. Il a fallu attendre ces 2 dernières années pour voir
apparâıtre des preuves convaincantes. L’un de nos principaux objectifs sera
de présenter une telle preuve, due à Y.T. Siu et S.K. Yeung (voir [SiYe96a],
[Siu97]); une preuve entièrement différente d’un résultat un peu moins fort
mais suffisant pour les applications a aussi été obtenue dans [Dem95].

Comme application, nous obtenons des exemples explicites de surfaces
algébriques hyperboliques de très bas degré, améliorant ainsi des résultats
obtenus successivement par Brody-Green [BrGr77] et Nadel [Nad89]. L’idée
est d’appliquer le théorème d’annulation 1.3 dans le cas des opérateurs wron-
skiens. L’énoncé qui suit est dû indépendamment à [SiYe96b] et [DeEG97]
(voir aussi [EG96]).

1.4. Théorème La surface algébrique lisse X ⊂ P3
C définie par

X = {zp0 + zp1 + zp2 + zp−23 (ε0z
2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23) = 0}

est hyperbolique pour des valeurs génériques des constantes εj et pour tout degré
p > 11.

Le plan de cet article est le suivant: après quelques rappels de notions
de base sur la théorie de Nevanlinna au § 2, nous démontrons le théorème
fondamental 1.3 au § 3. La section § 4 décrit un peu de géométrie des
connexions méromorphes, en vue de la construction de “bons” opérateurs
wronskiens. Les deux dernières sections illustrent l’utilisation du théorème
fondamental et détaillent la construction de surfaces hyperboliques explicites
possédant de tels opérateurs wronskiens.

L’auteur remercie vivement la SMF de lui avoir donné l’occasion de rendre
hommage à Monsieur Henri Cartan par cet exposé, présenté devant un large
auditoire.

2. Notions de base de la théorie de Nevanlinna

Soit ω = i
∑
j,k ωjk(z) dzj ∧ dzk une (1, 1)-forme de classe C∞ sur une variété

complexe compacte X. On supposera que ω est définie positive, c’est-à-dire
que la matrice hermitienne (ωjk(z)) est définie positive en chaque point.
Suivant les besoins, on considèrera un tel objet ou bien comme une 2-forme
sur X ou bien comme une métrique hermitienne sur le fibré tangent TX .
Rappelons que la métrique ω est dite kählérienne si dω = 0.

Étant donné une courbe entière f : C → X, l’indicatrice de croissance de f
est la fonction Tf,ω telle que

(2.1) Tf,ω(r) =

∫ r

r0

tf (ρ)
dρ

ρ
, tf,ω(ρ) =

∫
D(0,ρ)

f?ω,

GAZETTE DES MATHÉMATICIENS
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où tf,ω(ρ) n’est autre que l’aire par rapport à ω de l’image f(D(0, ρ)) du
disque de centre 0 et de rayon ρ dans C . Si on s’intéresse seulement à l’ordre
de grandeur O

(
Tf,ω(r)

)
quand r tend vers +∞ (à des constantes multiplica-

tives près), il est clair que cet ordre de grandeur est indépendant du choix de
la métrique ω. Notons dès à présent que la limite limr+∞ Tf,ω(r)/ log r est
égale à l’aire totale A =

∫
C f

?ω, de sorte que Tf,ω(r) ∼ A log r si A < +∞.
On verra plus loin que la finitude de l’aire caractérise les courbes f qui sont
algébriques.

On s’intéresse particulièrement au cas où ω = Θh(L) est la forme de courbure
d’un fibré en droites hermitien (L, h) à courbure positive sur X. Dans ce
cas, on peut voir que, à des constantes additives près, la taille de Tf,ω(r)
quand r → +∞ ne dépend pas du choix de la métrique h. Il suffit pour cela
d’utiliser la formule de Jensen d’une variable complexe, sous la forme

(2.2)

∫ r

r0

dρ

ρ

∫
D(0,ρ)

i

π
∂∂h =

1

2π

∫ 2π

0

h(reiθ)dθ − 1

2π

∫ 2π

0

h(r0e
iθ)dθ.

(La démonstration de (2.2) est une conséquence directe de la formule de
Stokes). Si h1 = he−ψ est une autre métrique hermitienne sur L, alors son
poids ϕ1 est tel que ϕ1 = ϕ+ ψ, par suite

ω1 = Θh1
(L) = Θh(L) +

i

2π
∂∂ψ.

Comme la fonction ψ est bornée sur X par compacité, on voit que le terme
f?∂∂ψ = ∂∂ψ ◦ f dans Tf,ω1

s’exprime à l’aide de moyennes de h = ψ ◦ f sur
des cercles, quantités qui restent bornées indépendamment de r, de sorte que
Tf,ω1(r) = Tf,ω(r) +O(1).

Exemple L’exemple fondamental est celui de l’espace projectif PnC avec son
fibré en droites canonique O(1) (par définition O(−1) est le fibré dont la
fibre au dessus d’un point de PnC est la droite correspondante de C n+1, O(1)
est son dual, et O(k), k ∈ Z, est le fibré en droites obtenu en prenant
la puissance tensorielle k-ième). Si [z] = [z0 : z1 : . . . : zn] ∈ PnC , alors
la fibre O(−1)[z] est C z. On munit ce fibré de la métrique hermitienne

induite par la métrique hermitienne canonique |z|2 =
∑
|zj |2 de C n+1. Si

ξ ∈ O(1)[z] = (C z)?, la métrique duale est donnée par

(2.3) ‖ξ‖2can =
|ξ · z|2

|z|2
.

Sur la carte affine z0 6= 0 de PnC , on a des coordonnées locales holomor-
phes (ζ1, . . . , ζn) = (z1/z0, . . . , zn/z0), et une section trivialisante η : [z] 7→
(1, z1/z0, . . . , zn/z0) de O(−1). Il en résulte que le poids (resp. la courbure)
de la métrique canonique de O(1) dans cette carte est

ϕ([z]) = − log ‖η?([z])‖2 log ‖η([z])‖2 log(1 + |ζ1|2 + · · ·+ |ζn|2),

ω = Θcan(O(1)) =
i

2π
∂∂ log(1 + |ζ1|2 + · · ·+ |ζn|2) =

i

2π
∂∂ log |z|2.
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Un calcul facile montre que ω est bien une forme hermitienne positive sur
PnC (c’est à constante multiplicative près l’unique métrique invariante sous
l’action du groupe unitaire U(n + 1), dite “métrique de Fubini-Study”).
Toute courbe holomorphe f : C → PnC peut être relevée en une courbe

holomorphe f̃ = (f0, . . . , fn) : C → C n+1 r {0}, et on a alors la formule

(2.4) tf,ω(ρ) =

∫
D(0,ρ)

i

2π
∂∂ log(|f0|2 + |f1|2 + · · ·+ |fn|2).

En particulier, toute courbe f : C → P1
C = C ∪ {∞} peut être vue comme

une fonction méromorphe sur C et

tf,ω(ρ) =

∫
D(0,ρ)

i

2π
∂∂ log(1 + |f |2)

∫
D(0,ρ)

|f ′(t)|2

(1 + |f(t)|2)2
i dt ∧ dt

2π
.

Il nous sera utile de savoir comparer l’indicatrice de croissance d’une courbe
entière f : C → X avec celle de son image u ◦ f par une application
méromorphe (rationnelle) u : X K Y dans une autre variété projective.

2.5. Lemme Soit u : X K Y une application rationnelle entre variétés
projectives, et soient ω, ω′ des métriques hermitiennes sur X et Y respectivement.
Il existe une constante C > 0 telle que pour toute courbe entière f : C → X non
contenue dans le lieu d’indétermination de u on ait

Tu◦f,ω′(r) 6 C Tf,ω(r) +O(1)

(la constante O(1) pouvant dépendre de f).

Démonstration. — On peut supposer que X, Y sont plongées dans des espaces
projectifs PNC , PN ′C et que ω, ω′ sont les restrictions des métriques de Fubini-
Study respectives. Alors, si (u0, u1, . . . , uN ′) sont des fonctions rationnelles
de degré 0 sur PNC qui définissent u en restriction à X, et si uj = pj/q est une
réduction des uj au même dénominateur, on obtient

u?ω′ =
i

2π
∂∂ log(|u0|2+|u1|2+· · ·+|uN ′ |2) =

i

2π
∂∂ log(|p0|2+|p1|2+· · ·+|pN ′ |2)

(l’égalité étant valable seulement en dehors du lieu d’indétermination de u).
Soit m le degré commun des polynômes pj . On peut écrire

u?ω′ = mω +
i

2π
∂∂ψ

où ψ(z) = log
∑

(|pj(z)|2/|z|2m) est une fonction majorée supérieurement sur
PNC (par une certaine constante K ne dépendant que des coefficients des pj).

GAZETTE DES MATHÉMATICIENS
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On a donc (u ◦ f)?ω′mf?ω+ i
2π∂∂(ψ ◦ f), et une application de la formule de

Jensen à h = ψ ◦ f montre que

Tu◦f,ω′(r) = d Tf,ω(r) +
1

2π

∫ 2π

0

h(reiθ)dθ − 1

2π

∫ 2π

0

h(r0e
iθ)dθ

6 mTf,ω(r) +K − 1

2π

∫ 2π

0

h(r0e
iθ)dθ.

2.6. Corollaire L’aire A =
∫
C f

?ω = lim supTf,ω(r)/ log r est finie si et
seulement si f admet une factorisation sous la forme f = g ◦ R où R ∈ C (z) est
une fonction rationnelle (vue comme fonction C → P1

C ) et g : P1 → C ⊂ X une
courbe rationnelle de X .

Démonstration. — La condition est suffisante, car si ω1 est la métrique de
Fubini-Study sur P1

C , on a
∫
P1
C
ω1 = 1 et

∫
P1
C
R?ω1 = d où d est le degré

de R (sup des degrés du numérateur et dénominateur de R). On peut alors
d’appliquer le lemme 2.5 pour voir que

lim sup
r→+∞

Tf,ω(r)

log r
= lim sup

r→+∞

Tg◦R,ω(r)

log r
6 C lim sup

r→+∞

TR,ω1
(r)

log r
< +∞.

Inversement, supposons A < +∞. Si X = P1
C , la conclusion est immédiate.

En effet, f peut être vue comme une fonction méromorphe sur C ; si f n’est
pas une fraction rationnelle, le grand théorème de Picard montre que f revêt
une infinité de fois P1

C à l’exception d’au plus 2 points, d’où
∫
C f

?ω1 = +∞.
En général, soit X une variété de dimension n quelconque plongée dans un
espace projectif PNC avec sa métrique de Fubini-Study ω. Quitte à bien
choisir les coordonnées, on peut supposer que la courbe entière f n’est
contenue dans aucun des hyperplans zj = 0. Soit f̃ = (f0, f1, . . . , fN ) un

relèvement de f à CN+1. Alors fj/f0 = uj ◦ f où uj : PNC K P1
C est

l’application rationnelle [z] 7→ zj/z0. L’hypothèse que l’aire décrite par f soit
finie entrâıne que l’aire décrite par les uj ◦ f est finie, de sorte que Fj = fj/f
est une fonction rationnelle. Il suffit alors de factoriser Fj = gj ◦ R en sorte
que g = (1, g1, . . . , gN ) : P1

C → X définisse une application génériquement
injective.

On cherche maintenant à dénombrer les incidences de la courbe f : C → X
avec une hypersurface H = {σ(x) = 0} ⊂ X définie par une section globale
σ de L. On regarde pour cela la fonction holomorphe σ ◦ f : C → L et on
introduit la fonction de dénombrement des zéros
(2.7)

Nf,σ(r) =

∫ r

r0

nf,σ(ρ)
dρ

ρ
, nf,σ(ρ) = nombre de zéros de σ ◦ f dans D(0, ρ),
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où les zéros sont comptés avec multiplicités. Enfin, on introduit la fonction
mf,σ, dite fonction de proximité, telle que

(2.8) mf,σ(r) =
1

2π

∫ 2π

0

log
1

‖σ ◦ f(reiθ)‖h
dθ.

Cette fonction est positive ou nulle, si on normalise σ par une constante
en sorte que ‖σ‖h 6 1 (ce que nous supposerons désormais). Intuitivement,
mf,σ(r) est d’autant plus grand que f s’approche souvent de H = {σ = 0}
sur le cercle de rayon r. Nous pouvons maintenant énoncer le

2.9. Premier théorème fondamental de Nevanlinna Soit (L, h) un fibré en
droites hermitien de forme de courbure ω = Θh(L) > 0. Pour toute section σ de
L et toute courbe f : C → X dont l’image n’est pas contenue identiquement dans
l’hypersurface H = {σ = 0}, on a

mf,σ(r) +Nf,σ(r) = Tf,ω(r) +O(1).

En particulier, à constante additive près, l’ordre de grandeur du membre de
gauche quand r → +∞ ne dépend pas du choix de σ, mais seulement de
l’indicatrice de croissance de f .

Démonstration. — C’est une conséquence de la formule de Jensen (?), ap-
pliquée à la fonction u(t) = log ‖σ ◦ f(t)‖h. On constate que, au sens des
distributions

i

π
∂∂ log ‖σ ◦ f(t)‖h =

∑
mjδaj − f?ω

où δaj est la mesure de Dirac en les zéros (aj) de σ ◦ f et mj la multiplicité
de ce zéro (c’est le cas particulier à une variable de la formule dite de
“Lelong-Poincaré”; le terme f?ω provient de la différentiation de la fonction
ϕ ◦ f , issue du poids de la métrique h). En substituant dans la formule de
Jensen, on trouve alors

Nf,σ(r)− Tf,ω(r) = −mf,σ(r) +mf,σ(r0).

On introduit classiquement le défaut de f par rapport à l’hypersurface H =
{σ = 0} comme étant

(2.10) δσ(f) = lim inf
r→+∞

mf,σ(r)

Tf,ω(r)
∈ [0, 1].

En particulier, le défaut est égal à 1 si σ ◦ f ne s’annule pas, et il est égal
à 0 si la fonction de dénombrement des zéros Nf,σ(r) crôıt aussi vite que
possible. Un résultat essentiel de la théorie de Nevanlinna est que la somme
des défauts

∑
a∈P1

C
δa(f) est au plus égal à 2 (ce qui redonne sous forme

quantitative le grand théorème de Picard). L’un des ingrédients essentiels
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de la preuve est une estimation de la fonction de proximité des dérivées
logarithmiques d’une fonction méromorphe. Si f : C → P1

C est une fonction
méromorphe, la fonction de proximité au point ∞ ∈ P1

C est donnée par

(2.11)∞ mf,∞(r) =
1

2π

∫ 2π

0

log+ |f(reiθ)| dθ +O(1)

En effet, si σ(z) = (1, z)−1 ∈ O(1) est la section de O(1) s’annulant à l’infini,
on a ‖σ(z)‖ = (1 + |z|2)−1/2, de sorte que log 1/‖σ ◦ f)‖ = log(1 + |f |2)1/2 =
log+ |f |+ O(1) (en fait, l’erreur est majorée par log 2). De même, la fonction
de proximité au point a ∈ P1

C est donnée par

(2.11)a mf,a(r) = m1/(f−a),∞(r) =
1

2π

∫ 2π

0

log− |f(reiθ)− a| dθ +O(1).

En particulier, si ω1 est la métrique de Fubini-Study sur P1
C , on obtient la

majoration utile

(2.12)
1

2π

∫ 2π

0

∣∣ log |f(reiθ)|
∣∣ dθ = mf,∞(r) +mf,0(r) 6 2Tf,ω1

(r) +O(1).

Le lemme suivant est l’une des contributions essentielles de Nevanlinna.

2.13. Lemme de la dérivée logarithmique Soit f : C → P1
C une fonction

méromorphe et Dp log f la dérivée logarithmique p-ième de f . Alors, pour tout
ε > 0, il existe un ensemble de mesure de Lebesgue finie dans R+ tel que

mDp log f,∞(r) 6 log r + (1 + ε) log+ Tf,ω(r) +O(1), r ∈ R+ r E.

pour tout r > 0 en dehors d’un ensemble de mesure de Lebesgue finie dans
]0,+∞[.

Démonstration. — Fixons R > r. On utilise la version suivante de la formule
de Jensen :

log |f(t)| = 1

2π

∫
|z|=R

R2 − |t|2

|z − t|2
log |f(z)| dθ(z) +

∑
aj∈D(0,R)

νj log
∣∣∣R(t− aj)
R2 − taj

∣∣∣,
où
∑
νj [aj ] est le diviseur des zéros et des pôles de f , et où dθ, dλ désignent

respectivement la mesure angulaire sur le cercle et la mesure de Lebesgue sur
le disque de rayon R. (Preuve: si t = 0, la formule se réduit à la formule
habituelle des manuels de 2nd cycle; en général, il suffit d’appliquer cette

formule après avoir composé f avec l’automorphisme z 7→ R2(t−z)
R2−zt qui envoie

0 sur t). Compte tenu de ce que R2−|t|2
|t−z|2 = 2 Re z+t

z−t , une dérivation sous le

signe somme au moyen de l’opérateur 2∂/∂t donne

f ′(t)

f(t)
=

1

2π

∫
|z|=R

2z

(z − t)2
log |f(z)| dθ(z) +

∑
j

νj

( aj
R2 − taj

− 1

aj − t

)
.
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14 JEAN-PIERRE DEMAILLY

On dérive une nouvelle fois avec l’opérateur 1
(p−1)! (

∂
∂t )

p−1 pour obtenir

Dp log f(t) =
1

2π

∫
|z|=R

2z

(z − t)p+1
log |f(z)| dθ(z)

+
∑
j

νj

( apj
(R2 − taj)p

− 1

(aj − t)p
)
.

Une majoration brutale de cette expression sur le cercle |t| = r fournit

|Dp log f(t)| 6 1

2π

2r

(R− r)p+1

∫
|z|=R

∣∣ log |f(z)|
∣∣ dθ(z)

+
∑
j

|νj |
( 1

(R− r)p
+

1

|aj − t|p
)
.

L’intégrale de
∣∣ log |f |

∣∣ se majore aisément à l’aide de (2.12). Par ailleurs,
si b ∈ P1

C est un point quelconque, la définition de la fonction de comptage
Nf,b(R) donne

nf,b(R) log
R′

R
6 Nf,b(R

′) 6 Tf,ω1(R′) +O(1),

pour tous R′ > R, d’où∑
aj∈D(0,R)

|νj | = nf,0(R) + nf,∞(R) 6
2

logR′/R

(
Tf,ω1

(R′) +O(1)
)
.

En substituant dans la formule obtenue pour Dp log f et en factorisant la
borne Tf,ω1

(R′) +O(1) obtenue pour les deux termes du membre de droite, il
vient

log+ |Dp log f(t)| 6 log+

( r

(R− r)p+1
+

1

logR′/R

( 1

(R− r)p
+

1

|aj − t|p
))

+ log+ Tf,ω1
(R′) +O(1).

On choisira R = r + δ/2, R′ = r + δ pour une certaine constante δ 6 r assez
petite, de sorte que 1

logR′/R 6 C r
δ . Pour |t| 6 r, on trouve alors

log+ |Dp log f(t)| 6 log+

( r

δp+1

(
1 +

δp

|aj − t|p
))

+ log+ Tf,ω1
(r + δ) +O(1).

Lorsqu’on intègre cette majoration sur le cercle |t| = r, il est facile de voir
que le terme log

(
1 + δp/|aj − t|p

)
fournit une contribution bornée par des

constantes universelles. Il en résulte

mDp log f,∞(r) 6 log+

( r

δp+1

)
+ log+ Tf,ω1

(r + δ) +O(1),
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où l’erreur O(1) est uniforme par rapport aux variables r et δ. Le lemme
de la dérivée logarithmique résulte alors du lemme élémentaire suivant, en
choississant δ = 1/Tf,ω1(r)ε.

2.14. Lemme (E. Borel) Soit T : R+ → ]0,+∞[ une fonction continue
croissante. Alors, pour tout ε > 0, l’ensemble E = Eε des r ∈ R+ tels que

T
(
r + T (r)−ε

)
> 2T (r)

est de mesure de Lebesgue finie.

Démonstration. — Comme T est continue, E est fermé. Soit r1 = minE. On
définit rk par récurrence sur k en posant

rk+1 = min
(
E ∩

[
rk + T (rk)−ε,+∞

[)
.

Si E ou si l’intersection ci-dessus est vide pour un certain k, alors E est
borné et donc de mesure de Lebesgue finie. Sinon, on obtient une suite infinie
(rk) de points de E tels que

T (rk+1) > T
(
rk + T (rk)−ε

)
> 2T (rk),

pour tout k, par conséquent T (rk) > 2k−1T (r1) et

+∞∑
k=1

T (rk)−ε < +∞.

Comme E ⊂
⋃
k>1[rk, rk + T (rk)−ε] par définition des rk, le lemme est

démontré.

Une conséquence importante du lemme de la dérivée logarithmique est ce
que l’on appelle le Deuxième théorème fondamental de Nevanlinna. Nous nous
contenterons d’énoncer le résultat, en renvoyant le lecteur à S. Lang [Lang87],
par exemple, pour les détails.

2.15. Deuxième théorème fondamental de Nevanlinna Soit f : C → P1
C

une fonction méromorphe. On définit le diviseur de ramification Rf de f comme
étant égal à

∑
ej [wj ] où wj sont les points où f ′ s’annule et ej la multiplicité

d’annulation de f ′ (en un point wj où f(wj) = ∞, on regarde bien sûr 1/f à
la place de f). Alors, pour tout ensemble fini {aj} ⊂ P1

C , il existe une partie
E ⊂ R+ de mesure de Lebesgue finie telle que

NRf
(r) +

∑
j

mf,aj (r) 6 2Tf,ω1(r) +O
(

log r+ log+ Tf,ω1(r)
)
, r ∈ R+rE,

où NRf
(r) =

∫ r
r0
nRf

(ρ) dρ/ρ est la fonction de dénombrement du diviseur de
ramification.
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De là, on déduit immédiatement la relation attendue pour les défauts, à
savoir

∑
j δaj (f) 6 2. En fait, tous les résultats énoncés dans cette section

restent vrais pour des fonctions méromorphes f : C rD(0, r0) → X définies
seulement au voisinage de l’infini. L’extension des démonstrations à ce cas ne
requiert que des adaptations très légères, qui seront laissées à la sagacité du
lecteur. Les intégrales sur D(0, r) définissant les indicatrices de croissance et
les fonctions de dénombrement sont remplacées purement et simplement par
des intégrales sur les couronnes D(0, r) r D(0, r0). On vérifie alors que les
fonctions Tf,ω(r) et Nf,σ(r) sont bien définies à des termes O(log r) près, et
que la formule de Jensen vaut elle aussi à O(log r) près.

3. Preuve du théorème d’annulation fondamental

Nous démontrons maintenant le théorème 1.3 en suivant les arguments de
Y.T. Siu [Siu87]. Soit f : C → X une courbe entière et P un opérateur
différentiel algébrique à valeurs dans L? où ω = Θh(L) > 0. On suppose
que P (f ′, . . . , f (k)) ne s’annule pas identiquement. Le point de départ est
l’inégalité

i

2π
∂∂ log ‖P (f ′, . . . , f (k))‖2h > f?ω

(en fait le membre de gauche est égal au membre de droite plus une cer-
taine combinaison linéaire de mesures de Dirac aux points où P (f ′, . . . , f (k))
s’annule). On en déduit alors

Tf,ω(r) 6
∫ r

r0

dρ

ρ

∫
D(0,ρ)

i

2π
∂∂ log ‖P (f ′, . . . , f (k))‖2h

=
1

2π

∫ 2π

0

log ‖P (f ′, . . . , f (k))(reiθ)‖h dθ + Const

grâce à la formule de Jensen. Considérons maintenant une famille finie
de fonctions méromorphes (uj) sur X telles qu’on puisse extraire des
coordonnées locales holomorphes au voisinage de tout point à partir de
déterminations locales des logarithmes log uj (X étant plongée dans un es-
pace projectif, il suffit de prendre les fonctions induites par les fonctions
rationnelles zj/zk sur l’espace projectif dans suffisamment de systèmes de
coordonnées). On peut alors exprimer localement P (f ′, . . . , f (k)) comme
un polynôme Q dans les dérivées logarithmiques Dp(log uj ◦ f), ayant des
coefficients holomorphes en la variable f , i.e.,

P (f ′, . . . , f (k)) = Q
(
f,Dp(log uj ◦ f)p,j

)
, Q(z, vp,j) =

∑
aα(z)vα.

Par compacité de X, il en résulte

1

2π

∫ 2π

0

log ‖P (f ′, . . . , f (k))(reiθ)‖h dθ 6 C1

∑
j, 16p6N

mDp(log uj◦f),∞(r) + C2

GAZETTE DES MATHÉMATICIENS
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pour des constantes C1, C2 adéquates. D’après le lemme 2.5 et le lemme de
la dérivée logarithmique, on aura

mDp(log uj◦f),∞(r) 6 C3

(
log r+

∑
log+ Tuj◦f,ω1(r)

)
6 C4

(
log r+log+ Tf,ω(r)

)
en dehors d’un ensemble de mesure de Lebesgue finie dans [0,+∞[. Mettant
bout à bout ces inégalités, il vient

Tf,ω(r) 6 C
(

log r + log+ Tf,ω(r)
)

en dehors d’un ensemble de mesure de Lebesgue finie. On en déduit que
Tf,ω(r)=O(log r), par conséquent f(C ) est d’aire totale finie et C = f(C ) est
une courbe rationnelle. On peut alors factoriser f = g ◦ R avec une fonction
rationnelle R ∈ C (z) et g : P1

C → C ⊂ X le morphisme de désingularisation.
L’opérateur g?P induit sur P1

C est nécessairement nul d’après le lemme
ci-dessous. Par suite g?P = 0 et

P (f ′, . . . , f (k)) = g?P (R′, . . . , R(k)) ≡ 0,

ce qu’il fallait démontrer.

3.1. Lemme Soit X une variété projective dont le fibré canonique KX est à
courbure semi-négative (par exemple un espace projectif ou une hypersurface lisse
de degré 6 n + 2 dans Pn+1

C ). Alors, pour tout fibré en droites L à courbure
positive sur X et tous entiers k,m > 0, on a H0(X,Ek,m ⊗ L−1) = 0.

Démonstration. — Soit P (f ′, . . . , f (k)) ∈ Ek,m. En regardant les degrés partiels
par rapport à la variable f (k) des monômes intervenant dans P , on obtient
une filtration de Ek,m dont le gradué est⊕

06p6m/k

Ek−1,m−kp ⊗ SpT ?X .

En effet f (k) peut être vu comme un élément de TX , et un monôme (f (k))αk

de degré |αk| = p, comme un élément de SpT ?X . En filtrant de nouveau par
rapport aux degrés en les dérivées f (j), j < k, on obtient une filtration telle
que

G•Ek,m =
⊕

p1+2p2+...+kpl=m

Sp1T ?X ⊗ · · · ⊗ SpkT ?X .

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier que H0(X, (T ?X)⊗m ⊗ L−1)
n’a pas de section non triviale. C’est clair si X = P1

C , puisqu’alors
T ?P1 = O(−2) et L = O(−λ) pour un certain λ > 0. Dans le cas général
(que nous ne détaillerons pas ici), on peut s’appuyer sur la formule de
Bochner et le fait que X admet une métrique kählérienne à courbure de Ricci
semi-positive (voir par exemple [Dem95], lemme 14.2).
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4. Opérateurs wronskiens et connexions projectives partielles

Soit X une variété complexe de dimension n. En reprenant des idées de
Y.T. Siu [Siu87] et de A. Nadel [Nad89], nous considérerons des connexions
méromorphes ∇ opérant sur le fibré tangent TX , c’est-à-dire des opérateurs de
la forme

∇wv =
∑

16i,k6n

(
wi
∂vk
∂zi

+
∑

16j6n

Γkijwivj

) ∂

∂zk
= dwv + Γ · (w, v),

dont les symboles de Christoffel Γ = (Γkij)16i,j,k6n, calculés relativement à
des systèmes de coordonnées holomorphes (z1, . . . , zn) quelconques, sont
méromorphes. Soit B le diviseur des pôles de ∇ (i.e. de ses coefficients
Γkij) et b ∈ H0(X,O(B)) la section canonique associée. Alors b∇ est un
opérateur à coefficients holomorphes.

Étant donné une courbe holomorphe f : D(0, r) → X non contenue dans
le support |B| de B, on définit inductivement les dérivées covariantes

f ′, f ′′∇, . . . , f
(n)
∇ par f

(k+1)
∇ = ∇f ′(f (k)∇ ). Le Wronskien de f relativement à

∇ est la section méromorphe de f∗(ΛnTX) = f∗(K?
X) telle que

W∇(f) = f ′ ∧ f ′′∇ ∧ · · · ∧ f
(n)
∇ .

En compensant les pôles du Wronskien à l’aide d’une puissance de b, on
obtient une section holomorphe b(f)n(n−1)/2W∇(f), à valeurs dans le fibré en
droite f∗

(
K?
X ⊗ OX( 1

2n(n − 1)B)
)
. Le point de départ est la conséquence

suivante du théorème 1.3, appliqué à l’opérateur P = bn(n−1)/2W∇ à valeurs
dans le dual L−1 du fibré A = KX ⊗ OX(− 1

2n(n − 1)B), opérateur qui est
d’ordre n et de degré m = n(n+ 1)/2.

4.1. Théorème Soit X une variété complexe compacte de dimension n mu-
nie d’une connexion méromorphe ∇ de diviseur de pôles B. Si le fibré en
droites KX ⊗OX(− 1

2n(n− 1)B) est ample, alors pour toute courbe entière non
constante f : C → X , on a ou bien f(C ) ⊂ |B| ou bien W∇(f) ≡ 0.

Une observation importante est de voir que pour définir le Wronskien W∇
on n’a pas besoin de connâıtre entièrement le tenseur Γkij , mais seulement
modulo des tenseurs de la forme αiδjk + βjδik. En effet, soit ∇̃ une
autre connexion telle qu’il existe des 1-formes méromorphes α et β avec
∇̃wv∇wv + α(w) · v + β(v) · w pour tous champs de vecteurs v, w. On vérifie
alors facilement par récurrence sur k que f

(k)

∇̃
est somme de f

(k)
∇ et d’une

combinaison linéaire des dérivées covariantes d’ordre inférieur, par suite
W∇ = W∇̃. Ceci permet d’étendre le théorème d’annulation du Wronskien au
cas des “connexions projectives partielles”, définies comme suit.

4.2. Définition Une connexion projective partielle ∇ sur X est une section du
faisceau quotient du faisceau des connexions méromorphes modulo l’addition de
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tenseurs méromorphes de la forme (w, v) 7→ α(w)·v+β(v)·w. En d’autres termes,
∇ est définie par la donnée de connexions méromorphes j∇ sur les ouverts Uj
d’un recouvrement de X , en sorte qu’on ait des relations de compatibilité
k∇wv − j∇wvαjk(w) · v + βjk(v) · w sur Uj ∩ Uk.

Un des intérêts la notion de connexion projective partielle est sa bonne
compatibilité avec les passages au quotient. On vérifie aisément la propriété
suivante.

4.3. Proposition Soit W une variété complexe sur laquelle un groupe de Lie G
agit librement et proprement. Soit X = W/G la variété quotient et π : W → X

la projection canonique. Étant donné une connexion méromorphe ∇̃ sur W et
une section locale σ : W/G ⊃ U → W de π, on peut définir une connexion
σ∇ = π∗(σ

∗(∇̃)) sur U telle que

o) σ∇wv = π∗
(
∇̃σ∗w(σ∗v)

)
pour tout couple de champs (w, v) sur U . Les différentes connexions σ∇ se
recollent en une connexion projective partielle sur W/G tout entier sous les
conditions suivantes :

i) ∇̃ est G-invariante.

ii) Pour tout couple de champs G-invariants v et τ sur W tel que τ soit dans le
fibré tangent relatif TW/X ⊂ TW , il existe des 1-formes méromorphes α et β le
long de TW/X telles que ∇̃τv − α(τ)v et ∇̃vτ − β(τ)v soient tangents à TW/X .

4.4. Corollaire (Cas de Pn = C n+1 r {0}/C ∗). Soient ∇̃ = d + Γ̃ une
connexion méromorphe sur C n+1, ε =

∑
zj∂/∂zj le champ de vecteurs d’Euler

et π : C n+1 r {0} → Pn la projection canonique. Alors ∇̃ induit une connexion
projective partielle sur Pn dès que

i) les symboles de Christoffel Γkij sont des fonctions rationnelles homogènes de
degré −1.

ii) il existe des fonctions méromorphes α, β et des 1-formes méromorphes γ, η
telles que pour tous champs de vecteurs v, w on ait

Γ̃ · (ε, v) = αv + γ(v)ε, Γ̃(w, ε) = βw + η(w) · ε.

5. Cas de certaines classes d’hypersurfaces
algébriques dans Pn

Soit X une variété complexe de dimension n munie d’une connexion pro-
jective partielle ∇, et soit Y une hypersurface de X non contenue dans le
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diviseur des pôles de ∇. L’hypersurface Y est dite totalement géodésique par
rapport à la connexion ∇ si ∇wv est un champ de vecteurs tangent à Y
chaque fois que v, w sont tangents à Y , autrement dit si la restriction ∇|Y
définit une connexion sur TY . Un calcul classique donne la caractérisation
suivante.

5.1. Lemme Y = {s = 0} est totalement géodésique par rapport à ∇ si=20et
seulement s’il existe localement au voisinage de Y des fonctions méromorphes ai,
bj et cij telles que∑

16k6n

Γkij
∂s

∂zk
+ ai

∂s

∂zj
+ bj

∂s

∂zi
+ s cij =

∂2s

∂zi∂zj
, 1 6 i, j 6 n.

L’idée originale de [Nad89] est de profiter de la haute indétermination de
ce système linéaire (en les inconnues Γkij , ai, bj et cij) pour trouver une
connexion méromorphe de Pn par rapport à laquelle toute hypersurface
membre d’un système linéaire (Yα) assez grand soit totalement géodésique.
La définition suivante introduite dans [EG96] sera commode.

5.2. Définition Soient k0, . . . , kn et p des entiers tel que 0 6 kj < p/2 ; on note
Sp,k0,...,kn l’espace des polynômes homogènes s de degré p dans C [z0, . . . , zn] tel
que chaque monôme de s est multiple de zp−kjj pour un certain j.

Remarquons que, dans ces conditions, tout élément s ∈ Sp,k0,...,kn s’écrit de
façon unique comme s = s0 + · · ·+ sn avec sj multiple de z

p−kj
j . Considérons

une telle hypersurface Y = {s = 0} ⊂ Pn, et le système linéaire associé
Yα = {α0s0 + · · ·+ αnsn = 0}, α = (α0, . . . , αn) ∈ C n+1. On va construire

une connexion méromorphe ∇̃ sur C n+1 par rapport à laquelle le cône
algébrique Ỹα ⊂ C n+1 au dessus de Yα soit totalement géodésique pour
tout α. Il suffit pour cela de résoudre le système d’équations du lemme 5.1
en fixant par exemple ai = bj = cij = 0, ce qui conduit à résoudre le système
linéaire

(5.3)
∑

06k6n

Γ̃kij
∂s`
∂zk

∂2s`
∂zi∂zj

, 0 6 i, j, ` 6 n.

Ce système admet une solution unique dès que δ := det(∂s`/∂zk)06k,`6n 6≡ 0.

5.4. Lemme La connexion ∇̃ définie par les symboles Γ̃kij solutions de (5.3) in-
duit sur Pn une connexion projective partielle ∇ pour laquelle toute hypersurface
Yα est totalement géodésique.

Démonstration. — En effet, la solution Γ̃kij sont des fonctions rationnelles de
degré −1 donc 4.4 i) est vérifié. Observons de plus que la connexion est
symétrique (i.e. Γ̃kijΓ̃

k
ji). Finalement, grâce à l’identité d’Euler, on a :∑

06i,k6n

ziΓ̃
k
ij

∂s`
∂zk

=
∑

06i6n

zi
∂2s`
∂zi∂zj

= (p− 1)
∂s`
∂zj

, 0 6 `, j 6 n.
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Par suite, la condition δ 6≡ 0 entrâıne (
∑
i ziΓ̃

k
ij)j,k = (p − 1) Id, d’où puisque

∇̃ est symétrique, Γ̃(ε, v) = Γ̃(v, ε) = (p − 1)v. La propriété 4.4 ii) est donc
également vérifiée.

Un vérification aisée montre que les déterminants de Cramer intervenant

dans la résolution de (5.3) sont tous divisibles par
∏
z
p−kj−2
j , et il en résulte

par simplification de ce facteur dans δ que le degré du diviseur B des pôles
de ∇ est au plus égal à n+ 1 +

∑n
j=0 kj . Si p est assez grand, une application

directe du théorème 1.1 montre que toute courbe entière f tracée sur Y
satisfait ou bien f(C ) ⊂ |B| ou bien W∇(f) ≡ 0. La condition W∇(f) ≡ 0
permet de voir que f(C ) est contenu dans toute hypersurface Yα qui contient
les (n− 1) premières dérivées covariantes de f en un point générique. Or, par
un comptage de dimension, il y a au moins une autre hypersurface Yα 6= Y
pour laquelle cette condition soit réalisée. On en déduit

5.5. Théorème Soit s = s0 + · · · = 20 + sn ∈ Sp,k0,...,kn un polynôme tel
que δ = det

(
∂s`/∂zk

)
k,`
6≡ 0, et tel que Y := {s = 0} soit une hypersurface

lisse de Pn. Soient enfin Yα = {α0s0 + · · · + αnsn = 0} et B le diviseur
des pôles de la connexion projective partielle ∇ donnée par (5.3). Supposons
p > n+1+ (n−1)(n−2)

2 (n+1+
∑n
i=0 ki). Alors, toute courbe entière non constante

tracée sur Y est algébriquement dégénérée et vérifie ou bien f(C ) ⊂ Y ∩ |B|, ou
bien f(C ) ⊂ Y ∩ Yα pour une certaine hypersurface Yα distincte de Y .

6. Exemples

6.1. Hypersurfaces de Fermat Y = {zp0 + zp1 + · · ·+ zpn = 0}.
On fait un calcul à la main pour voir que le Wronskien a pour dénominateur
(z0 · · · zn)n−2 (le théorème 5.5 tel quel ne donne pas l’estimation optimale).
Les courbes entières sont donc toutes algébriquement dégénérées dès que
p > n2. C’est un résultat démontré originellement par M. Green [Green75] en
utilisant la théorie de Nevanlinna.

6.2. Comme dans [EG96], considérons une hypersurface Y ⊂ P3 de la forme

(6.3) Y = {zp0 + zp1 + zp2 + zp−23 (ε0z
2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23) = 0},

définie par un élément s de Sp,0,0,0,2. On peut vérifier que Y est lisse si et
seulement si

(6.4)
∑
j∈J

ε
p/p−2
j 6= 2

p− 2

(
− p

2

)p/p−2
∀J ⊂ {0, 1, 2}

pour chaque choix des racines complexes d’ordre p− 2, et que la condition de
non dégénérescence δ 6≡ 0 est toujours satisfaite. Par suite, pour p > 10, le
théorème 1.3 montre que toute courbe entière f : C → Y est contenue dans
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une intersection complète Y ∩ |B| ou Y ∩ Yα. Grâce à un calcul du genre
des intersections (détaillé dans [EG96], §4), ces courbes ont toute un genre
géométrique > 2, du moins si on exclut les cas triviaux où Y contient des
droites projectives, à savoir si

(6.5) (εi, εj) 6= (0, 0), ∀i 6= j et εi/εj 6= −θ2, ∀θ racine de θp = −1.

On obtient donc finalement le résultat suivant, démontré indépendamment
par [DeEG97] et [SiYe96b].

6.6. Théorème Sous les conditions (6.4) et (6.5), la surface algébrique lisse
Y ⊂ P3 définie par (6.3) est hyperbolique au sens de Kobayashi, en tout degré
p > 11.
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