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SUR L'IDENTITE DE KODAIRA-NAKANO
EN GEOMETRIE HERMITIENNE

par Jean-Pierre DEMAILLY

Nous démontrons une identité de Kodaira-Nakano généralisée,
reliant les Laplaciens de Beltrami holomorphes et anti-holomorphes
d'un fibré vectoriel hermitien au-dessus d'une variété complexe
hermitienne, avec calcul explicite des termes de torsion.

We prove a generalized Kodaira-Nakano identity relating holomor-
phic and anti-holomorphic Laplace-Beltrami operators of a hermitian
vector bundle over a hermitian complex manifold, with explicit
computations of torsion terms.

O. — INTRODUCTION ET NOTATIONS .

Soit E un fibré vectoriel holomorphe hermitien de rang r
au-dessus d'une variété analytique complexe X de dimension n . On
désigne par D = D' + D" la connexion canonique de E , et par
c(E) = D2 = D'D'" + D"D' la forme de courbure associée. On suppose

donnée une métrique hermitienne

w=1i 2 w.,dz, A dz
1<j,k<n K ] k

de classe C° sur X . Le module bigradué @& 5 (X,E) des
p,q p’q
formes différentielles C & support compact dans X et a valeurs

dans E se trouve alors muni du produit scalaire
1
@v) = [ (@vydv , dv=—y ,
' n!
X

ol le produit scalaire ponctuel {(u,v) est défini & l'aide de et de
la métrique sur les fibres de E . On désigne par &' , ©&" les adjoints
(formels) de D' et D" opérant sur 5 (X,E) , par L I'opérateur
Lu = gAu et par A Il'adjoint de L . On note enfin



deg A deg B.

[A,B] = AB - (-1) BA

le crochet de 1'algébre de Lie graduée des endomorphismes de 5 (X,E) ,
et
Al = [D',@'] , AN = [Drv’én]

les opérateurs de Laplace-Beltrami holomorphe et anti-holomorphe. On
a alors l'identité classique suivante, attribuée a Bochner-Calabi-Kodaira-

Nakano.

THEOREME. - §Si la métrique  est kihlérienne (i.e. dwy=0)

on a 1'égalité :
A" = A" + [ic(E), Al

Les démonstrations usuelles de cette identité reposent sur la re-
lation de commutation [A,D'] = i8" (voir aussi P. Griffiths [1] pour
une autre méthode). Dans le cas ol @ n'est pas kihlérienne apparaft
un terme de torsion supplémentaire que nous nous proposons d'expliciter
complétement. De telles formules avaient déja été étudiées dans la
these de J. Le Potier [2] et I'article de T. Ohsawa [3] pour démontrer
des théorémes d'annulation de la cohomologie. Comme la thése de
Le Potier n'est pas aisément accessible, nous avons jugé utile de
refaire une partie des calculs en détail, par une méthode d'ailleurs
plus élémentaire qui n'utilise pas les formes primitives et la décompo-
sition de Lepage. Nous avons d'autre part poussé les calculs plus loin
de maniere a simplifier 1'écriture des opérateurs d'ordre un '"parasites"

dus a la torsion dans l'identité de Kodaira-Nakano (cf. théoréme 2.12).

l. = RELATIONS DE COMMUTATION .

Si a est un élément de 1'algébre extérieure AHom_ (TX,C)

R
on note encore a l'opérateur de multiplication extérieure uir— aAu .

Le produit intérieur par a est par définition 1'opérateur adjoint a*



(a1 u,v) = (a*u,v) = (u,anAv) .

Nous allons démontrer les relations de commutation suivantes.

THEOREME 1.1. - Soit 1 1'opérateur de type (1,0) défini

par T = [p,dw] . Alors :

(@) [&", L] = i(D'+7)
() [&,L] = -i(D"+7)
(¢ [A,D"] = -i(&'+7%)
@ [n,D'] =i(6"+1¥*) .

d'y sera appelée forme de torsion et T opérateur de torsion.

Les relations (c) et (d) résultent de (a) et (b) par adjonction.
Grice au lemme ci-dessous, on peut supposer en fait que E est le

fibré trivial Xx € avec métrique constante, et que D =d = d'+d" .

LEMME 1.2. - Pour tout X € X, il existe un repére holo-
morphe (ex)1S)\Sr de E au voisinage de Xy tel que
2
e (z),e =6 +0
(e, (2),e (2)) =8, (|z]")

relativement 4 un systéme de coordonnées locales (Zj)

1<j=n

centré en XO .

En effet, si (hx) est un repére holomorphe de E orthonormé

au point Xg et si

- 2
(b (2),h @) = 5, + JZ(ew.zj ey g7 T oz

il suffit de poser

e)\(z) =h (z) - 2 (z) . =

c. .z.h
A usJ AL ) U

Etant donné une section s = %s)\ ® e de C‘; q(X,E) on a alors

A
D_s = st}\@ e, * O(|z]) .

e — S an + ..
QA 26 s}\@e)\ o(lz]) ,...,



ce qui rameéne la preuve du théoréme 1.1 au cas du fibré trivial

Xx T .

Soit maintenant (Zj)lsjsn

centré en un point X, € X, tel que dzj (x

un systéme de coordonnées locales

0) soit une base orthonor-

mée de l'espace cotangent pour la métrique w(xo) . Posons

=i 2, dz. Adz. ,

w -
0 1<j<n |} J

w=w,*y avec y = 0(|z]) .

Désignons par ( , >0 , L0 , AO , 6'0 , 6’6 le produit scalaire et
les opérateurs associés 4 la métrique Wy > et soit dVO = %‘”I(; . Les

relations de commutation de la géométrie kihlérienne dans @ impli-
quent

[6’6,L0] = id' .
La démonstration des relations 1.1 (a-d) se fait maintenant grice 4 un
développement limité des opérateurs L, A, &' , & en fonction de ces
mémes opérateurs 'figés" au point x

0"

LEMME 1.3. - Soit u,v deux (p,q)-formes ¢ sur X.

Alors
(u,v)dV = (u—[\/,AO]u,V>OdVO + O(|z]2)-

au voisinage de x

0"

Démonstration. - Soit
=i 3 y.C.AC. <v_ <. <
1<j<n i €115 Y1= Yy Yn

une diagonalisation de la (1,1)-forme v(z) dans une hase (g]_) de

TEX , orthonormée relativement a wo(z) . On a donc

w=wyty = injgj/\gj

avec )\, = 1 +yj et Yj = O(|z|) . Posons
J = {J ’ 5j } » C = g. /\»'/\C . Av = Ao see A ,
u=ZuJ kCgMCk» V=LV ALk



ol la somme est étendue aux multiindices J,K croissants tels que
|91 =p, |K| =q . Relativement &  on a (€585 = , d'oll
-1

-1
{u,v)dv = Z)\J )\K uJ’KVJ K}Ll...)\ndV

= 2 ( Zy—ZY] 2.
J,K jeJ I jex l<j<n J

1

0

2
) 7. K"7, vy k3 + O(lz]")

Le lemme 1.3 est alors conséquence du lemme suivant :

LEMME 1.4. -

\
[Y’A ]u = Z (ZY + L/ Y. = Z Y. | u g /\g ’
0 J,K\jeJ jEK j 1<j<n J/] J,K*J °K

lequel résulte & son tour des formules

—_ sy s " - -

yau = i¢1)° éziu Y%7, kS N CkK

[v,aJu= 2 yuo o C AC - L yu. o C AT

j, k& L%M , j#k qujL,jMQkL/\QkM

= Z( 2 v.- L oy u. . C_AC ®
J,K\jednk 1 jéauk ¥ J,KI °K
PROPOSITION 1.5. - o' = &+ [AO,[b'd,y]] au point X, ,

i.e. en ce point les deux opérateurs ont méme écriture formelle.

Démonstration. - D'aprés le lemme 1.3, &' coihcide en Xy

avec l'adjoint de d" pour la métrique

(u|v)1 = I (u-[y,!\O] u|v>OdV0

Pour tous u € _& (X) et v € ﬂp q_1(X) on a par définition
— - '
(u\ol"v)1 = _f {u [y,/\O]u,d'v>0dV0

Il

f (6” - 8 ( (Ly, A ]u) V> dv,



Comme g et coihcident au point x et comme x.) =0, on
0 0 Y&y

obtient en ce point :

— " — " — A - T )
§'u 6011 60([\(,/\0]11) 6011 [60,[\(,1\0]]11 ,

&' 1 - [6‘(‘)’['\()/\\0]]

0
On utilise maintenant 1'identité de Jacobi

(1.6 (-1)°%[A,[B,C]] + (-DPIB,[C,Al] + (-1)*°[C,[A,B]] = 0,
ol a,b,c sont les degrés respectifs de A,B,C . II vient

] - " *
[ay. 831 = [d", L] 0,

par suite

[6'0',[y,AO]] + [AO,{a'd,y]] =0

ce qui démontre 1.5. =

Démonstration du théoréme 1.1. - Il suffit de prouver (a), la

propriété (b) s'en déduit par conjugaison. L'égalité L = L0 +y etla

proposition 1.5 entrafhent au point X, la relation

1.7 [L e = [Lo,zsfdl + [LO,{AO,[&(‘),\(]]] + [Y,é'd] ,

car le crochet triple ou vy figure 2 fois est nul en Xy - D'aprés

I'identité (1.6) appliquée avec C = [6'6,\(] on obtient

[LO,[/\O,C]] = -[AO,[C,LO]] - [C,[LO,AOH ,
(1.8)

[C,LO] = [LO,[é‘d,y]] = [y,[LO,ér(;]]
La relation classique [LO, 6‘6’] = - id'" donne donc
(1.9) [c,LOJ = - [y,id'] = id'y = id'w .

D'autre part, le lemme 1.4 montre que
(1.10) [Ly,a Ju = (prq-nju

si u est de bidegré (p,q) ; comme C est de type (1,0) il vient
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(t.11) [C,ILy, 0,01 = ~C = -1T88,y]

D'aprés (1.8), (1.9), (1.11) il en résulte la relation
[LO’[AO’{&(;’Y]]] = “[Ao,id'u.)] + [6'6,'\(]

On obtient en définitive d'aprés (1.7) 1'égalité :
[L,87 = [L,, 601 - [A),idw] = - i@+1)

au point x ce qui achéve la vérification de (a). =

0 )

Par une méthode entiérement différente, J. Le Potier [2] a établi
des formules analogues et a obtenu la relation essentiellement équivalen-

te ¥ = %[A,[A,d'w]] , cf. lemme 2.2 ().

2. — |IDENTITE DE KODAIRA-NAKANO .

Les relations de commutation du § 1 vont nous permettre d'expri-
mer A" en fonction de A" comme dans le cas k#hlérien, modulo des
termes de torsion supplémentaires.

PROPOSITION 2.1. - A" = A' + [ic(E),A] + [D',¢¥] - [D", %]

Démonstration. - L'égalité 1.1 (d) fournit o = -ilA,D'] - 7% |

d'ol

A" = [D", 8" = —ilD",[A,D'T] - [D",T¥]
L'identité de Jacobi entrathe d'autre part

[D",[p,D']] = [p,ID',D"]] + [D',[D",A]l]
= [A,c(E)] + ilD', 8" +1¥%]

compte-tenu de 1.1 (c), ce qui démontre la relation (2.1). =

Nous allons maintenant transformer 1'égalité (2.1) de maniére a
absorber les opérateurs différentiels d'ordre un [D',t*] et [D", ¢¥]

dans I'écriture de A' .



LEMME 2.2. -
@ I[L,<]
®)y [A7] =-2i7* .

3d'w ,

Démonstration. -

(a) Comme [L,d'w] =0, l'identité de Jacobi entraime

[L,7] = [L,[A,dwl]l = -[dw,[L,Al] = 3d'w

compte-tenu de (1.10) et du degré de d'w , qui est égal & 3 .

(b) On a 1 =-ild", L] - D' grice a 1.1 (a), d'ol
[A,t] = —ila, Lo, LIT - [A, D] = —i(lp, [87, L1 +am+ 1% .

En utilisant de nouveau (1.6) et (1.10) il vient

[A L8, L]] = - [L,[p,8"]] - [&,[L, Al
— [[d”,L],A]* -
- _ [d"w,!\.]* - 8 = ’—l,:* -,
doi [A,7] = -2i7% . =

LEMME 2.3. =
() [D’,’_r*] =-[D", 8" = [1,8"] |,

() -I[Dr,t*] = [¢,8 + %] + [A,[A,—%d’d”w]] - [d'w, (d'w)*]

Démonstration. - L'identité de Jacobi implique

-[D,[A, D] + [D',[D',7Al1 + [A,[D',D']] =0,

don [D',[A,D'1] =0 et de méme [6",[8",L]] =0 .

L'égalité (a) résulte alors de 1.1 (a) et (d). Pour vérifier (b) on part

de l'égalité t* = %[A,T] fournie par 2.2 (b). Il s'ensuit

(2.4) [D", ¥ = Ei[D”,[A,T]]

On utilise maintenant 1'identité de Jacobi a répétition :
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2.5 ID",[p, 111 = [p,[t,D"]] + [¢,[D",A]]

@2.6) [1,0"] = [D",7] = [D",[A,dwl]
[A, [d'w,D"]] + [d'w,[D", A]]

[p,dmd'y] + [d'w, Al

Il

avec la notation A = [D'",A] = i(8'+7") . D'aprés (2.6) il vient

2.7 [A,[7,D"] [A, [0 ,d"d'w]] + [A, [d'w, Al]
Calculons maintenant le dernier crochet dans (2.7) :

[A,[dw, All (A, [pn,dw]]l - [dw,[A, AT,
2.8)  [p,[dw,All = [1,A] + [d'w,[n, A11

2.9 [Ar,Al =ilp, 8'+7%] = ild'+7, L1¥

on [d',Ll =dw et [t,L] =-3dw daprés 2.2 (a). Les égalités

(2.9) et (2.8) fournissent donc respectivement
[A Al = = 2i@d'w)* ,
2.10) [A,[d'w,All = [¢,[D",A1] - 2ildw, @'w)*]
Les formules (2.5), (2.7), (2.10) donnent par conséquent
2.11) [D" [A, 711 = [p,[A,d"drw]] + 207, [D", A1) - 2ild'w, (@'w)¥*]
L'identité 2.3 (b) résuite alors de (2.4) et (2.11), compte-tenu que

[D", Al = i(3'+7%) . =

Le lemme 2.3 (b) montre maintenant que

A+ [D', ¥ - [D",7¥1 = [D'+1, 8'+7%] + [A,[A,Eid'd”w]]
- [d'w, @w*]

Posons A' = [D'+1, 8'+7°] . Comme &' +1*¥ est I'adjoint de
T
D+, Ajr est un opérateur autoadjoint = 0 . La proposition 2.1

peut donc se récrire
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THEOREME 2.12. - A" = A" + [ic(E),A] + Tw
T
avec A% = [D'+1, 8'+*1 , 1 =1[Adwl ,
T = [A,[A,—zl-d'd”w]] - [d'w,@w*] .=

w

Dans le cas ol la métrique  est kihlérienne, on a naturelle-
ment T = Tw = 0 . De plus, dans ce cas le lemme 2.3 (a) implique

[D',8"] = 0, dou [D",8'] =0 par adjonction, ce qui donne
A=1ID,8] = [D'+D", §'+8"] = A" + A" .
Dans le cas non kihlérien, le lemme 2.3 (a) s'écrit [D'+1, 8"] = 0 et

on obtient la relation analogue plus générale

[D+r, 6+7%] = [(Dr+7)+D", (B+7%) +8"] = o1 + 4" .
T

PROPOSITION 2.13. - Soit A = [D+t, 8+*] . Alors
T

A=A +A" . m

T T

3. — THEOREME D'EXISTENCE EN BIDEGRE (n,q) .

Pour toute forme u € ,&p q(X,E) le théoréme 2.12 implique la

2

généralisation suivante de l'inégalité de Nakano classique :

(3.1) Hﬁ"uﬂz + HD”qu > (lic(E), Nu|u) + (Twulu) .

Dans certains cas, le terme (Twulu) pourra se simplifier

grice aux remarques suivantes :

3.2) si p=n ou n-1, ([dw,dw*luju = H(d'w)*uﬂz

si (p,a) = (1), (A, [N, d'd"w]] =0 .
On suppose maintenant que le fibré E est semi-positif au sens de
Nakano. On sait alors que l'endomorphisme [lic(E), Al opérant sur
les (n,q)-formes est hermitien > 0 . Soit h wune (n,qg)-forme a coef-

ficients mesurables sur X . On note

2 -1
HhHC(E)— (lic(®), Al "h,h) ,
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i.e. Hth(E) est le plus petit réel = 0 (éventuellement +w ) tel que

|¢h,uy| = Hth(E)([ic(E),A]u,u> pour tout u .

THEOREME 3.3. - On fait les hypothéses suivantes :

(3.4 D"h=0 ;
2
(3.5) IXHhHC(E)dV < teo

(3.6) la métriqgue w est compléte et la forme d'w est w-bornée

(c'est toujours le cas si X est compacte) ;

(3.7 dd"w=20 si g>1.

Alors il existe une (n,q-1)-forme f et une (n-2,q-1)-forme g

sur X 4 valeurs dans E telles que

(3.8) IX(Hf”ZjLHgHZ)dV < [‘XHhHi(E)dV ,

(3.9) h = D'f +P@d'wAg) ,

2
ol P est le projecteur orthogonal Ln q(X,E) — Ker D" .

Démonstration. - L'hypothése de complétude (3.6) montre que

I'inégalité (3.1) est vraie pour tout u € Dom(ég q) n Dom(D}l' q) , grice

au lemme de densité classique de Hérmander. Ecrivons alors

= +
u U.l u2

avec u1 € KerDH,q N € (Ker Dﬁ,q)l ; il vient
2 2 2 .
|(h|u)|” < |(h[ul)| < HhHC(E)([lc(E),A]ul|ul) .

Sous 1'hypothése (3.7), le terme (Twu1]u1) se réduit a —H(d'uo)*ul]\

par la remarque (3.2). Comme

= (KerD"

1"
Ker 6n Lq+ h,q .

D Im 3"
n

1'"inégalité (3.1) implique donc

(lic(®),Alu, |u,) = H5”“1Hz + HD"ulnz + H(d'w)*ulH
= |Jomu]® + ||@uy*Pul® .
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Les conclusions (3.8) et (3.9) résultent alors de 1'utilisation du théoré-

me de Hahn-Banach. =

Le résultat est en fait surtout intéressant si =1 puisqu'aucune

hypothése du type d'd"w = 0 n'est alors nécessaire.
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