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Résumé. — Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au dessus d’une variété
C—analytique compacte X de dimension n . Si E est positif au sens de Griffiths, nous montrons
que les groupes de cohomologie de Dolbeault HP:4(X,ASE ® S*E ® (det E)!) s’annulent pour
p+g>n+r—(s—1)y et I > Ch pq,r - La démonstration repose d’une part sur la technique de
passage au fibré en espaces projectifs P(E*) utilisée par Griffiths et Le Potier, et d’autre part sur
une estimation a priori nouvelle pour le Laplacien A’ |, faisant intervenir la courbure de certains
sous-fibrés universels de A T*P(E™) .

Abstract. — Let E be a holomorphic vector bundle of rank r over a compact complex
manifold X of dimension n . If E is positive in the sense of Griffiths, it is shown that Dolbeault
cohomology groups HP'4(X,A*E ® S*E ® (det E)!) vanish for p+¢ > n+r — (s — 1)1 and
Il > Cpn,p,q,r - The proof rests on the one hand on the P(E*) projectivization technique used by
Griffiths and Le Potier, and on the other hand on a new a priori estimate for the Laplace-Beltrami
operator A’ | involving the curvature of some universal subbundles of A T*P(E*) .

1. Enoncé des résultats.

Soit X une variété C—analytique compacte de dimension n et E un fibré
vectoriel holomorphe hermitien de rang r au dessus de X . Etant donné un
repere orthonormé local (e1, ... ,e,) de E | la forme de courbure de Chern
ic(E) € C®(X,Ag'T*X @ Herm(F, E)) s'écrit

ZC(E) =1 Z Cijau dz; N dzj ® 6; ey,
LI A
avec 1 < 4,5 <n, 1 <X\ pu <7, cijrau = Cjipn - On peut donc identifier ic(E) a
une forme hermitienne sur 77X ® F . Rappelons que le fibré F est dit positif, resp.
semi-positif (au sens de Griffiths [3]) si E posséde une métrique telle qu’en tout
point x € X on ait

ic(E)z(C®v) = Z Cijap () GiCjoAT, >0, resp. >0
(RN
pour tous vecteurs ( = >, (;0/0z; € T, X , v = Y vyex € E, non nuls. 11 est

classique que la stricte positivité entraine 'amplitude de F , mais la réciproque
n’est pas connue.

A Theure actuelle, il ne semble pas qu’on dispose de théoremes d’annulation
généraux et optimaux pour les groupes de cohomologie de Dolbeault HP:9 des



puissances tensorielles d’'un fibré vectoriel positif £ . Ainsi, le célebre théoreme de
Le Potier [6]

E ample — HPYX,E)=0 pour p+qg>n+r

ne se généralise pas aux puissances symétriques S¥E , bien que I’annulation ait
lieu lorsque ¢ > n — 1 (cf. [4]) . Le résultat suivant permet néanmoins d’annuler
les groupes de cohomologie de certaines puissances tensorielles de F .

THEOREME. — Soit M un fibré holomorphe en droites au dessus de X . On
suppose que E > 0 et M >0, ou FE >0 et M > 0 . Alors pour tous entiers
p,q,8,k,1 >0 telsquek+s>1ona

HP(X,AM°E® S*E® (det E)' @ M) =0
sous les deux hypothéses suivantes :

(L1) ptgznt+r—(s—1)4 ,

(1.2) l<1 + ) > Appogrs avec

k+s

1
(1.3) Anpgrs= Z”(n +1) max(Np g5 Npgs—15 Npt1,g+1,5-1> Npt+1,g+41,5-2)
pq(r —s—1) (n—p+1)(n—q+1)(8+1))
ptq+ts—n—r+1’ pt+q+s—n—r
si 0<s<r—-2,1<p<n,1<qg<n et Np,,=0 sinon.

(1.4) Np4s=min (

Il est facile de voir que l'on a toujours A, pq,s < fn(n + Dpg(r — 1) .
Explicitons quelques conséquences du théoreme dans le cas particulierement
intéressant s =r .

COROLLAIRE 1. — Sous les hypotheses du théoréme on a
HP (X, S*E @ (det E)Y'"' @ M) =0

l 1 .
pour p+q>n+1 et l(l + T r) > Zn(n + 1)Npt1 g+1,0—2 , OU

(p+1)(g+1) (n—p)(n—q)(r— 1))
p+q—n+1" p+qg—n

Np+1,g41,r—2 = min (

COROLLAIRE 2. — HP9(X,S*E®@det E® M) = 0 pour tout k > 0 et
p=n,q>1 oup>1,qg=n.

Le cas p = n du corollaire 2 est un résultat classique de P. Griffiths [3]. Dans
ces résultats, il serait souhaitable de remplacer I’hypothese de positivité de E
par I’hypothese plus conceptuelle d’amplitude. Compte tenu des contre-exemples
donnés dans [4] , la question suivante parait naturelle.

QUESTION. — Si E est ample et M > 0 ou si E > 0 et M ample, a-t-on
HP9(X,S*E®@det E@ M) =0 pour p+q>n-+1 et k>0 quelconque?

Dans le cas des puissances extérieures A°E | A.J. Sommese [8] conjecture que
E ample = HP9(X,A*E) =0 pour p+q >n-+r—s+1. A notre connaissance,
ce résultat n’est établi que pour p = n (cf. [6]) .
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La démonstration du théoreme repose pour une part sur la technique de passage
au fibré Og(1) au dessus de P(E*) , utilisée par P.Griffiths [3] et J. Le Potier [6]
(avec les simplifications apportées par M. Schneider [7]) . L’autre ingrédient est
une estimation de courbure pour le fibré des vecteurs tangents verticaux a P(E*) .
Cette estimation permet d’obtenir des résultats d’annulation méme dans le cas o
la filtration naturelle de 'image directe sur X du faisceau des formes différentielles
sur P(E*) a valeurs dans Og(k) est non scindée.

Il parait clair que nos résultats pourraient s’étendre aux puissances tensorielles

quelconques de E en travaillant sur la variété des drapeaux de E plutot que sur
P(E*) . Ceci fera I'objet d’un prochain travail.

2. Utilisation du fibré Op(1) .

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension » > 1 , on note O(—1)
le fibré en droites canonique au dessus de P(V) = V \ {0}/C* | tel que
O(-1)g = C.£ C V quel que soit [{] € P(V) . On pose plus généralement
O(k) = O(-1)"% | k € Z . Pour tout entier k¥ > 0 , on définit un complexe
(T'*k(V*),6) par :

PR V) = APV*@ SF PV | 0<p<k ,
identifié a l'espace des formes o« = > «ay(&)dé;r , |I| = p , ou (&, ... ,&) sont

des coordonnées sur V et les a; des polynomes homogenes de degré k — p ;
la différentielle

§=7_1e : TPRY*) — TP LFI™)

est définie comme le produit intérieur par le champ d’Euler 7 = Idy = )& 9/0¢; .
La diftérentielle extérieure d vérifie alors trivialement dd+dd = k.Id . On en déduit
que (D**(V*),§) est exact pour k # 0 et que

(2.1) IPR(V*) = APV @ SF PV = Z0R (V) @ 2P~ VR (V) |

ot Z*F(V*) désigne I'espace des cycles de I'***(V*); I'isomorphisme est donné par
la fleche u — (£0du, 16u) et son inverse par (v, w) — v+ dw . Cela étant, on a
les formules classiques de R. Bott [2] :

(2.2) HPO(P(V),0(k)) ~ ZP*(V*)
(2.3) HPY(P(V),0(k))=0 pour ¢>1,k>1.
On a en effet TP(V) ~ V/C.{ ® O(1)g pour tout point & € V \ {0} .

L’isomorphisme (2.2) provient alors du fait que tout élément u € APV* ® Sk—PV*
tel que 7 | u = 0 induit en chaque point [£] une p—forme dans la fibre

AP(V/C.E)" @ O(k — p)gg = APT"P(V) @ O(k)pg

Appliquons maintenant la construction de O(1) a chaque fibre V= E} jz € X .
On obtient ainsi un fibré en droites Og(1) au dessus de Y = P(E*) , et il est bien
connu que la positivité de E entraine celle de Og(1) (cf. formule (3.9) ci-dessous).
Posons d’autre part

O = APT*X | QF = APT*Y |



On a une suite exacte
(2.4) 0 — Q% — Qy HQy/X—>O

ou Qy,
/
fibres de la projection 7 : Y = P(E*) — X . On peut alors définir une filtration

décroissante naturelle de €25, en posant

« est par définition le fibré des 1-formes différentielles relatives le long des

(2.5) FP=FP(Q3) =1 (Q%) A Q3 7 .
Le gradué associé a cette filtration est
(2.6) GYy* = Fp* [Py = o (%) @ Q5 %

Au dessus de tout ouvert U C X ou E* est un fibré trivial U x V avec dim¢cV =17,
la suite exacte (2.4) se scinde ainsi que la filtration (2.5). En utilisant (2.2) et (2.3),
on calcule aussitot les images directes de faisceaux

(G @ Op(k) @ 7*M) = Q4 @ Z5P*(E)@ M
Rim (G’ @ Op(k)@m*M)=0 si ¢>1,k>1.
La suite spectrale de Borel-Leray implique I’isomorphisme
(2.7) HIUY,G2P" @ Og(k) @ " M) ~ HPY (X, Z**(E) @ M) .
Compte tenu de la suite exacte courte 0 — FETD® — F2* — G%* — 0, le groupe
HP4(X, Z**(E) ® M) s’annulera pourvu que
(2.8) HIUY,FEP*Y @ Og(k) @ m*M) =0
(2.9) HIY(Y, FETP P @ Op(k) @ M) =0 .
Le théoreme d’annulation de Kodaira-Nakano [1] appliqué au fibré Og (k) @ n*M
sur Y = P(E*) , k> 1, donne par ailleurs
HUY, Q% @ 0p(k)@m*M) =0 pour p+q+s>n-+r.
Lorsque p+ ¢+ s > n+r , les égalités (2.8) et (2.9) sont donc des conséquences
respectives des égalités
(2.8 HHY, Q07 /FpP T © Op (k) ©
(2.9 HIU(Y, 0" [y @ Op(k) @
Nous sommes finalement ramenés a étudier (2.8) et (2.8'), car les propriétés (2.9)
et (2.9') s’en déduisent par la substitution (p,q,s) — (p+1,¢+1,s—1) .

Remarque 2.10. — Si la filtration 7, (F*(Q%"°) ® Og(k)) est globalement
scindée sur X , c’est-a-dire si

™ (" ® Og @m (GY7*° ® Og @ O @ 2P~ HR(E)

alors I’annulation du groupe H?9(X, Z**(E)® M) est une conséquence immédiate
du théoreme d’annulation de Kodaira-Nakano. Le théoreme de Le Potier corre-
spond ainsi au cas s = 0 , k = 1 ou la somme directe comporte un seul terme
non nul Z%!(E) = E pour I'indice m = p . On sait néanmoins d’apres [5] que la
filtration est en général non scindée. Les techniques de géométrie différentielle que
nous allons présenter permettent de s’affranchir de ces difficultés et d’obtenir des
résultats méme lorsque la filtration n’est pas scindée.

4



3. Estimation de la courbure du sous-fibré F{;’p“ .

Posons pour simplifier Q = Q¥ | F = FRPTS Q = QPFS/FRPTS of
considérons les suites exactes
(3.1) 00— F — Q@ — @Q —0,
(3.2) 0— F(k) — Qk) — Q) —0 ,

ou (3.2) se déduit de (3.1) par tensorisation par Og(k) ® 7*M . Munissons
Y = P(E*) de la métrique kéhlérienne w = ;ic(Og(k) ® 7*M) , et appliquons &
toute forme u de type (p + s,¢q) sur Y a valeurs dans Og(k) ® 7*M Videntité de
Kodaira-Nakano [1]. Il vient

(3.3) 1Dy ul” + || Dggyull® = k(p+ g+ s — (n+r = 1)) [Jul* .

Relativement au scindage orthogonal Q ~ F @& @ , les connexions de Chern de
Q, F, @ sont d’autre part reliées par la formule classique (cf. [3]) :

pa=(Dr, TH0) L pe o P ¢ Hon(r. ).

On en déduit par conséquent

"o Dg‘(k) AT DI* Dg‘?k) 0
Q(k) — 0 D// ) Qk) — _ﬂ e D//*

Q(k) Q(k)
Pour toute (0, g)—forme u & valeurs dans F'(k) [resp. Q(k)] on a donc
(3.4) D%(k)u = D/g/z(k;)u ) ||D%€k)UH2 = HD/flsz)qu — 18 1 ull®
(3.4') Dol = Dol [IDGgull® = [1Dggyull® =118 Aull® .

Pour annuler HY(Y, F(k)) [resp. H1(Y, Q(k))] il suffit, compte tenu de 'estimation
a priori (3.3) , de réaliser en chaque point 'inégalité
(3.5) 1B 0 ul* (resp. |B* Aul?) <k(p+q+s—(n+r—1))uf .

Nous allons calculer la forme (# en nous placant dans un systeme de coordonnées
convenable. Soit g un point quelconque de P(E*) et (21, ... , z,) des coordonnées
locales sur X centrées au point ag = () . On peut trouver un repére holomorphe
local (er, ... ,er) de E* au voisinage de ag tel que ag = [eX(ag)] et

(3.6) (€X, €)= O+ D Yijau 2% + O(|2%)
,J
On en déduit aussitot

Dey = > ipuZidz ®e)+0(|2%) |
(YN
D?¢} = — Z Yijau dzi NdzZ; @ e, + O(]2])
(YN

donc (7;jx,) s'identifie & la matrice de la forme de courbure —c¢(E*) = f¢(E) .

Par suite v;jx, = Cijux - Solent (&1, ... , &) les coordonnées sur les fibres de E*
associées au repere (e, ... ,er) . Les fibres de P(E*) sont alors représentées par
les coordonnées affines (&1, ... ,&—1,1) au voisinage de ag = [e}(ap)] . De plus,

I’application
<Z7§) — 5161( Tt 51”—16:—1 + 6:
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est une section locale du fibré Og(—1) . On en déduit
(3.7) c(Op(1)) =d'd" log|érel + ...+ &rel | +ei* .
D’apres (3.6), on obtient

|§16){ -+ £r ler 1 +e |2 =1 + ZC’L]T‘T‘ ZZZ] + Z |§r‘2

ALr

+ E Cijra 2iZ5EN + E Cijur 2iZ5€

4,4, AT 4, J,p<r
+O(|2 + |2°¢?) -
Apres différentiation du logarithme dans (3.7), il vient

(3.8) c(Op(1)) = Y (cijrr + O(l2])) dzi Adz; + Y _ déx A dEy

iv.j )\<r
+ ) i &adz NdZ 4 Y cijea zidEx A dZ;
i, A< 0,5, A<
Z Cijur Ey,dzl A dEJ + Z Cijur E]dZZ A dgﬂ
4,5,p<r i,j,u<r
+O(|z* + ¢]*) -

Comme w = i(c(Og(1)) + £7*¢(M)) , on en déduit en particulier
(3.9)  c(Op(D)ay =D cijrrdzi NdZj + Y dEx AdE,

i,7 ALZr
, 1 - _
(3.10) Way = Z(Z (cijrr + EC(M)ij(ag))dzi Ndzj+ Y dé A d§A>
i’j >\<T‘
En calculant dans (3.8) la différentielle extérieure de ¢(Og(1)) au point ag et en
posant c;jrr(2) 1= cijrr + O(|2]) , on obtient les relations de Kéhler

0 0
%cijw(ao) = 8—,Zicijr(a0) N 1 S i,m S n .
Comme ¢(M) est également kahlérienne, il en résulte que les coordonnées locales
(21, ... ,2n) sur X peuvent étre choisies en sorte que
1
(3.11) Cijrr(z> + EC(M>1J(Z> = (Sij + O(|Z|2) .

D’apres (3.8), la norme des vecteurs de base de T'P(E*) relativement a la métrique
w est donnée modulo O(|z]* + |¢[?) par

0 (9 0
< 62 + 673 r)\g)\'i‘ Cij 7"5 ) :—>N6>\ 5
0z (97;] ’ /\Z<T ’ ;;T a 35,\ & g

c Z; Ciinr 24
ag}\ (92:] ; JrXA A1 821 85“ Z iJur <j
Par dualité, on obtient

(dzi, dzj) ~ 65 — Z Cijra SA Z Cijur &u > (d€x, d€u) ~ Oxu

ALZr pu<r

<d€)\ ) dZ]) ~ = Zaijr)\ Zi <d2’1 ) dgu Z Cijur 25



De ces développements limités, on déduit ’expression sur la base (dz; , d€y) de la
connexion de Chern de T*P(E*) au point ay :

D(dz) == > cijea(dér ® dzi + dz; @ d€y) , D(dE,,) =
LALT
Le sous-fibré F' (resp. le fibré quotient )) admet au point aq la base orthonormée
dzy Nd€y avec |I|+|J|=p+s , |I|>p (resp. [I|<p—1) .

Soit f = fr.ydzr ANd&; une section C* de F . La (1,0)—forme S A f n’est autre
que la projection de Df sur @Q = Q/F . On en déduit

(3.12) BAF== > cijmadz @ (dx N (5 0

5, f)) mod F' .
1,5, AT &

En effet, la dérivation d’'un facteur dz; dans un terme D(f; jdzr A d§;) abaisse
d’une unité le degré partiel |I| lorsque dz; est dérivé en c;;rx dz; @ d§y . La partie
correspondante de la dérivée est donc dans @ si |I| = p . Pour toute (0, g)—forme
u = ZUI’J’K’LdZ[/\dfj/\dEK/\de , |I|—|— |J‘ =p+s, ‘I‘ >p, |K|+ |L| =q
a valeurs dans F'(k) , on obtient par conséquent

(3.13) 61 u= Z CijrA 7— 8_ (d§>\/\ (i _ u)) mod F'(k) .

0z
B, J, AT J

Dans le calcul de § | u , seuls interviennent les termes de u dans lesquels |I| =
et |J| =s . Ecrivons v = # 1 u sous la forme

V= ZU[/7J/,K/7L/ dZ]/ N dfj/ N dEK/ A dEL’ )
ou|l'l=p—-1, |J|=s+1, |[K'|+|L'|=q—1.La formule (3.13) implique

vp LKL = Z ECijra Ui JA(A} KL
B, J, AT
IUI',J',K',L'|2§< > |Cz‘jm|2>( > |ujI’,J’\{>\},iK’,L’|2) ,
1y, AT 1,7, AT
Z |U1',J',K',L'|2§< Z |Cz‘jr,\|2>M(7‘—1—3) Z |UI,J,K,L|2
I'J \K'L 3,5, < I1,J,K,L

On en déduit donc la majoration
(3.14) 161 uf? <pglr —1— s)( 3 |cl-jm\2) uf?
1,7, AT

De méme, pour toute (0,q)forme u = S us xrdzr Adé; A dzZg A dE;
|+ |J|=p+s,|I|<p—1,|K|+|L| = q a valeurs dans Q(k) , on obtient

(3.13") B*ANu=— Z Cijrr dZ; A (dzj A (85 J u)) modQ(k)
4,5, AT
(3814) |8 Au < (n=p+ ) —a)s+ D D leiml?) [ul® .
1,0, AT

Il s’agit maintenant d’estimer la quantité 3 |c;;-x|? sous 'hypothese (3.11). Celle-
ci permet seulement a priori de controler les coefficients c¢;;.. , c’est pourquoi on
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va remplacer M par le fibré en droites M; = (det E)' ® M , la courbure de det E
étant
c(det E) = tr, c(E) = Z ( Z cijM>dzi N dZ;
ij  1<A<r

L’égalité (3.11) donne alors au point ayg

l 1
(3.15) Cijrr + z Z Cijax T EC(M)ij(Oéo) = 0y;
1<A<r
LEMME 3.16. — Sous I’hypothése (3.15) on a
1
Z |Cijr>\|2< W si (>0 .
By AT G +1)

Démonstration. — Effectuons le changement de variable

— —/
Z Cijap ExEy = Z C;jxu fleu
>‘7H‘ >\7H’

avec les notations

Chjrr = (1 + é)cijrr , &= /1+ %f; ,
/ l I, ,
Cijan = 7 CidAA ; &\Z\/%@ si A<r
/ [ ! .
Cijra = E(l + E) Cijra  SL A <71 .

/

La matrice (c| i ,) est positive au sens de Griffiths et le lemme 3.16 est équivalent

a lassertion
1 1
(3.17) ( > c;jM)Jrzc(M)ij(ao):aij = ) dyml*< i +1)
1<A<r i,§,A<r

Pour démontrer celle-ci, on fait d’abord ’observation suivante : pour toute matrice
hermitienne positive (ax,)i<x,u<r 1'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

Z ‘aTA|2 S Z XX Qrr = CLTT(T - arr)
ALy A<r

OU T =) 1)<, @ est la trace de (ay,) et ou 0 < a,, < 7 . Par suite

1
(3.18) g jam[* < 577

avec inégalité stricte si la matrice (ay,) est définie positive. Or pour tout vecteur
t=(t1, ... ,ty) € C", la matrice ay, = Zij cgw tit; est hermitienne > 0 , et
grace a 'hypothese de (3.17) on a

1 _
T = Zau < Z (chjan + EC(M)ij(ao))titj =t ,
A

i’j7>\



avec inégalité stricte si M >0, ¢t # 0 . De (3.18) on déduit par conséquent

12 1 )
(3.19) S ) S i titj) < sit#0 .
ALZr 4,9
Appliquons I'inégalité (3.19) au vecteur t = (¢%1, ... ,e¥») € T" et intégrons sur

le tore T™ . D’apres l'identité de Parseval pour les séries de Fourier, on obtient
2 1
S (Sl + | Sl ?) < a2
A<r i) i
L’inégalité (3.19) appliquée aux vecteurs de la base canonique de C™ donne de
méme Y, _, [¢};\|? < 1 pour tout i , d’olt assertion (3.17) et le lemme. m
En combinant (3.14), (3.14") avec le lemme 3.16, il vient

2 11— nin+1)
/ * 2 o n— s n(n+1) u2
B20) B AU S ()= )+ D

Compte tenu du critére (3.5), Pannulation du groupe H(Y, F(k) ® n*(det E))
[resp. HI(Y, Q(k) ® n*(det E)")] a lieu pour p+q+s>n+r et

4Ll 1)

K\ %
A Iy —n—r4+1)>pg(r—1—
resp. > (n—p+1)(n—gq)(s+1)

Comme (2.8") implique (2.8) , Pannulation (2.8) a lieu pour p+¢ > n+r — s et
(dapres (1.4)) pour [(1+ £) > in(n+1)N, 4 . Comme (2.8) et (2.9) entrainent
'annulation des groupes (2.7) , il vient aprés substitution de (det E)! @ M a M :

(3.22) HP X, Z5*(E)® (det E)) @ M) =0  pour

l 1
(323) p+qg>n+r—s et l(l + E) > Zn(n +1) max(Np,g.s, Npt1,g+1,5-1)

Ceci implique le théoréme car A°E ® S¥°F = Z*kE @ Z5~VFE d’apres (2.1).
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