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MESURES DE MONGE-AMPERE ET
CARACTERISATION GEOMETRIQUE DES VARIETES

ALGEBRIQUES AFFINES

par Jean-Pierre DEMAILLY

RESUME.

A toute fonction d'exhaustion plurisousharmonique continue o
sur un espace de Stein, nous associons une coll ection de mesures posi-
tives portées par les surfaces de niveau de ¢ , et définies 2 1'aide des
opérateurs de Monge-Ampere au sens de Bedford et Taylor. Nous mon-
trons que ces mesures jouent un rdle fondamental dans 1'étude des pro-
priétés de croissance et de convexité des fonctions plurisousharmoniques
ou holomorphes. Lorsque le volume de Monge-Ampeére de la variété est
fini, un théoreme d'algébricité de type Siegel s'applique aux fonctions
holomorphes 2 croissance @-polynomiale. Nous en déduisons que la fini-
tude du volume de Monge-Ampeére, associée A une minoration convenable
de la courbure de Ricci, est une condition géométrique nécessaire et
suffisante caractérisant les variétés algébriques affines.

ABSTRACT.

To every continuous plurisubharmonic exhaustion function ¢ on
a Stein space, we associate a collection of positive measures with support
in the level sets of ¢ , defined by means of the Monge-Ampere operators
in the sense of Bedford and Taylor. We show that these measures play
a prominent part in the study of growth and convexity properties of pluri-
subharmonic or holomorphic functions. When the variety has finite Monge-
Ampere volume, an algebraicity theorem of Siegel type holds for holomor-
phic functions with @-polynomial growth. From this result, we deduce
that the finiteness of Monge-Ampere volume, together with a suitable
lower bound of the Ricci curvature, is a necessary and sufficient geome-
tric condition characterizing affine algebraic varieties.
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MESURES DE MONGE-AMPERE

0. - Introduction.

La présente étude se place dans le cadre général des espaces
analytiques complexes. La premieére section est donc consacrée i une
définition des formes différentielles, courants positifs et fonctions plu-
risousharmoniques sur un espace complexe X éventuellement singulier.
Etant donné un plongement local de X dans un ouvert Qc ¢N , hous
définissons les formes différentielles sur X comme les restrictions
34 X des formes "ambiantes'" sur () ; les espaces de courants s'en

déduisent par dualité comme dans le cas lisse.

DEFINITION 0.1. - Soit une fonction V : X — [-o, +]

(a) V sera dite plurisousharmonique (psh en abrégé) sur X

si V est localement restriction 3 X de fonction psh

N
sur l'espace ambiant € .

b) V sera dite faiblement psh si V est localement inté-

grable et majorée sur X , et si dch 20 .

Toute fonction psh est alors faiblement psh , mais en géné-
ral une fonction faiblement psh ne s'identifie pas nécessairement
presque partout 2 une fonction psh . Nous montrons toutefois que les
deux notions coihcident lorsque l'espace X est localement irréducti-
ble. La démonstration de ce résultat fait usage de deux ingrédients :
d'une part la caraétérisation des fonctions psh due 3 Fornaess et
Narasimhan [FN] , d'autre part un théoreme de prolongement des
fonctions psh bornées 3 travers le lieu singulier de X (qui utilise

la résolution des singularités). Nous étudions également la transforma-
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tion des courants positifs fermés et des fonctions psh par image

directe propre.

Dans le § 2, nous reprenons essentiellement la méthode dévelop-
pée par Bedford et Taylor [BT 2) pour donner un sens au courant po-
sitif dGCQ)lI\ ...Addccpk lorsque les cpj sont des fonctions psh loca-
lement bornées, et nous la généralisons au cas od l'une des fonctions
(soit ®, par exemple) n'est pas localement bornée. Les inégalités clas-

siques de Chern-Levine-Nirenberg peuvent alors s'énoncer comme suit :

THEOREME 0.2. - Pour tout ouvert w = X et tout compact

Kc w il existe des constantes Cl , 02 ne dépendant que de

w et K telles qu'on ait les majorations de masse suivantes :

c c ‘
(@) 'YK lldd @ A...ndd g || < C1\|¢1\|L1(w)]|(p2u1’cm... "q‘“ﬁ‘(m) ,

®) dd®g A...add° C .
IK | ¢, dd" @yA...ndd ]| = 2||¢1HL1(w) IIwzllL,m llwkllL,(w)

Nous montrons finalement dans cette situation la continuité sé-

quentielle des opérateurs de Monge-Ampeére
C c c C
(@ oo qk) — dd @, A...Add LN et cpldd P Aeee A dd @

pour des suites décroissantes cp;’,...,q\: de fonctions psh .

On suppose maintenant que X est un espace de Stein et que X
est muni d'une fonction psh continue exhaustive ¢ : X — [-o Rl . Nous

noterons alors

Bir) = zeX:;oplz)<r) , S(r)={2zeX; p2)=r)}, r € [-=RI

les "pseudoboules’ et 'pseudospheres’ associées 2 ¢ . A ces données,nous
montrons qu'on peut associer de maniére naturelle une collection de me-

sures positives Moo portées par les spheres S(r) , que nous appe-

lons mesures de Monge-Ampere associées 3 ¢ . Celles-ci sont définies

simplement par
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uw = [ hedel A d% , n=dmx,
r S(r)

lorsque ¢ est de classe 02 et lorsque r est valeur réguliere de
@ . Dans le cas o0 ¢ est seulement continue, on est amené a utiliser
la définition de Bedford-Taylor pour (ddc)n et 2 poser

c .n
(dd @) .

_ C n
I-lr‘ (dd max(@. r)) - nX\B(r)

On a alors une formule générale de type Jensen-Lelong, dont la démons-
tration est conséquence immédiate des théoremes de Stokes et de Fubini
cf. §3).

THEOREME 0.3. - Toute fonction pshV sur X g§_t_pr—
intégrable quel que soit r < R, et ona la formule

a [ ad’va @of! = W) - f vadg" .
-=  B() B(r)

On montre de plus que les mesures M dépendent continiment
de ¢ relativement aux suites décroissantes. Ceci permet de voir com-
me dans le cas C~ que la famille (pr) est la famille de mesures
faiblement continue 3 gauche qui désinteégre le courant positif
(ddccp)n-l/\ dondp sur les spheres S(r) .

Les mesures Hp ainsi construites jouissent d'un certain nom-
bre de propriétés naturelles importantes pour 1'étude de la croissance
et de la convexité des fonctions psh .

Le paragraphe 4 étudie la mesure ''résiduelle" M= ls(_’)(ddc;o)n,
portée par l'ensemble polaire S(-«) . D'apres (0.3), la mesure Mo
peut aussi se définir comme la limite faible de My quand r tend
vers -o . En nous inspirant de nos travaux antérieurs [(D4,D5] ,
nous montrons que la mesure M he dépend essentiellement que du
comportement asymptotique de ¢ au voisinage de S(-«) . De ce ré-

sultat découle 1'inégalité classique

04 @e 22" T vaxs ,
xeX
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od v(p,x) désigne le nombre de Lelong de ¢ en tout point xeX , et
6x la mesure de Dirac en x (en un point singulier x, cette mesure
doft etre comptée avec multiplicité égale & la multiplicité de X en x).

Au § 5, nous montrons que les mesures He vérifient le prin-
cipe du maximum vis A vis des fonctions psh , & savoir que pour toute
fonction psh V on a 1'égalité :

(0.5) supB (r)V = sup essentiel de V relativement a M

Le fait remarquable est que 1'égalité a lieu bien que le support de M
puisse etre trés lacunaire dans S(r) , comme par exemple dans le cas
od les pseudoboules B(r) sont des polyedres analytiques.

Le paragraphe 6 généralise & la présente situation les proprié-
tés de convexité classiques dues 3 P. Lelong, relatives aux moyennes
de fonctions psh sur les boules, sphéres, polydisques... . Nous mon-
trons que I'hypothese géométrique naturelle qui sous-tend la validité des
propriétés de convexité est le fait que la fonction ¢ soit solution de
1'équation de Monge-Ampere homogene (ddccp)n e 0 . De fagon précise :

THEOREME 0.6. - On suppose que (ddccp)n = 0 sur l'ouvert
{w > A} . Soit V une fonction psh sur X . Alors le sup

de V sur B(r) , les moyennes p,r(V) , et plus généralement
les moyennes _en norme LP . [“r(vg)] 1/p , sont fonctions

convexes croissantes de r ¢ JA, Rl

La vérification de ce résultat s'obtient par des calculs élémen-
taires de dérivées secondes, faisant intervenir la formule de Jensen
0.3 et les théoremes de Stokes et de Fubini. Plus généralement, nous
démontrons une version avec 'parameétre' du théoreme 0.6, relative
aux mesures “y,r sur les fibres rr-l(y) d'une fibration holomorphe
n: X—=Y . Lafonction pshp donnée sur X est supposée exhaustive
sur les fibres et telle que (ddc q;)n = 0 sur l'ouvert {p> A}, o0 n

est la dimension des fibres. Alors les moyennes py r(V) et les moyen-
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nes en norme Lp sont fonctions faiblement psh du couple (y,z)
sur Yx €, si l'on pose r = Rez . On en tire aisément 1'extension

suivante du théoréme 0.6 aux espaces produits.

THEOREME 0.7. - Soient xl,...,xk des espaces de Stein,

munis de fonctions psh continues exhaustives

@ Xj -—[—Q,Rj[ telles que (ddccpj)nj

{cpj>Aj}, nj=d1ij.Alors,§i V est psh sur

= 0 sur l'ouvert

Xl Xeeo X Xk , la moyenne en norme Lp
p - p, 1/p
My (T s ) [url ®...8 prk(v+)l

est_convexe simultanément en les varisbles (r;,...,T) € ﬂ]Aj, Rj[

Dans les paragraphes 7 et 8 , nous faisons 1'hypothese addition-
nelle que le volume de X est 3 croissance modérée a l'infini (le
"rayon" R est ici supposé égal 3 +») . De fagon précise, nous suppo-

sons que

1=
0.8  lm gy dl=0.

Sous cette hypothese, la formule de Jensen 0.3 implique 1'inégalité fon-
damentale suivante :

C c n-1 1
0.9) Ix dd"V A (dd ) s lim inf —p V),

r—to
de laquelle découle un certain nombre de résultats concernant la crois-

sance des fonctions psh ou la distribution des valeurs des fonctions.
holomorphes (comme le suggeére 1'article de N. Sibony et P.M. Wong
[SW]). En particulier, toute fonction psh ou holomorphe bornée sur

X est constante.

Etant donné une fonction holomorphe f sur X , nous définis-

sons d'autre part le "degré" de f relativement & ¢ par

1
(0.10) 6(f) = lim sup ¢ pr(Log_‘_ |f|) ,
r—-+o
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et nous disons que f est ¢-polynomiale si 6(f) est fini. L'inégalité
(0.9) entrame alors que 1'ordre d'annulation de f en un point régulier
a € X vérifie 'estimation :

orda(f) < C(a) 8(f) .

Par un raisonnement élémentaire d'algebre linéaire da 2 Siegel, il en
résulte le théoreme d'algébricité suivant (on suppose X irréductible).

THEOREME 0.11. - Soit ch(x) le corps des fonctions méro-
morphes de la forme f/g od f et g sont ¢-polynomiales.

Alors :
(@) O0< deg trchp(X) < d1m¢X;

oL = » Aalors leé corps est de
®) Si deg trm ch(X) dlmcx alors le corps KfP(X) est de

type fini.

Comme cas particulier de ce théoreme, nous retrouvons le
résultat de W. Stoll [St1] caractérisant les variétés algébriques dans
(IN par la propriété que la croissance de l'aire est minimale.

La deuxiéme partie B de ce travail est consacrée 3 une ca-
ractérisation des variétés algébriques affines par un critére géométri-
que '"intrinseque', faisant intervenir la finitude du volume de Monge-
Ampere et une minoration de la courbure de Ricci. De facon précise,

nous démontrons le résultat suivant :

THEOREME 0.12. - Soit X une variété analytique complexe,

lisse, connexe, de dimension n . Alors X est analytiquement

isomorphe 3 une variété algébrique affine xalg si et seule-

ment si X vérifie la condition (c) ci-dessous et si X

posseéde une fonction d'exhaustion ¢ strictement psh de

classe c’ telle que :




MESURES DE MONGE-AMPERE

@ Vol®) = [ @dp)" < +a;
X
() La courbure de Ricci de la métrique B = ddc(eq)) admet
une minoration de la forme
Ricei(g) = - 3ad” y
avec eco(X,R) , ysAp+B, A, B ‘constantes 20 .

(¢) Les espaces de cohomologie de degré pair qu(X;lR) sont

de dimension finie.

L'anneau des fonctions régulieéres de la structure algébrique

X est alors donné par K (X)N O(X) .
alg ®

A la suite des travaux de W. Stoll sur les variétés strictement
paraboliques (cf. [St 2) et [Bul), D. Burns a posé le probleme de la
caractérisation des variétés algébriques affines en termes de fonctions
d'exhaustion ayant des propriétés particulieres,. vérifiant par exemple
la condition d'homogénéité (4:ldcc;>)n = 0 en dehors d'un compact. Le
théoreme 0.12 apporte une réponse partielle & ce probléme. 11 s'inscrit
d'autre part dans la lignée des conditions suffisantes obtenues par Mok,
Siu et Yau [SY), [MSY) , [Mok 1,2,3), bien que nos hypotheses
soient sensiblement différentes de celles des travaux précédemment
cités. Notre argumentation est d'ailleurs analogue dans ses grandes li-
gnes 2 la démarche suivie par [Mok 1,2,3]).

Le paragraphe 10 démontre la nécessité des conditions 0.12
(a,b,c) pour tout ensemble algébrique X c ¢N . La fonction ¢ est
alors donnée par ofz) = Log(1+|z|2) , de sorte que la métrique ddccp
coihcide avec la métrique de Fubini-Study de l'espace projectif IPN .
Grace 2 un calcul explicite de la courbure de Ricci, nous vérifions que

I'inégalité de courbure (b) a lieu avec y =Log 2 |JK L|2 , ol les
L 'y

JK,L désignent les déterminants jacobiens associés 3 un systeme d'é-

quations polynomiales de X . Nous montrons de plus par un contre-

exemple que la condition de courbure (b) est bien indispensable.
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La preuve de la suffisance des conditions (a,b,c) fait 1'objet
des § 11,12,13 . Le schéma général de la démonstration est le suivant.
Grice aux estimations L2 de Hérmander-Nakano-Skoda pour l'opéra-
teur 3 et grice A I'hypotheése (b) , on construit un systéme

F=( .,fN) de fonctions holomorphes g-polynomiales qui, en dehors

=
d'un ensemble analytique S c X , définit un plongement de X\S dans
CN . Sous 1'hypothese (a) de finitude du volume, le théoreéme d'algé-
bricité 0.11 implique que le degré de transcendance des fonctions

fl,...,fN -
quent X dans une variété algébrique M c @ de dimension n .

est égal & n= dim X . Le morphisme F envoie par consé-

La principale difficulté qui subsiste est alors de prouver que
le plongement est quasi-surjectif, c'est-a-dire que.l'ouvert (= F(X\S)
est un ouvert de Zariski de M . Nous obtenons ce résultat en mon-
trant d'abord que la (1,1)-forme F*(ddccﬂ se prolonge en un courant
positif fermé T de masse finie sur M , tel que T=0 sur M\Q;
compte tenu des estimations de masse qui résultent de la construction,
ceci se fait essentiellement par la méthode d'intégration par parties
développée par H. Skoda [Sk5] et H. El Mir [EM) . Afin de donner
un apergu de la suite du raisonnement, regardons le cas déja signifi-
catif o8 N=n, i.e. lecas M = c¢” . I existe alors une fonction
psh V sur ¢” 2 croissance minimale, i.e. V(z) s C, Log+|z|+c0 ,
telle que dd°v = T . Par construction, la fonction 1 =V - cpaF'l
est pluriharmonique sur (), de plus 1 tend vers -o en tout point
de 30 . Il en résulte que l'ensemble fermé M\( est pluripolaire.
Pour montrer que M\( est en fait un ensemble algébrique, notre mé-
thode consiste a vérifier, en utilisant de nouveau le théoreme d'algé-
bricité 0.11, que la 1-forme holomorphe h = 3t se prolonge en une

forme méromorphe rationnelle sur M = Cn

Dans le cas od M est une variété algébrique affine quelcon-

que, le lien qui existe dans (tn entre les (1, 1)-courants positifs fer-

10
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més T de masse projective finie et les fonctions psh 2 croissance
minimale ne s'applique plus. On peut toutefois montrer (voir l'appendice
§15) que 1'inéquation différentielle dd°v > T se résout toujours sur

M avec une solution psh V telle que le courant ddcv - T soit de
classe ¢~ et 2 croissance polynomiale. La fin de la démonstration est
alors presque identique. L'hypothése (c), quant 2 elle,sert 2 démontrer
que la "topologie de Zariski'" sur X est quasi-compacte, et donc que
X peut etre recouvert par un nombre fini d'ouverts de la forme X\S
(cf. §13). Nous ne savons pas en fait si l'hypothese (c) est réelle-

ment indispensable.

Signalons enfin que le théoreme 0.12 peut s'étendre aux espa-
ces complexes 2 singularités isolées (cf. §9), mais l'extension au cas

quelconque souléve des difficultés qui seront étudiées au §14.

11
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A.

Mesures de Monge-Ampeére
et croissance des fonctions
plurisousharmoniques
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1. - Courants et fonctions plurisousharmoniques
sur les espaces complexes. -

Le but de ce paragraphe est de donner une définition des cou-
rants et des fonctions psh sur un espace analytique complexe éventuelle-
ment singulier. Le lecteur qui souhaite ne considérer dans la suite que

le cas lisse peut sauter directement au §2.

Soit X un espace complexe réduit de dimension pure n ,
Xr (resp. Xs) I'ensemble de ses points réguliers (resp. singuliers).
Comme les définitions que nous allons considérer sont locales, on peut
sans restriction supposer que X s'identifie & un sous-ensemble analy-

tique fermé d'un ouvert QcC GN au moyen d'un plongement j:X — (.

On définit alors l'espace c (X) des (p,q)-formes de classe

ck sur X, k € NU{=} , comme l'image du morphisme de restriction
*
Q) — X
i p q( ) Cp q( r) ,

N

munie de la topologie quotient. Si : X - Ql cC 1 est un autre

h

N
plongement, il existe (localement) des applications holomorphes f: Q — @ 1

g : Ql - ¢N telles que j1 =foj et j= gojl . Le diagramme com-

mutatif
X —l [-I(Ql)c Q
j1 idxf
a,0g () ——n
1 g g x id xn'l

montre alors que les morphismes j* et j‘l‘ induisent bien le meéme

14
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espace-image c: q(X) , car idxf et gxid sont des plongements

lisses fermés.

DEFINITION 1.1. - On_désigne par ﬁp,q(x) (resp. _B:’q(X))
1'espace des (p,q)-formes sur X de classe c” (resp. ck) et
2 support compact, muni de la topologie limite inductive.
L'espace dual ﬁ;,q(X) est par définition l'espace des courants
de bidimension (p,q) et debidegré (n-p,n-q) sur X . Les

A
courants appartenant au sous-espace [ﬁ: q(X)l seront dits
courants d'ordre k .

Si Tel (X)]' 1 t 'TE[ )]' défini
, le couranl n par
‘bp’q ]* ‘prq(n
(j*I,U) (I’j ”)

pour toute forme v ¢ ,al; q(n) , est 2 support dans j(Q) . Néanmoins,
pour k=1, un courant § € Lb; q(ﬂ)]' 3 support dans j(Q) ne pro-
vient pas nécessairement d'un courant T défini sur X , meme si X

est lisse.

Les opérateurs différentiels d, 3, o usuels et l'opérateur
de multiplication extérieure par une forme c’ sont d'autre part étendus
par dualité aux courants, exactement comme dans le cas lisse. Il1 serait
particulierement intéressant de savoir calculer en général les groupes
de -cohomologie locale des opérateurs d et 3 ; nous ne savons meme
pas en fait si ces groupes sont toujours nuls dans le cas de singularités

quelconques.

DEFINITION 1.2. - Un courant T € _5;) p(X) sera dit (faible-

ment) positif si le courant de bidegré (n,n)

i a, A...AlQ AG
T/\lul/\al/\ Axa.p ap

est une mesure 2 0 pour tout systéme de (1,0)-formes

@
(c,l,...,up) de classe C sur X .

15
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Il revient au méme de dire que le courant j*T est 20 sur (O;

en particulier, un courant T 2 0 sur X est nécessairement d'ordre 0 .

Soit maintenant F : X — Y un morphisme d'espaces analyti-
ques X, Y de dimensions respectives n , m . Pour s'assurer que le
morphisme image réciproque
» k k

: C Y
p,a¥ " Cp,q®

est bien défini, il suffit de vérifier le lemme suivant :

F

LEMME 1.3. - Soit j: Y — QCCN un plongement et

k

c Q) une forme telle que =0 . Alors F% =0.
a€Ch @ qu aer Alors o.lxr

Démonstration. On peut supposer X lisse et connexe. Si
F(X) & Ys , alors F"I(Yr) est dense dans X et le résultat s'ensuit
par continuité. La seule difficulté est donc le cas od ' F(X) C Ys . En
raisonnant par récurrence sur la dimension de Y et en décomposant

F sous la forme
x X Y — v
on voit qu'il suffit de considérer aulieu de F lecas du morphisme

d'inclusion Ys < Y . Le lemme 1.3 résulte alors de la continuité de

a et du lemme suivant :

LEMME 1.4. - Soit a un point régulier sur Ys . Alors il

existe une suite de points {a } C Yr , convergeant vers a ,
v .

telle que dans la grasmannienne des m-plans de (!N 1'espace

tangent ’l'a Yr converge vers un plan contenant TaYs .
Y

Démonstration. C'est une conséquence de l'existence de stra-

tifications de Whitney de Y , voir [Whl] et [Wh2). =

Supposons que le morphisme F : X — Y soit propre. On dé-
finit alors l'application image directe

16
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k ' k '
F,: [ —
w18y q(X)l l.ap’q(Y)l
par dualité, en posant pour tout courant T € [,b: q(X)]' et toute forme
k ,
() Y) :
a p,q( )
(F*T,O,) = (Tv I'*O-> .

Si T est20, il en est clairement de meme pour F,T . De plus, le
8 c
morphisme image directe F, commute avec les opérateurs d , d ,

3, 3.8 T est 20 fermé, F, T est donc aussi > 0 fermé.
Venons en maintenant & la définition des fonctions psh .

DEFINITION 1.5, - Soit V : X — [-o,+=[ une fonction qui

n'est identiquement -« sur aucun ouvert de X . On dira que

V est plurisousharmonique sur X (psh en abré si, pour

tout plongement local j : X< QcC G:N , V est localement

restriction d'une fonction psh sur Q.

J.E. Fornaess et R. Narasimhan ont donné la caractérisation

fondamentale suivante des fonctions psh sur un espace complexe.

THEOREME 1.6 ([FN), th. 5.3.1). - Une fonction

V:X—=[-»,+[ est psh sur X si et seulement si :

(@) V est semi-continue supérieurement ;

() Pour toute application holomorphe f : A —X du disque

unité dans X , V.f est sous-harmonique ou = -o

sur A .

Grace 2 ce résultat, on peut aisément généraliser le théoréeme

de prolongement de Brelot au cas des espaces complexes.

THEOREME 1.7. - Soient X un espace complexe localement

irréductible e¢ Y c X un _sous-ensemble analytique d'intérieur

vide dans X . Soit V une fonction psh sur X\Y , locale-

17
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ment majorée au voisinage de Y . Alors il existe une fonction
psh V* sur X qui prolonge V , unique, donnée par

V*y) = lim sup Vix), yeY.
xeX\Y, x~y

Démonstration.

(a) Unicité de V* . Comme V* est semi-continue supérieu-
rement, on apour tout y € Y
V¥#(y) = lim sup V¥*(x) 2 lim sup V(x) .
X~y xeX\Y, x~y
Inversement, choisissons une application holomorphe f : A — X telle
que f(0) =y et f(A) £Y . Alors 0 est isolé dans f'l(Y) , et com-
me V*.f est psh sur A , il vient

V*y) = V*{(©0)) = lim sup V(f(¢)) < lim sup V) .
t#0, t-0 xeX\Y, x-y

(®) Plurisousharmonicité de V* . Le résultat est local sur X .

D'apres le théoreme de désingularisation de Hironaka [Hi) , il existe
un espace lisse X' et une modification propre ¢ : X' — X ; par dé-
finition, 0 est propre et induit en dehors d'un ensemble analytique

Z c X un isomorphisme
-1 ~
o: X'\o (2) —X\Z .

Pour tout x ¢ X , la fibre c.l(x) est compacte et connexe. En effet,
si c-l(x) était non connexe, le point x aurait un voisinage ouvert U
irréductible (X est supposé localement irréductible), tel que o-l(U)
soit non connexe ; mais alors U\Z serait connexe et o.l(U)\c-l(Z)
non connexe, ce qui est absurde. La fonction V-0 est psh sur
X‘\o-l(Y) et localement majorée au voisinage de o‘l(Y) . D'apres le
théoreme de Brelot relatif au cas lisse, V.o se prolonge en une
fonction psh V' sur X' . La fonction V' est nécessairement cons-

tante sur les fibres o-l(x) , donc V' induit par passage au quotient

une fonction V* semi-continue supérieurement sur X . Montrons main-

18
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tenant que V* est psh sur X en utilisant le théoréme 1.7. Etant
donné un germe d'application holomorphe f : (A, 0) — (X,x) , il existe
dans X' un germe de courbe (T'',x') au-dessus de l'image T = f(p),
donc il existe un entier k € IN* et un germe f': (3,0) — (X',x') tels
que f(tk) = o(f'(t)) . Par suite V*(f(tlS) = V'(f'(t)) est psh sur (a,0) ,
ce qui entrame que V¥*.f est aussi psh .s .

PROPOSITION 1.8. - Toute fonction psh V sur X est

localement intégrable pour la mesure aire de X (relative 3

un plongement quelconque j : X - c GN) .

Démonstration. V étant localement majorée par définition,
on peut supposer V <0 . Il existe en tout point de X un plongement
local j : X<P sur un polydisque de ¢N tel que les projections
nI : X —- PI sur les n-plans de coordonnées soient propres i fibres
finies. Pour tout I c {1,...,N}, \I‘ = n, il existe un ensemble ana-
lytique S; c li’I tel que la restriction o X\n'il(sl) —- PI\SI soit
un revetement fini. La fonction niv définie par

niV(y) = T Vi

mx)=y

est psh £ 0 sur PI\SI , donc se prolonge en une fonction psh V

1
sur pl tout entier. Comme la mesure airede X est donnée par

I
do,, = Z u )‘ dx )
X 1 an

la conclusion résulte alors du fait que les VI sont localement inté-

grables sur PI ..

La proposition 1.8 montre qu'on peut considérer toute fonction
psh sur X comme un courant de bidegré (0,0) . Par régularisation
d'un prolongement local de V a (IN et passage 2 la limite décrois-
sante, on vérifie aisément que le (1, l)-courant dch = 2 aSV , ol

d = 1(3-3), est positif sur X .
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DEFINITION 1.9. - Une fonction localement intégrable V sur
X sera dite faiblement psh si V est localement majorée et

si dd°vzo0 . .

Contrairement au cas lisse, 1'hypothése que V soit localement
majorée est fondamentale. Considérons par exemple la courbe p;ramé-
trée (zl,zz) = (tz, t3) dans 0:2 ; la fonction V(t) = Re(1/t) n'y est
pas localement majorée en 0 , cependant on peut vérifier que
dch = 0 au sens des courants (cf. définition 1.1). Observons d'autre
part qu'une fonction faiblement psh ne s'identifie pas nécessairement
presque partout 3 une fonction psh , comme le montre 1'exemple de
la fonction définie sur la courbe 2z.,z_, = 0 de 02 par V(zl,O) =1,

172
v(o, zz) =0 si z2 # 0 . On a toutefois le résultat suivant :

THEOREME 1.10. - Etant donné une fonction V : X — [-o +of ,
il y a équivalence entre les propriétés (a) , ) , () ci-

dessous :

(a) V est faiblement psh sur X .

() V coincide presque partout avec une fonction Vr psh
sur Xr , localement majorée au voisinage de Xs .

(c) Il existe une fonction psh ¥ sur la normalisation X de

~

X , telleque V= Vo presque partout, o m: X —X

est le morphisme naturel.

Pour que V soit égale presque partout 3 une fonction psh
sur X, il faut et il suffit que la condition suivante soit réali-

sée : pour tout a € X, on désigne par V¥*(a) la limite su-
périeure essentielle de V(x) quand x¢ X tend vers a et

par (Xj.a) les composantes irréductibles du germe (X, a) ;

alors

lim sup ess V(x) = V¥@a) , vj .
xer; Xx—~a

Sous cette hypothese V* est psh sur X et V = V* pres-

que_partout.
20
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Démonstration. (a) = (b) . Cette implication résulte aussitdt
de la définition 1.9 et du cas bien connu od X est lisse.

®) = (a) . Soit hl =...=hm =0 des équations locales de Xs
dans X . Alors pour tout ¢ > 0 la fonction
vV + eLog(]h |2+ +|h |2) sur X -
v =T 1t " Um T
€ (-= sur X
]
est psh sur X d'aprés le théoréme 1.6. On a donc dch€ 20.
Comme ddcve converge faiblement vers dch quand ¢ tend vers

0, il s'ensuit dd°V >0 .

() = (c) . La fonction Vr o;m est psh sur 'i\n'l(xs) = n—l(Xr) ,
localement majorée au voisinage de n.l(Xs) , e¢ X est localement
irréductible. Le théoréme 1.7 montre que vr'" se prolonge en une

fonction psh V sur X.

(¢) = ®) résulte du fait que  : i’\{‘(XS) —~ X estun

isomorphisme.

Ence qui concerne la derniere affirmation, la condition que
nous avons donnée pour la plurisousharmonicité de V* est évidemment
nécessaire. Pour voir qu'elle est suffisante, on observe que l'ensemble
des composantes irréductibles (Xj,a) est en correspondance bijective
avec l'ensemble des points aj de X situés au-dessus de a (ceci
résulte par exemple de Narasimhan [Nar], prop. VI.2) et que

V(@) = lim sup ess V(x).

xer , X=a
On a donc par hypotheése V*on = ¥V en tout point de X ; comme toute
application holomorphe f: p —X se reléeve en une application

? :p =X , la plurisousharmonicité de V' entrame celle de V* .
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COROLLAIRE L.11. - Si X est localement irréductible et
si V est faiblement psh sur X , alors la fonction définie

par

v¥*@) =1lim sup ess V(x) , a€X,
b

est psh sur X et V = V* presque partout.s

COROLLAIRE 1,12, - Si V : X — [-«,+=[ est continue et
faiblement psh , alors V est psh .s

Pour terminer cette section, nous examinons la transformation

des fonctions psh par image directe.

PROPOSITION 1.13. - Soit F : X—Y un morphisme propre

surjectif 3 fibres finies.

(@ Si V estune fonction faiblement psh sur X , la fonc-

tion F V définie par

EVO) = I, Vo
X€F " (y)

est fajiblement psh sur Y et de plus
dd°(F,V) = F, @dd°V) .

() On suppose de plus que Y est localement irréductible.

Si V est psh et si la somme zl V(x) est comp-
x€F ™ (y)
tée avec multiplicités, alors I-‘.V est psh sur Y .

Démonstration.

(a) On sait que F est un revetement ramifié, i.e. il existe

un ensemble analytique Z c Y tel que
-1
F: X\F (2) — Y\Z

soit un revetement de variétés lisses. On voit alors que la définition de
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F*V coihcide avec celle donnée pour les images directes de courants.
Il est clair que F,V est localement majorée sur Y , et la propriété
ddc(F*V) = l-‘*ddcv 2 0 résulte du fait que F, commute avec les opé-
rateurs d et & .

() Sous I'hypothése X localement irréductible, »le cardinal
de la fibre F'l(y) , ¥y € Y\Z, est localement constant au voisinage
d'un point de Z . Si de plus V est continue, F,V se prolonge par
continuité sur Y 4 travers Z , et le corollaire 1.12 montre que
F*V est psh . Dans le cas général, il existe pour toute fibre
F'l(y) = {xl,...,xm} des voisinages arbitrairement petits Oj de xj .
1<j<m, et un voisinage U de y tels que F_l((.‘) =0U-u0_ .
Ecrivons V comme limite décroissante de fonctions psh continues
V. sur un tel voisinage F-I(L') . Il vient F,V = lim FV sur U,

k keto K
par suite F.V est psh .=
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k
2. - Opérateurs (ddc) et
inégalités de Chern-Levine—Nirenberg.

Dans cette section, nous rappelons la définition des opérateurs
de Monge-Ampere @d® )k introduits par Bedford et Taylor [BT1],[BT2].
Cette définition permet de donner un sens au courant ddcvl/\.../\ dchk
lorsque les Vj sont des fonctions psh bornées. Nous aurons besoin
ici de considérer le cas un peu plus général ol l'une des fonctions Vj
peut ne pas ttre bornée, et nous redonnerons dans ce cadre une démons-
tration des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg [ CLN] . Enfin, nous
étudions comme dans [BT2) la continuité de l'opérateur (ddc)k rela-

tivement aux limites décroissantes de fonctions psh .

Soient q’l’wz""’cﬂ( des fonctions psh localement bornées sur
X et V une fonction psh quelconque. D'aprés Bedford-Taylor [BT 2]
on peut définir le courant 20 fermé adv A ddcqalA...A ddcq;k par ré-

currence sur k en posant
c C _ .C c c C
(2.1) dd°VAa dd :pl/\.../\ddccpk =dd (@dd Vaddp A..nddg ).

La positivité du second membre est évidente par hypothése de récurren-
ce si @ € c“(X) ; le cas général s'en déduit par régularisation de q:k

et passage A la limite faible dans 1'espace des courants.

Soit n = {p<0] un ouvert relativement compact dans X

défini par une fonction p strictement psh (:m dans un voisinage Q'
de (O ettelleque dp # 0 sur 3. Pour tout réel a > 0 et tout

entier 0 <k <n on pose

Bk - |p‘k+a (ddcp)n-k + (k+a) lplk-1+a dpA dcp/\(ddcp)n-k_l
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et on désigne par ||v|[p la norme LP d'une fonction v sur Q re-
lativement 2 la mesure Bo , p€ell,+=] . La masse du courant (2.1)

admet alors les estimations suivantes (cf. [CLN)).

THEOREME 2.2, Soient V , Vl’"”vk des fonctions psh sur

X telles que V<0,V 20,..,V 20 sur Q. Alors il

existe des constantes Cj = Cj(k,a) , 1=1,2,3 telles que

@) J‘Q Beet Add°V A ddccplA.../\ddctpk s C IVl el -l
yﬂ B A IV dd e A ndd’g s ColVI| ], ol

c c
j‘n B AAdV A...AddY, S cauvl“kuyznk eVl -

Démonstration. Grace au lemme d'approximation 2.4 ci-dessous,
on peut supposer que les Vj et cpj sont de classe c° . Un calcul im-

médiat donne
chk = -2(k+a) ‘p‘k—1+adcp/\ (ddcp)n-k

ad’s, =2(k+a)[ o[ B ad® K (k-1+a)dp/\d°p/\(dd°p)“'k] ,

d'od l'inégalité entre formes
c
lad’s, | < 2k+a)8, -

Notons Ik , Jk les intégrales (a) , (b) respectivement et
q,k = ddcc::l/\.../\ddcq:k . D'aprés la formule d'intégration par parties du
lemme 2.5 et compte tenu que Bkﬂlao = chkﬂ‘aQ = 0, il vient

I

r C C
k- o B rqad VA

¢

< 2k+1+a)ip || [ B A dd®v A Vo1
Q

= 200140 iy Ty

—
n

o= [ vadis s 20+a)] |V||p|P@dn)”
a a
s 20|V,
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Ceci démontre (a) par récurrence avec Cl(k' a) = 2kﬂ(1+a)..‘ (k+1+a),
I'inégalité étant d'ailleurs vérifiée meéme si a=0 . D'autre part si
k21 on obtient

_ c
I = fﬂ "R A VEIA

_ C C C
= J\Q -q(Vdd" B _+B A dd"V +2dVAd B ) A V-1

= C _ [ C
IQ q\((Vdd Bk ak/\dd V)Mk_l+2qu:k/\d B My

en intégrant par parties le terme -2cpkdv Adcak/\wk_l 3 la 2éme ligne.
On suppose maintenant @ > 0 , et on applique 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz 2 la composante de bidegré (n-k+1,n-k+1) du courant

c_ k-1+a C c n-k
2dq>k/\d Sk = -4(k+a)|p| dq:kAd pA (dd” p) ,

ce qui donne le majorant

k-2+a

A @dp) K

d /\dc
dp/\dcp+|p‘k*a % q:l(]
Pk

[4(k+a)2cpk|p|

Il en résulte

k-2+a

C 2 C c n-k
I s _[Q @ V| §-dd"B,_+ 4(k+a)” |q| dpadpa(@d e {Ag

k+ -
A C b

La forme entre accolades dans la premiere intégrale est égale 2

k-1+a . ¢ _n-k+l

2(k+a) [lol (dd”p) k-zra

+(k+l+a)|pl dp/\dcp/\(ddcp)n-k]

£ CyBea1

-

2(k+a)(k+l1+a)
k-1+a

avec C4 = C4(k, a) = . On obtient donc finalement

de, /\dc
k"9 K
Jk < C4“C‘\(”,Jk-1 + ‘[n |V|Bk/\ e A __qﬁ( .

Notons J;( 1'intégrale obtenue en remplagant ®, par cpl‘( = exp(Bcpk)
dans J, et posons M = ||c;i‘|]u° . 11 vient
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By
c .- k C 2 C
dd % e (Bdd cpk+B dcq nd q.k)

C
1]
-BM q + deg A d o

2 Be dd . ,
Pk
dcp' A do!
BM . k BM
Be " J sJ- j IVIBA ¥ A o s C,k,a)e g .
. 1 _2BM .
Comme inf — e = 2eM = 2e ||cpk|| , ceci acheve la démonstration
B ©
B>0
de (b) par récurrence sur k avec la constante
C2(k, a) = (4e)k %‘ma)... (k+1+a) .
Pour démontrer (c) , supposons d'abord que V1 = V2 =,.= Vk=v 20,
Comme Kk k-1 k-1
c k-1 k c
(dd v ) 2 v(le dd v)
une intégration par parties nous donne
) ek/\(dd%)k = | ad®g A v(dd®y)¥?
Q Q k k-1

k-1

k-1 k-1

s20kra)C) [ B A (ddcv )
Q

Par récurrence sur k cette inégalité entrafne A son tour

[ 8 A @d®v* < 2Xa+a).. (k+a)(k_‘) I vk
ok o P

v Vk

+,..+ . 11 vient
A \AN

k! C c
FTr P ETE—T— g Add 'V A..AddV
l\v “k nvkllk J;‘ k v k

Remplagons maintenant v par v =

s 2 (1+a).. k+a) (k l)

j ByY -

tandis que H"Hk < k . L'inégalité (c) s'ensuit avec
C (k a) = 2k(1+a) (k+a). =
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Une conséquence immédiate du théoréeme 2.2 (b) est que le
courant Vddcqal/\.../\ddcc;‘( est de masse localement finie sur X ; en

particulier on retrouve le résultat suivant do 2 Bedford-Taylor [BT 2].

COROLLAIRE 2.3. Les mesures coefficients de ddcwlf\.../\ddc(pk
ne chargent pas les ensembles pluripolaires {V=-=}. s

L'espace X étant de Stein, il existe d'aprés J.E. Fornaess

et R. Narasimhan [FN] des suites décroissantes V de

m’ cPj,m
fonctions psh ¢~ sur X telles que

Vm——V . q)j'm—o(pj pour 1gjs<sk.

LEMME 2.4. 11 existe des suites strictement croissantes d'en-

tiers m(\;),ml(v), ...,mk(v) , v €N, telles qu'au sens de la

convergence faible des mesures on ait au choix 1'une ou l'autre

des propriétés de convergence ci-dessous :

C C C C C C
(a) dd Vm(v) Add q’l.ml(v)/\'"dd mk,mk(v)—’ dd'VAdd cpl/\...dd c&(

c c c .
© Vo030 g T Ve n g

Démonstration. D'apreés le théoréme 2.2 déja démontré dans le
cas des fonctions psh c"n les suites (a) , (b) sont localement bornées
en masse, et les parties bornées de l'espace des courants d'ordre 0 sont

métrisables pour la topologie faible. Dans le cas (a) on observe que

C C C C C C
cpk’mdd V Add cplA...Add Q1 cq(dd vVaAadd cp‘_/\.../\dd P

1
par convergence monotone de D% m quand m — +« ; on a donc
c c c c c c c
dd V Add ¢1...dd c;k_l/\dd wk.m_' dd Vadd q;l...dd LI
La topologie étant métrisable, on peut choisir successivement mk(v) =v
puis mk_l(v)....,ml(v),m(\;) par récurrence sur vy (resp. m(v) = v

puis mk(v),...,ml(v) dans le cas (b)) pour obtenir la convergence sou-

haitée. =
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Enongons ici en vue de références ultérieures le lemme d'intégra-

tion par parties que nous avons utilisé.

LEMME 2.5. Si uetv sont des formes de classe C2 de

bidegrés respectifs (p,q) et (n-p-1,n-g-1) avec p+q pair,

alors

f unddv = J‘ dd®unv + j’ undv - Cuav .
Q Q N

11 suffit en effet d'appliquer le théoreme de Stokes 3 la forme

d(u/\dcv - dcu/\v) = uA ddcv - ddcu/\v + duA dcv + dcu/\ dv

et d'observer que duA &y = i(QuA Vv + av/\—ax) = dvAdcu . =

En adaptant les techniques de [BT2) 2 la situation présente,
nous montrons maintenant la continuité de 1'opérateur (ddc)k par rap-

port aux limites décroissantes de fonctions psh .

® v
THEOREME 2.6. Soient (epj“)vem CLL . et vV
des suites décroissantes de fonctions psh telles que

= lim oY €L X, V= lim VV#-o.
w) V- +to cp) loc v=te

Au sens de la convergence faible des mesures, on a alors

@ dd*vVa dd® &) Aeee A ddccp:—— ad’v /\ddccpl AvA ddccpk ,
Vi€ v C Vv C c
b) VvV¥dd :,cl/\.../\dd cpk vdd cpl/\.../\dd cck ,

Vv ,.C c () c c c
©) :pk dd " VaAdd cpl/\.../\ dd cpk-l—. qi(dd VAadd cplA.../\dd rﬁ(—l .

Nous prouverons le th. 2.6 simultanément avec la propriété

suivante qui en est un corollaire.
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COROLLAIRE 2.7.

c c c _ & c c
(a) dd (vdd q;l/\.../\dd cpk) =dd'vadd @ A A dd % -

c c c c c
() Les courants Vdd P - dd % et dd'VAdd cpl...dd 9

sont symétriques en Py P

Démonstration. En utilisant le lemme 2.4 et un procédé évident
de suite diagonale, on se rameéne au cas ol Vv, cplv, ,cp: sont de
classe C” . Comme les propriétés 2.6 (a,b,c) sont locales, on peut
sans perte de généralité se placer dans un ouvert Q= {p< 0} cc X.
On va maintenant se ramener 2 la situation od ¥ cpj\' sont de classe
c° au voisinage de 3 et nulles sur 30, de maniére a pouvoir appli-
quer la formule de Stokes sans termes de bord. Soit le 5 (u,v) — A(u,v)

une fonction c’ convexe croissante en u et v , qui coihcide avec
2

max(u,v) pour |u-v| > 1 . Alors B = X(gp\j’— < e-zp) est psh ¢~ ,

)

de plus pour € > 0 assez petit

~v _ Vv_2 = -
cpj cpj e sur 035 {p< -3¢}
ijv = e'zp sur ﬁ\Qe = {-esps0}.

-2
On peut donc finalement supposer que cp;'= qu = ¢ p sur la "couronne"
E\Qe (et ceci quels que soient j, y) .

Preuve de 2.6 (a) . On raisonne par récurrence sur k . D'a-
pres (2.1) il suffit de prouver que

2.8 lim [ c;“(’ddcv"/\ ad’g) ...ddc:p\‘:_l/\ ad®y
n

V—.+|p
C C C C
= jo ¢, dd VAadd o ...dd g nddy

e =
n-k-1, n-k-1 Y30
par hypothese ¢:lan = 0) . Quitte 2 remplacer § successivement par

k-1

pour toute forme y§ € C (Q) telle que 0 (noter que

p(ddcp)n-k_l et y+ Ap(ddcp)n- , Ax» 0, on peut supposer ddcw 20
sur (1 . L'inégalité < dans (2.8) résulte alors simplement de 1'hypo-

these de récurrence
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[ RV} c v IRV c C c
dd'V'Add L dd A1 —=dd VA dd LIRS dd Py

et du théoréme de convergence monotone. Pour prouver l'inégalité =2

inverse, on effectue des intégrations par parties successives au moyen

du lemme 2.5 :

[ . dd°VAdd’o ..dd°p, _, Add%y
Q k 1 k-1

V€ c c c
< J‘qukdd Vaddp ...ddg,  Addy

(4 C C C v C
jﬂ ®,_4d VAddp ...dd g ,Add pp Addy

)

) cp}’(_ldfv/\ddccpl ...ddccpk_zl\ ad” ¢ ndd®y
Q
N ddv A ad’g) ... ddccp:/\ddcw
0

I Vddcqar ... da® oy A ad®y
Q
- Vdccpr/\ddcqa;mddccp:/\ddcw
)

[

[ vVadsY .. ad°qY nad®y - €2 va®pon@d o nad®y
Q 30

[ oy ad’v¥a ad’y) ... ad’g
a 1
s E WYvden @dp  aady
N
La derniere intégrale tend vers 0 par convergence monotone, ce qui

acheve la preuve de 2.6 (a) .

Preuve de 2.7 (a) . Conséquence immédiate de 2.4 (b) et 2.6 (a) .

Preuve de 2.6 (b) . L'inégalité 2.2 (b) entrafne que la suite
Vvddc:.:\i AN ddcq:]\: est de masse localement uniformément bornée sur

X . De plus toute valeur d'adhérence de cette suite est telle que

Ts Vddcc;l/\.../\ddc:;k ,

avec égalité sur Q\Qe (12 ou c;\j) = wj = ¢ p). Dapres 2.6 (a) et

2.7 (a) on a d'autre part
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c c c c c c c
= A = .
dd T=dd'VAdd @A Addcpk dd"(vdd ?, ddcpk)

Distinguons maintenant deux cas suivant la valeur de l'entier k .

Si ksn-1, le lemme 2.5 appliqué avec v = p@ad° " "1

entrafhe que le courant positif
u= Vddccpll\.../\ ddccpk -T -

est nul sur () .

Si k=n, on peut considérer V , q’l""’q( comme des fonc-
tions sur XxC ne dépendant pas de la derniére variable, et appliquer
le résultat 2.6 (b) déja connu 3 X xC€ . La démonstration de 2.6 (c)

est identique. ®

Remarque 2.9. Si cpj est 2 0 , on peut écrire

Cc c 2 _ c
dcpj/\dq;j-iddcpj cpjddc%.

par conséquent, le théoréme de convergence faible 2.6 reste valable pour
tout produit de V ou dch par des (1, 1)-formes du type ddcqaj,
dcpj/\dcqaj , Ou encore (par polarisation) dtpl/\ dccpj + d.:pj/\dcq.ai .

Remargque 2.10. Le lecteur trouvera une intéressante discussion
sur le probléme de la définition et de la continuité de l'opérateur de
Monge-Ampere dans [Ki] et [Ce] . En particulier, il est possible
d'étendre certains des résultats précédents au cas od les fonctions c:pj
ne sont plus nécessairement bornées, i condition de faire une hypotheése
de compacité sur les pOles des q)j . Nous supposerons qu'il existe un
compact K<C X tel que cpl,...,q‘ soient localement bornées sur X\K
Alors la définition (2.1), le lemme 2.4 (a) et le théoréeme 2.6 (a) res-
tent valables.

Pour le voir, on observe que le probléme se pose uniquement
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au voisinage de K . Soit p une fonction ¢” strictement psh et w
un ouvert tels que Kcwcc 0= {p<0}cc X . Quitte 3 remplacer q;j

par
cpj --25 sur w , e.zp sur X\
sup(cpj-%, e-zp) sur 0\w
on peut supposer cpj = e_2p au voisinage de 3() . Démontrons d'abord
par récurrence que cpkddcv A ddcq)ll\.../\ ddccp\(_1 (et donc aussi

dchA ddccpl...ddccq() est de masse localement finie si k < n-1 . Pour

tout a< 0 on a en effet, avec la notation q{ a= ma.x(cpk. a) :

C C c .n-k
jﬂ I 4l9d°V A ad’q wdd’q_ A @d®p)

= [ loladq v addy...adly A @ Pt
n il

scJ ddc(q;k addcv/\dd"cpl...ddccpk_l)/\ @dp k!
Q 1]

= ce X[ ad’vaad®n™! < 4o,
0
la derniére égalité provenant du théoréme de Stokes. La démonstration

de 2.4 (a) et 2.6 (a) se fait alors sans aucune modification.
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3. - Mesures de Monge-Ampére
et formule de Jensen.

A toute fonction ¢ psh continue et exhaustive sur un espace de
Stein, nous allons associer de maniére canonique une famille de mesures
positives portées par les ensembles de niveau de ¢ . Ces mesures appa-
raissent naturellement lorsqu'on cherche & étendre la formule de Jensen
en plusieurs variables. Les principales idées de ce paragraphe reposent
sur les calculs faits par P. Lelong [Le 1] pour montrer l'existence des
nombres de Lelong d'un courant positif fermé. Nous reprenons pour l'es-
sentiel les notations de [D4) , [D5] (voir aussi l'article de H. Skoda
[Sk 5]).

On considere un espace de Stein X de dimension pure n , ré-
duit, muni d'une fonction psh continue ¢ : X — [-=,R[ , od

R e )-=,+) . Pour tout r <R on note
Br) ={ze X: w2 <r) , B() = {z€ X; 9(z) s T}

les "pseudoboules' ouvertes et fermées associées & ¢ (on prendra gar-
de au fait que ﬁ(r) n'est pas nécessairement 1'adhérence de B(r) !) .
On suppose que ¢ est exhaustive, c'est-a-dire que les pseudoboules

B(r) , r< R, sont compactes. On pose enfin pour tout r¢ [-w Rl
S(r) = {z€X ; w(2) =r} = B(m)\B() ,
@ = max(g,r), a = ddcw = ZXaScp.

Le courant (ddccpr)n est bien défini grace 3 (2.1) si r>-=, et si

r=-o, (ddccpr)n = (ddcc;))n existe d'apres la remarque 2.10.

LEMME 3.1. - L'application rh-(ddc:pr)n est continue de [-«, Rl

dans l'espace des mesures sur X muni de la topologie faible.
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Démonstration. La continuité 2 droite résulte du théorame 2.6 (a),
tandis que la continuité 2 gauche s'obtient en écrivant

@d°p)" = @d’ max(@-r,0n" .

Comme (dv:lccpr)n est nul sur B(r) et colhcide avec (ddcq:)rl
sur X\B(r) , la continuité A gauche entramme

C n C n

od 1 A désigne la fonction caractéristique d'une partie Ac X . Les ré-
sultats ci-dessous découlent aussitot de ces remarques et justifient la dé-

finition suivante,

THEOREME et DEFINITION 3.2. - On appellera mesures de

Monge-Ampere associées 3 ¢ les familles de mesures positives
w) (ﬁr) portées par S(r) , r € [-=,R[ , définies par

[}

@d’e)® ,
n
L5 (r)(ddc 9 .

La famille M (resp. ﬁr) est faiblement continue 3 gauche (resp.

W = @e)"-1

- _ ,.c_
ur-(ddq)r) -

X\B(r)

3 droite), et on ales relations

Lr= lim Hyo M = lim g ,
p—r+0 p—r-0

- _ c_.n_ c n

bp = lgp@d o) =u +1g,,ddo .

Soit DQD c [-=,R[ 1'ensemble au plus dénombrable des réels r
tels que S(r) soit négligeable pour la mesure (cldcqp)n sur X .

Alors Jr = p. pourtout T 4 D:p , et les applications r — “r'ar

sont continues en tout point rchp .

Nous remercions vivement E. Bedford de nous avoir suggéré cette

définition, qui simplifie celle que nous avions utilisé dans une version an-

térieure de ce travail. En tout point o0 ¢ est réguliere, e et e
peuvent se décrire par une forme différentielle simple sur 1'hypersurface

S(r) .
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PROPOSITION 3.3. - Soit x € xreg un point régulier au voisi-
nage duquel ¢ est de classe c? et tel que dex) # 0. On

oriente S(r) comme bord de B(r) . Alors les mesures e et

B, sont définies au voisinage de x par la (2n-1)-forme volume

c n-1 ¢
dd"ep) Ad cp]S(r) .

Démonstration. Soit  un voisinage de x sur lequel deo#0 ,
et h unefonction C° 2 support compact dans 2 . Ecrivons

max(r,t) = lim yx (t)
vt v

ol )\a est une suite de régularisées par convolution de t — max(r,t) .
(\;) est une suite décroissante de fonctions convexes C* , telle que
Os)&" <1 et lim X'v(t) =0 pour t<r, =1 pour t>r . Le théo-
réme 2.6 (a) entrafme donc

[ hed’e ’'= lm [ h@d®x_-p)"
) T v v

C n-1 C
lim - [ dhA(dd op) Ad (X °®
Mo -] X X
C

tim - '@ don @l A d
vt+o 0 Y

-J‘ dhA (ddﬁcp)n-1 Ao
Q\B(r)

"

h@dCof A o+ I h@dd )"
Q NS(r) O\B(r)

d'apres la formule de Stokes. On en déduit donc sur (i 1'égalité de me-
sures
C n c n-1 C cC n
= +
(dd cpr) (ddop) Ad wlS(r) nx\B(r)(dd ®) . =
Nous pouvons maintenant démontrer la formule de Jensen-Lelong

que nous avions en vue.

THEOREME 3.4. - Soit V une fonction psh sur X . Alors V
est u_-intégrable pour tout r € J-=,R[ . De plus
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I
af @Al =um-[ vd,
- B(t) B(r)
o a-= dd°p . Les deux membres sont finis si mfxq» -

ou si me(r)v > -,

Démonstration. L'intégrabilité de V pour u_ (et pour p_)
== r r

résulte du fait que V est intégrable pour («:ldct:pr)"l drapres le théoreme

2.2 (b) . Notons aussi que les intégrales J' dch/\ (ddccxs)n‘1 20 et

B(t)
J‘ V(ddc.:p)n ont bien un sens en vertu de la remarque 2.10, la pre-
B(r)
miere étant d'ailleurs toujours convergente. La deuxieme converge si

infxrp> - grace 3 2.2(®) , ou si inf -= grace 3 2.10. Pour dé-

>
B(r)
montrer la formule 3.4, on suppose d'abord

infxcp>-= glinf V>-o,

B(r)
et on sedonne c >r . Le théoreme de Fubini implique

C - -
3.5 [ af dd°va@dor ! = [y dt) ad°v A @™
il B(t) B(c) egp<t<c

= (c-dd°V A @t .
B(c)
D'apres la formule de Stokes, on a 1'égalité
d Ec-cp)ch/\ @™+ V(ddcqa)n_lt\dccp]
B(c)

=7 d (c-—wr)ch/\ (ddccpr)"'l + V(ddc:pr)n_l A dccpr]
B(c)

puisque les courants 2 intégrer coihcident sur B(c)\E(r) . Si on développe
la premiere intégrale, il vient

(-0 dd°v A @™t + viadSo)™+ [ @adp- dondv)a @ddof L,
B(c) B(c)

et comme la composante de type (1,1) de dVAdcr,;- doa ch est nulle,

la deuxieme somme s'annule. Par suite

I e-pddVa @)™ ! + vy
B(c)

= IB (- )dd°v A @z P!
(C) r r

+ V(ddcvr)n .
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Faisons maintenant tendre ¢ vers r 2 droite. Comme 0sc -y sec-r,

il vient A la limite

(r-pdd°va @d°p™! + v dd°y" I V(dd"cpr)“
B(r) B(r)

BW .

Compte tenu de (3.5) et de l'égalité {1 = + ls(r)_(ddccp)n , ceci démon-
tre la formule 3.4 sous I'hypothese restrictive que ¢ et V soient mi-
norées. Dans le cas général, on peut écrire V=vlix}1w V\J ol Vv est
une suite décroissante de fonctions psh C® sur X (cf. [FN]). Soit
a<r fixé. D'apres ce qui précede, on a l'égalité

W) = _[rdx I dchvA (ddccpa)n-l v (ddcq>a)n .
a B(t) B(r)

Un passage 3 la limite quand vy tend vers +« donne

r o
w@ = [ af afva@fe) ™+ [ vade)®:
a B(t) B(r)

en effet, la mesure ddcvv a@d® cpa)n-l converge faiblement vers

ad°va @d® cpa)n-l grace au théoréme 2.6 (a) , et cette mesure est éva-
- ]

B (r)(r cpa) d :pre:. 1(3. 5) c I;e.lthéoreme

de Stokes montre que la mesure dd°V A [(dd ®) - @dw ] est

luée sur la fonction continue 1

d'intégrale nulle sur B(t) pour tout t>a , donc on obtient

r
[ at[ ad®va @) = W W) - [ V(ddccpa)n )
a B(t) B(r)
Cette formule entrafme que les fonctions continues a ...I \" (ddccpa)n
B(r)
sont croissantes sur [-o,r[ . Leur limite décroissante

a -J' V(dd‘:z:pa)u est donc continue 3 droite, ce qui permet de passer
B(r)
3 la limite en a=-= . @

De la formule 3.4 on déduit aussitdt la formule analogue pour les

mesures | :

r
3.6 [ a davaade" - B -[ vadcy” .
- B(t) B(r)
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En particulier pour V=1 il vient :

COROLLAIRE 3.7. - Les masses totales de Moot ﬁr sont
données par

n - n
Iell =J @y Rll=f o -
B(r) B(r)
Dans toute la suite, nous laisserons au lecteur le soin de traduire
les résultats obtenus dans le cas des mesures :lr . Nous étudions mainte-

nant la continuité des mesures He en fonction de l'exhaustion o .

PROPOSITION 3.8. - Soit (cpv)v (v Lne suite décroissante de

fonctions psh continues convergeant vers ¢ sur X, et p:

les mesures de Monge-Ampeére associées a cpv . Alors u\:_
converge faiblement vers M. pour tout r € )J-=, RI \Dw .

Démonstration. 11 suffit d'appliquer la définition 3.2, qui donne

C vn

W= @) -1 @d°e”)

X\BV(r)

avec CO: = max@",r) , B;f = 32€X ; 97(2) <ri , et d'observer que

B(r) = U BV(r) . Le théoreme 2.6 (a) implique alors
c .0 c n c y.n c n
@e) ~@ddy , @e) —@dg) . =
La proposition suivante montre que les mesures e sont essen-
tiellement les mesures de désintégration du courant (ddccp)n'll\ do A dcq:

sur la famille des pseudosphéres S(r) .

PROPOSITION 3.9. - Soit h une fonction borélienne bornée 3

support compact dans X\S(-=) . Alors

R n-1 C
(a) j‘ by (ydr = j‘ ba " Adpad o.
—e X

() Si de plus h est de classe (:1 , ona

w® = [ dibe" Ade) = [ ha"+ dnden o
B(r) B(r)
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Démonstration.

(@) Les deux membres définissent des mesures positives opérant
sur h . Il suffit donc de démontrer 1'égalité lorsque h est continue
3 support compact. D'aprés la proposition 3.3 et le théoréme de Fubini,
la formule est vraie lorsque ¢ est de classe C® : le théoreme de
Sard montre en effet que 1'ensemble des valeurs critiques de ¢ est né-
gligeable. Le cas général s'obtient alors en appliquant la proposition 3.8
3 une sui}e ¥ de régularisées de o .

() D'apres 3.3, la formule est vraie si ¢ est c® etsir
n'est pas valeur critique de ¢ . La proposition 3.8 étend le résultat au
cas od ¢ est seulement continue, pourvu que r ¢ Dq) . 11 suffit alors
d'observer que les deux membres sont des fonctions continues a gauche

en r . =

Soit x: J-»,R[ — IR une fonction convexe croissante non cons-
tante. Les mesures 7 associées A l'exhaustion ¢* = x.q sont alors
reliées aux mesures He par la formule de changement de variable sui-

vante :

PROPOSITION 3.10. - Pour tout r € [-»,R[ , on a les formules

_ v, D=
=x,0 M

*

=xm" iy
uX(r) X_ Hp » M

X (r)

A x, . x. sont les dérivées 2 droite et 2 gauche de ¥ .

Démonstration. Les égalités résultent de la proposition 3.3 lors-
que o , X sontdeclasse c” et lorsque r estvaleur réguliere de o .
La proposition 3.8 implique le cas général si r d% , aprés passage 2
la limite décroissantesur @ et y . Le résultat s'en déduit par conti-

nuité pour r € D¢ . =
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c.n
4. - Mesure résiduelle de (dd ¢) sur S(-=).

Si V est une fonction psh 2 0, le théoréeme 3.4 montre que

la fonction r w— “r(v) est croissante 2 0 . De plus, comme l'intégra-

r -
ble double j' dtj' ddva " L (V) estconvergente, il vient

-=  ‘B®)

N n n

lim p (V) = lim I Va = Va

I—--o r--o B(r) S(-=)

THEOREME ET DEFINITION 4.1. La mesure §__=1g__.o'

portée par le compact S(-o) sera appelée mesure résiduelle

associée 3 o . Pour toute fonction psh V 20 sur X on a

H_ (V) = lim pr(V)

= F—-c

e tend faiblement vers E_a quand T — - .

La derniére affirmation résulte du th.3.2, ou du fait qu'on peut
écrire toute fonction h de classe c2 sur l'espace de Stein X sous

la forme h = hl-h avec hl’h 2 0 psh de classe C2 .

2
L'objet de ce paragraphe est d'énoncer quelques propriétés
générales des mesures résiduelles . Pour évaluer . sur des
- -
exemples concrets, on dispose du théoréme de comparaison suivant,

inspiré des résultats de [D4) , [D5] sur les nombres de Lelong.

THEOREME 4.2, Soient c;j  X— l—s,Rj[ , =12, deux

fonctions psh continues exhaustives et My i les mesures

associées respectives sur Sj(r) = [cpj =t} . On pose
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(z)
¢= lim inf @ Alors pour toute fonction pshV 2 0
@)= -= P z
on a l'inégalité
- (V en-
Hog,2V) 2 u_ql(V) .

En particulier, si @ ~ 2¢1 quand wl(z) —~ -, 0na
- n—
Moo= tH o

Démonstration. Il suffit de montrer que E_o 2(V) 2 ﬁ_q 1(V)

sous 1'hypothése lim inf cpz/q;z1 > 1. Fixons r <R_ et posons

2
P = sup(cpl-A, q;z) od A est choisi assez grand pour que ¢ coihcide
avec cpz au voisinage de Sz(r) . Soient My les mesures associées
32 ¢ . L'hypothese lim inf q;z/q’.:1 > 1 entrame qu'il existe t<r tel

que ¢ coihcide avec q;I-A sur B () = [q;l <t} . On obtient donc

k)

_ql(V) = t11m ut'l(V) = tl.i.l:‘., H, V) su. V) = ur'z(V) ,

dd §_ V) slm u M=k ,V) .

==

Sous les hypothéses précédentes, on péut conjecturer que l'iné-

galité entre mesures [__ 22 2“5_ a toujours lieu, mais les

o, 1
conclusions du théoréme 4.2 ne nous ont pas permis de le démontrer.

Nous disposons toutefois du résultat particulier suivant :

COROLLAIRE 4.3. Avec les notations du théoreéme 4.2, soit
Ac Sl(-u) une partie borélienne qui est réunion de composan-

tes connexes de Sl(-a) et 1A la_fonction caractéristique de

A . Alors pour toute fonction psh V 2 0

- | o
Mo, 2@V 2t @,V .

En particulier, si Sl(-a) est totalement discontinu, on a

n—
28 H_g

u-u,z U7
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Démonstration. I1 existe une suite croissante de compacts
Kv c A tels que ;-n,j(A\Kv) <2V, j=1,2 . La relation d'équiva-
lence dont les classes sont les composantes connexes de Sl(-u) est de
graphe fermé (S (-« étant compact). Le saturé K’v de K, est donc
une partie compacte de A ; de plus Kv est intersection d'une suite
décroissante de parties 2 la fois ouvertes et fermées dans Sl(—c)
(cf. Bourbaki [Bo), chap.II, §4, n°4). On peut donc supposer que A
est ouvert et fermé dans Sl(-eo) . 11 existe alors un ouvert U cc X

tel que A = UnSI(-m) ,» atn Sl(-w) = ¢ . Soit r, = ;%f 9, >-e et

0=1{zeU; tpl(z) < ro] . Q0 est réunion de composantes connexes de
Bl(r

0) , donc Q est de Stein ; de plus 9,0 — [-o,ro[ est

exhaustive. Posons
= -r +
:PV S“P(t%.\)@l ro 1)) .
Pour y > sup @, 1'application ®, : Q — [-=,vl est exhaustive,
Q0

tandis que pour 2 ¢ on a

® (2) )
lim inf "(z) = lim inf —Z = ¢ .
P, (2)=- f 1

D'aprés le théoréme 4.2 appliqué a @ et ¢ sur (, il vient
v

- n-
u_m.V(IQV) 28 u_m,l(nOV) .

Si ¢ est >0 (seul cas intéressant 2 considérer) on a Sz(-o) DSI(—w) ,

donc S (-9 =Sl(-a:) et nnsl(-m) = UnSl(-a) = A . Par conséquent
v

c n _ - n-
(dd 4:\)) (llAV) = u_g‘v(lAV) 28 “-m,l(lAv) .

On observe maintenant que la suite ¢ décrdit vers ¥, sur
v
1'ouvert Bl(ro-l) quand y — +o , donc (ddcqp )n tend faiblement
v

vers (ddc ¢2)n

sur Bl(to-l) d'apres 2.6 (a) et 2.10. Comme A
est compact, AcC Sl(-o) c Bl(ro—l) , €t comme lAV est semi-continue

supérieurement, on en déduit a la limite
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- c .n n—
H_o o@aY) = @d'm) (1,V) = ¢ “-»,1";.") ..

Dans le calcul classique qui suit, nous aurons besoin d'évaluer
la masse [|u_ || 2 partir de la fonction g*= e® . A cet effet, on ob-
* = n [
serve d'aprés la proposition 3.10 que My r uLogr , d'od

@ G_m=lmrr@=lmr o[ @dgm.
-® r-0 r-0 g<r

PROPOSITION 4.5. Soit ¢ = Log ¢* une fonction continue psh

dans C", o) ¢ est homogene de degré ¢ >0 et (¢ (0)=0.
Alors

@d®e)” = @ng"” 5

o 60 est la mesure de Dirac en 0 .

Démonstration. L'homogénéité de ¢* implique (ddccp)u =0 sur
c“\{o} . Dans le cas particulier o¢*(z) = |z‘2 , on trouve
@d°¢"" = 4"nt dx  (d) = mesure de Lebesgue), d'od A= @n”
et (ddccp)n = E_, = (411)"60 . Le cas général résulte du théordme 4.2. »

Exemple 4.6. A titre d'illustration de ce qui précéde, regardons
le cas o0 o(z) = Log sup(|21|,.... |zn\) dans C° . Comme ¢ ne dé-
pend que de n-1 variables au voisinage de tout point du complémentaire
de 1a 'diagonale" A = {|zl\ = .= |zn|] , on en déduit par homogénéité
de €% que (ddcq))n—l =0 sur c"\A . La proposition 3.7 montre alors
que la mesure My est 3 support dans le bord distingué

T(r) = {|zl| =...= [zn| = er] =-S(r)N o du polydisque B(r) . Comme

My est invariante par les rotations préservant B(r), et comme

hurn = (211)“ d'apres 4.5, il en résulte que Mo = d61A.../\d8n avec
r+ig.

2. =e J, 1sj<n. On obtient de plus :

@d’e)” = @m” s

@)™ A dondSe = dr A do A..ndg sur A\(0) .
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Revenons maintenant au cas général. Soit x € X un point quel-
conque et w = (wl,wz,...,wN) les N fonctions coordonnées relatives
2 un plongement d'un voisinage Uc X de x dans GN , tel que
w(x) = 0 . 11 existe un voisinage (Qcc U de x et Ty < 0 tels que
la fonction 9, @) = Log |w(z)|2 Q- ]-o,rol soit exhaustive. La for-
mule 4.4 donne alors (cf. [D5)):

A, @ = @n’v(X],x

od y([X],x) estlenombre de Lelong en x du courant d'intégration
de X dans G:N , égal d'aprés P. Thie [Th] 2 la multiplicité algé-
brique m(X,x) de X au point x . On obtient donc

@n T, = én'mExs_.

Pour une fonction ¢ quelconque, on obtient le résultat suivant, qui est

bien connu au moins dans le cas ot X est lisse.

COROLLAIRE 4.8. Désignons par \(p,x) le nombre de
Lelong de ¢ entout point x € X . Alors
(ddccp)n 2 n 22" T m(X.x)v(cp.X)né
- xeX X
Démonstration. Avec les notations précédentes, l'une des défi-
nitions équivalentes des nombres de Lelong est la suivante :

1 = _o@
T (e, X) ul;x~i’(nf Log‘w(z)l'

Posons alors q;l(z) = x(z) Log |w(z)|2 + Ay(z) ol x est c"n a sup-
port compact dans (1, y = 1 au voisinage de x , y strictement psh
de classe cz sur X et A >0 assez grand. D'aprés le corollaire

4.3 et la formule (4.7) il vient :

%@ _ 1
lir:_.;nf @ 2n v, X) ,
d'od

- 1 n_ n n
Hog 2 (G v(@,x) u_ 22 mX,x)vip,x) b .=

®, 1
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5. - Principe du maximum.

Soit ¢ wune fonction d'exhaustion psh continue sur un espace
complexe X . Nous allons voir que les fonctions plurisousharmoniques
sur X satisfont le principe du maximum relativement aux mesures de

Monge-Ampeére associées & ¢ .

THEOREME 5.1. Si B(r) = {p<r} # ¢, alors “pr“ >0
et pour toute fonction V psh sur X on a:

supB (r)V = sup essentiel de V relativement a “r .

L'exemple 4.6 montre que 1'hypothése de- plurisousharmonicité

de V dans le théorédme 5.1 est pertinente.

Démonstration. I1 n'est pas restrictif de supposer V > 0 . Nous

allons alors montrer que supB(r)V = ||v|| - en appliquant la formu-
L

T
le de Jensen 3 une fonction d'exhaustion ¢' bien choisie.

Soit ¢ wune fonction strictement psh de classe c2 sur X ,

z0 € B(r)n Xregun point régulier et U cc B(r)nXmgun voisinage de zo .

Pour ¢> 0 assez petit, la fonction
¢'(2) = sup(9(z), 9(z ), T Je + € y(z)

est égale 3 ¢cy(z)+Cte sur U et coincide avec ® au voisinage de
S(r) . La mesure My peut donc aussi bien etre définie par o', ce

qui donne

r -
W = [ af ad®vnad®y)™ ! + [ viade)”
-o  B(r)N{g<t} B(r)

n c n
ze'I;vV(ddy).
1
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En particulier “pr“ = u, (1) > 0 . Remplagans maintenant V par vP

et faisons tendre p vers +o . Il vient :

vy < o [ ] s 0]

On obtient par conséquent

supB(r)V = SupB(r)nX V< ||V||L¢

reg ("W

T
Dans l'autre sens, l'inégalité

N4 - < sup, v
rCw) o0

r
est évidente. Si on prouve la continuité & gauche de la fonction
r — |[V|| on aura donc

@

LG

\" < lim sup,.,.V < sup V.
I llL,m) ber bz PS() B(r)
r

LEMME 5.2. Pour toute fonction psh V = 0 , 1'application

r — ||Vl est croissante et continue 3 gauche.
-
L (ur)
Démonstration. La formule 3.4 montre que la fonction
r — ul_(V) est croissante et continue 3 gauche. Sur tout intervalle
]-m,rol P Ty < R , les fonctions
1/p
-1
ro— [l TP el
T r
0
sont donc croissantes et continues i gauche, et forment une famille
croissante par rapport 3 p en vertu de l'inégalité de Holder (la me-
-1
sure H“r I M est de masse <1). La limite quand p—~ +=, 2
0
savoir r— l|V|| - , est donc croissante et continue A gauche sur
L)

]-a,rol ..

417

=il
L)

T
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6. - Propriétés de convexité des fonctions psh.

Un résultat bien connu de P. Lelong (cf. [Lel]) affirme que
le sup, la moyenne et plus généralement la moyenne LP d'une fonction
psh sur la sphere euclidienne de rayon r dans ¢” sont fonctions
convexes de Logr . Nous nous proposons d'étendre ces propriétés 2

une situation beaucoup plus générale.

Soit X un espace de Stein de dimension pure n ,
% : X - [-=,R[ une fonction psh continue exhaustive. On suppose que

¢ est Monge-Ampeére-homogene, i.e. il existe A ¢ [-=,R[ tel que
6.1) (ddccp)n= 0 sur l'ouvert {p>A}.

Pour toute fonction psh V sur X et tout r > A le théoréme 3.4
montre alors que la dérivée 2 gauche

d _ c n-1
6.2) E_—pr(V)-j‘ ddVAq
- B(r)

est positive croissanteen r , d'od le

THEOREME 6.3. La fonction valeur moyenne r -—-Mv(r) = pr(V)

est convexe croissante sur JA, R[

Le cas classique évoqué au début correspond 2 la boule de
rayon e® dans C" avec ®(z) = Log|z| , A = -» . Plus générale-
ment, on a un résultat de convexité pour les moyennes en norme Lp

définies par

P pl/P
Mym = [u, 057 L bty el
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THEOREME 6.4. La fonction r — Ms(r) est convexe croissante
sur ]A,RI

Démonstration. Par régularisation on se rameéne au cas o0 V

est psh > 0 de classe Cc® . Etant donné ¢>0 , considérons la fonc-

tion
r -
he) = [, (Pt = VP Indond®y , € JAve,RI
€ r-¢ B(r)\B(r-¢)
(la derniere égalité résulte de la proposition 3.9 (a)) . Comme

/p

I (Vp) = lim -l-h (r) , il suffit de prouver que hl est convexe pour
r =0 € ¢ €

tout e¢> 0 . On doit donc vérifier 1'inégalité
1 .12
. " - 1_— h
(6.5) hehe ( p) c 20

ol la dérivée seconde h'é est, disons, calculée 2 gauche. D'apres la proposi-
tion 3.9 @) et 1'hypothese (6.1) il vient

' L P
hi@) = (V) = p V)

dIvP" 1 Ad%s)
B(r)\B(r-¢)

pvPlavao" A d .
B(r)\B(r-¢)

La formule (6.2) implique par ailleurs

h'(r) = J" dd® vPy A an-l
€ B(r)\B(r-¢€)

Grace 2 l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

b e < 7 vP" T A dpndCe - p2vP 2avad®v ag™ ! |
€ B(r)\B(r-¢) B(r)\B(r-¢)

et la relation (6.5) cherchée découle de 1'inégalité

dd°vP) 2 pe-)VP 2aVA SV | u
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COROLLAIRE 6.6. Les fonctions définies par

@ My = Logu ()
®) Mv(r) = supB (t)v

sont croissantes convexes sur JA,RI

Démonstration. La propriété (a) résulte du théoreéme 6.4 et
de 1'égalité

1/p
\"/ \
Log u (') = lim p)[u (a5 -1$ :
r r +
p-.-Hn
Le principe du maximum (th. 5.1) entrafme d'autre part

= 1 AV
supB (r)V )l‘in., 3 Log ur(e )

bar suite (b) est conséquence de (a) . ®

En vue des apblications A 1'étude des espaces fibrés, nous dé-
montrons maintenant une version avec paramétre du théoréme 6.4. On
se donne un morphisme n : X - Y d'espaces analytiques de dimen-
sions pures dim X = m+n , dim Y = m et des fonctions o : X — [-o, +=l
psh continue, R : Y —-]-o,+a] (resp. A : Y— [-o,+=[) semi-
continue inférieurement (resp. supérieurement) vérifiant les propriétés

ci-dessous.

Hypotheses 6.7.

(a) n estsurjectif, et les fibres n-l(y) , y€eY sont de di-

mension pure n .

(b) m est un morphisme de Stein, i.e. Y posséde un recou-

vrement ouvert (Q.)

-1
tel que ™ () soit de Stein
ey e T () 2ot ge Steln

pour tout j €J .

(c) ox) < R(n(x)) et A(y) < R(y) quels que soient x ¢ X,
yey.
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(d) Pour tout y € Y et tout r < R(y) , il existe un voisinage
U de y dans Y tel que n‘l(U)nB(r)cc X .

(e) (ddct:p)n =0 sur l'ouvert (xe€X ; ox) > A(nx)] .

On note ici encore B(r) = {p<r}, S{r) = {p=r)} et o= dd°p .
Sous les hypothéses (c) et(d) le §3 permet d'associer 3 chaque fibre
n-l(y) une famille de mesures “y,r portées par n-l(y)nS(r) pour
r € ]-»,R(y)[ . Etant donné une fonction psh V sur X on introduit

les valeurs moyennes

My@.1) =k ),
’ 1/p
p p
M, @, 1) [“y,r(v+’] si pell,+=l ,

exp _ A\
My~ 0.7) = Log (),

M;(y,r)=sup -1 V.
n () NB(r)
PROPOSITION 6.8. Pour tout r fixé, les applications
P
y — py’r(V) ety }v%(y,r) sont faiblement psh au sens
de la définition 1.9 sur l'ouvert {ye Y ; A(y)<r <R} .

Démonstration. Comme le résultat est local sur Y , I'hypo-
these 6.7(b) permet de supposer X, Y de Stein. Un passage 2 la li-
mite décroissante nous ramene alors aucas o0 V est psh de classe
(':«l= ; si. p>1 on peut supposer de plus V> 0 . Soit € > 0 arbitraire
et y:l]lr-¢,r[ — R une fonction c® 20 non nulle 2 support com-
pact. Par analogie avec le théoréme 6.4, introduisons la fonction auxi-

liaire
r
n-1 C
hy) = [ wy  WPxwa = Vxe@a" nden d
e m o)
définie sur l'ouvert

Ue=}er;A(y)+c<r<R(y)§ .

/p

Pour conclure, il suffit de montrer que h1 est faiblement psh sur
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Ue . Si p>1 il s'agit donc de montrer que
had®h - @-pabad’h 2 0.

Soient u, v, w des formes réelles de classe ¢ sur Y 2 support
compact dans Ue , de bidegrés respectifs (m,m) , (m,m-1)@ (m-1,m)
et (m-1,m-1) . D'aprés le théoreme de Fubini, qu'on applique d'abord
en supposant ¢ de classe c”, il vient

[ bu= i) Vpx(cp)qn-ll\dcp/\dccp/\ mu ;

Y X
le cas od ¢ est seulement continue s'en déduit par limite décroissante
(th. 2.6). On observe maintenant que l'intégrande est & support dans
n_l(Suppu) N (B(r)\B(r-€)) cc X (hypothése 6.7 d) et que le courant
x(p o.n-l/\ dcp/\dccp est d-fermé (hypothése 6.7 €) . Au moyen d'une in-
tégration par parties sur Y et d'une autre inverse sur X on obtient
donc successivement
6.9) J‘ dhnv = j’ dvP)a % () an'l Adq>Ad°chn‘v .

Y X
6.10) jydd%/\w = [ a®(P)ay@ra"  ndon dparnte .

X

Supposons que la (m-1,m-1)-forme w soit > 0 . L'égalité (6.10)

montre déja que J' dd°h Aw 2 0, donc dd°h 2 0 sur Ue , ce qui
Y

résout le cas p=1 . Dans le cas général p> 1, soit y une l-forme

réelle C”~ sur Y et Yc = l(yo’ L yl'o) . L'égalité (6.9) combinée 2

1'inégalité de Cauchy-Schwarz entrame
{ dhay Aw = I pvPlav A n*yC A x (@) o adpadpamtw
Y X
2 -
s3 [ VP yay)+ p2VP 24V Ad°V) A @ T AdpndSo AT tw
X
<3 [ hyay Aw + 2= ddhAw)
Y p-1

compte tenu que dchp 2 p(p—l)dVAch . Comme ceci est vrai pour

toute forme w 2 0 , on en déduit au sens des courants l'inégalité

dhny + yad’h s hyay +%dd°h )
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Observons que h est partout > 0 sur Uc d'aprés 4.1 ; si nous fai-
sons tendre maintenant y vers % , il vient 1'inégalité attendue
Lannd®n <2 ddh .
h p-1
Pour voir que h est localement majorée sur Y , il suffit de regarder

lecas o0 V=1 . L'égalité (6.9) montre alorsque dh=0, donc h

est localement constante sur Xr .n

La proposition 6.8 contient en fait le résultat plus général sui-
vant, qui était notre principal objectif.

THEOREME 6.11. Les fonctions sur Yx @ définies par
(.2) ~ M 0,Rez) , My (7, Rez) , M (V, Rez) , My(y,Rez)
sont faiblement psh sur l'ouvert

3(y,z) €EYXxCT; A(y) < Rez < R(v)i .

Démonstration. On considere le morphisme
T=nxid: Xx€C —YxC
et on munit Xx €, Yx € des fonctions
®(x,2) =px) - Rez , K(y,z) =R(y) -Rez , X(y,z) = A(y) -Rez ,

de sorte que les hypothéses 6.7 (a-e) sont vérifiées relativement a ces
données. Si V(x, z) = V(x) on a par construction

~

“(y,z),o(v) = uy'Rez(V) ,

et le théoréme 6.11 découle donc de la proposition 6.8. s

COROLLAIRE 6.12. Soient des espaces de Stein de

(Xj)lsjsk
dimension pure nj et cpj :Xj - l—w,Bj[ des fonctions psh

n
continues exhaustives telles que (ddccpj)j = 0 sur l'ouvert
[xexj;¢j(x)>Aj}'§ v ﬂ pSh ﬂ xlx"‘xxk .lﬁ
fonctions
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M.v(rl.....rk) = “1.1‘10 uz’rz ®...8 “k,rk(v) N
P - 1/p
Mv(r seees T)) Mvp(rl'“" 5
+

exp =
Mv (rl.....rk) LosMev(rl.....rk)

My @pee ) = upB(rl)x...xB (rk)v

sont convexes en les variables (r seenn X)) € ﬂ c lAj,Rj[ si-
- 1sjs

multanément et croissantes par rapport 3 chacune des rj .

Plus généralement, si Xo est un espace analytique de dimen-
sion pure n, et s V est psh sur Xoxxlx...xXk.Lg
fonction

p — uP
Mv(xo, Rezl,...,Rezk) = MV(xo. .)(Rezl,....Rezk)

(resp. p= ¢, exp, ») est psh sur l'ouvert
i &
X, x ]:[I[Aj<Rezj<Rj]cX°x .

Démonstration. 11 suffit de prouver la derniere affirmation.
On raisonne par récurrence sur k . Pour k=1, le théoréme 6.11
appliqué 3 n: X = xox X1 ——X0=Y et 9= ?, montre que la fonc-
tion

— MP
(xo, 21) N%(xo, Re zl)

est faiblement psh . Si de plus V est continue, cette fonction est
séparément continue en X, et convexe en Re LA donc continue en

P
(xo,Rezl) . Grace au corollaire 1.12 | Mv(xo,Rezl) est donc psh .
Le cas o0 V est quelconque s'obtient en écrivant V comme limite

décroissante de fonctions psh continues.

Pour k> 1, la propriété résulte a l'ordre k de sa validité

aux ordres 1 et k-1 en posant
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W(x (Re z )

0" X1 X1 X ) = %("o""'xk v °)

et en observant que
P = MP
Mv(xo, Rezl,...,Rezk) MW(xo,-,zk)(Rezl'""Re zk—l) . =

Nous terminons ce paragraphe en réexaminant 3 la lumiére des
résultats précédents 1'inégalité de convexité de P. Lelong, -;;ui mesure
de fagon précise les variations de croissance d'une fonction psh sur
un espace fibré le long des différentes fibres. Cette inégalité a été utili-
sée par H. Skoda [Sk2] pour construire un premier contre-exemple
au probléme, posé par J.P. Serre en 1953, de savoir si un fibré 2
base et 2 fibre de Stein est lui-meme de Stein ; voir aussi [D 1] ,
[D2] pour d'autres contre-exemples et [D3] pour une construction

simple et rapide.

Soit ) un espace de Stein irréductible de dimension m , qui
jouera le role de base du fibré, et X un espace de Stein de dimension
pure n , qui sera la fibre. On suppose qu'il existe des fonctions
y:0Q —[-=R[ , ¢@:X — [-=,+=[ psh continues exhaustives telles
que

@d°p™ =0 sur {(y>A4} , @@ =0 sur (>0} .
Par exemple si X est une variété algébrique affine, il existe un mor-
phisme fini F : X — C" (th. de normalisation de Necether), et il suffit

de prendre o =Log|[F|| od || | est une norme sur c” ; le meme

raisonnement vaut localement sur (Q pour l'existence de y .

Soient V une fonction psh sur (QxX et des réels a,b,c,r
tels que A<a<b<c<R e r>0. La propriété de convexité du

corollaire 6.12 montre que

® ® 1 ) ©
Mv(b, r) < M (@a,or) + (1-5)[Mv(0. 0) - M (a, or)]
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avec © =£-—: . Il résulte du théoreme 7.5 démontré au paragraphe sui-

C-
vant que M;(a,r) —- +o quand r —+o d&s que V est non constante
sur au moins une fibre {z]x X , z € B(a) . Il existe alors une constante

Ty dépendant de a,b,c,V telle que

® © c-a
6.13) Myb,r) < My(a,0r) pour r>rp, 0 o= .

Si w est un ouvert relativement compact dans () , on pose maintenant

Mv(w;r) = supwa(r)V .

Grce A un raisonnement élémentaire de compacité et de connexité (cf.

[Le2), th. 6.5.4) on déduit alors de (6.13) le résultat suivant :

COROLLAIRE 6.14 (Inégalité de P. Lelong). Soient  un

espace complexe irréductible, w 1'w2 deux ouverts relativement

compacts dans ( et V une fonction psh sur Qx X , suppo-

sée non constante sur au moins une fibre {z}xX . Alors il

existe une constante o> 1 ne dépendant gue de wl,wz,n, et

une constante To dépendant en outre de V, telles que pour

on ait

tout r>r0

My W, ir) < M;(‘”x‘ or) .

Dans les applications pratiques se pose le probléeme du calcul
explicite de la constante ¢ . L'inégalité (6.13) apporte une réponse théo-
rique compléte A ce probléme. Si Wy, Wy cc (0 sont des ouverts de @ ,
on cherche une fonction harmonique y sur n\m1 qui tend vers 0 sur
awl et vers 1 sur Q3(Q (resp. vers += si 3} est de capacité 0) ; on

prolonge y§ par 0 sur ua1 et on pose b = supw v . Toute constante
2

ag> ‘llTb (resp. 0>1) répond alors 2 la question. Le cas ol la base QU
est de dimension m >1 revient i résoudre un probléme de Dirichlet

analogue pour l'équation de Monge- Ampere (ddc *)m =0 sur Q\wl

56



MESURES DE MONGE-AMPERE

Il est facile de voir que la constante ¢ ainsi obtenue est la

meilleure possible. Un calcul élémentaire montre en effet que la fonc-

tion
T 1
Xt T) = exp—+ —)
1-t (1-t)

est croissante convexe sur [0,1[ x [0,+=] . La fonction psh

V = x(¥,,%,) contredit alors (6.13) pour tout o= 1l?b
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7. - Croissance a l'infini des fonctions psh .

Soit X un espace de Stein irréductible de hdlmension n et
@: X — [-o,+=[ une fonction psh continue exhaustive (on a donc
jci R = +o) . On note
@ =l =] o
B(r) )
o g = ddccp , le volume de la pseudoboule B(r) = {p<r} . La formule
de Jensen 3.4 permet alors de relier la crodssaucg du coutant dd°v

3 la croissance de V . De fagon précise :

PROPOSITION 7.1. Soient V une fonction psh sur X,
I, € R et € €)0,1[ . I existe une constante C > 0 dépen-

dant de V, ¢, ro telle que pour tout r 2 ro on_ait

a-or[  dd°vad"t < u (V) +Cr() .
B(ro)

Démonstration. Posons Vv =sup(V,-v) , v€ IN . Les mesures

n-1 quand vy — +o ,

-1 -
par suite lim inf [  dd°V A M2 ddvao™! . D existe donc

v=+=  B(r) B(ry)

dd°v A o™ ! convergent faiblement vers dd*VAq
v

v € IN (dépendant de V, c,t‘o) tel que

[ oady PP (1-e) | ad®va ™!

Y
B(ro) B(ry)
La formule 3.4 appliquée 2 VV donne d'autre part

C n-1 n
(Pl')_f dd'V Aq ‘u(V)-j~ Va su (V) +vr(r) .
“Bay Y TV Bm VY T

Ces deux inégalités combinées entrament la proposition 7.1 avec
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(1-¢)r,
e )0 dch Aan-l .u
0 'B(ry)

C=y+

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous ferons une hypothése

de modération sur la croissance du volume de X .

HYPOTHESE 7.2. lim I(i) =0.
r—+m T

Nous obtenons alors comme conséquence immédiate de la pro-

position 7.1 l'inégalité fondamentale suivante :

COROLLAIRE 7.3. Sous 1'hypothese (7.2), on a_pour toute
fonction V psh :
C n-1 1
J‘ dd' Vaa < lm inf Tp (V) .
X =+ T
Cette inégalité sera exploitée principalement au moyen du lem-

me suivant :

LEMME 7.4. Soient y une fonction strictement psh de

classe C2 sur X et r, <r, avec B(rz) # ¢ . Alors il

existe une constante C(rl,rz) > 0 telle que pour toute fonction

psh V :
dd°va @d®y" ! scer,r )J ddv A"
B(r,) 12 B(r,)
1 2
Démonstration. Posons @' = sup(;p,rl+ €y +,/e_) o €>0
est choisi assez petit pour que ¢ =% au voisinage de S(r2) et

g' = r ey +.J€ sur B(rl) . D'apres le théoreme de Stokes il vient

dchA(ddccp)n-l - I dchA(ddccp')n-l
B(rz) B(rz)

27 advaad®n™ e
B(rl)
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THEOREME 7.5. Toute fonction psh V sur X vérifiant

1'une des hypotheéses de croissance ci~-dessous est constante :

1 = .
(a) u:.::f T Hr(v+) 0 H

= o(<— —-+®
®) supB(r)V o( ) quand r +o

T(r)

Démonstration. Le théoréme 5.1 donne
V) s [lulisupg V, = T@ supp V,

donc 1'hypotheése 7.5 (b) implique 7.5 (a) . Sous l'hypotheése 7.5 (a),

le corollaire 7.3 et le lemme 7.4 montrent que ddcv =0, i.e. V

est pluriharmonique. Pour tout x € X la fonction z ~— V(z) = sup(V(z), V(x))
vérifie encore 7.5 (a) , elle est donc pluriharmonique. D'aprés le prin-
cipe du maximum -V est constante sur X (X est supposé irréductible),

i.e. V V() ; V estdonc constante.s

Dans la situation usuelle de l'espace hermitien c” et dela
fonction d'exhaustion z) = Log|z| , le théoreme 7.5 redonne (avec une
démonstration un peu plus simple) un résultat do 23 N. Sibony et P.-M. Wong.
Définissons 1'ordre logarithmique p(V) d'une fonction psh V dans (Dn
(resp. d'une fonction entiere F) par
Log sup |z l <rV"b(z)

1 + p(V) = lim sup
I—+e Log Log r

(resp. p(F) = p(Log|F}).

En d'autres termes V et F sont d'ordre logarithmique < p s8i pour

tout €¢>0 on a

p +€ 1+p+€

1
V@ so@ T C, (esp. |F@)| s expi) )

quand ]z\ est assez grand. En particulier, tout polyndme est d'ordre
logarithmique nul, et toute fonction entiére d'ordre logarithmique fini est

d'ordre nul au sens usuel.
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COROLLAIRE 7.6 ([SW]). Soit F une fonction entiére non
constante d'ordre logarithmique p< 1, e X une composante

irréductible de 1'hypersurface F-I(O) . Alors toute fonction

pshV sur X d'ordre logarithmique < 1-p est constante. En

particulier, les fonctions psh et holomorphes bornées sur X

sont constantes.

Démonstration. Le th. 7.5 nous rameéne 3 estimer le volume
de X relativement 23 ¢, ce qui est un probleme classique. Le courant
d'intégration sur X est en effet majoré par -2—; ad® Log |F‘ en vertu

de 1'équation de Lelong-Poincaré (cf. [Lel]) ; on a donc

T(r) = J‘ (ddccp)n-1 < j' %ddc Log |F|A a"'l
XN {p<r} {o<r}

Apres translation éventuelle on peut supposer F(0) # 0 . La proposi-

1—L'ogll"l dans C" don-

tion 4.5 et la formule 3.4 appliquée 3 V = 7

nent alors

! 1 nl1 1+
J ttdt s u G-Log|F| - (2m 5-Log |[F(0)| < Cr

pte

pour r 2 ro(e) . Comme la fonction 1 est croissante, on en déduit

1 .2r pre
T(r) s T j‘ T(t)dt < C'r . La conclusion résulte alors de 7.5 (b). =
r
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8. - Fonctions holomorphes polynomiales.

Nous conservons ici les notations et hypotheses du §7: X dé-
signe un espace de Stein irréductible de dimension n , muni d'une fonc-
tion d'exhaustion psh ¢ vérifiant la condition (7.2) de croissance du

volume.

DEFINITION 8.1. Si F est une fonction holomorphe sur X ,
on appellera degré de F le nombre

1
8(F) = lim sup ;pr(Log+|F|) .
r— 4o

Les inégalités évidentes Log+|FGl < Log+|F| + Log |G| et
Log, |\F+uG| s Log_|F| + Log_ |G| + Log_ |A+u|, jointes a (7.2), en-

trafnent pour tous scalaires A, u €C:
8(FG) < 6(F) +6(G) , O6(AF+uG) s 8(F) +6(G) .

L'ensemble des fonctions holomorphes de degré fini est donc une C-

algebre integre.

DEFINITION 8.2. On note

(a) Acp(x) 1'algebre des fonctions holomorphes de degré fini,

qui seront dites fonctions ¢-polynomiales.

b) ch(x) le corps des quotients F/G avec F,G ¢ Acp(x)'

dit corps des fonctions ¢-rationnelles.

La terminologie est justifiée par le théorédme 8.5 ci-dessous.

Dans tous les exemples que nous connaissons, 1'égalité ACP(X) = ch(X)n o(X)
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a lieu, mais nous ne savons pas si cette propriété est générale. D'autre
part, si X est normal, Aq)(X) est une sous-algebre intégralement
close de ch(X) (vérification immédiate).

Avec ces définitions, on a 1l'inégalité fondamentale suivante,
qui découle de la proposition 7.3 appliquée 3 V = Log|F| .

PROPOSITION 8.3. Soit [Z.) = %ddc Log|F| le diviseur

des zéros d'une fonction F € Acp(x) non identiquement nulle.

Alors

on [ (2] Aa™ ' < 6(F) . »
] %

COROLLAIRE 8.4. Soit a un point régulier de X . On dé-

signe par orda(F) 1'ordre d'annulation d'une fonction holomor-

phe F en a . ]l existe une constante C(a) > 0 telle que

pour toute fonction F € Acp(x) non nulle on ait :

orda(F) < C(a) 6(F) .

Démonstration. Soit ( ,...,zn) un systéme de coordonnées

2,2,
locales sur X, centréen a , tel que la boule |z| < ¢ soit relative-
ment compacte dans X . Le lemme 7.4 entrafme l'existence d'une cons-
tante C1 > 0 telle que

lee [z ) A @ l2H"! < lexlzr] At
Le corollaire 8.4 résulte alors de la proposition 8.3 et de l'inégalité
classique de P. Lelong [Le 1]

2 1-n
J

@nc) [z ) A @d |z Bt . ord (F) . =

lz|se

En utilisant un raisonnement classique remontant 3 Poincaré
et développé par Siegel [Sil] , [Si2] , nous allons maintenant en

déduire un théoréme d'algébricité treés général.
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THEOREME 8.5. Le degré de transcendance sur € du corps
ch(x) des fonctions ¢p-rationnelles est tel que :

@ O sdegtrcch(X) <n = dim X.

®) Si deg trml(q’(X) =n, alors K (X) est une_ extension de

®
type fini de C .
Démonstration. Soient F. F,, des fonctions gp-polynomiales,

1IN

(ki""'kN) un N-uplet d'entiers 2 0, et P ¢ C[X XNl un polyndme

1o
tel que degX P sk et P(F,..., l-‘N) £0. On a alors
j J

Log IP(F,,...F)|s T k
MR R S PP

jLog+|Fj‘t +Cte ,

8(PEF.,...F) s L k 6F).
P W) £ k)

Le corollaire 8.4 donne donc l'inégalité

8.6) ordaP(Fl,...,FN) < C(a) 1:4;:‘N kj 6(1"’) .

Supposons F,,...,F. algébriquement indépendantes. Alors la dimension

1 N
de l'espace vectoriel des polyndmes P(Fl,.... FN) est égale 2

(kl+1)...(kN+1) . Pour tout entier s > 0 donné, le systéme linéaire

homogene
;v n
v (1""' N)lz-—a ' vl '

admet une solution non nulle dés que cette dimension exceéde le nombre
d'équations, égal 2 (n;s) < %(ms)n . La fonction P(Fl,..., FN) s'an-
nule alors au moins 2 1'ordre s+l au point a, et le choix de s tel que
s £C(a) L kj 6(1’-‘j) < s+l contredit 1'inégalité (8.6) 2a moins que

n
K *0... (k1) < ("n's) s;‘T[n-»C(a) T k,6(F.)]
: 1<j<N

Prenons alors kl =...= kN = k et faisons tendre k vers +o ., L'iné-
galité précédente montre que (kﬂ)N < Cte (k'rl)n , par suite N <n et
la propriété (a) est démontrée.
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Supposons maintenant deg trcl(w(X) = n , et soient Fl,...,Fn
n fonctions algébriquement indépendantes de Aq)(X) . Pour démontrer
() , il suffit de majorer le degré de 1'extension algébrique
[KfP(X) : a‘(Fl,..., Fn)l .Si F +l eA (X) est algébrique de degré d

n
8 n an +1 .
sur C(F ,...,Fn) , les mondmes F F l-‘ sont linéairement

1
indépendants des que en + <d. Le ralsonnemem précédent appliqué

avec k = d-1 donne donc
n+1l
n

n
(k*U.n (k1A S = [n+ C(a)(?l k6 ) + @-1) 6(Fn+l))]

Prenons k1 "'qlk""'kn"'an ol Qpreenr @y sont des réels > 0 et
k — +o . 11 vient 3 la limite

n

q,9,---9,d s—— [C(a) ]21 qjé(F)] )

et le choix % = 1/6(Fj) donne la majoration explicite attendue du de-
gré :

nC (a))

ds< .

6(Fl)...6(l-‘n) . .
Signalons que le théoréme 8.5 (b) ne dit rien en ce qui concer-
ne l'algébre Aw(X) elle-me&me ; comme nous le verrons au §10 , il

se peut fort bien que l'algébre Acp(x) ne soit pas de type fini.

A titre d'application, considérons le cas particulier o0 X est
N

ur; sous-ensemble analytique (fermé) de dimension pure n dans C
muni de la fonction d'exhaustion @(z) = Log(l+|z ‘2) La métrique as-
sociée g = dd @ s'identifie avec la métrique de Fubini-Study de l'es-
pace projectif lP , tandis que la métrique 3 = dd e® coincide avec
la métrique hermitienne plate de (IN . La proposition 3.10 implique
les relations

o n 2n n

J g = (1+r) 2 a
Xn{|z|<r} XN {p< Log(l+r")}
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Vo 0 = ¢ =lm 12 .
e X e XN {|z|<r}

Le théoreme 8.5 redonne alors de fagon élémentaire le résultat classi-
que suivant dd 2 W. Stoll [St 1] .

COROLLAIRE 8.7. Soit X un sous-ensemble analytique fermé

de dimension pure n dans GN , dont le volume projectif

Vola(X) est fini, i.e. le volume euclidien vérifie 1'estimation

VolB(Xn{]z|< r) s C-r2n , C20.

Alors X est algébrique.

Démonstration. Chaque composante irréductible de X est de
volume au moins égal au volume d'un n-plan (cf. [Lel)), donc ces

composantes sont en nombre fini, et on peut supposer X irréductible.

On observe maintenant que les polyndmes P € €[z 1,...,le
induisent sur X des fonctions gp-polynomiales au sens des définitions
8.1 et 8.2. En effet, 1'estimation évidente Log, |P| < 4 deg(P)p + Cte

entrafne

1
5(P) = lim sup 3 Hr(L°E+ ‘P\) < 4 Vol (X)-deg(P) .
I=+o a

Considérons alors le morphisme de restriction
¢[zl....,zN] —_— Acp(x)

et 1'idéal I , noyau de ce morphisme. Puisque A¢(X) est integre, I
est un idéal premier ; de plus la variété algébrique irréductible des
zéros V(I) contient X par définition. Le théoréme 8.5 (a) montre
que (l:[.zl,...,zN] /1< ACP(X) a un degré de transcendance au plus égal
a4 n = dimX ; par conséguent dim V(I) sn et X =V(I) . =

Remarque 8.8. Dans la situation du corollaire on a un iso-
morphisme (Ilzl.....zN] /1 = Acp(x) , en particulier Aw(X) est de

type fini. Sinon, il existerait une algebre B de type fini telle que

66



MESURES DE MONGE-AMPERE

¢[z1,..,zNJ/I % B c A¢(m . Soit M = SpmB la variété algébri-

que affine associée 3 B (voir [Di], tome 2, chap.I, pour le forma-
lisme de base concernant les variétés algébriques) ; les inclusions pré-
cédentes induiraient alors respectivement un morphisme algébrique

M — V() et un morphisme analytique V(I)= X — M , réciproques l'un
de l'autre. Par suite le morphisme V() — M serait algébrique, et

on aurait CB[zl....,zN] /1 = B contrairement A 1'hypothese. =

Nous allons voir maintenant comment ces résultats se transpo-
sent au cas des sections 'polynomiales" d'un fibré linéaire. Soit L un
fibré linéaire hermitien au-dessus de X , D la connexion hermitienne

canonique de L , et c(L) = D2 la (1,1)-forme de courbure de L .

Si o est une section holomorphe non nulle de L , on obtient

pour tout ¢ > 0 :

|c7|2
25 c(L) .
(e+|a[”  e+|o]|

(chc)] _ €Dg|D9) _

133 Log(e+ |o|?) = 12 [ -
l

e+ o
La formule de Jensen 3.4 appliquée 2 la fonction V = # Log(e+|c|2)
donne alors, compte tenu que V 2 Log e% :
r -
e e(Dc|D20)2Aan 1
0 Bt) (e*|o]))

[a c@ A"+ W)=y W) - ] Vo'
0 BO etlof B(r)\B(0)

srf (c(L)/\qn-‘]+ *u (V) + 7(r) Log e—% ,
X
n-1 L, . . L. n-1
od [c(L)Aa l+ désigne la partie positive de la mesure c(L)A g
Divisons cette inégalité par r et faisons tendre r vers +o . Comme

Vs Log+|o| + # Log(l+¢) , il vient

~ <(Dg|Do) n-1 . 1 » n-1
—-—l— Aa < lim sup T pr(Log+\c|) + ] [e(Lyra )

JX (c+lol2) r—+o X +
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Quand ¢ tend vers 0 , le terme €@g D20)2 converge faiblement vers
(e+]o]®
le courant d'intégration 2rrlZ°l associé au diviseur des zéros de o .

On obtient donc la généralisation suivante de 1'inégalité 8.3,

PROPOSITION 8.9. Pour toute section holomorphe o £ 0 de
L, ona -
1

2n [ [z ) A 7 s 8(0) + B(L)
X

ol &(0) , 6(L) désignent les 'degrés" respectifs de o et L :

_ 1
8(0) = li;n_‘ sup W (Log_ o) ,

s = [ le@ind -, .

Le théoreme d'algébricité s'énonce maintenant comme suit.

THEOREME 8.10. On désigne par xw(x, L) le corps des fonc-

tions méromorphes sur X de la forme 01/02 avec °j GO(Lm),

mé€E€N , é(cj) <+eo, j=1,2 . Si le fibré L est de degré

8(L) fini, alors :
(@) 0 < deg trchp(X,L) < n=dm X ;

b) Si deg trcr Kw(X, L) =n, le corps KCP(X' L) est de type
fini.
] '
!
Démonstration. Soient F, = — ..., F_ = —
E— 1 o N o
, m; 1 N
K (X,L) avec 0,0, €O(L , et PecClx ,.,X.]
cc( ) 773 ) 1 N

Q

des éléments de

un polyndme

tel que degx P < kj . Posons

¥,
%
o= P(—,...,—/)o

% °n

o‘Nk k

1
.. 0

N
. eow™ , m =Zkm, .

N

L'inégalité (8.6) se généralise alors sous la forme suivante :

®.11) ord (0 sC@ T kj[max(b(oj).b(c]f)) +m

l1<jsn ML)] '

)

et le reste de la démonstration est identique 2 celle de 8.5. =
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B.

Caractérisation géométrique
des variétés algébriques affines
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9. - Enoncé du critére d’algébricité.

L'objet des paragraphes qui suivent est de montrer que les va-
riétés algébriques affines sont caractérisées parmi les espaces de Stein
par des conditions géométriques simples, & savoir la finitude du volume
de Monge-Ampeére et une minoration convenable de la courbure de Ricci.
Rappelons yu'une variété algébrique affine est par définition une sous-
variété algébrique fermée d'un espace CN . Dans le cas d'un espace
X A singularités isolées, nous obtenons la caractérisation nécessaire

et suffisante ci-dessous.

THEOREME 9.1. - Soit X un espace analytique complexe de
dimension n , ayant au plus un nombre fini de points singu-

liers. Alors X est analytiquement isomorphe 3 une variété al-
gébrique affine Xalg si et seulement si X posséde une fonction

d'exhaustion ¢ de classe ¢” strictement psh ayant les
propriétés (a), (b), (c) ci-dessous.

@ Vol(X) = [ @d®"” < +o ;
X

(b) la _courbure de Ricci de la métrique B = ddc(ew) admet
une minoration de la forme

Ricei(B) 2 -%ddcw ,
avec ¥ € Llloc(x,m) n c°‘xreg,m) , ¥<Ap+B,

ol A,B sont des constantes 20 ;

(¢) ¢ n'a qu'un nombre fini de points critiques sur xreg .

Si_ces conditions sont vérifiées, 1'anneau Rw(X) = Km(X) nNo(X
[cf. définition 8.2] est une € -algébre de type fini et de degré

de transcendance n . La structure algébrique Xalg est alors
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définie comme l'unique structure algébrique sur X dont l'anneau

des fonctions réguliéres est ch(X) .

L'extencion de cette caractérisation au cas des espaces analyti-
ques ayant des singularités quelconques présente des difficultés qui

seront examinées au §14.

Le rble des différentes hypothéses du théoréme 9.1 se partage
grosso modo comme suit. L'existence d'une fonction d'exhaustion ¢
strictement psh garantit que X est une variété de Stein, d'apreés la

solution du probléme de Levi donnée par H. Grauert [Gr].

Sous 1'hypothése (a), le théoréme 8.5 implique d'autre part que
le corps des fonctions -rationnelles est de degré de transcendance
fini. L'hypothése (b), quant 3 elle, assure l'existence d'un nombre suf-
fisant de fonctions g-polynomiales, grice aux estimations L2 de
Hormander-Nakano -Bombieri-Skoda pour l'opérateur S . Signalons ici
qu'on ne peut remplacer la condition (b) par une condition portant sur
la courbure de la métrique ddccp (cf. remarque 10.2). On obtient par
contre une condition équivalente en remplagant B par une métrique vy

quelconque telle que
exp(-Alcp-Bl)e Sys exp(Aztp+Bz)B ,

par exemple la métrique vy = ddclog(1+ecp) ou y = ddc(cpz) .

Enfin 1'hypothése (c) entrafne d'aprés la théorie de Morse gue
X a méme type d'homotopie qu'un complexe cellulaire fini, et donc
que la cohomologie de X est de type fini. Nous ne savons pas en fait
si 1'hypothése (c) est réellement indispensable, dés lors gu'on suppose
X irréductible. Sans l'hypothése (c), on peut déjd montrer que X est
réunion d'une suite croissante de variétés Xk algébriqyues quasi-affines
= ouverts de Zariski de variétés affines), cf. proposition 13.1. De ce

résultat découle l'amélioration suivante du théoréme 9.1.
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THEOREME 9.1'. - Le théoréme 9.1 reste vrai si les hypothe-
ses (a,b,c) sont affaiblies comme suit :

@) =) : Vol(X) = J'x(ddccp)n <+teo ;
' _l C 1 0
(') Ricei(g) 2 2dd y,ol y€ Lloc(x,lR) ne (Xreg,lR) admet
une estimation de la forme
[ expcy-apE° <+a, c>0, A>0 ;
X

(c') les espaces de cohomologie de degré pair qu(xreg;lR)
sont de dimension finie.

Les hypothéses (a'), (b') entrathent encore que X = U]ka
avec Xk quasi-affine, Xkc xk+1 , et 1'hypothése (c') i.mgfique que
la suite J\:k est nécessairement stationnaire ; par conséquent, X est
algébrique. Observons que !'hypothese (c') est toujours vérifiée si n=1 ;
lorsque n=2 ou n=3, elle équivaut A supposer seulement
dim H2(X;1R) < +=o , car les groupes Hq(X;IR) sont toujours nuls

pour q>n lorsque X est de Sein.

La vraisemblance des théorémes 9.1, 9.1' nous a été suggérée
en partie par les travaux de W. Soll et D. Burns sur les variétés pa-
raboliqjues. Rappelons ici le résultat fondamental de W. Stoll (1980), qui

caractérise les variétés strictement paraboliques de rayon quelconque.

THEOREME 9.2 (cf. [St2] et [Bul). - Soit M une variété
analytique complexe connexe de dimension n . On_suppose qu'il

existe un réel R € 10,+=] et une fonction ¢ : M — [O,Rzl

strictement psh exhaustive de classe Cn , telle que logr~
soit psh et vérifie (dd°log7)” = 0 sur M\t (0) . Alors
il existe une application biholomorphe F : B(R) = M de la

boule de rayon R dans M telle que F*1 = |z|2 .

Si on léve 1'hypothése de stricte plurisousharmonicité de <t ,
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on voit facilement que toute variété algébrique affine M vérifie encore
la condition du théoréme 9.2 (avec R = +=) : il suffit de choisir
T=m* log|z|2 od m:M—C estun morphisme propre fini. Cette
remarque a conduit D. Burns 2 poser le probléme de la caractérisation
de telles variétés en termes de fonctions d'exhaustion ayant des proprié-

tés particuliéres. Signalons en particulier les problémes ouverts suivants.

Probléme 9.3. - On considére une variété de Stein M de
dimension n , ayant une fonction d'exhaustion ;)sh
t:M—[0,+o] de classe C telle que Logt soit psh et
vérifie (ddclogr)n = 0 sur M\r-l(O) . M est-elle algébrique
affine ?

Probléme 9.4. - Caractériser les variétés M admettant une

fonction d'exhaustion 1 : M —~ [0,+=[ strictement psh telle

que Log t soit psh et vérifie (dchog r)n = 0 en debors d'un
compact.

D. Burns a montré qu'il existe des variétés algébriyues affines
ne vérifiant pas la condition 9.4 : tel est le cas de M = (G*)n , n22.
Néanmoins, la condition 9.4 est vérifiée par une variété affine 'généri-
que", 2 savoir une variété dont la complétion projective est lisse et

transverse i l'hyperplan 3 l'infini.

Peu aprés avoir démontré le théoréme 9.1, nous avons appris
d'autre part que N. Mok avait obtenu antérieurement une condition géo-
métrique suffisante (non nécessaire en général) pour gu'une variété soit

algébrique affine.

THEOREME 9.5 ([Mok 1,2,3]). - Soit X une variété kihlé-

rienne compléte de dimension n , de courbure bisectionnelle

positive, telle que

(a) volume(B(xo,r)) 2 cr?'n )

(b) O < courbure scalaire < C/dz(xo,x) .
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ol B(xo, r) et d(xo, x) désigment respectivement les boules
et la distance géodésiques, et c,C > 0. Alors X est biho-

lomorphiquement isomorphe 3 une variété algébrique affine.

N. Mok a déduit de ce théoréme que toute surface X de cour-
bure riemannienne positive vérifiant les hypothéses 9.5 (a), (b) est en
fait isomorphe a 0:2 . Le résultat analogue en dimension' n> 2 de--
meure une conjecture. Le théoréme 9.5 repose essentiellement sur un
travail [MSY] de Mok, Siu et Yau portant sur la résolution de 1'équa-
tion de Poincaré-Lelong sur les variétés ki#hlériennes A courbure bi-
sectionnelle > 0 . Ce résultat mis 2 part, la démonstration de N. Mok
suit dans ses grandes lignes une démarche sensiblement parallele 4 la

nOtre.

L'hypothése que la courbure bisectionnelle soit positive appa-
raft cependant assez restrictive, et ne permet pas de couvrir en géné-
ral le cas des variétés algébriques affines (la courbure euclidienne
d'une telle variété est toujours négative, cf. §10). Citons cependant
quelques résultats connus dans le cas des courbures non nécessairement
positives. Siu et Yau [SY] ont démontré qu'une variété kihlérienne

complete X simplement connexe dont la courbure sectionnelle vérifie

- __C_ZTe < courbure sect. < 0
d(xy, X) .
est biholomorphe 3 € . Il en est de méme si la courbure vérifie
Ce
|courbure sect. | s ————ps—
2+¢
d(xo, X)

avec une constante C_ assez petite (cf. [MSY)).
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10. - Nécessité des conditions sur le volume
et la courbure.

Nous allons démontrer ici que les conditions (a), (b), (c) du
théoréme 9.1 sont vérifiées pour toute sous-variété algébrigue irréduc-

tible X c CN de dimension n .

On choisit dans ce cas o(z) = I.og(1+|z|2) , de sorte que la
métrique a = ddccp coihcide avec la métrique de Fubini-Study de 1'es-
pace projectif PY . Comme I'adhérence X de X dans lPN est une

sous-variété algébrique compacte, on obtient
[ @) = [_a" < +=,
X X

par conséquent la condition (a) est vérifiée.

D'aprés le théoréme de Bertini-Sard, l'ensemble des valeurs
critiques de ¢ sur Xreg est fini, par suite l'ensemble critique de
¢ est compact. Quitte 2 perturber légérement ¢ dans CQ(X,IR) au
voisinage de ce compact ([Mill, cor. 6.8), on construit une fonction o'
do_nt les points critiques sont non dégénérés. Les points critiques de o'

sont alors en nombre fini [hypothése (c)].

Il nous reste maintenant 2 montrer que X satisfait la condi-
tion de courbure 9.1 (b) relativement 3 la métrique
N
2 -
g = dd®e%) = ddc|z| = 2i Zdz Adz, ,
j=1 j )
ce que nous allons vérifier par un calcul explicite de Ricci(slx) et de y .

75



J.P. DEMAILLY

Soit P ....,Pm) un systéme de polyndmes générateurs pour
1'idéal I(X) de la sous-vari&é X dans C[zl,...,zN] , et soit
8 = codimX = N-n . Pour tout couple de multi-indices

K= {k1<"'<ka} c{1,.,m}, L= {¢1<...< es} c {1,...,N}
de longueur s , on considére le jacobien partiel
JK. (@) = det (aPki/azkj)

et on pose

1<i,j<s

2

V) = Iog( T gl ) .
|K|=|L|=s |

Les fonctions J K.L sont polynomiales, en particulier il existe des

constantes A,B > 0 telles que y < Ap+ B . La proposition suivante

montre que ¢,y satisfont de plus I'inégalité de courbure 9.1 (b).

PROPOSITION 10.1. - Onmote Uy =Uy ) Louvert de X
sur lequel les différentielles dl-"kl,....des sont linéairement
indépendantes. Alors :

(@ Riccl(|y) = -%ddclog( z 9 L|2) mr U,
|Lj=s
1..¢ 2
®) Riccid],) 2 -3dd"Log (|x|=2|:1.|-sIJK'LI ) mr X
Démonstration de (a). Soit x € UK . Supposons les coordon-
nées de CN rangées de sorte que (zl,...,zn) soit un systéme de coor-
données locales de X au point x . La courbure de Ricci de X est par

définition l'opposée de la courbure du fibré camonique AT*X . On a

donc aﬁ voisinage de x la relation

Riccl(g|,) = dd°Logg .

ol g est la norme relativement 2 B de la (n,0)-forme holomorphe
dzl/\.../\dzn ; g est donnée par

- - 2
ldzlAdzlA.../\ ldzn/\dzn‘x =g —8 |x .
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Soient I.o = {n+1,...,N}] , L un multi-indice quelconque de
longueur s = N-n , et L® son complémentaire dans {1,...,N} . Si
on pose

dP_ = dP, A...AdP, ,

K k, kg

il vient par définition de J

K,L
dPKAdch= JK Ldz1/\ Adz
4 A AP Adzondiyg = [0y o |Pide, Adz idz A dz
i gANdPyAdz cAdz o = IK,L! z) Adzy AcoAldzyg Adzy
2 -
8 1 n n
D P AP AB = 2 z lKL' idz, Adz Aee.nidz AdzN

|L|=s \
23, . |72 T |3, o |“dP AdP A
Kl |, KL TK'K

Aidz. AdZ A...Aidz_Adz_ .
1 1 n n

En "simplifiant" par d.'E’K/\dEK , on trouve donc
2 _-n 2 2\"1
g =2 | ( T ol ) :
0 \|L|=s
et comme JK L, est une fonction bolomorphe inversible en x , la
»
formule (a) s'ensuit.

Démonstration de (b). Le résultat (a) montre que la fonction
Log[%blx L|2/§|JKO L|2] est pluriharmonigue sur l'ouvert

UK n UKO

. Elle est de plus localement majorée, donc psh , sur UKO .
Il en résulte que la fonction Iog[ z 'JK Ll /Z |d

K, Ll ] est psh

sur UKO , et sur cet ouvert on a donc :

c c 2
dd y 2dd Log2 |J = - 2 Ricci . »
v gZ | Ko.Ll ®ly)

Remarque 10.2. - lorsque X est une sous-variété analytique
fermée de € et o) = 10g(1+]z| ) , la condition 9.1 (a) de finitude
du volume est 2 elle seule une condition suffisante d'algébricité de X
(théoréme de W. Soll, cf. cor.8.6). Nous allons voir néanmoins par

un exemple qu'on ne peut en général se dispenser de la condition de
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courbure 9.1 (b), m&me s8i 9.1' (¢') est satisfaite.

Choisissons X = C\E od E = {zj ; JEIN} est un ensemble
fermé dénombrable, et posons

2 @® |Z“Zjl
o(z) = Log1+|z|") - I ¢ Log
=0 1+|zj|

@
ol .Z e, =1 est une série A termes >0 et 3 convergence assez

]"0 j @©

rapide pour que ¢ € C (C\E) . Comme
Log |z~
14|z

il vient 2

L el
z) 2 —_—

o(z) g 1+|z|

de plus lim @(z) = += pour tout zj € E . La fonction ¢ est donc
zZ-2Z
)

exhaustive sur X . Par ailleurs, ddccp = ddcl.og(1+|z|2) , donc
jxddcm =417 < +o . Cependant X n'est pas algébrique.

s Log(i+|z|) ,

Cet exemple montre incidemment qu'on ne peut pas non plus
remplacer la condition 9.1 (b) par une condition portant sur la courbure

de la métrique ddccp .

Il est facile de voir d'autre part que les algébres Acp(x) et
Rw(X) = Km(X) NO(X) coihcident avec l'alggbre @ des fractions ra-
tionnelles de @(z) dont les pSles appartiennent 3 E . En effet, tout
élément f € @ admet visiblement une majoration Log|f| < Co+ C2 ,
donc QcC AQ’(X) c ch(X) ; inversement, tout élément de KCD(X) est
algébrique sur €(z) par le théoréme 8.5, donc ch(X) c Cz)NaX)=a.
1l est clair que l'algébre Q n'est pas de type fini.
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11. - Existence d'un plongement sur un ouvert
d’une variété algébrique.

Les paragraphes 11-14 qui suivent sont consacrés a la démons-
tration de la suffisance du critére d'algébricité 9 .1'. Nous supposerons
ici que X est une variété lisse et connexe, et que les fonctions don-
nées (p,¥) vérifient les conditions 9.1' (a',b'). On fait d'autre part
I'hypothése supplémentaire non restrictive ¢ = 0 . Nous posons comme
précédemment o = ddccp , B= ddc(em) ; les mesures He sont défi-

nies comme au § 3.

DEFINITION 11.1. - Soit p € [0,+=] . On note

(a) Lg (X) I'espace vectoriel des applications mesurables
f: X —~-C telles qu'il existe une constante C 2 0 telle

que :
r mpe—CmBn < +®, si 0<p<+m,
X
|flseccp. si p=+te ;
o P

(b) L(X)= U LX) ;
® p>0 ¢

@ A% =P nox) , pelosal .

L'intérét de cette définition apparaft dans les deux résultats
techniques ci-dessous, qui seront utilisés 2 de nombreuses reprises

dans la suite.
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LEMME 11.2. -
@@ 1€ A:(X) pour tout p>0 ;

(b) LP(X) c Lq(X) et Ap(X) c A:(X) pour tous p2q>0 ;
(c) g (X) est une C-algebre

@ A° o(X) est une sous-algsbre intégralement close de L;(X) .

LEMME 11.3. - On a I'inclusion A2(X) © A,(X) . Etant donné
fe A;"‘) telle que [ |f|Pexp(- Cp)B” < +e , alors :
X —_—

@ 60 s <=2 VoI(X) ;

® [ |df|gexp[(§—C)¢!an <+o 8l pe€lo,2] ,
X
ol la norme |df |B est calculée relativement 3 la métri-

que B .

Démonstration de 11.2. La proposition 3.10 entrafne succes-
sivement
n n

v(r) := Iq:<r8 =enr_]'¢<ru < e"T vol(X) ,

[ @ og | (re @ilr
: 0

dvir) = (+ I)J.;ne-(xn )r

v(rdr < +o ,

ce qui démontre (a). La propriété (b) résulte alors de l'inégalité de
Holder. Cette mé@me inégalité impliyue
Pq 4 i
P*q P*q
p*tq -C n -C® n q -Cy n
I |f8|p 9 ~C% [J‘ |flP ] [fxlgl e B ]

pour tous p,q > 0 . On obtient donc 1'inclusion
P,y 19 Pa/ptq

11.4 L'X)L(X)c L X) ,

( ) m( )@( ) o (X)

et la propriété (c) s'ensuit. Vérifions maintenant 1l'affirmation (d). Soit
f une fonction méromorphe sur X vérifiant une équation entieére sur
A:(X) de la forme

fd+afd-l+...+a f+a, =0 |, a

(]
1 a-1f "3 j € AX) -

De cette équation, on déduit la majoration
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1/j
If] = 2max ;g |aj| ,
sinon 1'égalité
-1 -d
-1= alf +o..4 adf
conduirait 3 1'inégalité absurde

12 4+ 29,

Par conséquent, comme X est lisse, f se prolonge en une fonction

holomorphe sur X, et f € A:(X) .

Démonstration de 11.3.
(@ Ona g"2 ew(ddccp)n-ll\dcp/\dcq; , par conséquent (propo-

sition 3.8)
+o (0-C)r p p_-Cp n
f-me ur(‘fl )dr < J'lel e TR < tw .

Comme 1'application r- ur(lflp) est croissante, on en déduit
u (|€P) < expl(c-n)(r+1)]_['z+1e("'c)tut(|f|p)dt < Cle(c'“)’r
avec une constante C1 2 0 . D'apres l'inégalité de convexité de Jensen
et 1l'inégalité ““r” < Vol(X) , il vient
u (Log(1+|f|P) b (1+1]P)

Log| ——
Il |

. 1 C-n
8(f) = l;gxf:p rur(l.og+|f|) < > Vol(X) .

] < (C-n)r ‘i-C2 ,

(b) Pour majorer |dF|B , on observe que
C, P n-1 _ p2 _ p-2 2 n
dd*(|F|")ag" " = 5= |F| |dF(Bs .
Grice au théoréme de Stokes, cette égalité entrafhe pour tout r >0

- 2 -
r ‘F‘p 2|dF12(1-§) e(l C)chn
“B(r) B r

) | F|P ad® (1-%)2e(1'c)®] At

p° " B(r)

Un calcul aisé donne d'autre part la majoration uniforme en r
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ad® [(1-%)2e(1-c)¢]s c (1+1)2e CP% , r>0.
Aprés passage a la limite quand r — + o , on obtient donc

[FP2lar 2e %" < ¢ f |r(Pe e

La propriété 11.3 (b) résulte maintenant de 1'inégalité de HGlder appli-
lF'pe-mBn

quée a la mesure , au couple de fonctions

) .m

(IFI-p|dFl§em(§cp).1) et aux exposants conjugués (% '2%p

L'existence de fonctions holomorphes non constantes dans P (X)
va résulter des estimations classiques de L. Hormander [H& 1] pour

l'opérateur S .

PROPOSITION 11.5. -
1
(a) So_lt T € Lloc(x) une fonction telle que
id3dt + Ricci(B) 2 AB
od ) est une fonction continue >0 sur X . Soit u

une (0,1)-forme a coefficients Lzloc sur X telle que
u=0 et
I )\-1|u|2e-TBn <+o.

X

Alors, il existe une fonction g € Lfoc(X) telle que

Sg u et
Jllglerﬁs_f)‘ 2‘1'8]1.

(b) Soient ¥,c,A les données de 9.1' (b'). Si P est psh

sur X et si u yvérifie u=0 et
[ lele 7Y% < ve

alors il existe g € leoc(x) telle gque gg =u et
2 -p-y- 2 -p-

[|g]epvhsns4_r |u|epven.

X X

(c) Soit un ensemble fini [xl,xz,...,xm] c X et p une

fonction psh sur X telle que eP soit sommable au

voisinage de xl,xz,...,xm . Alors il existe une fonction
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holomorphe f ayant un jet d'ordre s donné en chague
point xj et telle que
2 -D-W-Clcp
J‘|f|e B < +o, ol C, 20.
X

1
En particulier, si p = 0, on obtient f € Ab (X) on
2¢c g
= m .

d) A:(X) est dense dans O(X) pour la topologie de la

convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration.

(a) est classique, voir par exemple H. Skoda [Sk3].

(b) Appliquons (a) avec T =p +y + Zlog(1+e°°) . Comme
=20 ona 1t sp+Vy+2 +1log4 et l'hypothése 9.1' (b') entrathe
dd | ePdprdy
2 1+e®  q+e?
avec )\ = (1+ew)- . L'estimation (b) en résulte.

isat + Ricci(g) > dd°Log(1+e”) =

2 AB

(c) est conséquence de (b) griace 2 un raisonnement classique
d@ 3 Bombieri et Skoda [Sk1]. Soient Ul""'Um des voisinages ouverts
2 4 2 disjoints de X peenn X SUT lesquels e P est localement som-
mable. On suppose UJ. muni d'un systéme de coordonnées locales
g _ JJ J
2z = (zl,zz,....zn) centré en xj et on pose

m 0) 2
P, =P+ @+s) ijlog|z "+ Ccp
j=1

ol xj est une fonction 20 de classe C 2 support compact dans
Uj , égale 3 1 au voisinage de xj , et C1 une constante 2 0
assez grande pour que N soit psh sur X . La constante n+s
est choisie ici de sorte que le jet d'ordre s d'une fonction g de
classe ¢~ , localement sommable pour la mesure e-olen , Soit né-
cessairement nul aux points xj . Soit maintenant Pj(z(j)) un polyn8me
de degré < s ayant le jet imposé en X - On pose

h = % X .(z(j)) .
j=1 11
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La (0,1)-forme u = 3h

MB

Pj j)) est C , nulle au voisinage
= Xa
de x,,...,Xx_, et par construction
1 m

) |“|29-p1-*8n <te ;

X
on a utilisé ici le fait que y soit localement bornée. D'aprés (b), il
existe g € cw(X) telle que Sg =u et

! Isl2 Vel L.

La fonction f = h-g répond alors a la question. Si p = 0, on peut

écrire
l£] = []flexp-3nlewG ¥

ol |f|exp(--v) € L? (X) et exp( ¥) € L ©(X) . 1l s'ensuit grice 2
(11.4) que f € L (X)

(d) se démontre 2 partir de (b) exactement comme le lemme
4.3.1de [H52]. »

4 On utilise maintenant la proposition 11.5 pour construire de
nombreuses fonctions holomorphes sur X, et obtenir ainsi un plonge-
ment partiel de X dans ¢N . Soit X, € X un point fixé. D'apres
11.5 (¢) appliqué avec p=0, il existe des fonctions tl, € A (X)
telles que

dflA...Adfn(xo) #0 .
En particulier, il,...,fn sont algébriquement indépendantes dans Acp(x) .

Le théoreme 8.5 (b) s'applique donc, ce qui donne :

PROPOSITION 11.6. - Le corps Kw(X) des fonctions -

rationnelles est une extension de type fini de € , de degré

de transcendance n .®

Comme nous allons le voir, il est facile de déduire des résul-

tats précédents l'existence d'un morphisme F : X —M de X dans
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une variété algébrique M de dimension n, qui est, en-dehors d'une
bhypersurface algébrique S c X, un isomorphisme de X\S sur un
ouvert de M . La principale difficulté qui restera & surmonter sera
de prouver que F est quasi-surjectif, i.e. que F(X\S) est un
ouvert de Zariski de M .

PROPOSITION 11.7. -

(a) Il existe une fonction fu+1 € A:(X) telle que

2 -2 n
£l =1 et J‘lenﬂl |df1/\.../\dfn‘ 8 exp(-2y-Cop)f < +o .

. A _ -1
En particulier {x€X ; dfll\.../\dfn(x) =0} c fn+1(0) .

0
(b) Il existe des fonctions f fN € Acp(x) et une sous-

427
variété algébrique irréductible M c ¢N de dimension n

telles que le morphisme F = (fl,...,fN) envoie X dans
M et soit un isomorphisme analytique de X\f;il(O) sur

un ouvert lisse de M .

Démonstration.

(a) Il suffit d'appliquer 11.5 (c) & la fonction psh
2

p=y+ Iog|df1/\.../\dfn|8 .

Si Z est le diviseur des zéros de la n-forme holomorphe c:lf1 /\.../\dfn
considérée comme section de AnT’X , on a bien en effet d'aprés 1'hy-

pothése 9.1' (b') :
dd®p = dd®y + 2 Ricci(g) + 4nlz) = 0 ,

et p est continue au voisinage de x Il existe donc fnﬂ € 0(X)

0"
telle que fn+1(x0) =1 , vérifiant l'estimation L2 annoncée. Cette

estimation entrafhe que fn+ s'annule sur le support de 2 , et

1
d'aprés le lemme 11.3 (b) on a |de| € LZ(X) , d'ol
£ ] s (I, | |df Andf | ey ar | jaf fe¥ € LOx)
° 0 eendf RS L o .

(b) On construit par récurrence sur j des fonctions
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0
fl""’fNj € Acp(x) avec N0 =n+l < N1 < N2 <. (c'est fait pour j=0).

N
D'aprés 11.6 l'image du morphisme Fj = (fl,...,fN) :X—-¢J
est contenue dans une variété algébrique irréductible Mj c CNj de di-

mension n . Soit M la normalisation de Mj . Il existe un diagram-

i

me commutatif

M
J

|
M

Comme la varlété- X est lisse (et donc normale), le morphisme

Fj : X— M, se reléve en un morphisme

J
13 = (fl’".'fﬁj) : X“Mj .
Par construction, les fonctions coordonnées ZN 4 2R (resp.

f f

N1 sont des entiers algébriques sur 1'anneau
J

i) |

. 0
Clzl,...,zN_]/I(Mj) (resp. sur C[fl,...,fNj]), donc fNjﬂ,...,xﬁj € Aw(X)
d'aprés 11.2 (d). De plus, la restriction

~ -1 ~
E X\f , (0 — M,

est étale, car d.f1 /\.../\dfn # 0 sur X\f;il(O) d'aprés (a). Comme

ﬁj est localement irréductible, 1'image l':j(X\f;];l(O)) est nécessai-
rement contenue dans l'ensemble des points lisses de fdj . Si i:j est

el

injective sur X\f;il(O) , la construction est terminée avec F =

= M N=N, .
M=M, |

Sinon, soient deux points z #z, dans X\f;il(O) tels que
i;j(zl) = F(z,) . La proposition 11.5 (c) montre qu'il existe une fonction

e -
g € A:(X) telle que g(zl) # g(zz) . On pose N = N +1
f

il i

ﬁj+1 =g . D'aprés 11.6, g est algébrique sur C(fl""'fﬁj) ., B
vérifie donc une équation irréductible de la forme

d

~ k -
(11.8) k:,;oak(rj)g =0, a € ¢lf1,...,f~ ], ad(Fj) £0.

N.
)
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Comme f‘j est étale au voisinage de z, et Zy s il existe des points
. fod = -1
w voisin de z,, W, voisin de z, tels que Fj(wl) = I}(wz) 3 ay (0)

et g(wl) # g(wz) . Ceci entratne que l'équation (11.8) est de degré
d 2 2. Comme Kw(X) est une extension de degré fini de C(fl,...,fn) ,

le procédé s'arréte nécessairement au bout d'un nombre fini d'étapes. s
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12. - Quasi-surjectivité du plongement.

Nous reprenons les notations de la proposition 11.7. L'objectif
de ce paragraphe est de démontrer que l'image du morphisme
F : X\f;il(O) —M est un ouvert de Zariski de M . Soit
Q€ C‘lzl,...,zN] un polyndme non nul sur M , divisible par Z g
tel que 1'hypersurface Q-I(O) contienne le lieu singulier Ms . On pose

M=M\QTO, X=X\QBTOc X\, O ,

de sorte que M est lisse et que le morphisme de restriction

v v

F: X—M

est un isomorphisme de X sur l'ouvert Q= f(i) . La variété M
peut &re (et sera) identifiée a une sous-variété algébrique affine de

+ " N+
CN 1 via l'application M — € 1 définie par

(zl,...,zN) — (zl,...,zN . ZN+1 = Q(zl,...,zN)-l) ;
le morphisme F : X—M c ™! est alors donné par F = (F.Q(F)_l) .
Un des points cruciaux du raisonnement est de montrer que le courant
positif fermé l"'.ddcw se prolonge de l'ouvert () = f(f() a la variété
M toute entitre. On a besoin pour cela d'estimations précises de fla

masse, qui sont fournies par le lemme suivant.

LEMME 12.1. - Solt G = (§),---.8 ) € [A:(X)]m et
vy = ddcl.og(1+|G|2) . Alors pour tout entier k > 0 , on a :

(a) Jr (ddcq:)n.k/\yk < 4o, Osksn,
X

k-1 Kk
(b) jB(r)dmAd%pA(ddcqp)“ Ay. s Cr, Osksn-1,

ol C est une constante 2> 0 .
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Démonstration. Appliquons le théoréme 2.2 (c) avec p = p-r,
0= {p<0}=Br) e V =.=V = Log(1+|G|2) 2 0 . I vient

1 k
.rB(r)Bk/\Yk < C3IB(r) logk(1+|G|2)so
od, pour a>0 et k=20, on pose :
B = (“°cp)k+a(ddcm)n—k + (lveau)(r-cp)k'Hﬂdcp/\dccp/\(ddccp)n_k'1 .
e By = 2(r-0)"@d’e)” + 2_0175""051 )

Le théoréme de Stokes entrafne donc pour tout r > 0

)

D'autre part, la fonction t -logk(ek+t) est concave sur [0,+l

By = 2 r-92dd%)" s 2r? Vol(X) .
B(r) B(r)

On obtient donc pour tout p >0 1'inégalité de convexité :

f Iogk[ek+|Glp]8°

P
G
: B(r) lpgk ek +M

<

J\B(r)so IB(:)BO

Comme gj € A:(X) [cf. définition 11.1], il existe p >0 assez petit

et C4,C5 2 0 assez grands tels que
" |6|P8, = exp(C r+C
“B(r)

Les inégalités précédentes entratent alors

s *

r Bk/\yk s Cf logk(l+]G|2)Bo < C6rk+a
"B(r) “B(r)

Compte-tenu de la définition de ek , ceci implique le lemme 12.1
aprés substitution de 2r a r .=

N+
Munissons € 1

- N+
e¢e Mc(C ! de la métrique de Fubini-
Sudy o = ddclog(l* |z|2) . On a4 alors le théoréme de prolongement
suivant, dont la démonstration est inspirée de H. Skoda [Sk 5] et de

H. El Mir [EM] ; voir aussi l'article de synthése de N. Sibony [Sib].

PROPOSITION 12.2. - Soit T l'extension simple a M du

~ . .C -
courant F‘dd ¢ , définie par
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T=Fdd% mr FX) , T=0 sur M\FX) .

Alors T est un courant positif fermé sur M de masse totale

n-1
TAw finie.
Ia finte

Démonstration. Calculons d'abord la masse de T

. Ta"? = [ f‘*ddcw/\mn'l = J',ddccp/\(i"w)
M F(X) X

n-1

La (1,1)-forme F*w est donnée ici par
F*y = dd®Log+|F|?) = dd®Loga+|F|2+|Qm)|7d
2 2
= ad°Log+|Q(M | + | F|% |ad|)

La finitude de la masse résulte alors du lemme 12.1 (a). Pour toute
1-forme réelle v de classe C a support compact dans M et pour
tous multi-indices J,K c {1,...,N+1} tels que |J| = |K| =n-2, on

montre maintenant la nullité de 1'intégrale

I= ‘rﬁdv/\T/\dle\de ,
ce qui prouvera que dT = 0 . Sit x une fonction de classe c
sur IR telleque 0<y<1l, x(t)=1 si t<0, x(t)=0 si

t>let 0<y' <2 . Par définition de T , il vient
- v* c 4 .—t_
I-J’XF (dv)/\dde,v;/\dl-‘J/\dl-‘K

- ®)d(E*v) A ddSp A dF, A dFL

:T,r'x(‘)dw v)Add ' AdF AdF

La forme x(%)l-:’v est & support dans f-l(&ppv) n % cc X .

Une intégration par parties donne donc

- do c - ~
= F’ ' 9 ——

I ,1_1?..& VAX(S) 4 Add o AdF) AdF

Grice 2 l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette derniére intégrale est
. 2 =
majorée par < ./Illz(r) avec
+* -
1 = f,ddcm/\l’-‘ vAaviadz Adz.) ,
1 oy J J

L = [,

) dmAdchddcmAdf-‘KAdl‘K .
F~ " (Supp v)NB(r)
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Comme v est 2 support compact dans M , il existe des constantes

0
Cl,C2 2 telles que

c - n-1

VAV /\1:iz.JAdzJ < Clw ,
s T= s - vox N=2 -1
dFKAde = Fhdzpndzy) < C, (F*u) sur ¥ (Suppv) .
Le lemme 12.1 (a) et (b) entratne alors
C vy n-1

I s Cl.rxdd o A(F ) < to,
L) <C. [ dondordd®onF*9 % < coor,
2 2 B(r) 2

d'old
|I] = lim E./ll(r) =0.m
r-+o T 12
D'aprés le théoréme 15.3, il existe une.fonction psh V et
une (1,0)-forme u de classe cﬂD sur M ayant les propriétés sui-
vantes, pour des constantes Cl,C2,C3 2 0 convenables.
PROPRIETES 12.3. -
@ ddva=T ;
2
®) V@) s C Log(1+|z|”) ;
© dd°v-T =3u ;
2 C3
) lulw < C2(1+|z| ) ° .

Considérons alors la fonction t = V- F,© définie sur l'ouvert
n=FX)c M. D'aprés 12.3 (a), T est psh sur. (0, et de plus
T < V. Comme l;’m tend vers +o au voisinage de 3, 1 tend
vers -« en tout point de 3 . Par conséquent, <t se prolonge en

une fonction psh sur M

M\Q .

, encore notée <t , telle que 1 = - o sur

COROLLAIRE 12.4. - fﬂ\(} est une partie fermée pluripolaire
de M .=
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La prochaine étape est de montrer que id\n est en fait une
hypersurface algébrique de M . D'aprés 12.3 (c) et la définition de T
on a:

2A3(V-F9) =u sur 0,
donc la (1,0)-forme h définie par

= -F u . o
(12.5) h=23(V-Ko) + - =31 +

est holomorphe sur Q ; comme u est de classe ¢® sur M, ceci
démontre au passage que 1t est de classe ¢ sur . Nous allons
maintenant prouver que h se prolonge en une l-forme méromorphe
rationnelle sur M . Ceci va résulter essentiellement des estimations
12.3 (b,d) et du théoréme d'algébricité 8.5. Par construction de F
et X , les formes (df df ) définissent un repére global de ™X.

Les formes (dz

L
dz ) constituent donc aussi un repére de ™M

1
au-dessus de l'ouvert Q= f(X) , et on peut écrire
z
h = h.dz
j=1 4 1

avec des fonctions hj € 0(Q) . Le principe au raisonnement consiste &
vérifier que les fonctions hj-l-‘ sont 3 croissance g@-polynomiale, 3

partir de la majoration de T =V - Fo fournie par 12.3 (b) . Le fait
que nous ne disposions pas de minoration de T introduit une difficulté
supplémentaire que nous allons court-circuiter en recherchant seulement

une estimation des fonctions exp@-r-l-:)|hj(Fv)] .

LEMME 12.6. - On considére sur X la fonction d'exhaustion
& = Log1+e® + Log+|F|%) ,

et la métrique associée
& = dd = dd®Log(1+e®) + F*w .

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées pour des cons-

tantes p >0 assez petite et C4’C5 2 0 assez grandes.

(a) [‘ "<te ;

(b) [‘_eﬂF‘C‘*m F'(ih/\!.:)/\&n-l < teo ;
X
- C,+1 foy
hd 4
(c) Iilem(%r.F)lQ(F)l 5w3" < +m .

|hj(i‘)|]pe-
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Démonstration.
(a) est conséquence immédiate du lemme 12.1 si on observe

que

ewddctp + e°pdcp/\d°m

1+e?  a+eH?

dd°Log(1+e®) = < dd% + e Pdond% .

(b) L'estimation 12.3 (b) implique
12.7 t=V-F¥ <Vs Cllog(1+|z|2) R
donc la fonction ¢ = Iog(1+eT°E) satisfait la majoration
2 Cl\ v
0 < I.og(l+(1+_[z| ) ) sCpo.
Le corollaire 7.3 appliqué a ()'(,t'b) entrate alors

[ . 1338 A"t < e
X

Un calcul immeédiat donne par ailleurs

. - 200
)z FraeTaraane 1,

_ . - LT =<

336 = p*( oot _, leothd
1+e " (1+e")

et il s'ensuit

J\ e'[oF-ZClw

X

Par définition de a on a d'autre part a = F*w . L'estimation 12.3 (d)

F¥atAam A e lc v,

entrafhe donc

. . . 2 3

* 1.

|F ula < (|u|w).F < C2(1+|F| .
J' ]F*u]genr—(cﬁzcs)w&n < Czr 8" < te .
x 2%
La propriété (b) résulte maintenant de la définition de h = 3t +§u_i et
de 1'égalité

v 2+n ~ - “n
IFuIaa = nF*{uAu)Aaa

l -t
(¢) L'inégalité triviale ddLog(l+e’) » %ddcrc +qe Taond
entrafhe successivement °

c 9Pn-1 -n _-n¥ _n-1

el , 2Pl o 2 eV
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F*inab) A gt > 2'ne"°°°.n|f-‘*h|:en .
Par définition de é , on a d'autre part

$ = Log(1+e) - 2Log|q(F)| + Loga+|QP |+ |am|?|F|?)
< o - 2Log|Q(F)| + Csl.og(1+|F|2) +c,,
ol C6 = 1 +deg(®P) . L'inégalité (b) nous donne don_c
__[\xenf-c“wl&i(l“)|2C4|i‘*h|:(1+|1-‘|2)-c4c6 P o< re,
et comme |F| € L:(X) , il s'ensuit
em(%tei‘)IQ(F)lc4|f*h|e € L:(X) .

Par ailleurs, la fonction hj peut s'écrire sous la forme

P
j-1 h/\dzl A...Adzj.../\dzn

h. = (-1) .
) dzll\...l\dz
n
On a donc
v —~ _1
h (F F*n| |df |_...|df.| ... |df df A...Adf ,
by = [F*b| [df, |g-oe |af] - df | ldf A e ndl |
et comme
0
df yeeey |df L (X 1.3 (b
| 1'8 | nIBG ol %) [lemme 1 (b))
-1 0
et |fn+l||df1A...AdfnlB € Lw(x’ linégalite 11.7 (a)],
il vient

1 = Cq . 0
exp(zT-F) Q)| “If [ |beFl € Lep(x) .

Par hypothése Q est divisible par 2z e. Q=z R.

n+l * o n+l
La propriété (c) s'obtient alors en multipliant la fonction ci-dessus par

|R(F)| € L:(X) ..

Afin de pouvoir travailler sur X plutdt que sur X , nous

aurons besoin du lemme élémentaire de prolongement ci-dessous.

LEMME 12.8. - Sit S = g-l(O) une hypersurface de X ,

et 6 une fonction psh sur X\S telle que eb e Llloc(X) .
Alors 6+ Iog]glz se prolonge en une fonction psh sur X.
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Démonstration. - I suffit de montrer gque @ +I.og|g]2 est
majorée au voisinage de tout point régulier de S . On peut donc suppo-
ser que X est un ouvert de [\ contenant le polydisque unité fermé
Zn, et que S= {z1=0} . L'inégalité de moyenne appliquée au polydisque
(zl+|z |) x Al e X\S pour tout point z € A", 0< |z, | <1,

1 1 2
implique
6(z) 1 6
e £ — J'Ane dx .

n
m |21]

La fonction 6 + Iog‘zllz est par suite majorée au voisinage de S .m

n
PROPOSITION 12.9. - La l-forme h = 2 b.dz,
forme )

en une l1-forme méromorphe rationnelle sur M .

se_prolonge

Démonstration. Comme X = X\Q(F)-I(O) , les lemmes 12.6 (c) et

12.8 montrent que

1 Cq*1 2
pLog[emG-F)lam| * |b®|] + Loglawm)|

s'étend en une fonction psh sur X . Il existe donc un entier s >0

assez grand et ¢ > 0 assez petit tels que, si g désigne la fonction

holomorphe sur X définie par

s
g = Q(F) hj(F) )
alors la fonction %TOF + log|g| est psh sur X, et

." exp[e(—;-r,}‘ + Log|gl) - Csw] Bn < +o .
X

En raisonnant comme dans le lemme 11.3 (a), on obtient par conséquent

lim su 1 [(lrF+Lo| |)]sc8_n Vol(X) < +o
r-w:»p rHeli2™ Elell, € b :

Soit P € d‘lXO,Xl,...,Xn] un polynéme tel que degX P < ke , et
soit £ la fonction définie par ¢
1
£ = l.oglP(g,fl,...,fn)l + ko(‘iroF‘f Cll.og|Q(F)|) .
D'aprés l'estimation (12.7) et les résultats ci-dessus, € est psh sur

X et vérifie une estimation
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m 1 . ;
6, < jElkjlog+|fj| + kgla Log|g), + Cglog, |F|] + c, .
Grice au corollaire 7.3, on obtient la majoration

- n
[_ad®ead™! <k + Tkb(E)
X

11 j=1 B |
avec une constante C11 20. S a€ X, il en résulte 1'inégalité
ordaP(g,fl,...,fn) < C12(k0+k1+"'+kn) , C12 20 .

Le raisonnement du théoréme 8.5 montre alors que g est algébrique

sur C(f fn) , et il en est donc de m@me pour la fonction

10

hj(i"‘) = Q(F)~8g . Par suite hj est algébrique sur C€(z),...,z ) , i.e.

hj vérifie une équation

d
e _
eéoae(zl,...,zn)hj =0, 8, € C[zl,...,zn] , ad£0 .

L'élément adhj est donc entier algébrique sur C[zl,...,zn] ; on en

déduit une majoration

Ciq
|ad(z)hj(z)| = C,4(+|z]) .

Comme hj est holomorphe sur l'ouvert Qc M et que le complémen-

taire M\Q est pluripolaire, se prolonge en un polyndme sur M.

a dhj

Par conséquent h = ):hjdz se prolonge en une l1-forme méromorphe

i

rationnelle sur M .=

PROPOSITION 12.10. - Soit Ql le plus grand ouvert de

Zariski de M sur lequel h est holomorphe. Alors 0 = Q1 .

Démonstration. On a évidemment Qc Ql . Pour obtenir l'in-
clusion réciproque, montrons d'abord que Tt est de classe C sur

Ql . On sait que l'équation (12.5)

u
ar=h-§T

u L .
a lieumsur N ,etque v := h Ty € Cl’o(nl) , puisgue
ue€ Cl O(M) . Il vient v+v=dr sur Q, dod d(vtv) = 0 sur Q,
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par continuité. Soit (Qj)jeJ
simplement connexes. Il existe des fonctions Tj € C2(Q

un recouvrement de Ql par des ouverts
j) telles que
d-rj =v+v sur QJ. . La fonction <t - Tj est alors localement constante
sroona, donc constante, car 0N 0= Qj\(ﬁ\n) est connexe. Par
suite 1 € c’(nl) , €& comme 1 = -o sur ﬁ\n , il s'ensuit que

nl\n=¢ ..

COROLLAIRE 12.11. - FY x\f;il(on est un ouvert de Zariski
de M .

Démonstration. Si x est un point quelconque de X\f;il(O) ,
alors F(x) € Ms U [zn+1=0} , donc il existe un polyn6me Qx divisi-

+1
le corollaire 12.10, Qx = F(X\QX(F)'I(O)) est un ouvert de Zariski de

ble par z, et s'annulant sur Ms , tel que Q'x(F(x)) # 0 . D'apres

M , donc aussi la réunion

-1
U Q.= FX\f  .(0) .=
xex\£ 0 n+1

Comme X\f;il(O) est de Stein ainsi que son image biholomor-
phe, on voit en fait que le complémentaire M\ F(X\f:_l(O)) est néces-

sairement une hypersurface algébrique de M .
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13. - Démonstration du critére d’algébricité (cas lisse),

D'aprés la proposition 11.7 (a), & tout point xg € X on peut
N,
associer un morphisme F(o) = (f(o),....f(o) ) € [AO(X)] 0 et une fonc-

1
f(M)1 tels que l'ouvert X\g0 © > x4 soit holomorphe par

F(o) 3 un ouvert de Zariski d'une variété algébrique dans € No .1

tion g =

existe donc un recouvrement dénombrable de X par de tels ouverts
X\g;I(O) , associés & des morphismes F(k) X—-C Ni . Considérons

le morphisme produit

N, +...+N

F, = FOL e, r® . x~¢?

k

Draprés la proposition 8.5, 1'image Fk(X) est contenue dans une variété
No+...+Nk
algébrique irréductible Mk cC de dimension n , et le corol-

laire 12.11 montre que Fk(X\ gj'l(O)) est un ouvert de Zariski de Mk

si jsk . Posons
-1
ﬁ ‘o, = X\Y, = U (X\g (0) .
g * L P

Par construction Fk : Xk - Fk(XQ [t Mk est un isomorphisme, et

rk(xk) est un ouvert de Zariski de M, . On peut donc énoncer :

k

PROPOSITION 13.1. ~ Si X vérifie les hypothéses 9.1' (a',b'),

alors X est réunion d'une suite croissante de variétés quasi-

affines Xk , ol _chaque Xk s'identifie 3 un ouvert de 2ariski

de )S(ﬂ avec la structure algébrique induite. =

En d'autres termes, X a bien une structure d'espace annelé
qui est "localement'" celle d'une variété algébrique, mais la 'topologie
de Zariski" peut ne pas 8tre quasi-compacte. Signalons qu'il existe
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effectivement de telles variétés. Il suffit de prendre pour X la surface
(lisse) sin x = yz dans C3 , et pour Yk la réunion des droites
{in}x{0}x€, j€Xx, |j|>k. La variété X, = X\Y_ s'identifie

alors 4 la variété algébrique
2

2
X x
V, : x (-——) (1-—-—) =yz
k 2 kzﬂz

via 1'application V, < X définie par

k L x2
x,y,2) —(x,y,2') od z'=2z || (-—-—5-) .
li|>k iTn
Nous allons maintenant montrer que la suite (Xk) est nécessai-
rement stationnaire si les espaces de cohomologie qu(x; IR) sont de

dimension finie [hypotheése 9.1'(c')].

LEMME 13.2. - Sit X une variété analytique complexe de

dimension n , Y un ensemble analytique de dimension < p

dans X, et d=n-p-= codich . Alors l'espace de cohomo-
logie relative Hq(X, X\Y ; IR) est nul si q <2d et

B9, Y R~ R,

ol (Yj)j € est la famille des composantes irréductibles de

dimension p de Y.

Démonstration. Nous renvoyons par exemple a E. Spanier [Spl
pour les arguments élémentaires de topologie algébrique qui vont 8tre
utilisés. On raisonne par récurrence sur p , le résultat étant trivial
pour p=0.Si p21, soit £ la réunion du lieu singulier Ys
et des composantes irréductibles de Y de dimension < p , de sorte

que dim 2 < p-1 . La suite exacte du triplet s'écrit
HY(X,X\2) — HI(X, X\Y) — H3(X\z, X\Y) — H3"\(x,x\2) .

Par hypothése de récurrence Hq(X, X\2) = Hq’l(X,X\Z) = 0 pour
qs2d, dne HYX, X\Y) ~ HYX\2, X\Y) . wuitte 2 remplacer (X,Y)

par (X\z, Y\Z) , on peut supposer Y lisse de dimension p .
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Y posséde alors un voisinage tubulaire U homéomorphe au fibré nor-

mal NY . Gréce au théoréme d'excision, on obtient donc
Hx,x\v) = B, v\v) ~ BINY,NY)

od N°Y est le complémentaire de la section nulle de NY . Comme
le fibré NY est de rang réel 2d , le théoréme d'isomorphisme de
Thom-Gysin implique

H(NY,N'Y) ~ B9 2dy) |

et pour q =2d , HO(Y)a-lRJ.l

Revenons maintenant A la situation de la proposition 13.1, ol
Xk = X\Yk , et posons dim Yk =P dk =Dn-p - La suite exacte

de la paire (X,X\Yk) donne

2d,-1

2dy 2dy
H (X\Yk) — H (X.X\Yk) —H

X .

2d, -1
Puisque X\Yk est isomorphe 2 une variété algébrique, H k (X\Yk)
est de dimension finie, et il en est de m&me par hypothése pour

2d
H k(X) . Le lemme 13.2 montre donc que Y n'a gu'un nombre fini

de composantes irréductibles de dimension maxl':male Py - Comme Yk
est une suite décroissante d'intersection vide, on voit qu'il existe ¢ >k
tel que dim YG <P - AU bout d'un nombre fini d'étapes on aura donc
Y =¢, X=Xe. Posons

0
O xF®  M=M , N=N_+..+N

F=F =F 0 0"

e
Le morphisme F : X—M c €N est alors un isomorphisme analytique
de X sur un ouvert de Zariski (Qc M . Quitte 3 remplacer M par
sa normalisation comme dans la démonstration 11.7 (b), on peut suppo-
ser M normale. Puisque (I est de Stein, le complémentaire
H = M\ ( est nécessairement une hypersurface de M . Désignons par
K(Q) > KM) le corps des fonctions rationnelles sur ( , et par R(Q)
1'anneau des fonctions régulieres sur (. Ecrivons
F = ({l,...,IN) € lAg(X)]N . Le co-morphisme F* envoie K({) dans
le corps ¢(ll.....fN)C KW(X) . La proposition ci-dessous montre que les

100



MESURES DE MONGE-AMPERE

structures algébriques (X, ch(X) NO(X)) et (Q,R(Q)) sont isomorphes.

PROPOSITION 13.3. -

(@ F*: K@ — K t‘;(X) est un_isomorphisme.
) F*R(@Q = ch(X)nO(X) .

Démonstration.

(@) Il suffit de démontrer la surjectivité de F* . Or,si g ¢ ch(X) ,
la fonction g est algébrique sur (I(fl,...,fN) d'apres 11.6. Par suite
gaF-l est méromorphe sur () et algébrique sur K({) . Il en résulte que
gaF-l € K(Q) = K(M), en raisonnant par exemple comme a la fin de la dé-

monstration 12.9.

(b) se déduit aussitdt de (a) , a condition de vérifier 1'égalité
R = K((»noanal(n) . L'inclusion < estclaire. Inversement, étant donné

geEK(Q) e xen,soit g=u/v, od u,v € Ox une écriture irré-

alg ’
ductible de g au point x (qui est lisse par hypothése). Cette écriture est
on a donc v(x) # 0,

aussi irréductible dans ox Comme g € ox

anal ’

par suite ge¢ Ox,alg et g€ R() .m

,anal °’

Pour achever la preuve du théoréme 9.1', il reste maintenant a
montrer que [ est algébriquement isomorphe 2 une variété algébrique
affine, autrement dit il faut prouver l'existence d'un plongement algébrique
propre (= M\H — (IN' . C'est facile si M est lisse, mais lorsque M
est singuliere il se peut que 1'hypersurface algébrique H ne soit pas lo-
calement intersection compléte, et dans cette situation Goodman [Go) a
donné des exemples pour lesquels 1'algebre R(M\H) n'est pas de type
fini. Je remercie N. Mok de m'avoir signalé cette difficulté, qui rendait
caduque ma démonstration initiale. Le raisonnement de [Mok 2] consiste

a4 observer que (; est rationnellement convexe dans le sens suivant :

pour tout compact K< (0 1'enveloppe
K= 3)(60; |g(x)‘ < supK|g| pour tout ge¢ R(Q)i

est compacte. Ceci résulte en effet de 11.5 (d) et du fait que Q= X

101



J.P. DEMAILLY

est de Stein. On applique alors la partie (b) du théoreme ci-dessous.

THEOREME 13.4. - Soit Mc G:N une variété algébrique affine
(éventuellement singuliére) de dimension pure n, e H une
hypersurface algébrique de M . Alors M\H est isomorphe 3
une variété algébrique affine sous l'une quelconque des deux
hypothéses suivantes :

(a) H est localement intersection compléte dans M .
(b) M\H est rationnellement convexe ([Mok 2]).

Démonstration sous 1'hypothese (a) . Pour tout x € H, il existe

par hypothese un polyndme P ¢ a‘[zl,..., le et un voisinage de Zariski
VX) € M tels que HNV(X) = PL(0)NV(x) . Soit H' la réunion des
composantes irréductibles de P'l(O) non contenues dans H . Comme

x £H' , il existe un polyndme Q s'annulant sur H', tel que Q(xX) =1 .
Le théoreme des zéros de Hilbert entrafme l'existence d'un entier s ¢ IN
tel que Q%/P € RM\H) . Comme la topologie de Zariski est quasi-
compacte, on peut extraire un recouvrement fini V(x )s-- V(x ) de H,
et une famille finie de polyndmes P Q ) associés aux points xj .
Notre construction montre alors que le morphlsme

+m

-]
1
(21'---1ZN1Q1 /pl Q /P ) M\H - ¢

est un plongement propre.

Démonstration sous 1'hypothése (b) . On construit d'abord par

récurrence descendante sur k une suite de sous-variétés algébriques
Mkc M fermées, de dimension pure k , telles que Man soit une

hypersurface de M, . On pose Mn =M ; si M aété construite, on

k k

choisit un polyndme Pk € R(M) s'annulant sur H mais ne s'annulant

identiquement sur aucune composante irréductible de Mk ; on note
alors Mk-l la réunion des composantes irréductibles de Mkn P;l 0)
non contenues dans H .

On démontre maintenant par récurrence croissante sur k
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I'existence de fractions rationnelles BBy € R(M\H) telles que le
morphisme k

N+m

’k : (zl,...,zN,gl....,gmk) :M\H —C

soit un plongement propre en restriction a Mk\H (pour k=n le théore-

me sera ainsi démontré). Si k = dim Mk =

car 1'hypothese (b) et le principe du maximum entrafment l'existence de

1, cette propriété est claire,

fractions rationnelles g_,..., € R(M\H) dont les restrictions 3 M
1 gml 1

ont des pbles aux différents points X s Xy de Mln H . Supposons

. N+m N -~

maintenant ék construit. Soit nk: c —-C la projection, M
N+mk

1'adhérence de §k(M\H) dans € et H= Mnn (H) , de sorte

que

3 : M\H — M\H
est un isomorphisme (d'inverse Q;(l = nklﬁ\}-i) . .Par hypothese de ré-

currence idk = Qk(M \H) est une sous-va:iété algébrique fermée de

Mk+1 = Qk(Mkﬂ\H) Comme Mk+ln (Pk° k) (0) est la réunion dis-
jointe (Mk+1n H)UMk , on voit que Mk+1n H est localement intersec-
tion complete dans Mkﬂ (et y est localement définie par Pk° nk) .

Pour tout x € fdk ﬂnﬁ , il existe donc un polyndme Q € R(M) tel que
Q(x) = 1 , qui s'annule sur toutes les composantes irréductibles de

-1 - -
(P °oT ) (0) ne rencontrant pas Mkﬂn H . On peut donc compléter ¢

k
en un morphisme Q comme dans le cas (a) , en adjoignant 2 Qk

des fonctions g (Q .q, ) , m <jsm ; alors

k k+1

Y Mg
définissent un morphisme propre sur M

+m s:
\H - ¢ k+l  egt propre, car les fonctions gj°"k= QjJ/Pk'nk

k+1\H -
La propriété 13.3 (a) entrame que K (X) est engendré par

fl""'fN , et donc que K (X) est aussi le corps des quotients de A (X)

ce qui n'était nullement évident a priori. On peut en fait obtenir un ré-

sultat un peu plus précis.
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PROPOSITION 13.5. - Sous I'hypothése 9.1' (b") [resp. 9.1 (b)l,

Ky(X) est engendré par A:(X) ,o0l b= Tz-g-a [resp. par

2
A@(X) 1.

Démonstration. Pour le voir, il suffit grice au raisonnement
précédent de construire un plongement injectif

G = (g B X—c°, g € A:(X) )
La proposition 11.5 (c) permet de construire pour tous points X, € X
et (xl,xz) € XxX\A (o2 A = diagonale) des fonctions gl,...,gn ,
g € A:(X) telles que 4.'lgl A...Adgn(xo) #0 et g(xl) # g(xz) . Comme
les ouverts {x; dglA...Adgn(x) #0}c X et
{(x,y); gx) #g(y)} € XxX\A sont des ouverts de Zariski,
il existe des recouvrements finis de X et XxX\A respectivement,

par de tels ouverts. La collection des fonctions g.gj ainsi obtenues

donne le morphisme G cherché. s

Remarque 13.6. - On a en toute généralité les inclusions
AO(X)cAb(X)cAo(X)cA(X) 0<bx<2
® ® ® o ’

mais nous ne savons pas pour les deux derniéres s'il y a toujours
égalité ou non. Le fait surprenant est que l'algeébre A;(X) peut avoir
un degré de transcendance < n . Choisissons par exemple X = C ,

avec la fonction strictement psh
o) = T 27 mg(€,+|z.,~;2) , O<esl, g=1.
jeEN J J

Soit r 23 donné. En découpant la somme pour les indices j < logr
d'une part, j > logr d'autre part, on obtient aisément pour |z|=r

les estimations

2 Lo R . 1
(13.7) o(z) = 2Log(1+|z|") +0(-—f—r) si vj, |z-j] >3

(13.8) o) = 2Log(1+|z|?) + 27 Logie, + |z-§]3) + 0(2;3)
si |z-j| s% .
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Choisissons ej de sorte que

(13.9) 2 Log+j?) + 273 Logej = Log(i+logj) , jz1,

i.e. ej = [-l—th—;gzl]zj .

(1+j9)

On a alors ¢(j) ~ log logj quand j — += , de sorte que @ est
exhaustive. Les fonctions f € A (d‘) sont a croissance polynomiale et
doivent vérifier de plus |f(])| < (Iog J) quand j —~ +« . Par suite
A;(d.‘) se réduit aux constantes. Les conditions 9.1 (a) et (b) sont
néanmoins vérifiées. Un calcul immédiat donne en effet

279c.

adp = 2idzndz T ——
JEN (¢ +|2-| %2

de sorte que [ ddccp = 81 . La majoration 9.1 (b) a lieu avec la fonc-
C

2-jej )
v=-Loglz ——
JEN (€j+‘z.j|2)2

tion

En considérant le seul terme j =0 , on obtient ¥ < 210g(1+}z|2) .
Pour ejl/a < |z-j| < l on a d'autre part grice a (13.8) et (13.9) :

w(z) 2 2Log(1+|z| ) + 2J -Loge +0(1)
z—log(1+| l ) +0Q) ,

tandis que pour |z-j| s cll/3 il vient
.j _J
2 "€, 27,
j > i 2-]-2 -1/3 ‘
4/3 j

22
€. t|z-j 4e.
(e5*]z=31D) i
de sorte que ¢ <0 si j est assez grand. On voit donc qu'il existe

une constante B telle que y <39 +B .=
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14. - Algébricité des espaces complexes singuliers.

Sit X un espace analytique de dimension n . Si X est un
ensemble algébrique dans CN , les calculs du §10 montrent que les

conditions géométriques 9.1 (a,b,c) sont vérifiées.

Inversement, pour démontrer la suffisance des conditions géomé-
triques, on se heurte i deux difficultés principales. D'une part les esti- .
mations L2 de Hormander ne sont a priori valables que sur un ouvert
de Stein lisse de la forme X\H , od H est une hypersurface de X
contenant le lieu singulier Xs . Pour pouvoir appliquer un lemme de

prolongement, on doit donc supposer que X est normal.

LEMME 14.1. - Soit f une fonction holomorphe sur X\H telle

que f € leoc(X) . Alors, si X est normal, f se prolonge

en une fonction holomorphe sur X .

Démonstration. Sous 1'hypothése f € Lfoc(X) , il est classique
que f{ se prolonge de Xr\H a Xr , et toute fonction holomorphe sur

X se prolonge 3 X si X est normal (cf. [Nar], prop. VL.4). =

Une autre difficulté vient du fait que le poids e-v peut ne pas

&tre localement sommable en certains points. Considérons par exemple
le cas de la variété conique X d'équation zi:) +ot zi = 0 dans d‘nﬂ .
pE€ IN* . La courbure de Ricci de X est alors donnée grice a la pro-

position 10.1 (a) par la formule

Ricei(B| ) = -%ddclog V

2p-2 ¥

avec y = log(|z0|2p-2 +...+|zn| ) . On voit donc que la fonction e~
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n'est localement sommable en 0 que si p<n . Dans le cas d'un es-

pace X pour lequel e-t

est non sommable au voisinage de tout point
d'une courbe, la proposition 11.5 (c) ne s'applique plus. On est donc

amené 2 supposer que les singularités de X sont isolées.

Démonstration du théoréeme 9.1' (Suffisance des conditions dans

le cas de singularités isolées). L'hypothése (c') entrafhe que les com-

posantes irréductibles de X sont en nombre fini. Soit
m: X—X

la normalisation de X . La fonction e-mm n'est pas en général stric-
tement psh au voisinage de n—l(Xs) , mais quitte 3 modifier g.n
et yem au voisinage de l'ensemble fini n-l(Xs) , on voit que les hy-
pothéses sont satisfaites par X . En définitive, on peut supposer X

normal et irréductible.

La démonstration est maintenant tout a fait semblable A celle
qui a été donnée au cours des §11, 12, 13, aussi nous contenterons-nous
d'indiquer les grandes lignes et les changements i apporter. Les lemmes
11.2 et 11.3 sont vrais sans aucune modification, ainsi que les propriétés
11.5 (a,b,d). L'énoncé 11.5 (c) reste valable si {xl,...,xm} c Xr , et si
certains des points x'i sont singuliers, on a le résultat partiel suivant

(qui correspond au cas p=0).

LEMME 14.2. - Soit un_ensemble fini {x

1
il existe une fonction f € A:(X) , b= 12+Cc , ayant un jet

weeesX_} C X . Alors
m Alors

d'ordre s donné en chaque point xl,xz....,x

Démonstration. On reprend les m@mes arguments que dans

11.5 (c), en remplagant le systéme de coordonnées locales z(‘” par
un systéme générateur (zjl.....z]N) de l'idéal maximal 7 x ’& de

j "X
oX,xj , et pl par

m .
pl = s(n+2)[ Zx. I.og|z('”|2 + le;] .
=1
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Au voisinage de xj , la construction donne alors f = Pj(z(j)) - g avec
g bolomorphe telle que

2 - -
161129250 e € 12 .

D'aprés les estimations L2 de H. Skoda [Sk 4], ceci entrame que
s
g € mx'xj .

La proposition 11.7 reste donc applicable si X, € Xr , et en
reprenant les arguments des § 12, 13, on construit une variété algébri-
que normale M et un morphisme F = (fl,...,fN) : X—M dont la
restriction & Xr est un isomorphisme de Xr sur un ouvert de
Zariski de M . Grice au lemme 14.2, on peut (quitte & compléter F
par un nombre fini de fonctions fj ) supposer que F définit un plon-
gement de X au voisinage de chaque point singulier. Le morphisme
F est alors un isomorphisme de X sur l'ouvert de Zariski
F(X) c M . la fin de la preuve est identique a celle donnée au § 13. =

Le raisonnement qui vient d'ére esquissé donne d'autre part le

résultat intéressant ci-dessous.

THEOREME 14.3. - Soit X un espace analytiqgue normal de

dimension n , vérifiant les hypothéses 9.1' (a',b',c'). Alors

xreg est analytiquement isomorphe 3 une variété algébrique

quasi-affine, l'isomorphisme étant donné par un morphisme

g-polynomial F de X dans une variété algébrigue affine

normale M c d‘N de dimension n . s
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15. - Appendice : courants et fonctions
plurisousharmoniques a croissance minimale
sur une variété algébrique affine.

Soit M c d‘N une sous-variété algébrique affine lisse de di-
mension n . On munit M des métriques kihlériennes
2
|

8 =dd®|z|%, w=ddLog+|z|?)

N
induites respectivement par la métrique plate de € et par la métri-
que de Fubini-Study de l'espace projectif IPN .

DEFINITION 15.1. -

(@) Une fonction psh V sur M est dite & croissance mini-

male s'il existe des constantes Co,C1 2 0 telles que
V(@z) s Cllog+lz| + C0 .

() Un courant positif fermé T de bidegré (1,1) sur M

est dit 3 croissance minimale si

J‘ T/\u)n-1 < +to .
M

Du corollaire 7.3 résulte aussitft la

PROPOSITION 15.2. - Si V est psh de croissance minimale

sur M , alors T = dch est 3 croissance minimale. ®

Réciproquement, étant donné un courant T > 0 fermé a
croissance minimale, on ne pourra trouver de solution 3 l'équation
dd°v =T que si la classe de cobomologie de T est nulle. L'objectif
de ce paragraphe est de démontrer le résultat général suivant, qui est

une réciproque partielle de la proposition 15.2.
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THEOREME 15.3. - Sit T un (1,1)-courant positif fermé

sur M tel que
f TAwn'l <+tw.

Alors il existe une fonction psh V et une (1,0)-forme u de

classe C° sur M ayant les propriétés ci-dessous, ol Cl'
Cz,C3 sont des constantes 20 . —

@ ddvaT ;
b) V@) < Cllog+[z| ;
© ad°v-T=2u ;

Cs
@ |u|LIJ < C2(1+]z|) .

La démonstration se fera en plusieurs étapes. Observons
d'abord que la condition 15.1 (b) est équivalente & la suivante :
15.9) o@) = [ Toag”? < cr2872
1485

Il n'est pas restrictif d'autre part de supposer n 22 . Dans le cas
contraire, on peut appliquer le théoréme 15.3 & la variété M' = MxC
et au courant image réciproque T' = n';d'l‘ . La fonction V(z) = V'(z,0)

et la forme u = répondent alors & la question.

% | Mx{0)

Etant donné un courant T 2 0 de bidegré (1,1) sur M
vérifiant (15.4), on peut lui associer un potentiel VT par les m&mes
formules que celles utilisées par P. Lelong [Le 3] dans €

-1
5.5 Vi@ = [ TOA" L .0
M

1 1 1
L z.,0) = [ a1 = ]
n (n-l)(4rr)n (nglz)n 1 IZ'Clzn 2

avec

LEMME 15.6. - La formule (15.5) définit une fonction

1 . . . .
VT € Lloc(M) semi-continue supérieurement. Il existe des

constantes CO’ C1 2 0 telles que
VT(z) < C1 log+|z] +C0 .
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Démonstration. Le noyau Ln vérifie clairement les estima-

tions suivantes :

1L @0l s Cylz| JcI'™ st [¢|22fz]21,

L @0 s cs|g|2'zu si 1x|C|s2|z| .

Pour |z| =r=21, on en déduit

do(t)] ..

@) < C, |1+ doty + [T° ==X
Vol [ J‘t o r2rt2n-1

Apreés intégration par parties, il vient, compte-tenu de (15.4) :

g(2r) T g(t)dt ® g(t)dt
Vp@ = C4[“ 2x)282 +(2“'2)f (201 *+(2-1r f T ]

< C5(1+I.ogr) .

Les estimations précédentes montrent de plus que l'intégrale (15.5)
converge absolument sur l'ensemble {(€M; |(|>2|z|} , de maniére
uniforme lorsque z décrit un compact de M . La propriété

VT € Llloc(M) résulte alors par le théoréme de Fubini du fait que
[Ln(z,g)| est, localement sur M xM , intégrable en 2z uniformément

par rapport 3 ( . s

LEMME 15.7. - Pour tout point z € M , il existe des boules

B'z c TzM , B'z' c (TZM)* de centre 0 et de rayon

-C
r(z) = C6(1+|z|) 7 ol CG’ C7 > 0 , et une application holo-
morphe g, : B' -*B" telles que M N (z +Bz'+B;) soit le
graphe de g, » i.e. si -z =('+(" est l'écriture d'un

point 7 € M suivant la décomposition d‘N = (TZM) @(TZM)'L

alors

Mm(z+Bz'+B;) = [‘;Ed‘n ru_g (fV) . CeB'] .

Démonstration. Soit (P ,...,Pm) un systéme de polynSmes
générateurs pour l'idéal de la variété M dans C[Xl,...,XN] .
Puisque M est lisse, les jacobiens partiels JK,L d'ordre N-n
(cf. §10) ne s'annulent pas tous simultanément sur M . D'aprés le
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théoréme des zéros de Hilbert, les polynSmes JK L engendrent
1'idéal unité sur M ; il existe donc des constantes Cs,C9 >0
telles que
-Cg
max, L'JK l.‘(z)| 2 C8(1+|z|) , ZEM .
Le lemme résulte alors du théoréme des fonctions implicites (dans sa

version quantitative). s

On observe maintenant que la formule (15.5) peut se récrire

sous la forme

(15.8) V(@) = IMT(C)A!Kn(z.C)-Hn(cn

avec n-1
K .1 [ad®lz<)?
0 (2:0) = o ) ’
(n=1)(4 ) |z=<|
n-1
-1 B
HQ =

n 2n-1
@-n@Em a+cl5
Les propriétés du noyau Kn vont nous permettre de calculer aisément
dchT en fonction de - T .

LEMME 15.9. - dchn = [a) +R_,
od [A] est le courant d'intégration sur la diagonale de
MxM etol Rn est un (n,n)-courant 2 0 3 coefficients
localement intégrables sur MxM , vérifiant 1'estimation
Cn
1 a+lz))

IR (z,0)|| < cmmm[ o o)
noeee lz¢|** ||

Démonstration. En debors de la diagonale A , un calcul

classique aisément vérifié donne

@d°|2-¢ 13" -0 2= | Za)2-¢|* A |2 |2 n a2 B

c
(15.10) dd' K =
n (4n)n Iz‘Clzn

1 C 2n
= (Edd loglz-(] ) .
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N
On a donc bien R =dd°K 20 et ||R |l s Clz|™" . Pour obtenir

la deuxiéme partie de la majoration, plagons-nous en un point z € M
et utilisons le lemme 15.7. En restriction 3 M , on a au point 2z

dz = dz' = composante de dz sur TzM ,
tandis qu'en un point voisin ( €z + (Bz'+B'z') on a :
d¢ = d¢' +d(zz(C')) .
D'aprés (15.10) il vient donc :

[aa®(lz<'12+ lg,€n1?
R0 = |

2 2
Ic'1? + le, )

2 , o
a2 *+ g, €0 15 a2 P+ g €01

2 22 '
¢+ g, €M %)
ol la différentiation de gz(g') porte uniguement sur (' . Le lemme

15.7 donne par construction gz(O) = Dogz =0 ; le lemme de Schwarz
implique alors les inégalités

le, el s ¢l . ¢'eB
el e R
ID.g,ll < c0 2= . ¢rexB; . 0<x<1.

On observe maintenant gue Rn(z,g) =0 si g, = 0 . Il s'ensuit pour
1

) = R! []

'€ 2l?’z I'inégalité

, -1 -1
c12|g |r(@) C ,r(@

s
dePelg,@d®  ja®?

lan(z,g)ll <

qui compléte l'estimation du lemme 15.9. La formule classique de
Bochner-Martinelli dans €n donne d'autre part

dchn(z',C') = lal .

Par un calcul analogue 2 celui ci-dessus, on obtient 1'inégalité
C13 r(z)’1

HK (Z,C)-K (z':c')n S ——F7 ’
n n |Z‘C|2n-3
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- et pour chaque différentiation de Kn I'exposant de |z-(| s'accroft
d'une unité. On woit donc que dchn—[A] est A coefficients Llloc
sur MxM . La preuve est achevée. s

PROPOSITION 15.11. = Si T est fermé, alors

c
dd"Vy = T+0, , o) @,@) = jMBn(z.oAT(c) 20. En
particulier VT est psh .

Démonstration. Soit X : R —[0,1]  une fonction de classe
¢ telle que ¥(t) =1 pour t<1, ¥x(t) =0 pour t>2 , et soit
w une (n-1,n-1) forme ¢ a support compact sur M . L'écriture
(15.8) nous donne

I VTddcw = lim Kr) ,
M r-+o

Ir) = [ X(Icl )T(c)A(K @0 -H ) w@) -
MxM
Le théoréme de Stokes et le lemme 15.9 impliquent

_ e, (l¢|
Ir) = j’Mded [ ( )T(Q)/\K (z, g)] Aw(z)
=] x(l—g;l—) TE) A1 +R (z,0) Aw(z)

+‘[‘2d[ (l I)]/\ T(g)/\d K L (2.0) Aw(2)

+ [dd® [x(l;l)] ATQ)AK (2,0 Aw(2)

car dT = d°T = 0 . Pour justifier ce calcul, on peut d'abord suppo-

ser que T est de classe ¢ , quitte A régulariser ensuite T au

voisinage du support de X(_l_C;l) c {|¢|s2r} . On utilise maintenant

(15.4) et les majorations évidentes

Hd(|CI)” ofY) . ”ddx(ld) o(#),

1 . | 1
ol =o(—igr) ot -o(—ag) en.
2= =9
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pour woir que les deux dernieres intégrales dans le calcul de I(r) sont

O(r-z) . On a donc la formule attendue

lim Ir) = [ TEOAwE) + [ TQ)AR (2,0)Aw() - ®
M MxM

r—-+eo

Démonstration du théoréme 15.3. D'aprés la proposition 15.2

et le lemme 15.6, le courant @T est positif fermé a croissance mini-
male. On peut donc construire par récurrence sur k des fonctions
psh Vk et des courants T, positifs fermés 2 croissance minimale

k
tels que

C
dd Vk = 'I‘k_1 +Tk .

Effectuons la somme alternée de ces identités. Pour les indices impairs
il vient :
c
dd (vl- V2+... - V2

=T+T 0,

k" Vak+) 2k+1 2
et le lemme 15.14 ci-dessous implique que la fonction psh

- _ + . - D _
\% V1 V2 +.. Vqul_1 est 3 croissance minimale. D'aprés la propo
sition 15.11, on a la relation de récurrence

T n@ = fM R (2,0 AT Q) -

On exploite maintenant le fait que Rn est un noyau régularisant de

type convolution.

LEMME 15.12. -

(a) Pour tout entier k , 1sk<2n , il existe des constantes

Ak’Bk 2 0 telles que pour tout ¢ € 10,1 on ait

B . . ,.n-1
‘ k| -2 T()A8()
FT @i s A a+]e)) Tle T+ —-

I-z|<er(z) . 2n-k
N

-C
ol r(z) = C6(1+|z|) " lef. lemme 15.7).
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() Pour k=3 le courant Tk est & coefficients continus et

-

IT @l =ow@+zh™) .

Démonstration.
(@) On raisonne par récurrence sur k . Posons
n-1
0y (z,1) = [ TQ) ABC) -
|¢-z|<r

On sait que la fonction r »—-rz-znak(z,r) est croissante et qu'elle
admet pour limite jM'rkAw“‘l <+e quand k — += . Ecrivons
Tk+1(z) = Il(z) +12(z) ol

I(z) = R (z,0)AT, () »
1 flg-z[zer(z) n k

I(z) = R (z,0)AT, (C) -
2 Ilc-z|<er<z> . .

On utilise maintenant le lemme 15.9 pour estimer Il(z) et Iz(z) .

La norme Hll(z)n est majorée 2 une constante prés par

te Bk o ogp [T D g

€r(z) r2n €r(z) r2n+1
- _ 2C
< —-"—2-j Tk/\wn 1 =0(e 20+]z)) 7) ,
elr@@)” "M

» tandis que °

n
IT ©llB)

(15.13) I _(z)|| s C (1*|zl)cn.f
. 1, 10 2n-1

|¢c-z|<er(z) |¢-2]|

lorsque k=0, ceci démontre l'estimation (a) pour ||’I‘1(z)l|, . Dans
le cas général, l'estimation a l'ordre k combinée 2 (15.13) entrate

. B +C -2
L@l < ¢ a+lz) & e L@ +1,e)
avec n
l (Z) = _B.(_g)_._
3 v 2n-1 °
|:-2|<er@ |-z
n n-1
L@ - BO" T() ABW)
4

lo-zl<er 1c-2 fwegl<er@) Jw [P
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Pour ¢ assez petit, les inégalités |(-z| < er(z) et |w=C| <er()
impliquent |w-z| < 3er(z) . Avec les notations du lemme 15.7, les

intégrales ls(z) et 14(z) admettent donc les majorations

n
B(C"
I,z) < C r —2— < C__er(z) ,
3 15 2n-1 1
Ic'|<er@ I¢'] 8
n
n-1 - B(C")
L@ sc,f Tw)Agw) [ - -
f 7 w-z|<3er() crea® [¢r| 27 jwrgr 20K

Par homogénéité, on obtient
C (o)

8" 18 19
[ a

= <
c Ig'lZn-1|W,_€'l2n-k l“"lzn_k-l |W_zlzn-k-l

et l'estimation (a) s'en déduit a l'ordre k+1 .

(b) Utilisons l'inégalité (a) pour k=3 . Il vient
TOABQ! _ (€7@ doz,1)
“lo-z|<er@ |a| o 2k

- [ogz,e’rzngz -nk + @0-k) J.er(z) czngz . ;):ilr - O(er(z))k'z )
er(z) 0 r

L'estimation (b) en résulte. On observe de plus que l'intégrale précé-
dente converge uniformément vers 0 quand ¢ — 0 . Cette intégrale
correspond dans l'estimation (a) & 1'itération du noyau Rn sur les
boules |(-z| < er(z) . Tous les autres termes apportant une contri-
bution dans Tk font intervenir au moins une intégration sur le com-
plémentaire {|C-z|2er(z)} , et sont par suite continus en z . Donc
Tk est continu dés que k23 . m

Démonstration du théoréme 15.3. (suite). A ce point, on a

donc construit une fonction psh V de croissance minimale et un
courant © positif fermé 2 coefficients continus tels que

C
dd°v=T+e, lew| =oa+z)) 29 .

117



J.P. DEMAILLY

On va commencer par montrer qu'on peut supposer © de

classe C~ . Soit (Q€)epy un atlas localement finf de M , od

Qj ccM , o gj : fﬁ — €0 est une application bibolomorphe de Qj
sur la boule unité de @0 , et soit “j,jEN une partition ¢ de
l'unité subordonnée 3 M . Il existe des fonctions psh Tj sur Qj
telles que ddcrj = ® . Désignons par r;: = Tj*pe une famille de ré-

gularisées ¢ de Tj relativement 3 la carte gj , et posons
€
W= Z .(.-.j) , €>0.
jen 10T j
Sur 1'ouvert Qk il vient
Cyy c c €5
dd°W -© = dd®(W-1,) = ad Zv.(- -.J].
( rk) jen Tj Tk TJ )

et puisque T, -7, € c"(njnnk) , on voit que dd°w -@ € c:'l(M) .
Comme le courant ® est & coefficients continus, Tj et les l-formes

drj , dcrj sont continues. Lorsque les ej sont choisis assez petits,

on obtient donc |W| s1 et -y < dd’w < o , avec o = ddclog(1+|z|2) .
la fonction V' = V-W+ I.og(1+|z|2) est alors psh 2 croissance
minimale, et vérifie dd°V' = T+e@' od

@ =0-ddw +u

@ C
est un courant positif fermé de classe C , tel que ||@'(2)|| =0((1+|z|) 20) .

On suppose donc désormais que ® est de classe ¢’ . On
applique alors les estimations L? de Hérmander-Nakano-Skoda [Nak],
[Sk4) au courant © , considéré comme une (n,l)-forme fermée 2
valeurs dans le fibré E = T*M ®AnTM . Le fibré cotangent T*M est
semi-positif au sens de Griffiths pour la métrique B (c'est un quotient
du fibré plat T*cN| M )» donc d'aprés [DS] le fibre T'M @ AMT*M
est semi-positif au sens de Nakano. La proposition 10.1 (b) montre que
le fibré E est lui-m&me semi-positif au sens de Nakano pour la mé-
trique Be-2w , o0 y = Log(KZL IJK'le) . D'aprés les estimations

de [Sk4] appliquées au fibré hermitien h-:,Bex'(.)(-Zw—C21 log(l+[z|2))].
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on obtient 1'existence d'une forme u € CT 0(M) telle que u=0 et
’
-C

[ llaszl®y 226 < va

M
Pour achever la preuve du théoréme 15.3 et en particulier de 15.3 (d),
il suffit de convertir cette estimation L2 en une estimation L”

Ca4
|u|B < c23(1+;z|) .

Compte-tenu que 3u = @ admet une majoration en norme L’ , il
suffit d'utiliser 1'inégalité ci-dessous, en se plagant dans les boules
l¢-z] < %r(z) du lemme 15.7.®

LEMME 15.13. - Soit v une fonction de classe c1 dans
la boule B(r) c Cn . Alors

2
n! 2 4n -
v ] = [ —n [' Iv] + 2n+1r.supB(r)|av| .
nmr B(r)
Démonstration. Appliquons la formule de Cauchy avec reste
a la fonction t—v(tz) , z € Br), t€C, |t| <1 . I vient
r Sv(tz).z

T dx(e) ,
It]<1

2m i
v(0) = E}; f v(elez)de - rlr
0

21
lv(el

v | < E%”ro ez)lde + 2|z|supB(r)lSVl .

Aprés calcul de la valeur moyenne (VM) pour 2z € B(r) , on obtient

4n -
[vo)| = vMl|v|; B(r)] +mr.supa(r)lav| '

et VMI |v|; B(r)l s (VMI lv[z;B(r)])Q

grice 2 l'inégalité de Cauchy-Schwarz. s

II ne nous reste plus qu'a vérifier le résultat élémentaire

suivant, qui a été utilisé au cours de la démonstration.
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LEMME 15.14. - Soient V deux fonctions psh 2

1'v2
croissance minimale sur M . On suppose que V = Vl- V2

est psh . Alors V est 3 croissance minimale.

Démonstration. D'aprés le théoréme de normalisation de
Noether, il existe des fonctions polynomiales fl,...,f-n sur M telles
que Clzl,...,zN]/I(M) soit une algébre entiére sur C[fl,....fn] . Le
morphisme F = (fl,....fn)‘ :' M -—c" est donc propre et fini, et on a
un encadrement

C C
26 28
czP(1+|z|) < |F@)| = C27(1+|z|)
A
25""’028 > 0 . Grice 2 l'inégalité évidente
e 3
V< V+ s F(F V),

avec C

il suffit de montrer que F*V+ est 2 croissance minimale dans C° .

Comme V+ < (Vl)+ +(V,). - V2 , on en déduit pour la valeur moyenne

)
2+
de l-‘”V+ sur la boule B(r) c e 1a majoration

VMIF*V_P; B(r)] =< VM[F*(V1)++F*(V2)+; B(r)] - VM[F*VZ ; B(n)l .

Les fonctions F*(V1)+ , F*(V2)+ sont psh 2 croissance minimale,

tandis que la fonction r— VM[F%V2 ; B(r)] est croissante. On obtient

par conséquent une majoration
VM[F*V+;B(r)] < C29Log+r + C30 ,
et le lemme se déduit des inégalités de moyenne
2n
F, V. (@2) s VM[F*V+;B(z,r)) <2 VM[F*V+;B(0,2r)] ,

avec |z| =r .=
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