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Introduction

Dans le présent travail, nous construisons un fibré holomorphe non de Stein au
dessus d’'un ouvert connexe non vide quelconque de C, ayant pour fibre C?, et
dont les automorphismes de transition sont de type exponentiel.

La premiére réponse négative au probléme posé en 1953 par J.-P. Serre [4]
de savoir si un espace fibré a base et a fibre de Stein est lui-méme de Stein, a été
donnée récemment par H. Skoda dans [5] et [6], ou le lecteur trouvera une
bibliographie compléte sur le sujet. Dans le contre-exemple de H. Skoda, la base
est un ouvert multiplement connexe, et les automorphismes de transition sont
localement constants et & croissance exponentielle.

En réponse a une question soulevée par H. Skoda, nous avons donné dans
[1] un contre-exemple o la base est une couronne, ou les automorphismes de
transition sont polynomiaux, et nous avons montré qu'alors le groupe de
Dolbeault H%' de I'espace total du fibré est muni de la topologie grossiére.

L’outil principal pour la construction de tels fibrés est une inégalité due a P.
Lelong [3], qui permet de contrdler précisément la croissance des fonctions
plurisousharmoniques sur les fibres. On prouve ici, par un calcul d’enveloppe
pseudo-convexe utilisant le principe du disque, que les fonctions plurisoushar-
moniques continues sont constantes sur certaines fibres particuliéres, achevant
ainsi la construction du fibré. On montre de plus (cf. la remarque 3) que les
fonctions holomorphes du fibré sont triviales, c’est-a-dire constantes sur toutes
les fibres.

1. L’inégalité de P. Lelong

Nous nous contenterons d’énoncer le résultat, et renvoyons le lecteur a [17, § 1,

[31 p. 193 th. 6.5.2 et p.194, th. 6.5.4, ou [6], §9, pour un exposé complet.
Soient @ une variété analytique connexe de dimension p, V une fonction

plurisousharmonique sur 2 x C", w un ouvert relativement compact de Q.
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On mesure la croissance de V sur les fibres en posant

MV,w,r)= sup V(x,z),
xe®, |z|

=r

our=z0et|zl= sup !zj{.
l=jzn
Draprés P. Lelong [3], M(V,w,r) est une fonction convexe croissante de
Logr, strictement croissante pour r assez grand si V' est non constante sur au

moins une fibre au dessus de w.

Lemme. Si Q est un ouvert de C?, w, Cw, < w;, trois polydisques concentriques de
rayons p, <p, <p,, relativement compacts dans €, et V une fonction plurisoushar-
monique sur Q x C", alors

M(I/’wZ’r)éM(I/awlara)+#[M(I/’w3s 1)—M(V,a)1,ra):|, (1)
avec
poLo8pypy 1 Logpapy @
Logps/p, o Logps/p,

Corollaire (inégalité de P. Lelong). Soient Q2 une variété analytique connexe de
dimension p, V une function plurisousharmonique sur Q x C" non constante sur au
moins une fibre, et w,,w, deux ouverts relativement compacts de Q. Il existe une
constante o> 1 ne dépendant que de w,, w,, Q, et une constante R>0 dépendant en
outre de V telles que

M(V,0,,)EM(V.0,,r)  pour rZR. 3)

2. Construction du fibré X

La base du fibré sera un ouvert connexe non vide Q@ de C. Nous nous
intéresserons surtout au cas ou Q est un disque ou le plan, car si Q n’est pas
simplement connexe, on peut donner une construction plus simple avec des
automorphismes polynomiaux localement constants (cf. [1] §2, 3).

Soient a,,a,,0a5,a,4,4ds, ag, six points distincts de ©Q, et posons

Qo=0Q—1{a,,a,,a5,d4,05,a4},

Q.=0Q,u{a}, 1=2k=s6.

On définit un fibré X a fibre C* au dessus de @ par les cartes locales
trivialisantes

7 X |g, =2, xC? au dessus de Q,, 0=k <6, avec les automorphismes de
transition

= —1. 2 2
Ty =TT 2y xC >0, xC7,

(si k%1, Q,nQ,=Q,) définis par:
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Tu=Tg °To  pourtous k=16,
Tou(X, Z)=(x, W), xeQy, z=(2;,z,), w=(w,w,),
ou

wy=z,, wy=z,exp(z,/* 'o(x), sik=123,

W1:Zlexp(22jk-4(p(x))’ W, =12,, si k:4,5,6,
avee
1 Y3
21,22,W1,W2€C, ]:—2+11/2__1’
et

omen( 3 ),

t<kse X U
B, k=1,...,6, étant un nombre complexe non nul.

Remarque 1. Pour définir X, la carte ©,x C* est en principe superflue, mais sa
considération introduit des automorphismes 7,, plus simples que les automor-
phismes 1,,,k,[+0.

3. Restrictions sur la croissance d’'une fonction plurisousharmonigue
non constante sur une fibre {a,} x C?

Soit V une fonction plurisousharmonique continue sur X, représentée dans la
carte ©, x C? par la fonction du méme type V,=Vor, .

On a donc sur Q,x C?
Viet, =V, kI1=0,..,6.

L’idée est la suivante: la croissance de V,=V,c 1, au dessus d’'un ouvert w,
relativement compact dans Q, est comparable a la croissance de V, au dessus
d’un petit disque voisin de a, (inégalité de P. Lelong). Ce petit disque peut étre
choisi de sorte que ¢ y prenne des valeurs trés petites, et que 7, y soit proche de
l'application identique. Revenant a 'ouvert initial w,, on voit que le croissance
de V, va étre contrdlée par celle de V;,, comme l'exprime de fagon précise la
proposition ci-dessous.

Proposition. Soient w, un ouvert relativement compact dans Q,, V une fonction
plurisousharmonique continue sur X. Si pour un certain k=1,..., ou 6, V,=Vor, '
est non constante sur la fibre {a,} x C?, il existe une constante R>1 telle que pour
r=R on ait:

M (Vg0 oy 0, 1) = M(Vo, o, exp(Log* r)).

Démonstration. Désignons par w(a, p) le disque ouvert de centre acf, et de
rayon p>0.
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By
b—a,
pour que le disque w(b,4p), p=|b—a,l, soit contenu et relativement compact
dans €2,. Nous poserons:

Soit b un point de 2, tel que soit réel négatif, et assez voisin de a,

b=a,+t(b—a), p=3%pt, avec 0<t<3} 4

Dans la suite C,,C,,...,R,R,,..., désigneront des constantes dépendant des
données de 'énoncé, mais independantes de r et du paramétre ¢. Puisque Q, est
connexe, (3) entraine pour r= R,

M(Vk’ wO’ r) éM(V;(a w(ba p)’ rC1)a
et
MV, 00, 1) SM(V, 0(b,,2p),rY),  car (b, p) = w(b, 2p). (5)

Drapres le lemme (formules (1), (2)) appliqué aux disques concentriques o,
=w(b,p), ©,=w(b,2p), wy=w(b,3p), contenus dans w(b,4p), on a

MV, (b, 2p) 1) EM Vo 02(b, p).7°)
+ M (H 0(b, 3p). 1) = M (Ve (b, p) "],

avee

6t:L0g3p/p, :Logé/t <c, Logl,

Log3p/2p Log3/2— t
L
W= O_t,

d’ou pour r= 1, compte tenu de ce que ¢,>1 et w(b,,3p)cw(b,4p),

M(V;a (U(bt, 2p), 7‘)§M(V;ﬁ O‘)(bt,pt), rCzLogT)
+ﬂz[M(Vk’w(b94p),1)_M(Vk»w(bnpt)’ r)] (6)

¥, étant non constante par hypothése sur la fibre {q,} x C% sup V,(q,,z) tend
vers oo quand r tend vers oo. Izl =

Griéce a la continuité de V,, il existe pour tout nombre A une constante r, et
un voisinage U, de q, tels que

sup V(x,z)=A  pour tout xeU,. (7

lz|Sra
Prenons
A=M(V,,w(b,4p), 1),
Pour 0 <1<t assez petit, w(b,, p,) rencontre U,, donc pour r=r, on a

MV, (b, p),r) 2 A=M(V,, (b, 4p), 1). it
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En combinant (5), (6) et (8), 1l vient:

1
MV 00,V MV 0B p )7 0, ©)
pour r=R,=sup(R,,1,r,) et 0<t=<t,.
Remplagons maintenant V, par V,o1,, et choisissons ¢ pour que tg,

1
«approche I'application identique» sur le polydisque |z] <r©*"*¢7.

r étant fixé =z R,, déterminons ¢t pour que

Ca Log—l—
r t

sup |p(x)| =1, (10)

xew (b, pr)

Le transformé du disque w(b,, p,) par 'homographie x+— 2 est le disque de
points diamétralement opposeés X

By By

t .
2b—a) © 3t2(b—ay)
Comme 5 ﬁka a été choisi réel négatif, on a pour xew(b,, p,)
U
C 2
Reié -2 avec C,= A .
X—a, t 3b—a,

Puisque w(b,, p,) = w(b,4p)€Q,, on a les majorations

lp(x)| £ C exp (Rei) pour xemi{b,4p),

X—a,
C (11)
lp(x)|<exp (——ts-) pour xew(b,,p,).

(10) est donc réalisé dés que

C5> CzLogL . 1/[ CZ
xp|— )= r t ————=—Logr,
ep(t =’ sot Logl/t — Cq 7

ou encore avec Cy>C,/C4 et r= R, assez grand:
1
;g CsLogr-LogLogr (12)

1
Avec le choix (10) de t, 'image par o, du polydisque |2/ <r"*"*®7 est incluse

. 1
dans Ie pOlydisque |W| éer(zLogT’

On a donc d’apres (9) et (12)
Cangl
M(Vk’woar)éM(VOOTOk?w(bn pr)»r ’)a

1
MV, 00,V M(Vy, (b, p,), e 12 50),

M(Vk’wO*r)éM(V()aw(brwpt)’rC7L0gLogr) (13)
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en prenant
1
. CoLogr-LogLogr

[ NS RIS ]

CsLogrLoglogr=—<

rz R, =sup(R,,R;). (14)

I1 nous reste a revenir du disque w(b,, p,) a l'ouvert w,. Considérons a cet effet
une suite de disques concentriques w{cowjcwj de centre b, , de rayons
iPLezP L, 1pt, (cf (4)).

La condition wf «w5~! équivaut a t,>%¢, , 1,<%¢,_, par un calcul facile.

Nous prendrons f,=%t, ,=(3)"

Pour n=n(r) déterminé de fagon unique, on a

1 3
Ce Logr-LogLogr§I—<§ CsLogr-LoglLogr,

et d’aprés (13), (14) il vient pour r=R,
MV, o, 1) S M(V,, 5,y Loeloer) (15)

(Noter que oy =w(b, ,p, ).)
D’apres le lemme, formules (1) et (2), on a pour r=1 et pour tout entier n

M(Vy, @, 1) S M Vo, of, 1) + u[M(Vy, 3, 1) — M(V,, 0}, 7)], (16)
avec
Log3 Log?2
o=——"—, U= .
Log3/2 Log3
Or
MV, 0, )=M (V015 05, 1)
éM(V;(a (U'::, CS)
SMV,,w(b,3p), Cy), (a7
avec
Ce= sup l75x (%, 2)1,
xew(b,3[|)1;,\ﬁe1xf’;k <0

et compte tenu de l'inclusion o cw(b,3p) (cf. (11) ainsi que la définition de 7,
au paragraphe 2). Choisissons maintenant pour A=M(V,,w(b,3p), Cg) une
constante r, et un voisinage U, tels que la condition (7) soit satisfaite. On a pour
r=1

M(V()a (,L);l,r)=M(V;‘0Takl,w;',r)gM(V;(,a)';, C9 Logr), (18)

ol C, est une constante positive assez petite. B
En effet pour xew’, on a a la fois xew(b,4p) et Re k

=<0, ce qui entraine
xX—a,

lp(x)| £ C, grace a (11). Dans ces conditions, si |z] £ C4 Logr, I'image w=14,(x, z)
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verifie

w| Zsup(Cq Logr, Cy Logrexp(C, C, Logr)),
d’ou

|w]<r si Cy est assez petit.

Si n est plus grand qu'un certain entier ng, @] rencontre Uy, et d’aprés (7) on

M(V,,0f,CqyLogr)zApour CyLogrzr,. (19)
En prenant nzn,, r=exp(r,/C,), (16), (17), (18), {19) donnent
M(Vy, %, 1) EM (Vo 0}, 1) EM (Vy, 01, r°),

n—1

puisque o] C®}
De proche en proche on obtient

MV, 03, YEMVy, %, 17" ™), (20)
avec

4
n=ng, r Zexp <.
9

Dans P'ouvert connexe 2,, (3) implique pour r= R4

M(Vy, 0, 1) S M (Vy, g, F€10). (21
Enfin (15), (20), (21) fournissent

M (V,, g, ) EM(Vy, @y, €700 7m0 koglogry (22)

pour r 2 R, =sup(R,, Ry, exp(r,/C,)).
Mais

Log3 3\
0:L02g3/2 = (7) avec a=2458... <3,

2

d’ou

1 3C4Y
0" = (*2£> (Logr-LogLogr)*
n(r)

d’apres (14), et C5 Cyo0"” " LogLogr=(Logr)® pour r =R, assez grand.
L’inégalité de la proposition résulte de (22) en posant R =sup(Rg, R5).
4. Calcul d’enveloppe pseudo-convexe

Théoréme. Le fibré X construit au paragraphe 2 au moyen des 7 cartes €, x C? et
des automorphismes de transition t,, a la propriété suivante: il existe une fibre
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7 ({a, ) x C?), k=1,...,6 ou toutes les fonctions plurisousharmoniques continues
sur X sont constantes; en particulier X n’est pas de Stein, et west pas isomorphe
au fibré trivial Q x C*.

Démonstration. Supposons que pour tout k=1,...,6 il existe une fonction V,,
plurisousharmonique et continue sur X non constante sur la fibre 7;!({a,} x C?).
6

Posons V=3 4.V, ou les 4, sont des scalaires réels >0. Lorsque les 4, sont
k=1

bien choisis, V est non constante sur les six fibres {a,} x C?, car il y a au plus un
hyperplan de (4,,...,45)€R® pour lesquels V soit constante sur I'une des six
fibres. On peut alors appliquer la proposition a chacune des fibres {q,} x C?,
k=1,...,6:

M (Vg o to 0o, 1) S M Vo, @, exp(LOg4 r)) pour r=R,

ce qui s’écrit encore

sup  Volx,2) SM(Vo, 0o, exp(Log* 1)), (23)
xehg, z€Kx
avec
Kx,rz TOk({x} XDr)‘
15kZ6

Comme V, est plurisousharmonique en z, on a

Sup VO(X’ Z): Sup/\ VO(xv Z)> (24)

Xx€®0,2€Kx, xedg,zeKx »

TN
ou, par définition méme de celle-ci, K, , est 'enveloppe pseudo-convexe de K ,.
T
K, , coincide d’ailleurs avec I'enveloppe polynomialement convexe de K,

T
d’aprés Hormander [2] p. 91, th. 4.3.4. 1l nous reste a évaluer K ,. La forme de
To; montre que pour k=1,2,3, 7,,({x} x D,) contient 'ensemble

¥ . s
{(wl,wz)ecz; w St [w,[Srexp (El(p(x)|), et |Argw, j*~* (p(x)|§3»},

donc To,({x} x D,) contient le polydisque |w,|Zr, |w,|<r exp
Jrok r ¥ 1 2

)
U §|<p(x)l),

de méme U Tor({x} x D,) contient le polydisque |w,|Srexp (%|<P(X)|), [wy| <r.
5,6

Le principe du disque (cf. par exemple Hormander [2], p. 34, th.2.4.3.) montre
NN

que K, contient le polydisque de rayon moyenne géométrique

rexp (Z1o0). (25)

Mais pour xed@,, on a |p(x)|=C>0, et d’apres (23), (24), (25), la majoration
C .
M(Vo,a)o,r exp (]—r)) <M (V,, w,, exp(Log*r)) est vérifiée pour r=R.
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Comme V est non constante sur au moins une fibre de X, M(V,, w,,7) est
strictement croissante pour r assez grand; on en conclut

rexp (C4 ><exp(Log r)

pour tout r assez grand, ce qui est contradictoire.

5. Compléments et bibliographie

Remarque 2. La démonstration ci-dessus ne permet pas de préciser la fibre
«exceptionnelle» 1, '({q,} xC?) du théoréme. Supposons néanmoins qu’il
existe un groupe d’automorphismes de X permutant transitivement les fibres
7, '({a,} xC?), k=1, ...,6: toutes les fonctions plurisousharmoniques continues
sur X sont alors constantes sur chacune des six fibres. Un exemple de cette
situation est obtenu avec les données suivantes: Q est un disque de centre 0 et de
rayon p, 0<p = oo,

a,=aj! pour k=1,2,3,
a=—aj >3

o=en( T L) g0

k=0,1,2 4" —J] X

pour k=4,56, avec 0<la|<p,

le groupe d’automorphismes de X est le groupe d’ordre 6 engendré par I'auto-
morphisme 8 tel que

O =1,00011:Q,xC* >Q, xC?
(x,2y,2,) > (—j X, 25,j2y)

ou k et [ sont liés par la relation Q, = —jQ,. (Les conditions de recollement des
0,, se vérifient facilement sachant que ¢(—jx)=@(x).)

Remarque 3. 1l est aisé de voir, de fagon générale, que les fonctions holomorphes
sur X sont constantes sur toutes les fibres.

Soit en effet f une fonction holomorphe sur X, représentée dans la carte
Q, x C? par la fonction f,=fo1, '. Au dessus d’'un disque de centre g, contenu
dans £,, on peut écrire

Z x ak)n gn )

ot les g, sont des fonctions entiéres de 2 variables. go(z)=fi(a,,z) est une
constante o, d’aprés le théoréme; par récurrence sur n, on voit que chaque g, est
une constante ¢, en considérant la fonction holomorphe sur X

=3 alx—a)

h m<n
(x —a)"
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qui est représentée dans la carte @, x C* par la fonction h, ,=h,ot7'= Y (x
5] m 2n

—a,)"""g.(2). On a donc f(x,z)= z o,(x —ay)", et f est constante sur toutes les
n=~0

fibres par connexité de la base (ou par I'inégalité de Lelong).

Remarque 4. On peut montrer que le groupe de Dolbeault H%'(X) est de
dimension infinie, et non séparé; voir [1], §6.
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