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Introduction 

Dans le prdsent travail, nous construisons un fibr6 ho lomorphe  non de Stein au 
dessus d 'un ouvert  connexe non vide quelconque de C, ayant  pour  fibre C 2, et 
dont  les automorphismes  de transit ion sont de type exponentiel. 

La  premiare r6ponse n6gative au probl6me pos6 en 1953 par J.-P. Serre [4] 
de savoir si un espace fibr6/l base et fi fibre de Stein est lui-mame de Stein, a 6t6 
donnee rdcemment par H. Skoda dans [-5] et [--63, off te lecteur t rouvera une 
bibliographie compldte sur le sujet. Darts le contre-exemple de H. Skoda, la base 
est un ouvert  mult iplement connexe, et les au tomorphismes  de transit ion sont 
localement constants et ~, croissance exponentielle. 

En rdponse ~t une question soulev6e par H. Skoda, nous avons donn6 dans 
[,1] un contre-exemple off la base est une couronne,  oil les au tomorphismes  de 
transit ion sont polynomiaux,  et nous avons montr6 qu'alors le groupe de 
Dolbeaul t  H ~ de l 'espace total du fibr6 est muni de la topologie grossibre, 

L'outi l  principal pour  la construct ion de tels fibr6s est une in6galit6 due / t  P. 
Lelong [3], qui permet de contr61er pr6cis6ment la croissance des fonctions 
plur isousharmoniques sur les fibres. On prouve ici, par un calcul d 'enveloppe 
pseudo-convexe utilisant le principe du disque, que les fonctions plurisoushar- 
moniques  continues sont constantes sur certaines fibres particulibres, achevant  
ainsi la construct ion du fibr6. On montre  de plus (cf. la remarque 3) que les 
fonctions holomorphes  du fibr6 sont triviales, c'est-/t-dire constantes sur toutes 
les fibres. 

1. L'in6galit6 de P. Lelong 

Nous  nous contenterons d '6noncer le r6sultat, et renvoyons  le lecteur ~t [-1], w 1, 
[3] p. 193 th. 6.5.2 et p, 194, th. 6.5.4, ou [6], w pour  un expos6 complet. 

Soient Q une vari6t6 analyt ique c o n n e x e  de dimension p, V une fonction 
plur isousharmonique sur f2 x C", co un ouvert  relativement compact  de ~. 
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On mesure la croissance de V sur les fibres en posant 

M(V,~o,r)= sup V(x,z) ,  
x ~ o ,  Izl _-< r 

off r > 0  et [z[= sup [zj[. 
l<j<=n 

D'apr6s P. Lelong [3], M(V,,o,~,r) est une fonction convexe croissante de 
Log r, strictement croissante pour  r assez grand si V e s t  non constante sur au 
moins une fibre au dessus de co. 

Lemme.  Si Y2 est un ouvert de C p, ~1 ~(I)2 c7-(D3 trois polydisques concentriques de 
rayons p ~ < , 0  2 ( P 3 ,  relativement compacts dans (2, et V une fonction plurisoushar- 
monique sur (2 • C", alors 

M(V,  0 9 2 , r ) < M ( V , ~ l , r ~ ) + p [ M ( V ,  093, 1 ) -  M(V, 091, r~)], (1) 

avec 

Logp3 /p  1 1 Logp2 /p  1 
a = Log  P3/P2 ]A = 1 . (2) ' a Logp3 /p l  

Corollaire (in6galit6 de P. Lelong). Soient (2 une variOt~ analytique connexe de 
dimension p, V une function plurisousharmonique sur ~ • C ~ non constante sur au 
moins une fibre, et eJm,a~ 2 deux ouverts relativement compacts de (2. II exis te  une 
constante a >  1 ne d~pendant que de ah,  a~2, ~2, et une constante R )O dOpendant en 
outre de V telles que 

M(V,o~2 , r )<M(V,  o91,r ~) pour r > R .  (3) 

2. Construction du fibr6 X 

La base du fibr6 sera un ouvert  connexe non vide f2 de C. Nous  nous 
int6resserons surtout  au cas off f2 est un disque ou le plan, car si f2 n'est pas 
simplement connexe, on peut donner  une construct ion plus simple avec des 
au tomorphismes  polynomiaux localement constants (cf. [1] w 2, 3). 

Soient al ,a2 ,a3 ,a4 ,  as,a6, six points distincts de O, et posons 

f2 0 = ~2-  {al, a2, a3, a4, as, a6}  , 

Qk=~Ok3{ak} ,  l_<k_<6. 

On d6finit un fibr6 X h fibre C 2 au dessus de ~2 par  les cartes locales 
trivialisantes 

Z k : X [ Q k ~ O k •  2 au dessus de g2k, O=<k<6, avec les automorphismes  de 
transit ion 

"Ckl=Zk O TI- I :Oo X C2 --.--~ ~'~o X C 2, 

(si k:#l,  ~kC~f21=(2o) d6finis par :  
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"Ckl=T, Ok 10~goi pour  tous k , l =  1 . . . .  ,6,  

720k(X,Z)-~-(X,W), X@~"~O, Z:(ZI,Z2) , 

w ~ = z l ,  w 2 = z 2 e x p ( z l j k  l q~(x)), 

W t = z  I exp(z2 jk -4q) (x ) ) ,  W2=Z 2, 

a v e c  

Zt,Z2, W 1 , w 2 e C  , j = - - ~ + l  ~ ,  

et 

w=(w,,w2), 

si k = 1 , 2 , 3 ,  

s i k = 4 , 5 , 6 ,  
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fig, k = 1 . . . . .  6, 6tant un nombre  complexe  non nul. 

Remarque  1. Pour  d6finir X, la carte Y2 o • C 2 est en pr inc ipe  superflue, mais  sa 
cons id6ra t ion  in t rodui t  des au tomorph i smes  zOk plus simples que les au tomor -  
phismes Zkl, k, 1 ~ 0. 

3. Restrictions sur ia croissance d'une fonction plurisousharmonique 
non constante sur une fibre {ak} x C ~ 

Soit  V une fonction p lu r i sousha rmon ique  continue sur X, repr6sent6e dans  la 
car te  s k • C 2 pa r  la fonct ion du m6me type V k = Vo r~- i. 

On a doric sur ~2 o x C 2 

VkOZkl=Vl, k , l = O  . . . . .  6. 

L'id6e est la su ivante :  la croissance de Vk=VooToI , au dessus d 'un  ouvert  02o 
re la t ivement  compac t  dans  f2 o est compa rab l e  it la croissance de V k au dessus 
d 'un  peti t  d isque voisin de a k (inOgalit6 de P. Lelong). Ce pet i t  d isque peut  ~tre 
choisi  de sorte que r y prenne des valeurs trOs petites, et que rOk y soit  proche  de 
r a p p l i c a t i o n  identique.  Revenan t  ~ l 'ouver t  init ial  02o, on voit  que le croissance 
de V k va 6tre contr61Oe par  celle de V o, c o m m e  l ' expr ime de fa~on prOcise la 
p ropos i t ion  ci-dessous. 

Proposition. Soient  02 o un ouvert relat ivement  compact dans ~2o, V une fonc t ion  
plurisousharmonique continue sur X .  Si pour un certain k = 1 . . . . .  ou 6, V k = Vo z [  1 
est non constante sur la f ibre  {ak} X C 2, il exis te  une constante R > l telle que pour 

r>_R on air: 

M ( Vo ~ Z ok, 020, r) < M ( Vo, 02o, e x p ( L ~  4 r)). 

DOmonstration. DOsignons par  e3(a,p) le d isque ouver t  de centre  a~Q,  et de 
rayon  p > 0. 
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flk Soit b un point  de f2 o tel que ~ soit r6el n6gatif, et assez voisin de a k 

pour  que le disque co(b,4p), p=lb--akl, soit contenu et relat ivement  compac t  
dans f2 k. Nous  poserons:  

bt=ak+t(b--ak) ,  p t=�89 avec 0< t=<~  (4) 

Dans  la suite C1, C 2 . . . .  ,R1 ,R2 , . . . ,  d6signeront des constantes d6pendant  des 
donn6es de l'6nonc6, mais  ind6pendantes  de r et du param6tre  t. Puisque f2~ est 
connexe, (3) entraine pour  r > R  1 

M(Vk, coo, r) __< M(Vk, co(b, p), rC'), 

et 

M(Vk, coo, r)<=M(Vk, co(b,,2p),rC'), carco(b,p)~co(b,,2p). (5) 

D 'apr6s  le l emme (formules (1), (2)) appliqu6 aux disques concentr iques  col 

a v e c  

G t - 

Log 3p/p,  Log 6/t I ~ 1 
- _ c 2 L o g -  

Log 3p /2p  Log 3 / 2 -  t '  

1 
/~t = 1 - - -  

(7 t ' 

d'ofl pour  r_>_ 1, compte  tenu de ce que or, > 1 et co(b. 3 p ) c  co(b, 4p),  

C2 Log  1 

M(Vk, cO(bt,2p),r)<M(Vk, co(b.pt),r ') 

+ # ,[M (Vk, co(b, 4p) , 1 ) -M(Vk ,  CO(b.p,),r)]. (6) 

V k 6tant  non constante  par  hypoth6se sur la fibre {a,} • C 2, sup Vk(a k,z) tend 
vers oQ quand  r tend vers oQ. Izl~r 

Grgtce ~ la continuit6 de Vk, il existe pour  tout nombre  A une constante  r a et 
un voisinage U a de a k tels que 

sup Vk(X,z)>A pour  tout x e U  a. (7) 
I z l < r a  

Prenons 

A =  M(Vk, co(b, 4p) , 1). 

Pour O < t < t  0 assez petit, co(b.p,) rencontre  UA, donc pour  r>r  A on a 

M ( V k, co(b,, p,), r)>= A = M ( Vk, co(b, 4p), 1). (8) 

=co(bt, p, ), co2=co(b. 2p), co3 =co(b,, 3p), contenus dans co(b, 4p), on a 

M (Vk, CO (b,, 2 p), r) < M (Vk, co (b,, p,), r"') 

+ # t[M (V k, co(b,, 3 p), 1) - M (Vk, co (b t, p,), r~t)], 
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En combinant  (5), (6) et (8), il vient: 

C2 Log 1 
M(Vk ,  coo, r )<  M ( V > c o ( b . & ) , r  ' ) ,  (9) 

pour  r > R 2 = s u p ( R  1, 1,rA) et 0 < t < t  o. 
Rempla~ons maintenant  V k par VoOZok et choisissons t pour que zOk 

((approche rappl icat ion identique~) sur le polydisque [zl <rC2L~ �9 
r 6tant f ixb~R2,  d6terminons t pour  que 

l C2 Log-- 
r ~- sup [p(x)[<l .  

XEog(bt, Pt) 

Le transform6 du disque co(bt, pt ) par l 'homographie  x~-~ flk 
points diam6tralement opposes x - a  k 

et 
t /2 (b  - ak) 3 t /2 (b - ak)" 

Comme b ~ a a  k a 6t6 choisi r6el n6gatif, on a pour  xcco(b t ,  pt ) 

Re flk < C3 21&l = - - -  a v e c  C 3 - 
x -- a k t ' 3 Ib - akl " 

Puisque co(b .  Pt) ~ co(b, 4p) ~ (2k, on a l e s  majorat ions 

I(p(x)l=< C4ex p (Re fig ] pour  x~co(b,  4p) ,  
\ x - a k / 

(11) 

,~o(x), < exp ( -  ~7! ) pour  xcco(bt ,  p,). 

(10) 

est le disque de 

(I0) est donc  rdalis6 d6s que 

exp > r  t , soit l i t  > ( 7 2 L o g r ,  
Log 1/t = C 5 

ou encore a v e c  C 6 > C 2 / C  5 et r > R  3 assez grand: 

1 
t > C6 Log r- Log Log r (12) 

Avec le choix (10) de t, l 'image par %k du polydisque [zl < r  c2L~ est incluse 

dans le polydisque Iwl -< e r c2 Log%. 
On a donc d'apr6s (9) et (12) 

C2 L o g ~  
M(Vk ,  coo, r )<=M(VoOrok,  co(bt, pt) ,r  ~ ~, 

C2 Log l~x 
M(Vk,  coo, r ) < M ( V o ,  co(b ,  p t ) , e r  t j, 

m (V  k, co o, r) < m ( 1/o, co (bt, pt), r c7 Log Log,) (1 3) 
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en prenant  

1 3 
C 6 Log  r Log Log r < t < 2 C6 Log r. Log  Log r 

r>-R4.=sup(R2, R3). (14) 

I1 nous reste ~t revenir du disque o9(b. p,) ~ l 'ouvert  o90. Consid6rons fi cet effet 
une suite de disques concentr iques o9~co9~co9~ de centre bt., de rayons 
1 1 p t,, ~ p t,, 3 p t, (cf. (4)). 

n 6 par un calcul facile. La condit ion o91 c o9~ ~ 6quivaut / I  t, > ~ t, 1, t, < ~ t._ 1 
2 n  Nous prendrons  t, = 2 t,_ 1 = (~) �9 

Pour  n=n(r )  d6termin6 de fa~on unique, on a 

1 3 
C 6 Log  r. Log Log  r _ < - - < -  C 6 L o g r -  Log Log  r, 

- t,, 2 

et d 'apr6s (13), (14) il vient pour  r>=R 4 

M( Vk, o90, r) ~ M(Vo, co~ ('), yc7 Log Log r) {15) 

(Noter  que o9~ = co(bt,, p,,).) 
D 'apr6s  le lemme, formules (1) et (2), on a pour  r >  1 et pour  tout  entier n 

(16) M(Vo, o9'~, r) <= M(Vo, (91, r") + #[M(Vo, o9~, 1) - M(Vo, o9'~, r)], 

a v e c  

Log 3 Log 2 
a -  Log  3/2' tt = Log  3 '  

Or  

M(Vo, Og~, I ) = M ( V k ~  ~Ok- ', (03, " 1) 

--<_ M(Vk, ~ ,  C8) 

< M(Vk, o9(b, 3p), Cs), (17) 

avec 

C 8 = sup Irokl(x, z)[ ,  
Izl <1  a, 

xeog(b ,  3 p ) , R e  ~ < 0  
x - - a  k 

et compte  tenu de l ' inclusion o9~ cog(b, 3p) (cf. (11) ainsi que la d6finition de rOk 
au pa ragraphe  2). Choisissons main tenan t  pour  A=M(V>og(b ,  3p), Cs) une 
constante  r A et un voisinage U A tels que la condit ion (7) soit satisfaite. On a pour  
r_>_l 

M ( Vo, co~, r) = M (V k o r ok 1, (o"1, r) >= M ( Vk, o9~, C9 Log r), (18) 

off C 9 est une constante  positive assez petite, flk 
En effet pour  x~o9], on a h la lois xe~o(b,4p) et Re <0,  ce qui entraine 

X - -  a k 

I~o(x)] < C 4 grace / t  (11). Darts ces conditions,  si ]z] < C9 Logr ,  r image  W=rok(X,Z ) 
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v6rifie 

lwl _-< sup (C9  Log r, C 9 Log  r exp(C4 C 9 Log  r)), 

d'ofi 

299 

Iwl ~ r si C 9 est assez petit. 

Si n est plus grand qu 'un certain entier n o, o)~ rencontre UA, et d 'apras (7) on 
a 

M(Vk,(o"x, C9Logr)>=A pour C9Logr>=r a. (19) 

En prenant  n>=no, r>exp(ra/C9), (16), (17), (18), (19) donnent  

M(Vo, cO"2,r)< M(Vo,(o~,r~)< M(Vo, tO"2 ',rG), 

puisque o~ c (o"2 1. 
De proche en proche on obtient 

M ( V o ,  eJ2,r)<=M(Vo,  no a,, .o n ( D 2 ,  r ), (20) 

avec  

n>=no, r>exp( -c9  ). 

Darts l 'ouvert connexe fJo, (3) implique pour  r>=R 5 

M(Vo, 0)"2 ~ r) < M (Vo, eJo, rCl~ (21) 

Enfin (15), (20), (21) fournissent 

m (Vk, OOo, r) < M( Vo, COo, r c7c . . . .  (r)- "0 Log Log r), (22) 

pour  r > R 6 = sup(R~, R s, exp(ra/Cg)). 
Mais 

C; o- = Log  3/2 = avec ~ = 2,458... < 3, 

d 'od 

1 3C 6 ~ 
a"(r)= < ( ~ )  (Log r .  Log  Logr )  ~ 

t~(r) 

d'apr6s (14), et C v C 10 a"(') "~ Log  Log  r < (Log r) 3 pour  r > R v assez grand. 
L'in6galit6 de la proposi t ion r6sulte de (22) en posant  R =sup(R6,  Rv). 

4. Calcul d'enveloppe pseudo-convexe 

Th6or~me. Le fibr~ X construit au paragraphe 2 au moyen des 7 cartes Qk x C 2 et 
des automorphismes de transition Zk~ a la propriOt~ suivante: il existe une fibre 
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Zk -~ ({ak} X C2), k - -  1 . . . . .  6 off toutes les fonctions plurisousharmoniques continues 
sur X sont constantes, en particulier X n'est pas de Stein, et n'est pas isomorphe 
au fibrk trivial s • C 2. 

DOmonstration. Supposons que pour  tout  k = l  . . . . .  6 il existe une fonction Vtk ) 
p lur isousharmonique et continue sur X non constante sur la fibre z/~({ak} • C2). 

6 
Posons V= ~. 2 k V(k ) Off les 2 k sont des scalaires r6els >0.  Lorsque les 2 k sont 

k = l  

bien choisis, Ves t  non constante sur les six fibres {ak} • C 2, car il y a au plus un 
hyperplan de (21 . . . . .  ;t6)GR 6 pour  lesquels V soit constante sur l 'une des six 
fibres. On peut alors appliquer la proposi t ion h chacune des fibres {ak} • C 2, 
k = l  . . . . .  6: 

M ( V o o ZOk, CO0, r) < M ( Vo, COo, exp(Log 4 r)) 

ce qui s'6crit encore 

sup Vo(x,z)<M(Vo, cOo, exp(Log4r)), 
x~ tbo ,  z E K x , r  

avec 

K~,,= U ~ok(lx} • Dr). 
1_<k<6 

Comme V o est p lur isousharmonique en z, on a 

pour  r > R ,  

(23) 

sup Vo(x, z) = sup.A. Vo(x, z), (24) 
xE(Oo, z E K x ,  r xeCOO, z e K x ,  r 

off, par d6finition m6me de celle-ci, Kx, res t  l 'enveloppe pseudo-convexe de Kx, r. 

Kx, r coincide d'ailleurs avec l 'enveloppe polynomialement  convexe de K~, r 

d'apr6s H6rm ande r  [2] p. 91, th. 4.3.4. II nous reste b. 6valuer Kx. r. La forme de 
zOk montre  que pour  k = l, 2, 3, ZOk({X } • Dr) contient  l 'ensemble 

( 1 (wl,w2)eC2;lwll<=r, lw2l<rexp ~l~o(x)l , et [Argwl j  k-I q)(x) l<j  ~ , 

donc U %k({X}XD,) contient  le polydisque twll<r ,  rw21<r exp ~]q)( )1 ; 
k= 1,2,3 

de marne ~) rOk({X } X D,) contient  le polydisque Iw~l<r exp ~l~o(x)l ,Iw21 <r .  
k= 4-,5,6 

Le principe du disque (cf. par  exemple H/Srmander [2], p. 34, th. 2.4.3.) mont re  

que Kx, r contient  le polydisque de rayon moyenne  g6om6trique 

r exp (4 ko(x), ) . (25) 

Mais pour  xe~0 ,  on a k 0 ( x ) l > C > 0 ,  et d'apr6s (23), (24), (25), la majora t ion  

M(Vo, coo, r e x p ( ~ ) ) < M ( V o ,  cOo, exp(Log4r) )es tv&i f i6eP  o u r r > R .  
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C o m m e  V e s t  non constante sur au moins une fibre de X, M(Vo, cOo, r ) est 
strictement croissante pour  r assez grand;  on en conclut 

r exp ( C ~ )  <exp(Logdr )  

pour  tout r assez grand, ce qui est contradictoire. 

5. Compl~ments et bibliographie 

Remarque 2. La dhmonstrat ion ci-dessus ne permet pas de prdciser la fibre 
<<exceptionnelle~> 77k-l({ak}XC 2) du thdordme. Supposons ndanmoins qu'il 
existe un groupe d 'au tomorphismes  de X permutant  transitivement les fibres 
z k- '({ak} X C2), k =  1 . . . . .  6: toutes les fonctions plur isousharmoniques continues 
sur X sont alors constantes sur chacune des six fibres. Un  exemple de cette 
situation est obtenu avec les donndes suivantes: ~ est un disque de centre 0 et de 
rayon p, 0 < p < ~ ,  

ak = a jk - ,  pour k = 1, 2, 3, 

a k = - - a j  k-5 pour k = 4 , 5 , 6 ,  avec 0 < [ a l < p ,  

le groupe d 'au tomorphismes  de X est le groupe d 'ordre 6 engendrd par l 'auto- 
morphisme 0 tel que 

O k l = ' ~ k  ~ 0~ ~l  X C 2 ---~ ~k X C 2 

(x, Za, z2)~--~(--j x, z z,j  z 1) 

off k et l sont lids par la relation f~k = --Jf~r (Les condit ions de recollement des 
Okl se vdrifient facilement sachant que q~(- jx)  = ~o(x).) 

Remarque 3. I1 est ais6 de voir, de fa~on gdndrale, que les fonctions ho lomorphes  
sur X sont constantes sur toutes les fibres. 

Soit en effet f une fonction ho lomorphe  sur X, reprdsentde dans la carte 
~2 k x C 2 par la fonction J~, = f o  z~ ' .  Au  dessus d 'un disque de centre a k contenu 
dans f~k, on peut dcrire 

fk(X,Z) = ~ (X--ak)"g,(z), 
n=0 

off les g, sont des fonctions entidres de 2 variables, go(Z)=fk(ak, z) est une 
constante eo d'aprds le thdordme; par rdcurrence sur n, on voit que chaque g, est 
une constante c~, en considdrant la fonction ho lomorphe  sur X 

f -  Z e,,(X--ak)" 
hn - -  m < n  

(x --ak)" 
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qui est repr6sent6e dans la carte f2 k x C 2 par la fonction h.,k=hnoz~ 1= ~ (x 
rn >n 

m - - n  n -ak) gin(z). On a donc fk(x, z)= e,(x-  ak), et f est constante sur toutes les 
n = 0  

fibres par connexit6 de la base (ou par l'in6galit6 de Lelong). 

Remarque 4. On peut montrer que le groupe de Dolbeault H ~ est de 
dimension infinie, et non s6par~; voir [1], w 
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