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Résumé. Soit E un fibré hermitien holomorphe en droites au-dessus d'une variété
analytique complexe compacte X . Nous démontrons une majoration asymptotique pour
la dimension des groupes de cohomologie des puissances tensorielles Ek assez éle- -
vées. Le majorant obtenu s'exprime de maniére intrinséque & 1'aide d'une intégrale de
la forme de courbure de E . Comme application, nous obtenons une preuve simple de
la conjecture de Grauert-Riemenschneider, résolue récemment par Siu : si X pos-
séde un fibré en droites E quasi-positif, alors X est de Moishezon ;'de plus,
1'"hypothése de quasi-positivité a pu étre affaiblie ici en une condition intégrale qui

n'exige pas la semi-positivité ponctuelle de E .

Abstract. Let E be a hermitian holomorphic line bundle over a compact complex
manifold X . We give an asymptotic upper bound for the dimension of cohomology
groups of high tensor powers Ek . This bound is invariantly expressed in terms of

an integral of the bundle curvature form. As an application, we find a simple proof

of the Grauert-Riemenschneider conjecture, recently solved by Siu : if X possesses a
quasi-positive line bundle E , then X is a Moishezon space ; furthermore the quasi-
positivity hypothesis can be weakened here in an integral condition which does not re-

quire the bundle E to be pointwise semi-positive.

0. INTRODUCTION ET NOTATIONS.

Soient X wune variété analytique complexe compacte de dimension n , F un
fibré vectoriel holomorphe de rang r et E un fibré holomorphe en droites hermitien
de classe C~ au-dessus de X . Soient v = v' + v'" la connexion canonique de E
et c(E) = v2 = y'y" +¢"y' la forme de courbure de E . Désignons par X(q) ,
0<q<n , l'ouvert de X sur lequel la (1,1)-forme de courbure ic(E) possede exac-
tement q valeurs propres <0 et n-gq valeurs propres >0 . Nous démontrons

alors l'estimation asymptotique suivante, qui borne la dimension de l'espace de
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cohomologie Hq(X,Ek®F) en fonction d'une intégrale de courbure de E sur X(q) .

THEOREME 0.1. - Pour tout q=20,1,...,n on a l'estimation
k

dim HY(X,E“®F) < C@)rk" | le@®)"] +o@")
X(q)

ol r = rang(F) et oi C() > 0 ne dépend que de n .

La constante optimale dans 1'inégalité du théoréme 0.1 est C(n) = (2Tr)_n/n! 3
mais la preuve de ce résultat requiert une analyse beaucoup plus détaillée que celle
élémentaire que nous exposons ici (cf. [D2], [D3]). La constante optimale précédente
s'obtient en combinant les inégalités de Morse de E. Witten [W] avec un théoréme de
[D31, qui décrit de maniére trés précise le spectre de l'opérateur de Schrodinger

associé au champ magnétique B = kic(E) lorsque k tend vers +o .

Les techniques du présent article sont en fait plus proches des techniques utilisées
antérieurement par [Siu 1,2] pour prouver la conjecture de Grauert-Riemenschneider.
Indiquons briévement la méthode de démonstration. Les groupes de cohomologie

Hd(x, EX

®F) peuvent &tre interprétés comme des espaces de formes harmoniques a
k

valeurs dans E ®F , une fois qu'on a muni E et X de métriques hermitiennes.

On utilise alors l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano non k&hlérienne de P. Griffiths

[G], relative 4 la connexion Dk = Di{ + Di; de Ek® F

k -
Ai; = Ai<+ [ic(E"® F), Al +[Di{,e] - [D",8] ; (0.2)

i{, A'l'{ désignent ici les Laplaciens holomorphes et antiholomorphes sur Ek®F , et
6 est un opérateur d'ordre 0 et de bidegré (-1,0) qui dépend uniquement de la
torsion de la métrique hermitienne sur X . Il résulte de la présence du terme de

courbure klic(E),A] dans (0.2) que toute (0,q)-forme harmonique h a valeurs dans

Ek® F est nécessairement petite en dehors de 1'ensemble X(q) . Pour majorer h

sur X(q) , on commence par démontrer un lemme de type Rellich pour opérateur Di{

en bidegré (0,q) . Ce lemme repose sur l'ellipticité du 3 en degré 0 (cf. §3, §4);
la preuve nécessite l'utilisation d'un pavage de X(g) par des cubes de c6té ~ 1//k

de maniére i pouvoir contrdler les effets de la courbure (qui soht grosso modo propor-

tionnels & k ) lorsque k tend vers +o .

La dimension de Hq(X, Ek®F) est donc majorée a une constante prés par le

nombre de cubes du pavage, soit K Vol(X(q)) ; il reste alors seulement & choisir la

métrique hermitienne sur X de maniére adéquate pour en déduire le théoréme O.1.



La méthode de [Siu 11, [Siu 2] était assez différente, et consistait i utiliser 1'isomor-
phisme de Dalbeault en vue d'appliquer le lemme de Schwarz & des cochafnes holomor-
phes s'annulant en de nombreux points. L'utilisation directe du lemme de Rellich pour
les formes harmoniques va entrafmer ici un gain de précision considérable dans les

estimations recherchées.

n
Soit maintenant X(Ek®F) = 2 (-1)qdim Hq(X,Ek®F) la caractéristique d'Euler-

q_.
Poincaré du fibré Ek®F . La formule de Hirzebruch-Riemann-Roch donne

K2 n
—re @+ P ® (0.3)

ko
X(E ®F) =r -1

ol Pn—l € Q[k] est un polyndme de degré <n-1, et ol Cl(E) est la premieére
classe de Chern de E . La forme cl(E) est représentée en cohomologie de de Rham

par la (1,1)-forme ;—ﬂc(E) , de sorte que la formule précédente se récrit
k ! o i n n
F) = r — - + 0.3
XEOT) = 17 [ GGoe@)” + o) . | {2

En combinant (0.3) et le théoréme 0.1 pour q =2 , on en déduit la minoration suivante

du HO.

COROLLAIRE 0.4. - Supposons que c(E) ait au plus 1 valeur propre < 0

en tout point de X . Alors

dim H(X, %0 F) = y(EX0F) - o)

n

mcl(E)n o) . m

=

Le dernier paragraphe est consacré & l'étude des espaces de Moishezon. Rappelons-

en la définition.

DEFINITION 0.5. - Soit Y un espace analytique compact irréductible. On appelle

dimension algébrique de Y , notée a(Y) , le degré de transcendance sur € du

corps M(Y) des fonctions méromorphes de Y .

D'aprés un théoréme bien connu de Siegel [S], on a toujours l'encadrement

0<a(Y)<n , ol n=dimmY .

DEFINITION 0.6. - Y est appelé espace de Moishezon si a(Y) = n .

En utilisant le raisonnement de Siegel [S], il n'est pas difficile d'obtenir d'autre

part l'estimation suivante (cf. § 6 ; voir aussi [Siu 11).
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THEOREME 0.7. - Pour tout fibré holomorphe en droites E au-dessus de X,

il existe une constante C >0 telle que

dim H'X,EN < ck®® ) vks1 .

Le fibré E est dit quasi-positif si la forme de courbure ic(E) est définie posi-
tive sur un ouvert dense de X . La conjecture [G-R] de Grauert et Riemenschneider

peut alors s'énoncer comme suit.

CONJECTURE 0.8. - Pour que Y soit un espace de Moishezon, il faut et il

suffit qu'il existe une désingularisation 1 : X—Y de Y et un fibré holomorphe

en droites E —X quasi-positif.

La condition est trivialement nécessaire, car si Y est de Moishezon on sait
d'aprés [Moi] que Y posséde une désingularisation projective X . Le corollaire
0.4 et le théoréme 0.7 permettent inversement de résoudre par l'affirmative la conjec-
ture de Grauert et Riemenschneider. Le corollaire 0.4 fournit en fait une condition

suffisante plus générale, qui n'exige pas la semi-positivité ponctuelle de E .

TH]E}OREIME 0.9. - Soit X une variété analytique compacte connexe de dimension

n . Pour que X soit de Moishezon, il suffit que X posséde un fibré hermitien

en droites vérifiant 1'une des hypothéses suivantes :

@) cl(E)r1 >0, et ic(E) a au plus une valeur propre < 0 en tout point de X .

(b) ic(E) est semi-positive sur X et définie positive en au moins un point.

Le théoréme 0.9 (b) a été démontré antérieurement par [Siu 1] avec 1'hypothése
supplémentaire ic(E) > 0 presque partout, puis par [Siu 2] en général. C'est ce ré-
sultat qui a constitué la principale motivation de notre travail. Une fois que I'on sait
que X est de Moishezon, il n'est pas difficile de démontrer un théoréme d'annulation

sous hypothése de semi-positivité de E (cf. §7).

THI*{JOREME 0.10. - Soit X une variété complexe compacte et connexe de dimen-
sion n , E un fibré hermitien en droites au-dessus de X . Si ic(E) est =20

sur X et > 0 en au moins un point, alors

ad(x, Ky ®F) = 0 = x5

pour tout ¢ = 1,...,n .
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1. IDENTITE DE BOCHNER-KODAIRA-NAKANO EN GEOMETRIE HERMITIENNE.

L'outil essentiel pour la démonstration du théoréme 0.1 consiste en une estimation
. . < o k e
a priori pour les formes harmoniques a valeurs dans le fibré E ® F , dérivée de

1'identité de Bochner-Kodaira-Nakano.

Pour obtenir cette estimation, on munit la variété X d'une métrique hermitienne
arbitraire w de type (1,1) et de classe c” , et on introduit de méme une métrique
hermitienne € sur les fibres de F . L'espace Cp q(X, F) des (p,q)-formes de
classe C . a valeurs dans F se trouve alors muni ,d'une structure préhilbertienne
naturelle. On note D = D'+ D" la connexion hermitienne canonique (i.e. telle que
D" =73 yde F, & =208 +68" Il'adjoint formel de D considéré comme opérateur dif-
férentiel sur ¢ (X,F) , e¢ ) l'adjoint de l'opérateur de multiplication extérieure
par @ . Si A,'P: sont des opérateurs différentiels sur ¢ (X,F) de degrés respec-

TP

tifs a,b , on définit leur anti-commutateur [A,B] par la formule
[A,B] = AB - (-1)*°BA .

Pour un troisiéme opérateur C de degré c , 1'identité de Jacobi s'écrit alors :
-1)°%[4A,[B,C11 + (-1)®PIB,[C,a11 + (-1)*°[c,[a,B1] = 0. (1.1)

Avec ces notations, les opérateurs de Laplace-Beltrami A', A" du fibré F sont dé-

finis par
A = [D',G'] = D'§' +6'D' A = [D",é"]
LEMME 1.2. - On a les relations de commutation
[rn,D'] =i6"+8) , [A,D"] = -i(8'+0) ,

oll f (resp. 6) est un opérateur d'ordre 0 et de bidegré (-1,0) (resp. (0,-1))

ne dépendant que de la torsion de la métrique ¢ sur X .

» 8 . . n P .
Démonstration. - Les relations sont vraies dans €  pour la métrique canonique

(et plus généralement pour toute métrique kiahlérienne) : on a alors 6 = 0 . Pour une
métrique hermitienne  quelconque, l'égalité a donc bien lieu au niveau des symboles

principaux.

On peut montrer que 6% = [A,d'w] (cf. [D1]), mais nous aurons besoin ici
seulement de savoir que 6 est indépendant de F ; or, ceci est évident, car pour
tout x€ X le fibré F admet localement une trivialisation par un repére holomorphe

qui est orthonormé et D-paralléle au point x .m
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L'utilisation du lemme 1.2 et de 1'identité (1.1) donne

At = [D", -iln, D' -86]
- —i(lp',[D",A11 +[p,[D',D"1]) - [D",8]
= a' + [D',0] + [i[D,D"],A] - [D", 8] ,

ce qui implique la formule suivante, connue sous le nom d'identité de Bochner-Kodaira-

Nakano.

COROLLAIRE 1.3. - A" = A' + Lie(F),A] +[D',8] - [D",5] .m

Pour u € (‘50; q(X, F) on note \u(x)\ la norme de u en chaque point x € X et
|lu|| la norme L2 globale :

1 n

W
2 n!

loff* = f lul’av . av =

Par adjonction, on obtient les égalités
auny = (ol + ol camuy = fom]? - el
([D',plu,u) = (6u,d'n) + (D'u, 8*uy ,

(ID",81u,u) = (6u, 6"y + (D", 8 u) .

Grice a l'inégalité
(e, | < & (Jorull+ fleu]®)

et ses 3 analogues, on déduit alors du corollaire 1.3 1'estimation

3 1 2

S{ama,u) = S(au,u) + (Lic(F), Alu,uy - Cyllull™ , (1.4)
ol C0 est une constante > 0 dépendant de d'w , mais pas de F .

Soit maintenant v la connexion de E , Dk = Di{ + Di; celle de Ek® F,

1 101 1 1Al i ié
6k 1'adjoint de Dk , et Ak’ Ak les laplaciens associés.

La courbure de Ek®F se calcule par la formule
c(Ek®F) = kc(E) ® IdF + ¢(F) .
Pour tout u € C: q(X,Ek®F) , l'estimation (1.4) implique
2 2 2 2 . 2
3(”Di;u” +H6i;u\\ ) = HDi{uH + H&i{un + 2k([ic(E), Alu,u) - clnu\\ (1.5)

ol C1 >0 dépend de d'w et de F , mais pas de k . Nous aurons donc besoin

d'évaluer le terme en courbure [ic(E),A] . En tout point x € X , notons
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al(x) < ocz(x) <o < an (%)

les valeurs propres de la (1,1)-forme réelle ic(E)(x) , et pour tout multi-indice

Ic {1,...,n} notons

ap = Z2r o s
jer J
Les onj sont donc des fonctions continues sur X .
1,0
Choisissons une base orthonormée (gj)lsjsn de A T::X qui diagonalise ic(E)(x)

sous la forme

n —
ic(E)® =1 2Za, ()&, AE,
P I e

et une base orthonormée (f fm) de la fibre (Ek®F)X . Alors pour toute forme

e
u € Ap’qT:ZX telle que

ot |I|=p, |J|=a, lsms<r , ona l'égalité classique (cf. par exemple [D1]) :

n

2

(lic(E),Alu,u) = 2 (a +q —Za.)lu | (1.6)
I,J,m I J J:]-] I’J’m

2. ESTIMATIONS A PRIORI POUR LES FORMES HARMONIQUES.

D'aprés la théorie de Hodge, l'espace de cohomologie Hq(X, Ek®F) est isomorphe
a l'espace :ﬁi des (0,q)-formes A'l'{—harmoniques a valeurs dans Ek®F . Toute

forme u € C. (X,Ek®F) peut également 8tre interprétée comme une (n,q)-forme
0,9

i 4 valeurs dans le fibré Ek®1‘: , ol F = F®AnTX ; de plus, l'isomorphisme

u— u est une isométrie
[ee] k ~ [e o) k ~
CO,q(X’E ®F)—>Cn,q(X,E ®F) .

Si on écrit u =2 u §J®em , 1'égalité (1.6) donne

J,m
2 2
(lic(E),Alu,u) = sz —aEJIuJ,m‘ > —(aq+1+...+an) lw]™ 2.1)
. ~ o~ _ : 2 2 =
(lic(E),Alu,u) = J,Zr'naJluJ,ml > (a1+...+aq)|u| . 2.1)

L'estimation a priori (1.5) appliquée aux formes u € co(; q(X, Ek®F) et

u € C:: q(X, Ek®f‘) entrathe alors les trois inégalités suivantes :
1 2 2
7 IPgull” - 2B|ul|” = e, () , (2.2)

zjx - (aq+1 Foant an)|u|2dV < e @ (2.3)
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2 -
2J"X(o,1+...+aq)|u| dv < ¢ () , 2.3)
avec
B = ;nea):&( (aqﬂ(x) +...+onn(x)) " (2.4)
2 2 2
e @) = S(Ipyul®+ lopull” + Cylullh) » ©,=0 . 2. 5)

Soit maintenant h une (0,q)-forme harmonique & valeurs dans Ek®F et soit | wune

fonction C~ arbitraire sur X . On a D'l'{h = 6i;h = 0 , donc

Dy(yh) = dyAah ,  &j(§h) = -d'yd h 2.6)

"
6k
ol U désigne le produit intérieur. Considérons le recouvrement de X par les inté-

rieurs des compacts

1
K+ = {x€X ; al(x) +...+0Lq(x) 25} 5
1
K = {x€X; o,qﬂ(x) +o..t ccn(x) <-3 1},
K = {x€X; al(x) +...+a,q(x) <1 e a (x)+...+onn(x) > -1},

q+1
et soit (¢+,¢_,\p) une partition de l'unité subordonnée a ce recouvrement, telle que
q;i + qf + \bz = 1 . Les estimations (2.3), (2.3), (2.5), (2.6) appliquées & u =y _h
fournissent aloxés

lenl? < 2 )P s
de sorte qu'il suffit de savoir contrfler (h . Ceci sera possible grice a l'inégalité

(2.2), moyennant un lemme de Rellich convenable pour l'opérateur Di{ .

3. UN LEMME DE RELLICH POUR L'OPERATEUR » DANS € .

Soit ¢ une fonction de classe ¢~ a valeurs réelles dans i (p de classe (32
suffirait). On désigne par ) la mesure de Lebesgue sur " et par Hwnkcp la nor-

me L2 d'une fonction mesurable complexe w , avec poids exp(-koy)

Wiy = J g 11 e

Soit N(P) le nombre de points du réseau Z[i]n = (Z+i%)n situés dans la boule
fermée de centre 0 et de rayon p . Nous démontrons alors le lemme de Rellich

explicite suivant pour l'opérateur 3 .
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THEOREME 3.1. - Soit K une partie compacte de " et A>0 un majorant

sur K des valeurs propres du Hessien de ¢ , i.e.

i_ A K o™
IZBZBZ €§|s l@\ x€K, ¢
Soit o un réel > 0 gquelconque. Pour tout réel k>0 il existe alors un entier
yk) = N(A/0+2n)A K" AEK) + o (k") (3.2)
et des fonctions fj K €EC (C ) , 1<j<vy(k) , ayant la propriété suivante : pour
toute fonction w € C°°(<En) 3 support dans K , on a l'inégalité
2 1 - .2 2
w < — |low N . (3.3)
| Hkﬁ@ GAK | Hktp 1<] s v (k) A B kcpl
Démonstration. - Observons d'abord que le probléme est, en un certain sens, local
sur K . Soient en effet Kl’""Ks des compacts dont les intérieurs K{2 recouvrent

K et soent | des fonctions réelles ¢ a support dans KE , telles que Z-\};e =

sur K . L'égalité ZZq;e'a-\pe: 0 donne

% Ig(lli W)|2 = % |4 3 +woy ]2 = \5w|2 + (% |30 Iz)lwlz . (8.4)
p=1 2 p=1' €& W 4 s p=1 ¢ :
Supposons (3.3) vraie sur chaque K{2 ; il suffira alors de sommer les inégalités (3.3)

relatives aux fonctions q;ew pour obtenir celle relative & w , car la constante

pad Y . figurant dans (3.4) se trouve multipliée par le facteur 1/k tendant vers O .
‘”e

Pour démontrer 1'inégalité (3.3) on va utiliser un pavage de K par des cubes de

coté assez petit. On considére pour cela le pavé ''modéle" P de c6té 2 défini par

= {z= (X y.)

193)) jen \xj\sl, |yj|sl} ' (3.5)

On définit une fonction | € CO((Dn) , 4 support dans P , en posant

V(z) = l l cosEx cosEy , Z€P , (3. 6)
1<j<n 2] J
de sorte que la fonction | s'annule sur 3P . Des relations cos2 + sin2 =1 et
0 T m T, ; T T ; s
—_— —_ . -V, = - - -+ - —-— .
BZJ- (cos 5 X coszyj) 2 (sm 5 xJ cos zyj icos 5 xj szyj) , on tire aussitot :
2
2 f(z-v)" =1 (3.7
ve Z[i]D ’
1_r2
|54-w|® = n - (3.8)
\)E%[ﬂ

L'inégalité (3.3) va alors se déduire du lemme crucial suivant par un argument de

partition de I'unité.

/
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LEMME 3.9. - Soit o un réel >0 et v,y des fonctions complexes de

classe (“;oo sur P , avec V]aP = 0 . Alors il existe des fonctions fj ECOO(P) s

1<j <N = N@2p/m) , telles que

2 A 2 T Y TR N 2
-Rey)d\ = — += -Rey)dr + 2 N .
IP|V\ exp(-Rey) £ pzfp(laﬂ 4lax| |v|%)exp(-Rex) j=1l<V J>X‘

Démonstration. - Posons g = vexp(—X/Z) . On a alors

1 -
28 = (v —Evax)exr)(-x/z) .
et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz entraie
- 2 -2 . 1,- ,2 2
381" < 2(Jov]|” + 7 [ax|"|v[Dexp(-Rex)
L'inégalité du lemme 3.9 est donc une conséquence de 1'inégalité
2 1 - 12 2
[ lel"an <= [ |eg]"dr + (g .f. ex(-x/2))|" . (3.10)
5 p“ P j )
Identifions l'espace mesuré (P,d)) au tore (IR/ZZ)2n et considérons les coefficients
de Fourier de g définis par
-~ 4 .
ge) = j g(z)exp(-imRe(v,z))dr(z) , v€ Zli]l .
P ;

Comme g s'annule sur 3P , on obtient apres intégration par parties 1'égalité
£

Eoeig) =

Az j

La formule de Parseval-Plancherel donne alors les identités

im

5 \)J.g(\)) .

[lelfar =2 2 jgwl” .

vE Z[i]n
-2 —on T2 \ 2.4, 12
[ 13gl®ax = 27227 = v["zgm|” -
P veZ[i]®
Pour assurer la validité de (3.10), il suffit donc de prendre pour fonctions fj les

fonctions z 2 exp(imRe(yv,z)+x/2) avec |v| < 2—; . Le lemme est démontré. m

On considére maintenant le recouvrement du compact K par la famille de pavés

P =1 (P+y), vezlil" - (3. 11)
v JAK

de coté 2/,/Ak et de centre a = v//Ak . Posons
wv<z> = (/ Ak z - V) (3.12)

de sorte que Supp q;v (i Pv . D'aprés (3.7), (3.8) et (3.4), il vient

Iwligy = Z lryvllg, @.13
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2300l = [Bwllg,, + n Takwll (3. 14)

HkCP ¢

On va maintenant appliquer le lemme 3.9 aux fonctions wvw sur chaque cube P\)
On cherche pour cela un poids y = X\) tel que Re X\) = , qui minimise 5)( sur
Pv . Dans toute la suite, nous conviendrons de noter Cl,Cz,... des constantes dépen-
dant éventuellement de K et de ¢ , mais indépendantes de k,e,v . Pour tout =z €EP
la formule de Taylor donne
a o9
p(z) = ReF (C) + 2 =G )GT, * 10
v 1<j,2<n az )

ol ( =z -av , n@) = Cltg| , et ol F est le polyndme holomorphe défini par

_ 3% 2
RO =) F2E e T gL,

On pose alors

X, @ = () +iImE Q) ,
de sorte que

on N 2

—r = 3 —ﬁ—< JCi +——(g), |1ZL©)] < C,|c|

aze 1<j<n azjaze Z‘(Z aZB 2
Puisque les valeurs propres de iascp sont majorées par A et puisque
\gjlz < 2/Ak sur P\) , nous obtenons :

- -3
laxvlz < A2l§|2 * C3iC|3 < 2nA/k + Ck 2 (3. 15)

Appliquons maintenant le lemme 3.9 au poids ¥(z) = kxv((z+v)/A/E) et 4 la fonction
v(z) = Y(@)w((z+v)//Ak) = (¢vW)((Z+V)/JKE) ,», z€P .

3

L'estimation (3.15) entrafe ]SXIZ < 2n + C5k— , d'oil
2 2 71 = 2 n -3 2 N 2
IVl = 7 (2 B0l * G * o Dlwli | + Z1cvify, ) @10

Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu'd sommer les inégalités (3.16) sur

les cubes P\) qui rencontrent K . En utilisant (3.13) et (3.14) on obtient alors

Il < 25 [ 2 vl + ((3+5) 5 ®) vl

2

+ (w N (3.17)
1stv(k)l k|

ol les fonctions (£, k) ne sont autres que les fonctions qJ f aprés réindexation.

L'inégalité (3.17) 1mp11que (3.3) en faisant passer le terme ||wHk du membre de

droite dans le membre de gauche ; il suffit pour cela que
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2
1-a+mAn/p-  p2 (1 m?
< =2 " \ltE )"
2/p?
ce qui est réalisé par exemple pour p = g Jo+2n . Llentier vy(k) est alors donné
par
v(k) = N card{v ; P\)ﬂK #o¢)
avec N = N(-zﬁe) = N(,/o+2n) . Comme la maille du réseau des translations définissant

les cubes Pv a pour volume (Ak)-n , il vient
card{v ; B NK #9] = AN K + oY)

et 1'estimation (3.2) s'ensuit. m

4., LEMME DE RELLICH POUR L'OPERATEUR Di{ .

Comme l'estimation (3.3) est locale, elle peut s'étendre sans difficulté au cas de

1'opérateur Di{ agissant sur une section u € Co(; q(X,Ek®F) . Pour cela, il suffit

d'appliquer le théoréme 3.1 aux composantes de u dans des coordonnées locales

3

convenables.

THEOREME 4.1. - Soit K une partie compacte de X et Vol(K) son volume

relativement 3 la métrique w . Soit A un réel > 0 tel que

sup max |a.(x)| < A,
x€K l<j<n J

ol alsaz L e nS a, sont les valeurs propres de ic(E) , e¢ o un réel >0

quelconque. Pour tout entier k>0 , il existe alors un entier

v(k) = (g)r N(/5F2n) A"K" Vol(K) + o(k") “.3)
et des formes vj K € C(?q(X,Ek®F) , l<j<vk , telles que pour tout
u € cc(’; q(X,Ek®F) 4 support dans K on ait

2 1 2 2
ull” £« ——||D!ul|” + b3 u,v, . 4.4
” H g Ak “ k “ 12j2v(k) ‘( J’k>‘ 4.4)
Démonstration. - Soit ¢ € 10,1[ un réel fixé. On va d'abord démontrer que

'inégalité (4.4) a lieu a un facteur multiplicatif 1+e prés dés que K est assez
petit. On suppose que K est contenu dans un ouvert de carte (Qc X qui trivialise
les fibrés E et F . Pour simplifier les notations, on identifiera ElQ au fibré

trivial Qx€ ; la métrique de E est alors donnée par un poids e"?, et la
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courbure de E est telle que
ic(E) = id3p sur Q. (4.5)

Soit d'autre part (fl,...,fm) un repeére orthonormé Cm de F|Q . Quitte & rétrécir
(0, on peut supposer que ( est muni de coordonnées locales holomorphes (zl,...,zn)

approximativement orthonormées, telles que

-1 h - n -

(1+e) i 2 dz.Adz, < W, < (l+e)i 2 dz,Adz, . (4.6)
j=1 J J |Q j=1 J J

Via l'identification E

~ qx@T , toute forme u € c‘; o % ES®F) peut s'écrire

|Q

b

= z J| = l<m<r .
u J%",muJ’mdchbfm, |91 =q , m<r

LEMME 4.7. - L'opérateur D] est défini par la formule

k
D'u = 2. 2 echi e_kc’ou )dz Adz. ®f
K Jm 1<p<n oz, Jm' ¢ J " m
_ q < . 1
! T ou dz @D

bl

Démonstration. - En utilisant la formule de différentiation d'un produit tensoriel,

on se rameéne au cas ol le fibré F est trivial (la métrique de F étant elle aussi
triviale). Soit

jee]

© k S k
. 7}, X
Clag el KE)xCl (XE) —C 0, (%0

p )t

1'accouplement sesquilinéaire induit par la métrique de Ek . Relativement a la trivia-
k

lisation EIQQ‘ O x € , cet accouplement est défini par

(v|w)k = V/\Gv_e—ka .

Comme la connexion Dk est hermitienne et holomorphe, on a la formule

2 |w)y = OLv|wy + D |5m, -

Ceci implique Di{ = ekma(e-kq).) , d'ol le lemme. m

— —kcp ' S (] ~ 0 P
Posons WJ,m = uJ,me . D'aprés (4.6) on a 1'inégalité

2 n+q 2 ko
ull” < (1+¢) b w e "d) 4.8
ful 55 J!¥5,m] (4.8)
car Suppu c Kc  ; le coefficient (1+€)n provient de I'inégalité dV < (1+e)ndx ,

0
le coefficient (1+e)q de la métrique du fibré A ¥ X | Le lemme 4.7 peut se

récrire par ailleurs
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ekcp/z e—kcp /2[

2 a(w )/\dzJQZ)fm =

q -
D'u-(-1)* 2 u, dz_®D'f ]
J,m k J,m Jd,m J m

-1
Gréce a l'inégalité (a+b)2 < (1+e)(a2+e bz) , il vient :

s lea J.m 12e5%n < (1+€)n+q+2[llD ul? + —n I ] @.9)

o C, est un majorant de (‘D'f1\+...+|D'fr|)2 sur K.

Les valeurs propres de ic(E) = iBSQp sont d'autre part majorées sur K par

(1+e)A . Appliquons alors le théoréme 3.1 aux fonctions \;J m ol ¢ est remplacé
2n+2q+3 ’

par - et A par (ltg) A . 1l vient
-2n-2q-3
2 (1+e) 2 2
R P T — f, 4.10
HWJ’m”-kcp s p—_— HBWJ’m“-kcp + lsjgy(k)KwJ’m’ ],k>—kcpl ( )
En combinant (4. 8), 4.9) et (4 10) on obtient aprés sommation sur J,m
(1+e) 2
o Dfu +— 2 u,v, , (4.11)
Jul” - [l F ] 2y !
et comme )(K) < (l+e)n Vol(K) il vient
C
v(k) = (g)ry(k) s(g)rN(Jo Tan)(1+e) 2 AP Vol(K) + o(K") . 4.12)

Ceci suppose que Suppu c K et que le compact K soit assez petit. Dans le cas
o
général, soient K ,...,K_  des compacts dont les intérieurs KB recouvrent K , tels

1? S
que (4.11) et (4.12) soient réalisés sur chaque KQ et tels que
Vol(Kl) ot Vol(KS) < Vol(K) +¢ .

© 2
Soient 1118 des fonctions réelles C a4 support dans KB vérifiant 21]!8 =1 sur K.

On a alors l'estimation suivante, analogue a (3.4) :
. 2 2
2 D} (¥ u>ll < |Djull” + Cqlul” (4.13)

oll C3 est un majorant pour E|a¢e|2 . Les inégalités (4.11) et (4.12) relatives aux

formes un impliquent

1 2
e [ G N [ ) K LR
avec c
v(k) = (Z)rN(,/o Tom) (1+e) 2 AMKY(Vol(K)+e) + oK) -

Ie théoréme 4.1 s'ensuit si l'on fait tendre ¢ vers 0 .m
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5. MAJORATION ASYMPTOTIQUE DE LA DIMENSION DES GROUPES

DE COHOMOLOGIE.

Pour illustrer la méthode, hous commencerons d'abord par étudier le cas parti-

culidrement simple ol ic(E) = 0 .

THEOREME 5.1. - On suppose ic(E) = 0 sur X . Alors
dim B9(X,E*0 F) = o) si q=1 .

Ce résultat est dd a4 Y.T. Siu [Siu 2] (avec une preuve différente) ; grice a la
formule de Riemann-Roch (0.3), on en déduit la minoration suivante du HO
n
k

dim B%x,EX0F) 2 r;l:—' cl(E)n - o) . (.2)

En utilisant le théoréme 0.7 on voit que la proposition 5.1 entraine déja la conjecture

de Grauert-Riemenschneider dans sa formulation 0.9 (b).

Démonstration du théoréme 5.1. - Soit Q, I'ouvert des points de X ou ic(E)

est définie > 0 (c'est-a-dire ou (ic(E))n >0), e¢ K un voisinage compact de

X\Q, . Pour tout ¢> 0 , on peut choisir K tel que
[ Ge@E)® < e .
K
Si K, c Q+ est un voisinage compact de X\ K , il existe des fonctions

¥,y, € C7(X,R) 2 support dans K, K, respectivement, telles que ¢.2 N ‘l’i _ g

sur X .

Sit & une métrique hermitienne arbitraire sur X , 71 un réel > 0 et
w = ic(E) + nw . Puisque K+ cQ, ic(E) est définie > 0 sur K+ . Les valeurs
propres onj de ic(E) relativement & la métrique @ vérifient donc O, S..sa < 1
sur X , et sur K+ on aura

< a s...sansl (5.3)

1

DD | =

dés que m est assez petit ; pour n < o suffisamment petit, on aura de plus

n
<€

Vol(K) = IK =

Soit alors h wune (0,q)-forme harmonique & valeurs dans Ek®F , q=1 . Les esti~-

mations (2.§), (2.5), (2.6) pour u = 11;+h donnent

vl < 22 pmg? 6.4
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tandis que les inégalités (2.2), (2.4) pour u = h impliquent

1 2 2 CL o
2 IDLam|” - @n-2)[ya|” < 3= (][ . (5. 5)
Utilisons maintenant le théoréme 4.1 avec u =(h , A=1, o =2n-1. Il vient
2 1., 2 V&) 2
@n-1)||yh||" - LDy | < j>§1 |<h,¢vj’k>| . (5.6)

Par addition de (5.4), (5.5), (5.6), on en déduit
2 2 2 Cs5 o V& 9
IIE = oni? + e nl < T2 Bl T L, 017
J:] ]’

ce qui entrame h=0 dés lors que k> (35 et (h,q;vj k> =0, 1<jsvk) . Il vient
donc

dim Hq(X,Ek®F) < vk = (2)rN(,/4n—l)kn€ + o(kn)

pour k assez grand, et le théoréme 5.1 est démontré. m

Démonstration du théoréme 0.1. - L'idée est analogue est celle du théoréme 5.1 :

elle consiste & combiner l'estimation a priori du A'l'{ avec le lemme de Rellich pour
1'opérateur Di{ . Nous aurons besoin pour cela de construire une métrique hermitien-

ne adéquate sur X .

Désignons par S Il'ensemble des points x € X en lesquels la forme de cour-

bure ic(E)(x) est dégénérée. Avec les notations de 1'introduction, posons
Q, = X(0 U...U X@-1) , q_=X@)U...U X -

On a alors une partition de X

X=8UX@UQ,Uaq_

L'ensemble S U X(q) est compact, et c(E)n =0 sur S . Pour tout ¢ >0, il

existe donc un voisinage compact K de SU X(q) tel que

T le@®)?| < e/en” . (5.7)
K\ X(q) '
On choisit d'autre part des compacts K < Q_, K c q_ tels que

X=KUK+UK_.

On va maintenant construire une métrique hermitienne @ sur X qui sera intimement
reliée a la forme de courbure ic(E) . Soit @ une métrique hermitienne fixée une

fois pour toutes et al < &2 < a..sanles valeurs propres de ic(E) relativement & { .
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On définit trois formes hermitiennes wﬂ s Wy s W semi-positives en tout point

x € X en posant

(w =i% &.(x)2+n2 AL, , n>0
noj=1 i
= i n|g. (x| AL ti T @ ®CAC, 5.8
w, o 50 |&; G [¢;AC; a0 e (5.8)
=i 2 |&.®I|C.AC. +i T nd (xC.AC.
] o- on.<0| J( )IQJ CJ a.>0 J( )QJ QJ
J
5 % ¥* . -
relativement i une base (gj)lsjsn de TxX , orthonormée pour et orthogonale
pour ic(E) , telle que
n —
ic(E) =1 2 &.(X)C.AC. . (5.9)
j=1 J b7
LEMME 5.10. - wn (resp. w+,w_) est définie > 0 de classe C. sur X
(resp. sur X\S) .
Démonstration. - Soit M la matrice de ic(E) dans un repére { -orthonormé

de classe ¢~ de TX et | M| = J/M? la valeur absolue de M . Les matrices de

wn v W w_ sont données par
S, 2 n+l n-1_. _ htl n-1
M, =Ml M, =5 M- ="M, M === M|+ M.

MTI est donc de classe € sur X,et M M_ le sont sur X\S .=

En recollant @ , W, » a l'aide d'une partition de 1'unité, on peut construire
n -

une métrique Cm définie positive  sur X telle que

w = wn sur SU X(q) ,
= 5.11
w=w, sur K+ s ( )

W= sur K .

Comme les 3 métriques w , w w  majorent |ic(E)| et comme w, snw
n -

+ b
on a l'encadrement

licE)| = w < nwn ; (5.12)

Puisque wﬂ converge vers [ic(E)\ quand 71 tend vers 0 , (5.7), (5.11), (5.12)

entrafhent pour n < Ny @assez petit :
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e/, [ w <[ |e®| ez,
K\X() X@) X(a)

d'ou 1'inégalité

n n
E + ‘ 5.13
Jt < g lo@"] v e 519

Si a, <0, < .. <o sont les valeurs propres de ic(E) relativement & o , (5.12)

implique ‘ajl <1 sur X, tandis que (5.8), (5.9) et (5.11) donnent

1

= .. =Q, = -— = e = = K X, i<aq,

a, ocj = onJ.H a 1 sur K N X(j) j<q
1

= .. = = - . = see = = — K X i 5 i > .

a, o s oy a =5 sur K_NXQ) i>q
En particulier, on en déduit
O, ot 21—3:12l sur K
L q nooon * (5. 14)
b T > 1 n-q-1 > = sur K
(aq+1 onn) B = ~

Soient |, ¢+ , U € coo(X, IR) des fonctions & support dans K, K+ , K_ respec-
tivement, telles que q;z * 1113 <+ 11% = 1 sur X . Pour toute (0,q)-forme harmonique
h 4 valeurs dans Ek®F , les estimations (2.2) pour u = {yh , (2.3) pour u = q;_h ,

(2.5) pour u = +h entrainent respectivement

G
1 2 2 6 g 2
Dy am| - 2nllnll® < 2 )", (5.15)
2 Cr 2
v, bl™ = 5 kul” . (5. 16)
Utilisons maintenant le théoréme 4.1 avec u =t¢h , A=1, o =2n+1 . Il vient
2 1., 2 2
@En+)|yp|l” - LD ] < = l<h"”"j,k>l . (5.17)

1<j<v(k)

Par addition de (5.15), (5.16), (5.17) on en déduit

I)Z = n]® + Y, a) + v b (5. 18)
Cg 2, ’ v 2
o L BRI A KCRAAPRY

ce qui entralhe h=0 dés lors que k > C8 et (h,q;vj k> =0, l<j=<vk) . Pour
k > C8 il vient

dim HY(X, E*®F) < v(k) = (g)rN(ﬁ/—élnﬂ)anol(K) + o) .

D'aprés (5.13) on a



42

Vol(K) =

2™t K ol |

n 1 n

w < ( |c(E) +e) .
J J ) |
Comme (n) < Zn il s'ensuit

dim BY(x, B8 F) < n—1! N(A/—4n+1)rkn(jx< )|C(E)nl+e) oY) ,
a

et 1'estimation asymptotique 0.1 est donc démontrée avec

Cm) = HlTN(Jm) .|

Le théoréme 0.1 entrathe une minoration du nombre de sections holomorphes de

E"®F ; plus précisément, on a 1'énoncé suivant qui généralise le corollaire 0.4.

COROLLAIRE 5.19. - Supposons que la courbure c(E) n'admette aucun point

d'indice pair # 0 . Alors

0 k K" n n
dim H (X,E ®F) > rmcl(E) -ok) .
Démonstration. - Par hypothése X(2) = X(4) =...= ¢ , donc le théoréme 0.1

dome H24(x E¥®F) = o) . Par suite

«(X,E°®F) = dim H® - @im B +dimB° +...) + o(") ,

et le corollaire résulte de la formule de Riemann-Roch (0.3).m

6. MAJORATION DU NOMBRE DE SECTIONS HOLOMORPHES
ET DIMENSION DE KODAIRA.

Tous les résultats de ce paragraphe sont archi-classiques. Nous les rappelons

simplement afin de donner un exposé complet et autonome.

Si E est un fibré en droites au-dessus de la variété X (supposée connexe), on

0
notera V., = H (X,Ek) et h =dimV, . Si h est >0, les sections globales

k k k k
s € Vk définissent une application holomorphe naturelle
h;, -1
g — N k
@ X\z, —~P(V )=~ P

ol Zk c X est le sous-ensemble analytique de leurs zéros communs : pour tout

X € X\zk , l'image @k(x) est définie comme droite épointée de VI: par

8, (%) = §(Vk9s:—»€.s(x)) ; 8 EE;k i 57‘02 € ]P(Vi:) ‘
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Soit pk le rang maximum de @k sur X\Zk "

D‘EFINITION 6.1. - On appelle dimension de Kodaira de E I'entier

w(E) = max{pk; k=1 et hk;éO}

si hk;£O pour au moins un k=1, et #®(E) = -« sinon.

On a alors la majoration suivante pour les dimensions hk .

THEOR]\EME 6.2. - Il existe une constante C = 0 telle que pour tout entier

k>1 on ait

h, = dim 1 x, g5y < ci®) |
Démonstration. - Nous reprenons pour l'essentiel les arguments de Siegel [S]

tels qu'ils sont exposés dans [Siu1]. Soit {Qe} un recouvrement de X par des
ouverts de coordonnées Qe c @ et Bj = B(aj ,Rj) , l<js<m , une famille de boules
relativement compactes dans les ouverts Qe , telles que les boules concentriques

B]! = B(aj ; %Rj) recouvrent X . Munissons E d'une métrique hermitienne, et soit
exp(—cpj) le poids représentant cette métrique dans une trivialisation de E au voisi-

nage de Bj .

Soit alors s € HO(X,Ek) une section holomorphe qui s'annule a l'ordre p en
un point xj € BJ'. . Les inclusions
2 6
B' B(x, , —-R,) & B(x_ ,—R,) c B,
i 177 I i

et le lemme de Schwarz appliqué aux deux boules intermédiaires entraiment 1'inégalité

supB,ls] < exp(Ak)3 P supB.]sl (6.3)
J J '
ol A = max_ diam cp,(]_3.) est l'oscillation maximale des poids ¢, sur les
I<jsm J ]
boules Bj .

Cela étant, on peut supposer hk> 0 . Choisissons pour tout j=1,...,m un point
Py . s _ 3
xj € BJ-\.Zk tel que d@k soit de rang maximum = p, en xj , et soit
80 € HO(X, Ek) une section qui ne s'annule en aucun point xj . Pour tout

s € HO(X,Ek) le quotient s/s, est bien défini en tant que fonction méromorphe sur

0
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X , et de plus s/s0

long des fibres de @k . Comme &

est une fonction holomorphe au voisinage de Xj , constante le
K est une subimmersion au voisinage de chaque
point xj (théoréme du rang), on peut choisir localement une sous—vlariété complexe
Mj de dimension pk passant par xj et transverse a la fibre @k (@k(xj)) . La
section s s'annulera a l'ordre p en chaque point Xj , l<j<m , siet seulement
si les dérivées partielles d'ordre < p de s/sO le long de M, s'annulent en xj .

Ceci correspond au total a l'annulation d'au plus mppk dérivées. Si nous choisissons

p = ([A1+1)k , alors l'inégalité (6.3) entraie
sup|s| < (e/3)° sup |s|
X X
< % (E) , nous obtenons par conséquent

Pk
dim B°X, 25 < mp™® < cx*® .a

d'oi s=0 . Comme

Pour achever la preuve du théoréme 0.7 et donc de la conjecture de Grauert-
Riemenschneider, il suffit maintenant de combiner le théoréme 6.2 avec le résultat

élémentaire (6.5) ci-dessous.

THEOREME 6.4. - Soit a(X) = deg.trc Mm(X) la dimension algébrique de X .

Alors :
o x(E) < a(X) pour tout fibré en droites E sur X ; (6.5)
e 0<a(X) <n, et il existe un diviseur positif D sur X tel que (6. 6)
n(o(D)) = a(xX) .
Démonstration de (6.5). - Avec les notations du début, soit x € X\Zk un point

ol le rang de dqzk est égal a P - Pour tout voisinage U de x assez petit,

@k(U) est une sous-variété analytique de dimension Pi de ]P(VIZ) . Il existe donc

it
des coordonnées homogeénes S Speees S €V, =~V  sur V' telles que
1 Pk k k k
Sy

; yees o forment un systéme de coordonnées locales sur Qk(U) . Ceci entrate

0 0 s1 Sox Pk

que le point (—S— (X) gy S—(x)) ol x € U décrit un ouvert de C , et donc que

0 0

Sl S

les fonctions méromorphes . ,...,%{ sont algébriquement indépendantes sur X .
0 0

Par conséquent Py <a(X) et x(E) <a(Xx) .



45

des fonctions méromorphes algébrique-

Démonstration de (6.6). - Soient fl""’fN

ment indépendantes sur X et soit D la borne supérieure (ou la somme) des divi-
seurs polaires des fj . Rappelons que (D) désigne le faisceau inversible des fonc-
tions méromorphes dont le diviseur des pbles est <D . Pour tout polynéme

Pe C[zl,...,z ] de degré <k, P(¢_,...,f

N est une section de (kD) = C}(D)k ,

S .

N
+N
et il y a (kN ) > -1-{N—. telles sections linéairement indépendantes. D'aprés le théo-
b 5
réme 6.2, on a donc —II{\T‘— < CkK(G( ) , ce qui entrame N < n (®(D)) et en parti-

culier N <n . Si on choisit N maximal, i.e. N = a(X) , il vient »(G(D)) = a(X)

grice 4 (6.5). m

7. THEOREME D'ANNULATION SOUS HYPOTHESE DE SEMI-POSITIVITE.

Nous démontrons ici le théoréme d'annulation 0.10, qui est dd & [Siu 2] ; la

preuve en est indirecte, et utilise la solution de la conjecture de Grauert-

Riemenschneider.
THEORI:JME 7.1. - Soit X une variété complexe compacte et connexe, de dimen-
sion n, E un fibré hermitien en droites au-dessus de X . Si ic(E) est

>0 sur X et >0 en au moins un point, alors

om) = 0 = B YX,E7Y

q
HY(X, Ky

pour tout ¢q = 1,...,n .

Démonstration. - Dans le cas ol X est kidhlérienne, on raisonne comme

O. Riemenschneider [R]. Sit h une forme harmonique dans Hn_q(X,E_l) . L'iden-

tité 1.3 pour F = E_1 donne
HD'th + Hé'th - (lic(E),Alh,h) = 0,

et la formule (2.1) entrathe que h s'annule sur l'ouvert de X ou ic(E) > 0 . Le
résultat de Aronszajn [Ar] sur les zéros des solutions d'équations elliptiques impli-

que alors que h est identiquement nulle sur X .

Dans le cas général, le théoréme 0.9 (b) montre que X est de Moishezon. Il
existe donc d'aprés [Moi] une modification propre 1 : X -~ X telle que X  soit

une variété projective. Le fibré E = rr*E est lui aussi semi-positif et > 0 en au
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e *, -q,5 ~-1
moins un point de X , car c(E) = m (c(¥)) . Par suite ' q(X,E )y =0. Or le

morphisme naturel
™ 2%, ETY) — B4R EY

est clairement injectif : on a en effet TT*°TT* = id ou m, désigne le morphisme

image directe
m, X EY — B, Eh

calculé au sens des courants (on utilise ici le fait que la cohomologie peut &re calculée

s - oe]
indifféremment au moyen des formes ¢ ou au moyen des courants).

La démonstration de la nullité de Hq(X,KX®E) est analogue, si on identifie cet
espace i l'espace des (n,q)-formes harmoniques & valeurs dans E . On peut aussi

se ramener au cas précédent en invoquant la dualité de Serre :

Hq(x,KX®E)* ~ B 9x,57Y) .
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