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Abstract

Given a closed positive current 7" on a bounded Runge open subset Q of C”,
we study sufficient conditions for the existence of a global extension of T to C".
When T has a sufficiently low density, we show that the extension is possible and that
there is no propagation of singularities, i.e. 7 may be extended by a closed positive
C=-form outside Q. Conversely, using recent results of H. Skoda and H. El Mir,
we give examples of non extendable currents showing that the above sufficient con-
ditions are optimal in bidegree (1, 1).

0. Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons au probléme de 1’existence de prolonge-
ments globaux d’un courant positif fermé défini sur un ouvert relativement compact
de C".

Soit 7 un courant positif fermé de bidimension (p, p) (i.e. de bidegré (g, g) avec
p+q=n) sur un ouvert QCC". D’aprés un théoréme de ¥—7 SIU [5], les en-
sembles E,={z€Q; v(T,z)=c=0} associés aux nombres de Lelong v(T; z) sont
des sous-ensembles analytiques de Q. Les ensembles E, propagent donc les « singu-
larités » de T, et apparaissent comme une obstruction au prolongement global du
courant 7 (du moins lorsque les E, ne s’étendent pas eux-mémes & C” tout entier).

Nous cherchons ici des conditions suffisantes simples, exprimant que la densité
de T n’est pas trop grande, pour que le prolongement soit possible. On mesure pour
cela la densité des masses de 7 en posant

i —
B = 0z,

1
o = mesure trace de 7 = — pP AT,
o(z, ) = o(B(z, 1)),
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avec B(z,r)={(eC"; |{—z|<r} et zeQ.= {¢eC™; d((, [2)=r}). Nous démon-
trons alors les résultats suivants:

Théoréme 1. Soit QccC" un ouvert de Runge, et T un courant positif fermé sur
Q dont la classe de cohomologie est nulle. On suppose que les masses o (z, r) vérifient
pour tout e=0 et tout compact KC Q, la condition suivante:

(1) supf (,j’ ;;) dr < + oo si T est de bidegré (1, 1);
z€EK
1/2
2) fs oz r) dr <+ en bidegré (q,q), 1 < q < n.
-ex

Alors, pour tous réels 5=n=0, il existe un courant @ =0 fermé sur C" qui
coincide avec T sur Qj et de classe C= en dehors de Q,.

Un résultat classique de P. LELONG [4] affirme que o(z, r)r—2P est fonction
croissante de r lorsque 7 est de bidimension (p, p). On a donc toujours une estima-
tion de la forme sup,cy o(z, r)=0(r??), qui correspond typiquement au cas d’un
courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique de dimc=p. Un tel courant
est bien siir en général non prolongeable. Les conditions (1) et (2) imposent aux

masses o (z, r) une croissance beaucoup plus restrictive, comme le montrent les impli-
cations évidentes

supo(z,r) = 0" 2 = (2) = (1) = (Vz£Q)o (2, ¥) = o (12"~ 2.

z€K

Du théoréme 1 découle Iexistence de majorants globaux pour un courant défini
sur un ouvert d’une variété de Stein et ayant une densité suffisamment faible.

Corollaire 2. Soit T un courant positif fermé défini sur un ouvert Q d’une variété
de Stein X. On suppose que T vérifie la condition (1) (resp. (2)) relativement a des ouverts
de cartes Q; recouvrant Q. Alors pour tout ouvert v Q il existe un courant @ =0
Jermé sur X, de classe C= au voisinage de X —Q et tel que T=0 sur .

Pour démontrer ces résultats dans le cas général (2), on construit a ’aide d’un
noyau un potentiel ¥ tel que i9dV=T modulo C=(Q;). On vérifie alors que V
peut se prolonger de sorte que la partie =0 de iddV reste bornée. Dans le cas élémen-
taire ot 7 est de bidegré (1, 1), la condition (1) signifie simplement que V est une
fonction plurisousharmonique localement bornée. Le théoréme 3 ci-dessous montre
que la condition (1) est déja optimale pour assurer la validité du corollaire 2.

Théoréme 3. Soient o cC Q deux boules concentriques dans C". Si p=n—1,
on se donne une fonction mesurable y=0 définie sur 10, 1] telle que

(3) fl?(r)d b e b

o r
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et vérifiant I'hypothése technique suivante:

(1)
4 A=1 tel que sup—= < A.
4) 3 que  sup T
Alors il existe un courant T=0 fermé de bidimension (p, p) sur Q, dont les masses

o(z, r) admettent pour tout e=0, fout compact KCQ, et tout relo, e[ Pesti-

mation:
%) supo(z,r) = Cy(r)r*=2 si p=n—1,
zEK
(6) supo(z, ) = Cr*tP~1 §i O0<p<n—1
z€K

avec C=C(K, e)=0, et ayant de plus les propriétés ci-dessous:

(7) T est de masse euclidienne infinie dans Q;

(8) tout courant positif fermé © défini sur Q et tel que O=T sur w verifie O=T
sur £ (en particulier © ne se prolonge a aucun voisinage de Q).

L’estimation (5) est valable en particulier avec les poids

1 1
() = 5 Y= 3
LogT Log7Log Log7

pour lesquels les conditions (3) et (4) sont trivialement vérifiées.

Le courant 7 du théoréme 3 est obtenu en sommant les courants d’intégration
sur les fibres d’'un morphisme analytique G: Q—~C"~* le long d’un ensemble plu-
ripolaire complet contenu dans une sous-variété totalement réelle Mc—C" 7. On
vérifie alors que le courant @ doit nécessairement se propager de w & Q le long des
fibres de G, ce qui donne (8). La démonstration utilise essentiellement trois ingrédi-
ents: les deux premiers sont des théorémes de structure pour les courants positifs
fermés, démontrés respectivement dans la Thése d’EL MIR [3] et dans [1]; le troisiéme
est I'existence de sous-variétés totalement réelles de dimension n—1 dans C" qui
solent des ensembles pluripolaires complets (DIEDERICH—FORNAESS [2];
voir aussi §5).

Les conditions suffisante (2) et non suffisante (6) restent néanmoins éloignées
I'une de l'autre. Ainsi ’hypothése (2), qui est indépendante de p, devrait logiquement
pouvoir €tre remplacée par une hypothése d’autant plus faible que la dimension p du
courant est plus petite. Compte tenu de (1), (5) et (6), il parait raisonnable de conjec-
turer qu’une condition suffisante d’existence de prolongements globaux du courant 7'
soit la condition de finitude

29 SUp/: 9(z,1) dr <+ oo,

r"+P

L’estimation (6) montre en tout cas que 'exposant n+p ne peut étre choisi plus petit.
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1. Prolongement des courants de bidegré (1, 1)

Il s’agit de prouver la partie (1) du théoréme 1. Soit 7 un courant =0 fermé de
bidegré (1, 1) sur Q. D’aprés les hypotheses, 7' posséde un potentiel ¥ qui est une
fonction plurisousharmonique (en abrégé p.s.h.) dans Q; on a donc i90V=T. La
formule de Lelong—Jensen s’écrit pour tout point z€Q,:

f oir(;l’g dr = CIA(V, 2, )V (2)]
avec une constante C=0; ici A(V, z, &) désigne la moyenne de V sur la sphére de
centre z et de rayon . Il est bien connu que la fonction z—A(V, z, &) est continue
sur Q, (ceci resulte de la formule de Stokes et du fait que dV est a coefficients L, ).
L’hypothése (1) équivaut donc a dire que ¥ est localement bornée sur €.

Chaque ouvert Q; est de Runge dans Q, donc aussi dans C". Par suite, il existe
une fonction p.s.h. Y€C=(C") telleque Yy=—1 sur Q;, Yy=1 sur [Q,. Puisque V
est localement bornée, on peut choisir un entier N=>0 tel que

{Ngb =V sur Q,
Ny =V sur Q,—Q,.
On pose alors:

U=V sur Q.
U=sup(V, Ny) sur Q,—Q;,
U= Ny sur  [Q,.

Dans ces conditions, il est clair que U est p.s.h. dans C" et que le courant @ =i9oU
répond a la question.

2. Construction de potentiels globaux dans C", n=2

Soit T un courant de bidegré (¢, ¢), ¢=1, dans un ouvert QccC". Pour tous
d=>n=0 fixés, on choisit une fonction y€C=(C"), 0=yx=1, y=1 au voisinage de
Q;, x & support dans Q,. On associe a T le potentiel

V@)= [, ot OTOAK( D), zC
pz=0)

e et ou (avec un léger abus de notation)
-

ou K(z,{)=—c,

ﬁ&—f)=“%85V—CR
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Le noyau K est donc de bidegré total (n—1, n—1) en (z, {), et V est de bidegré
(g—1,9g—1) en z. La constante ¢,>0 est choisie ici de sorte que

i00K =[A]=courant d’intégration sur la diagonale de C"XC".

Plus généralement, etant donné une fonction ¢@€C=(C") a support dans Q,,
0=¢=1, et une fonction g: ]0, +o[—[0, 1] croissante de classe C=, on associe a
T la (g—1, g—1)-forme définie sur C":

Vo2 = [@*OTQ AK, (2 0,
K,(z, ) ==a(z—{® B (=0,

avec

et

Q~(t) :f+°° Q(U) du .

t u"
Lemme 2.1. Le noyau K, est a coefficients Li, ,(C"XC") et

0(0,)

2Oy LD gl Bz

lz=C

En particulier 1'351{9 est un (n, n)-courant positif sur C"XC".

i00K, =

Démonstration. Les coefficients de K, sont des multiples constants de ¢(|z—{|?),

et par hypotheése

du 1
= 5 wz AL
OZQ(I)th o (n—1)r—1

donc K,€L] (C"XC")NC=(C"XC™\4). Sio=¢(0,) est une constante on obtient

loc

0
Q:L(iz—K, par suite
(n_ l)cn
0(0,)

En général, quitte & remplacer ¢ par ¢—0(0,) et apres translation et régularisation,
op peut supposer que ¢=0 au voisinage de 0. Calculons alors le 700 par rapport a
la variable x=z—{. 1l vient:

i00(3(|x[2) "1 (%)) = 28 (|x[?) B+ 6" (|x[2) id|x|> A d|x|> A pn

~ (2 2+ 27 1t Bl

’ 2 _
_ %ﬂl’;J Ox[EADIxP A Y,
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ou dans la deuxiéme ligne on a utilisé 1’égalité
) = _ 2
Dl ADE A fr1 = 2 ez,

et dans la troisiéme la définition explicite de g. [}

Une dérivation sous le signe f montre que

100V (2) = [ 1T () Ai0,0,K(z, 0).

Les dérivations partielles 9,, d;, 5Z, 5§ sont reliées aux opérateurs o, 9 sur C"XC"
par les formules évidentes d,=0—d,, 0,=0—0,. Par suite

i0,0,K = i00K — 10,0K—109,K +id,9, K.
Compte tenu de ’hypothése d7=0 et de la formule 00K =[], on obtient aprés
intégration par parties:
100V = yT+ [ 103 AT AOK(z, O)— [0 (AT ) AOK (2, 0)
+[ 1001 (O ATOAK(z .

On a de méme:
00V, = [ 0*(OT(Q) A 100K, (2, D+ [ 2i9dp () AT () 70K, (2, 0)
— [ 2i9dp () AT () AOK, (2, 0)
+ [ 100¢*() AT Q) A K, (2, 0).

Comme on le verra au § 3, 'existence d’un prolongement global du courant 7 résulte
du fait que, sous I’hypothése (2) et avec un choix convenable de g, le (g, g)-courant
100(V+V, ,)—xT est =0 modulo des formes a coefficients bornés.

Lemme 2.2. Onsuppose que les fonctions y, ¢ et o vérifient les hypothéses techni-
ques suivantes:

2.1) x est @ support dans Q,, x =1 au voisinage de Qs;

(2.2) @ est a support dans Q,—Q;, ¢ =1 au voisinage du support de 0y ;
1
(2.3) 0=o0()=1 et 0<o'(2) §7 pour tout t = 0.
Alors il existe une (1, 1)-forme a=0 de classe C= a support dans Q,—Q; telle

que
i00(V+V, ,) = 1(2)T(2)—1(z)
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avec
B (z-0)
lz={" e (|z—{»)
Démonstration. On utilise 'inégalité de Cauchy—Schwarz pour minorer les ter-
mes croisés dans I'expression de i&gVM, (deuxiéme et troisiéme intégrales, qui sont
conjuguées). On a par définition de K, et §

1) = [a(OAT (DA

= —r|2 —
21000 () A TQ A&, = LELD 2i0dp ) Blz—LAf2 AT,
d’ou
Re 2ipdo (O) AT (0) A DK,
: i _ 12 A 9l>_72
2.4) z__;f_gDzQﬂz cr)?liglchAalz {5 prmiaT()
'—'413§0(C)/\8§0(€)/\[ Clzn 7 :Bn lAT(C)

1 —
Le lemme 2.1 montre que le terme (2.4) est minoré par oy e*(OT () A i00K,.

Ceci entraine

(2.5) i00V,,, = 5 [ 0*(OT(Q) A 00K,
2

=2 AT

+f(130(p2 K,—8idp Adop A iz

La derniére intégrale admet bien une minoration du type /(z) puisque @*=1 et
1 1
K,=0 (——):0( , ) d’aprés Phypothése (2.3). 11 en est vi-
‘ |z 2"’ (12— L)
siblement de méme pour I'intégrale [ iddy({) A T({) AK(z,{) dans le développe-
ment de 790V. Il nous reste maintenant a estimer les termes ,,croisés”. 00V

3, 2
D’aprés ’hypothése (2.2), ’égalité 0K=(n—1)c, —?’Z—Cliln A" et le lemme 2.1 il
Z —
vient
(2.6) Re[0x (D AT r0K(z, 0]

3 P OTQ MK, ~— 01O ATLOATO AP

|z—¢
Le lemme 2.2 s’obtient alors en combinant la formule développée de iddV et les iné-
galités (2.5), (2.6).

Le lemme suivant va nous permettre de choisir la fonction ¢ de maniére 4 mini-
miser le terme d’erreur /(z) dans le lemme 2.2.
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Lemme 2.3. Sous [’hypothése (2) du théoréeme 1, on peut trouver une fonction
0€C=(]0, + ==[) vérifiant la condition (2.3) et telle que I'intégrale 1(z) soit une forme a
coefficients bornés.

Démonstration. 1(z) est de classe C= pour z¢ Supp accQ,. Il suffit donc de
majorer I(z) lorsque z décrit un compact K< Q,. Un calcul de /(z) en coordonnées
polaires d’origine z montre que

do(z r)]
. - ot frion)
@7) 11N = |1+ [~
ou dans le membre de droite figure I'intégrale de Stieltjes de la fonction continue a
gauche r—ao(z, r). Posons a(r)=sup,cxo(z, r), 0<r=n. L’hypothése (2) s’écrit
alors

1/2
f O'(I) dr .
0 r’

Il existe donc une fonction croissante &: ]0, +<o[—~]0, +<[ de classe C=,
telle que 6=¢ au voisinage de O et vérifiant

re GON2
(2.8) [ ——drE——
On définit

o = [ 20

tn

1
Il est clair que Oégé——lél, et d’aprés (2.8) on a:

&(r)1/2f+°°—d—nt = nil , dou (2=t et
"(r2) = &(r)llz = __1_
(2.9) )= =55

L’hypothése (2.3) est donc bien satisfaite. En combinant (2.7) et ’égalité (2.9) il
vient

eI = cfir2f1 25,

= do (z, 1)
@1 = ¢ (14 122D
<C’[1+2J(Z=77) +(2 2)/‘ G(Z 7') 2(1]

aprés intégration par parties sur Iintervalle [#y, #] quand 7, tend vers 0. Par hypo-
thése la derniére ligne est bien une fonction bornée de z. |
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3. Prolongement des courants de bidegré (g, ¢), | <q<n

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 1, en reprenant les notations du
paragraphe 2. L’ouvert Q cc C" est ici supposé de Runge. Soient Q;ccQ,.ccQ,cc
Q,, 0=e=>v=>n, ou Q, est un voisinage de Q; sur lequel y=1 et ¢=0. Par con-

struction Vet ¥, , sont de classe C= au voisinage de C"\ €, et

i00(V+V,,) =T modulo C=(Q,).

De plus, la classe de cohomologie de 7 sur Q est supposée nulle. Il existe donc une
(g—1,g—1)-forme WeE=(Q2,) telle que

T=i0d(V+V, ,+W) sur Q,.
Soit A une fonction de classe C= a support dans Q,, A=1 sur Q,. Le courant

0, = i00(V+V,y ,+ W)
coincide avec T sur Q,, O, est de classe C= au voisinage de C"™\ ,, et d’aprés les
lemmes 2.2 et 2.3, ©,=xT modulo des formes bornées sur £,\Q;. Comme &,
est un ouvert de Runge dans C”, il existe une fonction p.s.h. Y =0 de classe C*=,
exhaustive, Yy =0 sur Q;, ¥ strictement p.s.h. en tout point de C"™\ 2,. On peut
alors choisir une fonction convexe croissante u€%=<(R) telle que le courant

O = O, +(iddpo)*
soit =0 sur C” tout entier. @ coincide avec T sur Q; et répond donc a la ques-
tion. J

Le corollaire 2 est une conséquence presque immédiate du théoréme 1. Supposons
en effet 7 défini sur un ouvert 2 d’une variété de Stein X, et soit wcc Q. Il existe
un recouvrement fini de @ par des ouverts Q,, Q,, ..., QyccQ et des applications
F;: X—C" telles que F; soit un isomorphisme de Q; sur la boule unit¢ BCC".
Soit T; I'unique courant sur B défini par T=F;T; sur Q;. Choisissons des réels

o0=n=0 tels que
oc U FY((1—06)B)ng;.
1=j=N

Le théoréme 1 nous donne des courants z'Bng =( définis sur C", qui coincident
avec T; sur (1—0)B, et dont le potentiel W ; est de classe C= en dehors de (1 —#)B.
Soit ¢; une fonction de classe C= sur X, a support dans Q;, telle que ¢@;=1 au voisi-
nage de F;*((1—n)B)nQ;. Le courant ié)_a_(qoj FiW;) coincide avec T sur
F7'((1—8)B)n Q; et il est positif modulo des formes de classe C=. On peut donc
trouver une fonction ¥ strictement p.s.h. de classe C= telle que le courant

© = (i00y)+ 3N, i00 (0; Ff W)
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soit =0 sur X et @=T sur w. On observe enfin que @ coincide avec (iaEnp)q au
voisinage de X —Q. Le corollaire 2 est donc démontré. |

La démonstration du théoréme 1 s’applique aussi au cas des variétés de Stein,
a condition de remplacer les noyaux K et K, de C" par des noyaux analogues ayant
les mé€mes types de singularités. On obtient alors 1’énoncé général suivant:

Théoréme 3.1. Soit Q un ouvert de Runge dans une variété de Stein X, et T un
courant positif fermé sur Q. On suppose que la classe de cohomologie de T est la restric-
tion a Q d’une classe de cohomologie de X et que T vérifie la condition (1) (resp. (2))
dans toute carte locale sur Q. Alors pour tout couple d’ouverts de Runge Q,cc Q,ccQ
il existe un courant © =0 fermé sur X qui coincide avec T sur Q et de classe C*=
sur Q—0Q,.

4. Construction de courants non prolongeables de faible densité

La démonstration du théoréme 3 que nous allons donner fait appel & deux théo-
rémes de structure pour les courants positifs fermés, obtenus récemment par H. EL
MIR [3] et J. P. DEMAILLY [1].

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, ® un courant positif
fermé de bidimension (p, p) sur X. Rappelons qu’un ensemble ACX est dit pluri-
polaire (resp. pluripolaire complet) s’il existe une fonction u p.s.h. sur X telle que
Acu=1(—eo) (resp. A=u"1(—oe)). SiY est un sous-ensemble analytique fermé de
dimension pure de X, nous désignons par [Y] le courant d’intégration sur Y.

Théoréme 4.1. ([3]; cf. aussi SKODA [6]). Soit A un ensemble fermé pluripolaire
complet dans X, 1, sa fonction caractéristique. Alors le courant positif'1 - O est fermé.

Théoréme 4.2. [1]. Soit S une sous-variété réelle fermée de classe C' de X, munie
d’une submersion o: S—M sur une variété C1, dont les fibres F,=o 1(t), te M,
sont des sous-variétés complexes connexes de dimension p. On suppose que l'espace
tangent TS est totalement réel dans les directions normales aux fibres[i.e. (TS niTS), F=
TF,]. Alors si le support de O est contenu dans S, il existe une unique mesure | sur
M, positive, telle que -

o= [_ [Fldu(®

[ie. (O, U>=ftEM du(t) th v pour toute (p, p)-forme v continue a support compact
dans X].

Nous aurons besoin également du lemme élémentaire qui suit:
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Lemme 4.3. Soient o ccQ deux boules concentriques dans C". Pour tout entier
p=1,2,...,n—1 il existe une submersion holomorphe G: Q—~C"~? et un ouvert
VcC'=? tels que les propriétés suivantes soient vérifices quel que soit 1€V :

4.1) la fibre G~(t) est une sous-variété connexe de dim p;
(4.2) G (t)nw#0;
4.3) G7(t) est de volume euclidien infini.

Le lemme est vrai pour des ouverts beaucoup plus généraux que des boules (par
exemple pour un ouvert borné Q de classe C1, avec wcc Q), mais nous avons opté
ici pour la simplicité technique.

Démonstration. On peut supposer que Q est la boule de centre a=(1, 0, ..., 0)

et de rayon 1. On définit alors

1 1
G(2) = [zpﬂexp—Z-a—, st 2y exp?)

1 1

ol o désigne un réel >1 assez grand et z% la détermination principale de la fonction
exp (« Log z;) (noter que Re z;=>0 dans Q). Pour t=(tys1, ..., 1,)EC"P, la fibre
G~1(z) est 'ensemble défini par les équations

1 il
z; = tjexp(—?], ptHl=j=n,

1
€X [— ! )

Les coupes de G™'(¢) suivant les hyperplans z;=constante sont donc des boules,
par suite G(7) est connexe si et seulement si I’ensemble plan

1
eXp —?
g i

est lui-méme connexe. Quand 7 décroit vers 0, ’ensemble E, croit vers le disque
D={|z,—1[*<1}; il suffit donc de choisir T<t,, oll 7,>0 est la plus petite valeur

2

<= 1.

|ze =124 |z5]2+ ... + |z, |2+ [2[?

2
E,:{lzl—ljz—}-Tz <1}, T = |t,

1
critique sur D de la fonction 7(z;)=(1—|z,—1[?)1/2 exp —|.
Z

1
et (4.2) sont alors réalisées dés que |#| est assez petit. On va maintenant montrer que

le volume euclidien de G~'(¢) est infini si o est assez grand et si |¢| est =0 assez
petit. D’apres la remarque ci-dessus Pensemble G~1(¢) est un fibré en boules, ce

Les conditions (4.1)
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qui donne

32,

Vol (Gﬂ(t)) - leeE [ +ZJ p+1 ]dl( l)f [2o]2+...+]z,|2 <R, (zp Uz < %)

P -1 [ 1
R
2

1
EP\—=])°
1

Passons en coordonnées polaires z;=re. 1l vient

] R, (z,)P~'dA(zy)
ou

R.(z) = 1—|z—1]P—7*

E‘c = {Zl; Rr(Zl) = 0}°

Vol (G-1(1)) = ), — /. [ +rw ® p[—2 C‘:S “9]]R (re'®)P=rdrdo),

R.(re"®) = r(2cos 0—r)—12exp (— 2 cos aﬂ) )

r(l

On restreint 'intégration au domaine 4 défini par:

0] < B e Py = cos —,
20 200

( 2cos o0
exp | —

]E[r 2r].

1 T ' )
A est bien contenu dans E, quand 12<Zcos o De plus, 'amplitude angulaire du
o

. Log2 . .
domaine 4 sur le cercle |z;|=r est = r*, tandis que pour re'?c4 on a:
! 20
2,2
it 2 cosab
PR S S 2,+25—20—1
1+r21+2exp( o )zarr ,

r(2cos 8 —r)—1%exp (—2008 ocH) = Cr,

rﬁ
avec une constante C=>0. On obtient alors pour |¢| assez petit:
==, = 7.2 [To p—a+p—1
Vol (G71(f)) = C't fo ¥ dr.
La condition (4.3) est donc réalisée dés que a=p (ou méme a=p si p=2), en choi-
sissant pour ¥ une boule épointée de centre O et de rayon assez petit dans C"~2. |}

Nous sommes maintenant préts pour démontrer le théoréme 3. Avec les nota-
tions du lemme 4.3, soit M CV une sous-variété totalement réelle fermée et PC M
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un ensemble pluripolaire complet fermé. On choisit une mesure p=0 non nulle a
support compact dans P, et on lui associe le courant de bidimension (p, p):

T= [, 1GO1du.

Lemme 4.4. Le courant T vérifie les hypothéses (7) et (8) du théoréme 3.

Démonstration. Puisque les fibres G~1(¢) sont de volume infini, 7 a bien une
masse infinie dans Q en vertu du théoréme de Fubini.

Soit de plus © un courant =0 fermé sur Q qui majore 7 sur w. Le courant T est
a support dans 'ouvert X=G~(V), et c’est sur cet ouvert que nous allons appli-
quer les théorémes 4.1 et 4.2.

L’ensemble A=G1(P) est pluripolaire complet dans X (ceci résulte immédia-
tement des définitions) donc 1,-©@ est =0 fermé dans X. Par ailleurs, le courant
1,- O est a support dans la sousvariété S=G~1(M) qui vérifie toutes les hypothéses
du théoréme 4.2, d’aprés la condition (4.1) et ’hypothése que M est totalement réelle.
Il existe donc une mesure v sur M telle que

L0 =/  [G@dv() sur X.

Comme les fibres G~1(¢) rencontrent 'ouvert w et comme 1,-@=1,-T=T sur w,
on en déduit que v=pu. Par conséquent

O=1,-06=T sur Q
et la condition (8) est satisfaite. Jj

Il nous reste & obtenir les estimations annoncées pour les masses de 7. Dans le
cas p<n—1, un résultat de DIEDERICH—FORNAESS [2] (redémontré au para-
graphe suivant) affirme que 'ouvert V' C"~? posséde une sous-variété M totalement
réelle et pluripolaire compléte de dimension réelle n—p—1. On choisit alors pour u
une mesure positive de densité C= et a support compact dans P=M. Les coeffici-
ents de 7 sont donc des fonctions C= sur S=G~!(Q), et comme dimgS=
n+p—1 la condition (6) est bien vérifie.

Dans le cas p=n—1, on peut supposer que 'ouvert ¥ C contient le segment
[0, 1]. On choisira alors pour P un ensemble de Cantor convenable et pour variété
totalement réelle M I’ensemble M =R n V. D’apreés le théoréme de Fubini, les masses
o(z, ) ducourant 7T vérifient pour tout £¢>0, tout compact K Q, et tout re]0, g
une estimation du type:

supa(z, ) = Cr**=%sup u(]t—Cr, t+ Cr|)

z€K teR
avec une constante C=C(K, g)=0. L’inégalité (5) s’obtient alors grice au résultat
suivant, plus ou moins classique en théorie du potentiel.
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Lemme 4.5. Soit y: ]0, 1]-R une fonction mesurable =0 vérifiant les hypothéses

3 f:%")dr:—f-oo, et
(@ _
v AT

Alors, il existe un ensemble fermé polaire (complet) PC[0, 1] et une mesure u=0
non nulle portée par P telle que sup, g u(lt—r, t+r[)=Cy(r), r€]0, 1], C constante
=24

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes simples.

a) Réduction des hypothéses.

Si inf,¢y9,177(r)=0, I'ensemble P={0} et la mesure de Dirac u en 0 convien-
nent. On supposera donc inf y(r)=0 (=lim,_ y(r) grace a (4)). Quitte & remplacer
A par le nombre entier 4’=[4"]—2 avec k€N assez grand, on peut remplacer
I’hypothése (4) par

?(®) .
44 su < A, A entier = 2.
44 t§(A—I:1)r 7(r)

L 1
Posons alors {en supposant pour simplifier y(z]:l}:

r, = inf {r€]0, 1]; y(r) = 4A7*}, keN.
Il vient rp=— et
A

1

4.5) Tey1 = A1

r. pour tout keN.

Sinon il existerait en effet =0 tel que (rete)<rep1 et y(rt+e)=A4~" dou

+1

1 1
I A=k = —
y(A‘I‘l (rk+8))<A =4 ’})(rk+8)’

ce qui contredit (4.4).
b) Construction de P et p.
On considere ’ensemble de type Cantor

P = {35 mr; {0, 1, ..., A—1)N)

muni de la mesure u image de la mesure d’équiprobabilité sur I’ensemble produit
{0,1,..., 4—1}N. D’aprés (4.5) on a I’estimation

A-1DA4+1)

@6) ST mr = (A—1)r, iS4+ 1)k = L

Fro < AFy,-
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En particulier P[0, 1] et
4o .
(4'7) rk0*2k=k0+1 nkrk = ’k0+1'

¢) La mesure u vérifie I'estimation du lemme.
L’inégalité (4.7) montre que si k, est le plus petit entier pour lequel il existe
x=2mx)r, y=22m(y)r, dans Jt—r, t+r[ avec nko(x)<nk0(y), alors:

2r = y—x =111,

ce qui implique ree1te=(A+1)r et

1
y(r) > Z‘?(rko+1+8) = A2

pour =0 bien choisi. Le choix de k, montre d’autre part que
Plt—r, t+1] C {2’ nery; ne =n(x), 0 =k < ko},
dou p(t—r, t+r))=A " o=A2(r).

d) P est polaire complet.
On associe a u la fonction sous-harmonique

u(z) = [, Loglz—1tdu(),

qui est harmonique sur C—P. Il s’agit de montrer que u(z)= —e<o pour z€P. On
utilise pour cela I’égalité

dr
u@ == [ pQz—r, z+D—, z€[0, 1]
Si z=2." m(z)r,é P Tensemble
E= {Z’,fi;lnk(z)rk—kzk‘;";o mtes 1, =0,1,..., A—1 si k = ko}

a pour mesure 4% et la formule (4.6) montre de plus que EClz—r, z+r[ dés que
r ;
r=Ar, . En choisissant k, tel que rkoéA—< I't,—1 on obtient donc

1
pQz=r, 24D = a0 = 1y(1),

ce qui implique u(z)=—o d’aprés (3). Jj
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5. Existence de sous-variétés totalement réelles et pluripolaires complétes

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant:

Théoréme 5.1. 1] existe dans C" une sous-variété M de classe C=, de dimension
réelle n—1, totalement réelle et pluripolaire compleéte.

Ce résultat a été obtenu par DIEDERICH—FORNAESS [2] en réponse a une
question de T. OHSAWA. Comme la démonstration n’est explicitée dans [2] que pour
n=2 et comme nous avons une méthode plus simple et plus constructive, nous
redonnons ici la preuve détaillée.

Théoréme 5.2. Soit (v), N une suite de vecteurs de l'espace euclidien R"~*
telle que
(5.1) loe] = |vg4a| et

(5.2) limsup (x’, v;) =+ pour tout 0 x’€R"~™

k—+ o

On se donne une suite A,=0 telle que les conditions suivantes soient réalisées:

LOg lvk] =0

(5.3) lim

k

(5.4) fim A2 _ o,

k+1

Alors le graphe de la fonction

&) = S5 exp (A (1+ix, )

défini par M ,={z=(z’, z,)€C"; Z/€R"1 et z,=f(2z')} est une sous-variété pluripo-
p f n n

laire compléte de classe C=. Plus précisément, il existe une fonction p.s.h. u continue

sur C"—M, telle que M;=u"'(—co).

Démonstration. Les hypothéses (5.1)—(5.4) impliquent

A1

. 3 A
lim |v|= 4o, lim = 4o et |p]" = O(exp —Z—k)

k
quel que soit véN. On a donc

oAl ) exp (—4) =+ (VvEN),
ce qui prouve que f est de classe C=. Posons pour tout j€N:

Fi(2) = Jozisjexp (— A (1+i{Z, v)), z'€C*,

u;(z) = sup {— 1,

. Log [z,,-—Fj(z’)]}, z =(Z, z,)EC".
A;a
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La croissance rapide de la suite (4,) entraine I’existence d’une constante C=0
telle que
[f(Z)—F;(z)] = Cexp(—4;41) pour z'€R",
donc
(5.5 jLier uj(z) =—1 si zeEM,.
D’autre part pour j=j, assez grand il vient:
|F;(z")| = Cexp (4;|v;| [Im z’)),

A;ilv; ,
(5.6) u;(z) = A’—“—'—[!Imz |+Log (C+|z,)D].
j+1
Quel que soit véN on peut choisir grace a (5.4) un indice j(v)=j, tel que
A; vl

5.7
5.7) 1o

=27 pour j=j().

Considérons dans C"—M, la suite exhaustive de compacts
K,={z=(2,z); |z| =v et |Imz'|+|z,—f(ReZ)| =27}
Etant donné un point z€ K, Im z" 0, il existe un indice j=/(v) tel que (Im z’, v;)>

Log2
1+2222 (hypothése (5.2)) d’olt [F;())—F,_1(z)|=2 et sup {u;(z), u;_1(2)}=0.

]
Si z€K, et Imz'=0, on a limj, e |z,—F;(z")|=|z,—f(z))]=0, par suite
lim;, ;. u;(z)=0. Par compacité de K, on peut donc trouver un indice J(v) tel que

(5.8) sup {u;(z); M =j=J0}=—-27" sur K,.

Ceci nous permet de poser
u(z) = 2 sup {u;(2); j(v) =j = JO)}

Les inégalités (5.6), (5.7) et (5.8) montrent que la série précédente est majorée (resp.
minorée) sur tout compact de C" (resp. de C"—M ) par une série géométrique de
raison +; u est donc une fonction plurisousharmonique dans C, continue sur
C"—M,. De plus (5.5) enraine que u=—o sur M,. [
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