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SUR LA STRUCTURE DES COURANTS POSITIFS FERMES 

par Pierre L E L 0 N G 

I. - Introduction. L'~tude des courants positifs ferm~s 

prend une certaine importance depuis qu'on sait distinguer ceux dont 

les supports sont les ensembles analytiques complexes. Le r~sul- 

tat le plus precis (complgtant celui obtenu d'abord par J.KING [3]) 

est celui dgmontrg par Y.-T.SIU [5] dams l'article "Analyticity 

of sets associated to Lelong numbers and the extension of closed 

positive currents". II ~nonce:sur le support (not~ supp t) d'un 

courant positif ferm~ t, l'ensemble ~(x) ~ c est pour tout c • 0 

un sous-ensemble analytique. L'existence d'un hombre densit~ fini 

en ]957 dams [4,a] est une propri~t~ fondamentale ~(x) gtablie 

des courants positifs ferm~s ; ~ (x) est appel~ le hombre de Lelong 

du courant t au point x depuis le m~moire [7]. Les rgsultats de 

J.KING et de Y.-T.SIU apportent une nouvelle d~finition des ensem- 

bles analytiques complexes,qui est bien adap~e g l'emploi des m~- 

thodes de la g~om~trie diff~rentielle g~n~ralisge. 

Toutefois la d~monstration de Y.-T.Siu se dgroule en 

103 pages. Nous donnons ici une d~monstration nouvelle, plus courte, 

qui donne aussi des r~sultats nouveaux sur la structure des cou- 

rants positifs ferm~s. 

L'id~e de dgpart (mais qu'on n'a remarquge qu'apr~s coup!) 

peut-~tre prgsentge simplement dams le cas oO t est le courant 

d'intggration sur un ensemble analytique complexe M de codimension 

p dgfini dams un domaine G pseudo-convexe de C n . Ii existe en effet 

alors n + ] fonctions f.(z) holomorphes dams G qui dgfinissent M 
J 

comme ensemble des zgros communs : 

M = [mEG ; f=(z) = O , ! ~j ~n+1] . 
J 
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On consid~re alors la fonction plurisousharmonique 

U = 

Le courant positif ferm~ de type (1,1) d~fini dans G par 

-1 
t = i~ d'd" U 

1 

a comme support sin~ulier l'ensemble analytique M. Si on le compare 

au courant d'int~gration t sur M qui est un courant positif, fermi, 

de type (p,p) on voit que tous deux ont m~me support singulier. 

Cette constatation sugg~re un ~nonc~ g~n~ral qu'on 

~tablira ici : ~tant donng un courant positif ferm~ de 

type (p,p) darts G pseudo-convexe, il existe un courant positif ferm~ 

(;,l) darts G qui en tout point x de G a m~me hombre de Lelong D(x) 

que le premier. Ce r~sultat permet en particulier d'obtenir - ~(x) 

comme limite d'une suite croissantede fonctions plurisousharmoniques 

sur tout compact de G, quel que soit le type (p,p) du courant positif 

ferm~ considerS. 

2. - Un th@or~me sur les potentiels de mesures r~guli~res. 

Dans ce paragraphe , on consid~re des potentiels d'une mesure posi- 

tive ~, dans l'espaee r~el R q, q 72, et de noyaux gs(a,x) d~pendant 

de l'entier s, 0 ~s ~q-2 . On pose 

(I) 5 gs(a,x) = log ~a-xll si s = 0 

1 gs(a'x) - e s la-xll -s 

oh e s = -I s , gO s ~tant la mesure de la sphgre unit~ de R s et ~s 

son volume. On a ~s = 2~s/2[~(s/2)]-1 

Les noyaux gs sont~ pour a fix~,des fonctions Rq-sousharmoni - 

~ues de x ~R q. Le laplacien ~gs vaut s(q-2-s)c ~a-xll -s-2 et est 
S 

une fonction positive, localement sommable darts R q pour 0 ~ s < q-2. 

Si s = q-2, ~gs se r~duit au contraire ~ une mesure de valeur 

2~ de support le point a. On d~signe par ~(f,x,r) la moyenne 
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sphErique d'une fonction f sur la sphgre S(x,r) de centre x, de 

rayon r. On a 

LEMME I. - Les noyaux gs(a,x) vErifient : 

[ s s] 
c s sup -r , -llall ~Xx(gs,O,r) < 0 . 

gi IIall ~r, c'est une consequence de la propriEtE de la moyenne des 

fonctions Rq-sousharmoniques. Si llall ~r, on utilise la symatrie de 

gs par rapport ~ llall et ~ llx]l= r . 

THEOREME 1. - Soit ~une mesure positive finie dans un do- 

maine G ~R q (q $ 2).On note ~-(x,r) la mesure ~- portEe par la boule 

compacte B(x,r) de centre x, de rayon r. 

On suppose qu'il existe un entier s, 0 ~ s ~ q-2 tel que 

pour tout point x d'un domaine compact GI~cG , le quotient 

~(x,r) = (IsrS)-l~(x,r) 

soit fonction croissante de r pour 0 ~ r 6 ~ (x). Alors le potentiel 

(2) U(x) = O--a~ gs(a,x) = ~d~(a)gs(a,x ) 

est une fonction Rq-sousharmonique de x et, en tout point x E G 
1 

(3) lim (log r) -l ~(U,x,r). 
r=o 

existe et vaut la limite 

(4) ~(x) = lim ~(x,r) 
r=o 

DEmonstration. On suppose x = 0 m GI, on pose ~(O,r) = ~(r), 

~(O,r) = 9(r) ; on choisit R • 0 tel que l'on ait ~ (0)< 9(r) ~(0)* E 

pour 0 ~ r $ R . 

Parmi les masses a, on distingue cellles qui vErifient [al>R; 

elles donnent un potentiel Up(X), qui est continu pour ~xlI~ ~ ; elles 

n'interviennent pas dans le calcul de la limite (3). II suffit de 

consid~rer le potentiel U I des masses a vErifiant kr ~ la] < R et 

celui, U2, des masses a v~rifiant laI<kr et de calculer (3) en 

remplaqant U par U l + U2. Dans ce partage on choisira k assez 
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grand et de toute manigre k>~ 2 ; on ne consid~rera alors que les 

valeurs r, assez petites pour v~rifier kr <R. 

Pour llxll = r , llall>/kr, lla-xll -s diffgre peu de llall -s. Plus prgci- 

s~ment pour k >j2, il existe C]>0 tel qu'on ait 

I Ua d-s - Uall-S~cI k -I o5 l'on a pos~ Cl=su p lu[-]l(l-u)-S-I I pour~ul~ I. 

Alors g > 0 gtant donn~, on choisit k ~ko~2 , tel que l'on ait C lk-] < ~ . On a 

alors, @', 8" ... dOsignant des nombres de module inf~rieur ~ I : 

~(Ul'O'r) = - Cs(]l+@ g) ~kr t -s da-(t) 

= -(I+@~ ) s ~ s c s i~ (t)dt + sc s @'E • 
~r 

-I 
Mais c s = ~ entra~ne s ~ c = i . D'o5 : 

s s s 

= -(I + @g) (log R-log kr) [~(o) + 8"6] ~(UI ,O,r) +SCs~1 ~ 

D'autre part d'apr~s le lemme l , on a pour le potentiel des masses a, 

v~rifiant [al~kr: 

(5) )~(U2,0,r) ~-Cp'[p [~(o)+ 6]El + s log k] . 

Finalement on a , k ~tant fix~ ainsi qu'il a ~t~ dit et 

pour r <Rk -] • 

X(U,O,r) (| + @ 6 ) ~I~(o) + @"~3 + (log r) -l S 
log r 

o5 S est une quantit~ qui ne depend pas de r. Ainsi, £ ~tant arbi- 

traire, la limite (3) existe et vaut %)(o), pour x = O, ce qui ~tablit 

l'~nonc~. 

3. - L'~nonc~ pr6c~dent conduit au r~sultat annonc~ pour les 

courants positifs ferm~is : 

THEOREME 2. - Etant donn~ un courant t positif, fermi, de 

type (k,k)~ (k = n-p) dans un domaine G pseudo-convexe born~ de C n, 

il existe un courant positif ferm~ tl, de type (l,]) qui, en tout 

point x ~ G a m~me nombre de Lelong ~(x) que t. 

On partira de la mesure trace ~= t ~ _~p du courant t. On pose 

i Zdzj A , p r q) | ~= = et on rappelle f 4, que pour x 
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donn~ dans G, le produit 

i d" [[ Z-X I[ )P I) x = t A (~ d' log 

d~finit d'apr~s le th~or~me de multiplication des courants positifs 

par les formes positives (;,;) (cf. [4,a] ) une mesurel) ~ densit~ 

dansCn {~ - x . Elle se prolonge ~ tout C n par l'addition d'une mesure 

ponctuelle en x de valeur not~e ~(x) jan lieu de ~x(X)] et qui vaut : 

(6) ~(x) = lim ~(x,r) 

r=o ~2p r2P 

Le quotient qui figure au second membre de (6) est fonction 

croissante de r ; sa limite pour r = 0 d~finit le hombre de Lelong 

~(x) du courant t au point x. Par construction ~(x) est fonction 

semi-continue sup~rieurement de x. On note ~(x,r) la mesure~ (ainsi 

prolong~e en x) port~e par la boule B(x,r) ; elle est ggale au quo- 

tient qui figure au second membre de (6). Les hypotheses du th~or~me l 

concernant ~- sont ainsi v6rifi6es. D'autre part considgrons, comme 

le fait H.Skoda dans [6, a, p. 401] une suite G. d'ouverts croissants 
J 

~puisant G. On dgfinit G. = [z ~ G ; ~(z)> 2 -j ] o~ ~(z) est 
j 

la distance de z ~G g la fronti~re bG. Soit 

i -" ] l 
G. = [z~G ; ~(z) > 2 J(~ + ~) Enfin soit~ une fonction C ~ j • , posi- 

tive, g support la boule unit~ et d'int~grale ~gale ~ I. Soit 

~j (z)= 2-n(j+2)~ ~[2J+2(z-x)]dx 

~j est C~ ~j 3 , (z) = i sur G et est nulle darts le compl6mentaire 
3 

de G 
J+l" 

On consid~re la partition de l'unitg d~finie darts G par ~] = ~I' 

~2 = ~2 - ~] "'" ~j = ~j - ~j-I et ~j =~j+2 et l'on forme 

(7) U(z) 7- ~ Uj (z) 
I 

o~ Uj (z) = fgp(a,z)~lj (a)d~(a) , et ~j = ~j+2 

Lorsque z appartfent au support de ~j, e t a au support de d"~j , 

on a llz - all~2-J-2 ; U(z) a alors un d~faut de plurisous- 

~2U. 
3 = H(U, k ) harmonicit~ mesur8 par la forme ~Zs ~t ~s it 
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On a d'apr~s [6,a, p. 402] : H(U, ~ )~-C(p,n) I~12 [~(z~-2p-2~ d~(a) . 

if(a)>¼ ~(z) 

II existe alors une fonction C ~ , strictement plurisousharmonique, 

u(z), dans G qui tend vers +~ quand z tend vers la fronti6re bG. 

Cette fonction peut ~tre construite de mani@re g v6rifier 

~(z) >-log ~(z), o~ ~(z) est la distance de z ~ G ~ bG, (cf.[2], p. 48). 

Soit t(z) = u(z) + IIzll 2 et h(t) une fonction convexe croissante, C ~ de 

t pour - ~ 4t 4 + ~. Alors si l'on pose 

= + 2]. o t(z) 

on a 

Ii suffit donc de prendre 

h'(t) = C(p,n)exp[(2p+2)t. ~(x) ~¼e -t ] 

oN ~ [ ] d~signe la mesure positive ~- port6e par l'ensemble d6fini 

entre crochets. On obtient alors une fonction W(z) qui est C ~ et 

strictement plurisousharmonique dans G et qui compense le d~faut de 

plurisousharmonicit~ H(U, ~) de U. 

Alors 

(8) V(z) = U(z) + w (z) 

est plurisousharmonique dans G donc est R2n-sousharmonique. 

On a, W 6tant continue : 

lim(log r) -I ~(W ,O,r) = O 
r=o 

et W ,qui a servi ~ obtenir une fonction plurisousharmonique, peut-~tre 

n6glig6. Dans le calcul de la limite (3) , il suffit de tenir 

compte de U(z) d6fini par (7). 

Un point x e G est centre d'une boule B(x,R) compacte dans 

G, dans laquelle un nombre fini de ~j seulement prennent des valeurs 

non nulles. Dans la boule B(x,R') o~ s = sup j, R' = inf(R,2 -s-2) 

les ~j sont tous de valeur ] , et U(z) se d~compose en U = SI+S 2 o~ 

S; provient des masses a pour lesquelles lla xllK2 -s-2 - , et S 2 de 
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masses ext~rieures ~ B(x,2 -s-2) ; en tenant compte de~_~j = 1, 

~j = ] , on a S| (z) = fd~'(a)gp(a,z) o~ ~' est la restric- 

tion de ~- ~ B(x,R'). On a alors d'apr~s le th~or~me | 

lim (log r) -I ~(SI ,x,r ) = D(x) 
r=o 

(9) 

qui entralne 

lim(log r) -I ~(V,x,r) = 9(x). 
r=o 

Consid~rons alors le courant positif ferm~ (I ,|) d~fini dans G par 

t 1 = iFT-ld'd"V 2ddCv , d c _ i (d" - d') 
4T~ 

i Av. On a ~-' = tl/~ ~n-] = 2--~ ~n 

(ou encore~-' = (2~)-IAv avec la notation par une distribution). 

II vient alors pour le calcul de 9'(x) relatif au courant t I : 

, I f  1 f ~ r2n-I o- (x r) = ~ /~ dl = ' 2W ~ V(x + r~) dgO2n(~ ) 

B(x,r) 

= (2~)-1 2n-2 ~ ~ k(V x,r) . ¢~2n r k(V x,r) r 2n-2 
~log r ' = ~2n-2 ~log r ' 

En remarquant que k(V,x,r) est fonction convexe croissante de 

log r, on ~noncera : 

PROPOSITION I. - Pour un courant t I = i ~-Id'd"V (V pluri- 

sousharmonique) on a ~'(x) = lim ~ ~(V,x,r) = lim(log r)-l~(u,x,r~ 
r=o alog r r=o 

Si l'on op~re ainsi ~ partir de la fonction V construite par 

(8) ,on a d'apr~s (9) : 

~'(x) = ~(x) 

c'est-~-dire que t| et le courant t ont m~me nombre ~(x) en tout 

point de G, ce qui ach~ve d'~tablir le th~or~me 2. 

4. - Etude de - ~) (x). Le th~or~me 2 montre que, ~tant donn~ 

un courant t, positif, fermi, de type (k,k), dans un domaine G 

pseudo-convexe, on peut representer son nombre ~)(x) ~ partir d'une 

fonction plurisousharmonique V dans G par 

X(V,x,r) 
- ~(x) = r=olim ~ -  , r < d(x,bG) 

Soit G~CG R distance ~ e de bG et M(G e) = sup V(z)~ pour 

z~G~. On a : 
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(]O) -~(x) = lim~(log I/r)-I [~(V,x,r)-M (G~)~ , r<d(x,bG e) 
r=o 

En effet l'origine est darts R 2 situ~e dans la rfigion convexe 

u = log I/r , ~(u) = u-l~(v,x,e-U)-M(G )~ ~ O, et la conve- >~(u) Y 

xit~ du graphe assure que darts (lO) la limite est atteinte par valeurs croissantes. 

On a a~nsi ~tahli : 

TH~OREME 3. - Soit tun courant positif ferm~ de type (k,k) 

d~fini darts un domaine G pseudo-convexe. Alors sur tout compact 

de G, - ~(x) est limite d'une suite croissante de fonctions plurisous- 

harmoniques n~gatives dans G. 

On va ~tudier plus pr~cis~ment le eas (l,l). Par le point 

x eG faisons passer une droite complexe L : la restriction 

VIL = V(x+uy) = ~x,y(U) est sousharmonique ou, ~ventuellement, la 

constante -o= ; ce dernier cas n'intervient que pour y ~x ' cSne 

polaire dans cn. On a alors, comme dans (lO) : 

PROPOSITION 2 . - Soit Gec=G e_~t M(G~) = sup V(z), z ~ G e . 

Alors pour llyll ~ ~ , x GG2~ , r ~ ,posons Reg SUPx f(x) = lim sup f(x') 

pour x' ---~x . On a 

(ll) - ~(x,y) = lim~(log r-l) -I [2~I2~V(x+ryei~)d~-M(Ge)] 
Jo 

a/ - ~(x,y) est d~fini pour xmg2@, IIYlI~ • On a - ~(x,y) =-~ si et 

seulement si V(x+uy) m -=o , c'emt~-dire Y~x" 

b/ -~(x,y) est limite croissante de fonctions plurisousharmoniques 

de (x,y), n~gatives. 

c/ On a ~(x,y)~(x) et Reg SUpy[- ~(x,y)~ = -~(x) et pour chaque 

x ~G@ , l'ensemble des y o__~ ~(x,y) est sup6rieur g ~(x) est un cSne 

polaire dans C n. 

L'~nonc~ a d~ja ~t~ donn~ en dimension infinie dans ~,c I . 

Pour ~tablir c/ on remarque que (II) entraTne ~(x,~y) = ~(x,y) de 

que Reg SUpy ~-~(x,y)~est une sorte fonction plurisousharmonique 

de y darts C n - ~O} qui est invariante par les homoth~ties. Elle se 

prolonge ~ tout C n et ~tant born~e, est une constante 
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On a ~(x,y)~. Mais d'apr~s (I0) et (||) la moyenne de ~(x,y) pour 

y parcourant la sphere unitE, ~aut ~. D'o~ ~ = ~ x). 

Rappelons qu'on note 

Reg SUPx f(x) = lim sup f(x') 
xI~x 

La proposition suivante est importante pour la suite. 

PROPOSITION 3. - Soit M l'ensemble analytique z = 0 dans 
n 

un domaine G de C n contenant l'origine, et V une fonction plurisous- 

harmonique dans G, 0 = i~-; d'd"V. On note ~ un vecteur unite de 

C(Zn) et pour z'~ M, on Ecrit z' + r4e i~ un point de G. On note 

~(z') la restriction de ~(z) ~ M, ~ gtant relatif au courant 0 ; 

on note D (z', ~), la valeur de Q (x,y) dEfini N la proposition 2, 

aux points x = z'~ M et y = ~ . Alors on a 

(;2) lim inf ~ (~ , ~ ) lim inf ~ (~) ~, z'~ M 
~z' %-->z' 

Ainsi en z'~M,la rEgularisEe infErieure sur M de la restriction de 

M est Egale ~ la rEgularisge infErieure en z' de %)(x,~( ) quand x 

parcourt M. 

DEmonstration. D'apr~s la proposition 2, on a 9(x) ~<~)(x,y), 

ce qui entraTne dans (]2) que le membre de gauche soit au moins 

Egal ~ celui de droite. S'il le surpassait on aurait 

(]3) lim inf ~(~') = a et ~)(~ ,=4 ) ~ a+o- , ~->0 pour~M,ll~-z'lJ~. 
~-~z' 

Mais on a, en posant M(~ +r~) = supo V(~+r~ei~), ~mM : 

lim(log r) -l 2~ i~Tf_9 V(~+ r=4ei~)d~ = lim(log r) -l M(~+r~). 
r=o Jo r=o 

Supposons V~< 0 ce qui est sans inconvenient et appliquons le lemme de 

Hartogs aux fonctions plurisousharmoniques n~gatives : 

1 -l 
Ur(~) = (log ~-) M(~+ r~( ) . 

II existe ro > 0 tel qu'on ait U (~).4 - (a + g ) pour ~- z' ,,4 ~ r  

et r >z r o 

Soit ~un vecteur unitE~ M , ~crivons ~= =4' +'~¢~, =4'&M, O <-C ~ I. On a 

pourll - z,ll  ) ,  , < i n f ( r  ° , ~)  
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v( 9 + 4' 

D'ofi ~(~ , p)~ a + ~ 

tout ~ ~ M. Alors d' 

Finalement on a lim~__.~im~ ~(~ ) ~ a + ~,o~ et z'~ M 

(13) et gtablit l'6nonc6 . 

rel~ + %~rei~) 4 (a+ ~) (log r+log~ ) . 

pour tout~M, v6rifiantll ~- z'l14~ , et 

apr~s la proposition 2, on a 

pour tout ~ ~ M vfirifiamt ~- z'll ~ )~ 

ce qui contredit 

t 
5. - Etude d'une fonction plurisousharmonique au voisinage 

d'un sous-ensemble analytique. 

Rappelons le "th6or~me des fonctions implicites" donn6 

dana [4,b] . 

¢ • 
THEOREME 4. - Soit V(zJ, Zn) une fonction plurisousharmonique 

dams un cylindre D = [z'~ d ~C n-I e i~] , z me, z = r et 
L n n n J -- 

M(z',r) = sup~ V(z', rei~). Alors si l'on d~finit la fonction inver- 

se 

[sup r, r > O, M(z', r) < m ] ( 1 3 )  g(z',m) 

- log g(z', m) eat une fonction plurisousharmonique de z'~ d , d6- 

croissante et convexe de m et tend v ers -~quand m ->+~. 

Plus pr6eis6ment si l'on d6fimit pour m = - logl~ I ,~C 

~I (z', ~)=[sup r, r > O, M(z',r)+ logl~l<O ] 

log ~I (z', ~ ) eat plurisousharmomique de (z', ~ ) ~ &, o~ eat le 

domaine d6fini dams cm(z') X C(~) pour z' ~ d, I ~  ] <e -V(z''°) 

Appliquons cet ~nonc6 gun probl~me pr61iminaire. 

PROPOSITION 4. - Soit 

eylimdre [z'~ d ~ C n-I , Zn~ ¢]. On pose M(z' ,r) = sup~ 

Alors la limite 

(14) c(z') = lim ( l o g  r )  - 1  M ( z ' , r )  
r = 

e x i s t e  , f i n ~ e  o u  i n f i n i e  p o u r  t o u t  z ' ,  e t  i l  e x i s t e  C o ,  

t e l  q u e  l ' o n  a i t  e ( z ' )  ~ c o p o u r  z ' ~  d e t  q u e  s u r  t o u t  d o m a i m e  d 1 

V(z', Zn) plurisousharmonique dana le 

V(z',rei~) . 

o ~ c  ° 4 ÷  
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l'ensemble c(z') < c o soit polaire. 

Remarque- c o est le sup des c } O, tels que l'ensemble 

c(z') ~ c o soit polaire sur tout dlC~d. 

D~monstration. La limite (]4) existe pour tout z'~ d , 

M(z',r) ~tant convexe croissant de log r ; c(z~) = 0 si et seulement 

z') ~ V(Zo,O) # -~. si l'on a V(Zo, n 

On a c(z') ) 0 sauf sur l'ensemble (polaire dans tout d1=~d) des z'4d 

o~ l'on a V(z',z n) = V(z',O) =-~ quel que soit z n e C. 

Soit d| ¢=d et ~(dl) = sup V(z', pour z'~ d|, z n 

Alors si l'on d~finit M(z',r) = sup~ V(z',rei~) et ~(z',m) par (|3) 

- log ~(z',m) est d~fini, n~gatif pour z' ~ d] , m ~A(d]), et pluri- 

sousharmonique de z'~ d! . On a d'apr&s (|4) : 

_ l log ~(z',m) 
~(z') = c(z') m=+lim ~ m-A(d|) 

le second membre est fonction croissante de m, d'apr~s la convexit~ 

en m du num~rateur; c'est d'apr~s le th~orgme 4 une fonction pluri- 

sousharmonique de z'~ d I . 

Envisageons alors divers cas compte-tenu de ~(z') ~ 0 : 

a/ ~(z') = Reg.sup. ~(z') m 0 , on a ~(z') = 0 sauf sur 
N ! 

un ensemble volaire dans tout dl~ ~d (cf. [4,d et 4,el). L'~nonc~ 

est &tabli avec c = +~. 
o 

m 
S i n o n  ~ e s t  u n e  f o n c t i o n  p l u r i s o u s h a r m o n i q u e  d a n s  d e t  

m a j o r f i e  p a r  u n  n o m b r e  s t r i c t e m e n t  n f i g a t i f  s u r  t o u t  d l ~ d .  

b/ Supposons qu'on ait c(z') ~ 0 pour z'~ ~ c d I , 

dl ~ ~ d, et ~ non polaire dans d] , alors V(z',z n) = V(z',O) est 

ind~pendant de z n pour z'~, ce qui entralne 

-log ~(z',m) = -~pout z'& ~ ~ d I d~s qu'on a m • A(dl). On a 

donc ~(z',m) m +~ sur tout compact d'==d pour m ? A(d'), V ne d~- 

pend pas de z net c(z') ~ 0 , z'm d. 

c/ Consid~rons les ensembles e(h) = [z'~ d ; c(z') $ hi. 

Les h , 0 <h 4+~ , tels que e(h) soit non polaire sur au moins un 
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d'=cd forment un ensemble non vide et ont une borne inf~rieure c , 
o 

O $c o K +~ • Soit e(h) pour h > c o : e(h) est non p olaire sur un 

d l ~ C  d . Alors, relativement ~ ce domaine d 1 ~ c d construisons : 

puis 

W(z',r) = M<z',r) A(dl) - h log IZnl 

W'(z',r) = sup [W(z',r), I] pour 

W'(z',r) = I pour 

z ' ~  d 1 , l Z n l ~ l  

z ' ~  d I , l Z n l ~ l  

~(z',r) est plurisousharmonique d ans le cylindre z' ~ dl, z n~ E. Si 

on pose 

cl(z') = lim (log r) 
r = 

-I 
W'(z',r) 

o,<z') sup[c<z'> - h, 0]. 

On a Cl (z') = 0 , pour z' &. e(h) #%dl , non polaire dans dl, donc 

cl(z') -~ O, z'~ d d'apr~s b/. 

On a donc ci (z') ~ h pour tout h > Co, donc c(z') ~c o. 

D'autre part les ensembles c(z') < h sont polaires sur tout d i ~ d , p o u r  h <Co, 

doric il en est encore ainsi de l'ensemble c(z') < Co, la r~union d~nom- 

brable de tels ensembles @tant encore polaire sur tout dl,'"d 

(cf. [4,d et 4,el). La proposition 4 est ainsi ~tablie. 

THEOREME 5. - Soit V(z' ,z n) plurisousharmonique dans 

[z' ~=d, O <IZnl ~ a]et 

(15) c(z') = lim (log I/r) -l M(z',r) o~ M(z',r) = s V(z' rei~) 
r=o ' -- U p ' 

Alors il existe une constante Co, -~<Co ~<+ oo telle qu'on ait 

c(z') 4 c ° et que l'ensemble c(z') <Co, z'~ d, soit polaire dans tout 

domaine d ],'~d. 

D@monstration. Pour z' = z' fix~ le graphe y = M(Z'o,r) = ~(u) 
o • 

o~ u = -log r, est une courbe convexe d@finie pour -log a <u <+ oo, 

Z n  1 -1 = z')=V(z' z n) mais non d~croissante en g~n~ral. On pose z' Vl(Z'' n ' 
n 
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est plurisou harmonique pour z .d , On poso 
i i 

A = sup Vi(z',Zn) sur le compact d~fini p~r z'~ dl r d, IZnl = 2a -| , 

puis 

~V2(z' ,z') = A + I n  si z'~dl, IZnl~2a-I 

LV2(z ,Zn) sup [(A+l), V1 (z',Zn) ] si IZnl~2a-]. 

A1ors V 2 est plurisousharmonique dans [Z'~ dl , Zn~ ~ ] et la propo- 

sition 4 s'applique ; on a Cl(Z' ) = sup[c1(z ) , O] = C'o, 0 ~Co,,<+~, 

l'ensemble Cl(Z') KC'o ~tant polaire sur tout d'~ cd. On a 

alors deux cas possibles : 

a/ c' = c' = o > 0 . Le th~or~me 5 est ~tabli avec c o o 70 ; c o inf h, 

tels que c(z') ~ h soit non polaire darts un domaine dlrr'd. 

b/ c o = 0 . Alors V2(z',Zn) = V2(z',O) est major~ sur 

tout compact au voisinage de z n = 0 et se prolonge comme fonction plu- 

risousharmonique g travers z = O. On a c(z') ~ O. On a c(z') = -¢0 
n 

si et seulement si on a V(z',Zn) = -=Opour tout z n , IZnl<a , et 

cela n'arrive que pour z' appartenant ~ un ensemble polaire dans d. 

= ) Dgfinissons alors c o inf h, h ~0 tels qu'il existe un do- 

maine dl=~d off c(z') ~h est non polaire. Soit -~>0 et 

V3(z')Zn) V(z',Zn) + e ° log IZnl o-log IZnl . 

Alors c2(z' ) calculg selon (15) , mais g partir de V3,a pour valeur 

(16) c2(z') = sup ~ c(z') - c o +o--, 0 ~ 

On a ~- = inf, des h tels que c2(z' ) <h soit non polaire dans un 

domaine dicr-d ; on a donc d'apr8s a/, c2(z') =~r-, ~-->0, l'ensemble 

c2(z')~-~tant polaire dans tout domaine di~=d ; d'apr~s (16) la 

m~me propriSt~ vaut pour c(z') et c , ce qui gtablit l'SnoncS. 
o 

Le th~or~me 5 s'applique ais~ment ~ l'~tude du prolongement 

d'une fonction plurisousharmonique ou d'un courant positif fermg 

(],I) ~ travers un sous-ensemble analytique complexe et l'on retrou- 

verait ainsi des ~nonc~s de ~5] ou II~ un peu pr~cisgs. Par exemple 

PROPOSITION 5. - Si V est plurisousharmonlque au voisinage 
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d'un sous-ensemble N analytique irr~duetible de codimension ] dont 

est l'ensemble des points ordinaires et s'il existe une direction 

o 
de droite complexe ~non tangente g N , telle que le quotient 

M(z'+r~) flog r[-]---~0 pour les z' & N d'un ensemble non localement 
o 

polaire sur N , alors V demeure born~ au voisinage de N et se pro- 

longe g travers N. 

La cons6quence suivante du th6or~me 5 permet l'6tude de 

~(x) : 

PROPOSITION 6. Soit t un courant positif fermg (I,]) dans 

' I I ] de cn S°it N l'ensemble z =0 le domaine D : z'[l K a' Zn < an -- " n 

dans D. II existe c, 0 ~ c f+uo tel que l'on ait ~(x) ~ c sur N et que 

l'ensemble d~fini par ~(x) > c soit localement polaire sur N. 

En effet d'apr~s la proposition 3 appliqu~e ~ z' parcourant 

Net ~ ~ vecteur unit~ de l'axe des Zn, la r~gularis~e inf~rieure 

de ~(z') , z'~ N, et celle de ~(z', ~) sur N sont ~gales. 

Soit V une solution de l'gquation i~-I d'd"V = t dans D. Alors 

on a 

_ %)(z, ~) = lim (log l/r)-I l 12o]T i . 14-1 , r=o 217 V(z' ,ro(e ~d~=llm(log ,r) , - -  r j M(z 
r=o 

O3 l'on a posfi M(z',r) = sup~V(z',r~e i~O) . 

Alors (15) donne 

- ~ ( z ' , ~ )  = c(z'). 

Le thgor~me 5 et la proposition 3 montrent pour z'& N 

(17) Reg sup E- ~(z')] = Reg sup[- ~(z',~)] = Reg sup c(z') = c • 
my Z~ Zv O 

Aussi lorsqu'on parcourt N , la fonction - ~(x) est une limite 

(croissante) de fonctions plurisousharmoniques nggatives,et sa rggu- 

laris~e sup@rieure est une constante ne d~pendant que de t et de N. 

La proposition 6 en r~sulte, l'ensemble o3 cette limite diff~re de 

sa r~gularis~e constante ~tant polaire sur N (cf. [4,e] ) 



150 

D'autre part on a : 

PROPOSITION 7. - Le hombre ~(x) d'un courant positif ferm~ t de 

type ( l , 1 )  eat invariant par [es hom~omorphismes analytiques 

complexes. 

a/ Soft V(y) une fonction plurisousharmonique au voisfnage de 

l'origine et solution de i~Id'd"V = t. Soft d'abord y' = A(y) ou 

y ~  a y : e ~  u n  h o m ~ o m o r p h i s m e  i i n ~ a i r e .  U t i l i s o n s  l e s  n o m b r e s  
J J 

~ ( x , y )  d ~ f i n i s  p a r  ( 1 1 )  e t  l a  p r o p o s i t i o n  2 : 

, . 
~(0,y') = }$~(log ~) 2~ 

L'application y' = A(y) eat bijective de C n - { o } d a n s  C n - ~ }  .On a 

SUpy, ~(O,y') = su~(O,y); afnsi ~(0) eat invariant par A, et figal 

leur valeur commune. 

b/ Si~est un hom~omorphisme analytique au voisinage de l'origine 

on d~eompose ~= A o 7 , o~ A eat la transformation tangente et~ 

a l'identit~ comme transformation tangente ; A eat bijective et con- 

serve donc 9(0) d'aprgs a/. 

Reste ~ montrer qu'il en eat de m~me de#. Or 7 s'~crit 

t = • . . . 

(18) Yk Yk + ~k(Y| , yn ) ] < k < n 

o~ ~k eat d'ordre 2 au moins et v~rifiel~k(y) I ~< C] By ~ , pour IIyII4R . 

Soit~-' l'image de la mesureo-par Y' =7 (Y)" 

(]9) O~'(O'r) = --'~I iTT -I d'd"V/~ ~n~l 

fly <r 

Soft ~r = ~-I [B(O,r)] , D'apr~s (18), on a en posant 

v = []y';l ]J yIl-] : ~-I ;~ C 1 [ly'JI pour lly'll ~ R , et ~r v~rifie 

B [O,r(l ~r)]g~r C B[O,r(I + 6r)] , oO Er --)- 0 avec r. 

Dana (19), d'd"V eat invariant par la transformation y' =7(y). 
Lt 

On a pn_] (y') = ~n.l (y) + ~(y) o~ lea coefficients de la forme ~" 
~2V 

sont major,s par C2r , pour lly'lI<r <R , Lea mesures qui 
~ y  - ~  

P q 
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figurent au second membre de (19), quand on explicite y' =7(y), sont 

major,s en norme par C 3~V ~ C4~ , la forme hermitienne dz d--z V ~tant 

semi-dfifinie positive. Ii en r~sulte pour r ~ R : 

- - 

les C. ~tant des constantes ind~pendantes de r : les quotients 
i 

2n-2 
de o-(O,r) et de ~-'(O,r) par ~2n_2 r tendent donc vers la m~me limi- 

te quand r --->-O . 

THEOREME 6. Soit Nun ensemble analytique irr~ductible dans un 

o 

domaine G pseudo-convexe et N, la varigt~ analytique connexe des 

points r~guliers de N. Alors si t est un courant de type (k,k) dans 

G, positif, fermi, dans G, il existe c ~ O tel que sur N on ait ~(x) ~ c, 

et que l'ensemble ~(x) ~ c soit localement polaire sur N . La r~gula- 

ris~e inf~rieure de la restriction de ~(x) ~ N est eonstante sur N. 

On substitue ~ t le courant t' positif fermi, de type (I,I) donn~ 

dans G par le th~orgme 2, t' ayant en tout point x de G le m~me nom- 

bre ~(x) que t. On est doric rameng au eas d'un courant (l,l). 

x ° ~ N,et codimension n=1.Un hom~omorphis~analytique complexe Soit ami- 

ne un voisinage U de x sur un voisinage W de l'origine, et ~(U ~ N) 
O 

o 

sur W ~ ~ = OJ . ea proprifit~ de ~(x) sur N r~sulte alors de la 

proposition 6 et de la proposition 7 : la rggularis~e inf~rieure de 

~(x) sur N est localement constante, donc est constante. 

De plus en un point x non r~gulier on a ~(x) ~c; ~(x) est par 

construction une fonction semi-continue sup~rieurement, ~ (x,r) et 

~-(x,r) ayant cette proprietY, E = Ix ~G ; ~(x) ~c] et E ON sont 
e e 

ferm~s. 

Soit maintenant N de codimension > l et t = i ~-Id'd"V, oO V 

est plurisousharmonique dans G. La" propri~t~ g ~tablir ~tant locale, 

on se ram~ne par un hom~omorphisme analytique complexe au cas o~ N 

= est un sous-espace N d~fini par Zp+ 1 ... = z n 0 dans le domaine 
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D = Zkl <a , I sk 4p , zj ~ . D'apr~s le th~orgme 2, 

il existe V plurisousharmonique dans D de mani~re que l'on ait, 

si r K d[x,bD) : 

(21) ~(x) = lim (log r) -I ~(V,x,r) , x ~D. 
r=o 

Rempla~ons V par sa moyenne dans C n-p+l en posant zj = ~j 

p+l $ j 4 n , ~ ~ e, ~j = 1 et soit 
p+l 

V'(z 1 ...... p, >) = ou2~_2pfV(z 1 ....... P ~p+l .... ' ~ Mn) d°~n-2p (~) 

V' est plurisousharmonique de z' = (Zl ,...,Zp) et de ~ , dans 

[IZkl (a, I ~k ~p , I~[~ RJ . D'autre part pour D' 

x = (z', z = O ... z = O) ~N, on a 
p+] n 

(22) ~(V,z', r) = ~'(V', z', r) 

o8 ~' d6signe la moyenne sur la sph6re de centre (z',O) dans 

cP+](Zl,...,Zp, ~ ) = cP+](z ' , ~ ). De (21) et (22) r~sulte que les 

deux courants i~-]d'd"V dans D et i rr-ld'd"V ' darts D' ont m~me hom- 

bre ~ en un point z'~ N. Nans D', N est de codimension l et on con- 

clut en appliquant a/ au courant construit ~ partir de V'. 

6. - Passage de l'ensemble localement polaire ~ l'ensemble 

analytique. 

Rappelons un th~or6me du ~ H.Skoda (cf. [6 , p. 406]) et 

6tabli ~ partir du th6or~me de Hormander-Bombleri (cf. [8] et [2 , 

p. 96]). Le r6sultat de H.Skoda s'6nonce darts le cas (} ,1) : 

PROPOSITION 8 (H.Skoda). Soit t un courant positif ferm~ 

(I,I) ,dans G ~C n pseudo-convexe : s i ~(x) e_st le hombre de Lelon$ 

de t e!t Ee, l'ensemble [x raG; ~(x) ~c ] , il existe un ensemble analy- 

tique X dans G tel qu'on ait 

(23) E ~ X C E 
c c/n 

Pour appliquer ce r6sultat montrons d'abord 
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PROPOSITION 9, - Soit M un ensemble analyti~ue ~rr~ductihle 

dans G pseudo-convexe et t un eourant positif (I ~I) dans G. Alors si 

[M] est le courant d'int~gration sur M, e t c M la constante d~finie au 

th~or~me 6, le courant 

t' = t - c M [M] 

est un courant positif ferm~ (I,I) darts G. 

Dfimonstration. I°/ Soit d'abord codimension M = I, x ~M et 
o 

U(x o) un voisinage de Xo ; on a t = i~ -I d'd"V 1 , [M] = i~-Id 'd''V 2, 

V 1 et V 2 ~tant deux fonctions plurisousharmoniques dans U(x ). On peut 
o 

remplacer, si besoin est, Xo par un point ordinaire x! ~ U(Xo). Par un 

hom~omorphisme analytique complexe, on se ram~ne au cas x I = O, M ~tant 

d~fini par Zn = O au voisinage de O. Alors V I' - V~ est plurisoushar- 

monique dans un domaine ~= [(z', Zn),IIz'l] ~ b, O~IZnI~a], et l'on ap- 

plique le thgor~me5 en remarquant qu'on a c(z') ~O pour IIz,l] ~b, donc 

pour z T appartenant g un ensemble ouvert et non polaire sur M. Alors 

W' = V I' V 2' est born~ au voisinage de Zn = O et se prolonge g travers 

z n = O. Revenant ~ la figure primitive, on voit que W = V 1 - V 2 se 

proionge comme fonction plurisousharmonique ~ travers M, ce qui gta- 

blit la propri~t~ de t' = i ~-Id'd"W. 

2°/ Si cod. M > I, on op~re au voisinage d'un point ordinaire 

x I ~ M comme ~ la d~monstration du th~or~me 6, et l'on se ram~ne au cas 

de la codimension I. 

On va maintenant fitablir qu'on peut remplacer les ensembles 

polaires par des saus-ensembles analytiques, ou des rfiunions d~nombra- 

bles de sous-ensembles analytiques. 

C n PROPOSITION 10. - Soit darts un domaine pseudo-convexe G ~ un 

ensemble analytique irr~ductible M de dimension q , 0 ~ q ~ n, e t t u n 

courant positif ferm~ (1,1) dgfini dans G . Alors l'ensemble 

E = Ix ~G ; ~(x) ~ c ] o~ ~est relatif g t, contient M ou bien E N M 
c • -- c 

est contenu dans un sous-ensemble analytique de M . 
o 
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L'~nonc~ est ~vident pour q = 0 ; on proc~de par r~currence 

de q - ] ~ q. Soit q ~ ! : si la constante 9(M) relative g t et ~ M 

v~rifie ~(M) ~ c , on a M ~ E c et l'&nonc~ est ~tabli. Sinon on con- 

sid&re le couranC d'int~gration [M] sur Met on forme : 

t' = t - 9(M) [M] . 

Relativement ~ t' et ~ M, on a 9'(M) = 0 et si l'on pose ~ = c - ~(bl) et 

E~ = ~ ~G ; ~'(x)~ ~]on a (E~oM) = (Ec ~ M) . Alors t' est nn 

courant positif fermi, d'aprgs la proposition 9. L'~noneg de H.Skoda, 

rappelg ~ la proposition 8, donne l'existence d'un ensemble analytique 

X = G qui v~rifie : 

(24) E' C X C E' "¢/n 

c ' es t-&-dir e 

(Ec AM) = (E~(%M) ~ (X f~ M) ,- (Ei.~,i,n £~ M) 
o 

Mais d'apr~s le th@or~me 6, E'%,/n est localement polaire sur M . On 

o 
n'a pas McX car M~X entralne M~M,'X ~E' ' ~'/n contrairement au fait que 

E' est localement polaire sur M Donc M~X est un sous-ensemble 
~'/n 

analytique M' de M, et on a 

(E O M) = (E' £~ M) C M' 

avec dim M' ~< q-I , ce qui @tablit l'~nonc@. 

7. - D~monstration de l'analyticit~ des ensembles ~(x) ~ e 

(th~or&me de Y.T.Siu). 

On va ~tablir 

# 
THEOREME (Siu) - Soit un courant positif ferm& t de type 

P 

(p,p) au voisinage de l'origine dans C n. Alors si ~(x) est le nombre 

de Lelong relatif ~ t, l'ensemble E d~fini par ~(x) ~ c , c > O 
e 

est un ensemble analytique. 

D@monstration. a/ Dans une boule de centre 0, soit B(0,R) , 

on remplaee ~ par t positif ferm~ de type (] ,I), qui a m~me nombre de 

Lelong ~(x) que t en tout point x ~B(O,R) (th~or&me 2). 
P 
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b/ L'ensemble E est co~tenu dans un sous-ensemble analytique, 
c 

il suffit donc d'gtablir pour tout entier q, 0 ~q ~n-I et pour tout 

germe d'ensemble analytique Mq de dimension q ~ l'origine que MqOE c est 

un germe d'ensemble analytique° La d~monstration sera faite par r~cur- 

rence sur l'entier q ~0. Pour q = O, il s'agit de 0 lui-m~me et l'~non- 

c~ est ~vident. Pour q ~I, M est irr~ductible dans une boule B(O,Rq) 
q 

et ou bien on a Mq = E , ou bien M ~ E est contenu dans un sous-ensem- 
e q c 

ble analytique Wq_! ~ Mq. Soit M ~j# j = 1 . S l'ensemble (~ven- 
q-I ' "" ' 

tuellement vide) des germes de W en O. D'apr~s la proposition pour 
q-I 

M(J ) = A j q-l, E n est un ensemble analytique. On a donc soit 
c q- I  q-1 

E ~ M U A j soit E nM = M dans une boule B(O,Rq_I), Rq_14R q 
c q j q-l' c q q 

de rayon non nul, ce qui gtablit l'~nonc~. 
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