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ELEMENTS EXTREMAUX SUR LE CONE DES COURANTS POSITIFS FERME$ 

par Pierre LELONG (Paris) 

I. On renvoie le lecteur au livre 7 ou g ce sfiminaire L7,f 

pour la dgfinition et les proprigtgs des courants positifs. Soit 

G une vari~tfi analytique complexe dfinombrable g l'infini, de dimenaion 

n , rgunion dfinombrable de cartes (S i) relativement compactes for- 

mant un recouvrement localement fini de G Est positif sur Gun 

courant qui est positif sur chaque carte par rapport aux coordonnfies 

locales. On peut aussi considgrer une partition ~=(s% de 

l'unitfi, C ~° , subordonnfie aux S. et si t est un courant ficrire 

t = t O~s t s : dire que t est positif ~qui~aut ~ dire que les 
$ 

t le sont par rapport aux coordonnges locales correspondantes . La 
$ 

d~finition ainsi donnfie est indfipendante du syst~me ~S i et des , 

car l'image d'un courant positif par une application analytique pro- 

pre est un courant positif. 

On d~signe par T (G) les cour~nts positifs dans G de la di- 
P 

mension complexe p, par T (G) ceux qui sont ferm~s. Rappelons qu'g 
p,f 

un sous-espace L p de C n, on fait correspondre canoniquement (cf. 

, ¢])une forme positive 

i p ^ ~I A A ^~ "£(L p) = ( ~ ) co I ... COp p 

• =~ a i dz ;ilexiste d~termin~e par les conditions suivantes : on a co z J j 

cO s ) , Cn(dzi ) une application (dzi) --7~( , i, s = 1 , ... n unitaire 

dans cn(o0s ) et telle que L p soit d~fini par les ~quations 

60 = ... =up = 0 
p+l n 

Alors pour que t soit un courant positif de dimension p, ii faut et 
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il suffit que pour tout L p , les mesures 

(]) r(t, L p) = t ~ ~ (L p) 

soient positives sur chaque carte de coordonn~es loales. D'o~ : 

PROPOSITION I. - L'ensemble T (G) des courants p ositifs de 
P 

dimension p dans Get l'ensemble T (G) de ceux ~ui so nt ferm~s 
p,f , 

sont deux cSnes eonvexes saillants. 

En effet, tl~(G), t2 ~Tp(G ) entraTnent Clt 1 + c2t 2 eTp(G) 

quels que soient cl~ O, c2~O. De plus t] ~Tp(G), -tl ~Tp(G) 

entralnent que les mesures (I) soient toutes nulles. La forme diff~- 

rentielle (de type n - p , n - p des dzi, dzi) qui repr~sente le 

courant t a alors ses coefficients nuls, d'o~ t] = O M~me d~mons- 

tration pour le cSne Tp,f(G) des courants positifs ferm~s dans G. 

Darts la suite on dgsigne par ~°(G) l'espace des formes 

support compact, ~ coefficients continus dans G, muni de la topologie 

limite inductive~°(G) = lim~°(Km) , o~ K es~ une suite exhaustive 
--~ m 

de compacts dans G, par exemple Km = U ~s oO ~s = supp ~s ; 
s~m 

~°(K) est l'espace de Banach des formes~ coefficients continus, 

~ support dans le compact K, avec la norme ll~I , maximum de la ~aleur 

absolue des coefficients de ~. 

Le dual ~'°(G) est l'espace des courants continus d'ordre 

z~ro sur Get s'identifie au produit des ~'°(~s) Sur~'°(G) nous 

prendrons la ~opologie de la convergence simple des courants sur les 

formes. Les cSnes Tp(G), Tp,f(G) sont ferm~s darts ~'°(G). Pour qu'un 

filtre sur ~'°(G) converge, il faut et il sufflt qu'il converge sur 

chacun des ~'°( ~s ) On rappelle aussi qu'il existe sur chaque 

~°(~s ) et par suite aussi sur~°(G) une famille d~nombrable dense 

~q}; un born~ B de~'°(G) est relatlvement compact et sur B la topo- 

logie est d~termin~e par les semi-normes IKt, gq>I et m~trisable 
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2. On se propose ici de donner des r~sultats sur les g~D~ratrices 

extr~males des cSnes ferm~s T f(G), ! 4P 4 n-] . Dire qu'un courant 
P, 

t o e T f(G), t o # O, est extr~mal ou d~termine une g~n~ratrice extra- 
P, 

male de ce cSne, c'est dire que la d~composition 

to = t| + t 2 , t], t 2 eTp,f(G), 

entralne la proportionnalit~ 

t| = c I t t 2 = c 2 t , c ~ 0 c 2 ~0, c 1 + c 2 = ! o ' o 1 ' 

Sip = 0 , un courant positif de dimension nulle est une mesure 

positive. Un tel courant est repr~sent~ par une forme de degr~ maxi- 

mum (n, n) ; il est done nul sur les formes ~ d~ ; il est donc fer- 

mg et les c$nes T (G), T (G) sont identiques pour p = 0 . Les ~l~- 
P,f P 

ments extrgmaux sont les mesures ponctuelles c ~ (a), a ~ G, ~(a) mesure 

de Dirac + ! en a, c > O. Le point a est d'autre part un ensemble 

irr~ductible de dimension p = O. Donc pour p = 0, les g~n~ratrices ex- 

tr~males de Tp,f(G) sont dgtermin~es par les courants d'int~gration 

t[M] sur les ensembles analytiques i rrgductibles (cycles analytiques 

dans G ). 

Plus g~n~ralement on a : 

PROPOSITION 2m.- Pour que t soit un ~l~ment extr~mal de 

Tp,f(G) , il faut que A = supp t soit un con tinu, c'est-~-dire que 

l'ensemble ferm~ A ne soit pas la r~union de deux ensembles ferm~s 

At, A2, sans point eommun. 

Soit en effet A = A] U A 2, 

mal, il existe f(x), C ~ , 0 4 f $ I 

A I , nulle sur un voisinage de A 2 

A]~ A 2 = ~ : G gtant un espace nor- 

qui vaut I sur un voisinage de 

Alors si l'on pose 

t I = ft , t 2 = (l-f) t 

on a t = t l + t 2 . De plus 

(3) d t l = df A t + fdt = df ~ t 
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Par construction on a supp(df) ~ supp t = @ , d'o~ dr! = O d'apr~s 

(3). De m~me on a dt 2 = 0 . D'o5 tl, t 2 6Tp,f(G) et 

supp t I 0 supp t 2 = ~ , ce qui montre que t I et t 2 ne peuvent ~tre 

proportionnels et non nuls, et gtablit l'~nonc~ 

PROPOSITION 3. - Soit t eT (G) et A un ensemble fermg Si 
p,f -- 

sur chaque carte de G la mesure A 2p[A~ supp t] en dimension 

r~elle 2p est nulle, alors t est l'extension s im~le de la restriction 

de t ~ G - A. 

En particulier si ~2p(SUpp t) = 0 sur. £hgNue carte, on a t = O. 

La propri~t~ ~tant locale on peut supposer que A est un compact 

e t Gun domaine de C n. L'~nonc~ signifie que pour route fonction 

o~z(z) qui v~rifie ~r(Z) = ] pour z &A , 0 ~<@r(Z) ~< I , et telle que 

son support solt ~ distance au plus r de A , on a 

(4) t = lim t(] - =4r) 
r=O 

i d ' d" ] ~P Soit ~= ~ llzll 2 et ~p = ~! la forme "~l~ment de 

volume" de la dimension complexe p On sait que si l'on considgre 

la mesure positives-= t A ~p' une mesure majorante de test donn~e par 

Cn,pO- , Cn, p constante num~rique d~pendant de n, p 

Si l'on pose pour ~ 6~°(G),~homog~ne de type (p,p) des dzi,dzj: 

i Icz> = sup aes 

~i,j coefficien=$ de , on ? a : 

it(~)l ~ < Cn,pa-~l(z) ] " 

Ceci posg soit ~o une borne sup~rieure du nombre densit~ 

(hombre de eelong) ~)'(x) (cf [7c] ) relatif g t quand x parcourt le 

compact A. Sio--(x , r) est la mesure o--port~e par la boule B(x, r) on 

a er-(x, r) ~ %1o ~[p (l)r2p 

soit la normellt O " sup{t( ) I , pour l l(z  On 

a alors 
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~=~rtIG~<Cn,p ~omp <1> IAzp <A> +er] 
o~ g r - - - ~ 0  q u a n d  r - ~ 0  , c e  q u i  m o n t r e  l a  c o n v e r g e n c e  d e  ( 4 )  s o u s  

t ' h y p o t h ~ s e  ~ 2 p ( A )  = O. 

COROLLAIRE. Soient t], t 2 aT f(G) et A ferm~ dans G, de me- 
p, 

sure2~2p n ulle sur chaque carte ; alors si on ~ t 1 = t 2 dans G - A, 

on a t I = t 2 

Ceci permet de donner un ~noncg plus precis que,la proposi- 

zion 2a. 

PROPOSITION 2b. - Soit tun ~l~ment extr~mal de Tp,f(G) e_~t 

A = supp t . Ii n'existe pas de dgcomposition de A = supp t 

A ~ A 1U A 2 ~ C 

tell e que AI, A 2 soient ferm~s, A] 0 A 2 = @ e__~t~ de mesure~2p nulle 

sur chaque carte. 

On construit t 1 et t 2 comme plus haut ; sur un compact K situ~ 

sur une carte et ne coupant ni A I ni A 2 on a lldf A tllKSsup!dfi~IItil K = O, 

ce qui ~tablit que t I et t 2 sont encore positifs et ferm~s, ces 

propri~t~s ~tant locales. Alors t est l'extension simple de t I + t 2 ; 

on a t = t 1 + t2, t I et t 2 non proportionnels, t n'est donc pas ex- 

tr~mal dans Tp,f(G). 

PROPOSITION 4. - Un isom0rphisme analytique complexe entre 

deux vari~tgs G, G', conne~es, d~nombrables g l'infini, induit une 

N ~ - I  
bijection ~ entre les cSnes T p,f(G), T (G') p,f ; h e t h sont continus 

pour les topologies ~'*(G), ~'*(G') et ~chansent les $~n~ratrices 

extr~males. 

=oi,n  sur G. {S Is,  0 =os s ,t=°es de cartos rela i,o- 

°cot oo=pacto= ~ o° =°bst~tuo = CSi~ u= reoouvro=ont plus fi°~oon=ti- 

~u~ par les Si, j = Si0 h-] (S'.) ,et aux S'o le recouvrement 
3 3 
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I~') = <h(Si,j)}; h induit une application analytique complexe entre 

les coordonn~es locales. On u~ilise de6 partitions de I' unit~, C ~, 

subordonn~esg~') ~i c~i s'obtient en subs=ituant z' = 

dans ~i " On d~finit t = ht pour ~- i~ i 
I 

(57 t'(~) = ht(~) =~-t(h~i)i =~I t( ~i hx~) 

Le r~sultat est ind~pendant du syst~me de cartes ; sur cbaque carte 

l'image ~t est un courant positif ferm~ , donc ~ est une applica- 

tion de Tp,f(G) dans Tp,f(G!) ; ~est lin~aire d'aprgs (57; de plus 

w-I "~-1 
l'inverse h est d~fini par t = h t' , donn~ par 

~(V) = t' [(h-1)~V] 

qui v~rifie bien ~t(~) = t'~(h-l)×h×?] = t'(?) 

D'autre part hest continu car I~t( ~i ) <gi ~quivaut g 

Enfin ~ et ~-] ~ant lin~aires, l'image d'un ~l~ment extr~mal 

est de mgme nature. 

2. Courants extr~maux ~ [M]. On va maintenant ~tablir 

/ % 

THEOREME I. - S_ L M est un ensemble analytique de dimension 

complexe p, irr~ductible sur une vari~t~ analytique connexe, dgnom- 

brable ~ l'infini, alors le courant d'int~gration 

[M] t 

est extr~mal dans Tp,f(G). 

D~monstration. On a d'abord 

PROPOSITION 5. - Soit t e Tp(G) ; si l'on a t = t I + t 2, 

tl, t 2 &Tp(G), alors on a supp t 1 c supp t e__~t supp t 2 c supp t . 

En effet x/ supp t a un voisinage U dans lequel on a 

t = t| + t 2 = O ce qui entralne t 1 = t 2 = 0 les courants ~tant po- 

si~ifs. 
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Pour ~tablir le th~or~me ], il suffit alors d'utiliser l'~nonc~ 

PROPOSITION 6. - (cf. [6] et [7, f] ) • Soit t ~rp,f(G) e_}_t M 

un ensemble analytique irr~ductible dans G. Alors si l'on a 

supp t c M 

il existe une constante ¢ >o telle que 

(6) t = c t ~M] . 

Rappelons briEvement la d~monstration: 
o 

a) Soit M la vari~t~ analytique des points ordinaires de M : 

il suffit d'~tablir 

(7> t = = = [M] 
e 

au voisinage d'un point x e M . En effet c sera alors localement cons- 

o o 

rant sur M, donc constant sur M puisque M est connexe , M ~tant irr~- 

ductible. Alors (6) s'obtient par extension simple de (7) car on a 

~2p(M - = O, M ~ M ~tant un ensemble analytique de dimension p'~p. 

o 

b) Par un isomorphisme analytique on se ram~ne au cas o3 M est 

un sous-espace CP(zl...Zp) , c'est-~-dire au 

LEMME. Soit t ~Tp,f(G), G domaine de C net supp t c cP(zl....Zp) 

Soit ~e~Y(G) de type(p, p ) et soit ~16~°(G OC p) obtenue ~ partir de 

en annulant les z i et les dz i p gur p+] 4 i 4 n . Alors il existe 

tel qu'on sit t(?) = CJc p ~| , c>O d~pend de t et non de =>o ? 

D'une part t appartient ~ la classe des courants pour lesquels 

t et dt sont continus d'ordre z~ro. Pour de tels courants l'inclusion 

supp t CW, ou West une varietY)entraYne ~'°(W~, c'est-g-dire que t 

est un eourant sur l'espace W. On a done ici 

~it z' = (z] .... Zp) ; la forme ~1(z') se r~duit ~ ~(z') pp(dZ'), ~p 

~l~ment de volume sur C p ; on a alors : 

t](~I) = ~(V ) , ~ mesure positive. 
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E~ un point zi~cP,~ a une densit~ qui est le nombre D(z') relatif 

Done on a 

p P 

o~ ~(z') > 0 est semi-continue sup~rieurement sur C p, done sommable. 

D'autre part dt = 0 donne d~ = 0 ; donc ~ d~finit une distribution 

invariante par translation z' ---~z' + h dans C p , elle est done une 

distribution constante, e'est-~-dire qu'il existe une constante c ~o 

telle que l'on air 

o~ ~I est la restriction de ~g C p ; alors ~(z') = e est constant~ 

On a donc ~tabli localement (6) ce qui entralne (6) sur G ainsi 

qu'on l'a vu. 

II est probable que le th~or~me I ne donne pas tous les ~l~- 

m~n~ extr~maux de T f(G) ; c'est ig une question importante de 
P, 

g~om~trie complexe encore ouverte. 

3. Etude du cas p = n - 1. Une fonction V d~finie sur G sera dire 

plurisousharmoni~ue sur G si elle l'est sur chaque carte. 

PROPOSITION 7 . - a/ Les fonctions plurisousharmoniques sur G 

forment un eSne convexe r~ticulg sup~rieurement P(G) (~ventuellement 

videO. 

b/ ee cSne PI(G) = P(G)/H(G) quotient par 

l'espace vectoriel H(G~ des fonctions plurisousharmoniques dans G e s~ 

convexe saillant. 

e/ L'op~rateur lin~aire ~= 2id z d--z est une 

application lin~aire in~egtive de P1 (G) dans Tn_l,f(G). Un ~l~ment 

extr~mal sur Tn_l,f(G ) qui appartient R l'image de~ est transforms 

par ~-I en un ~l~ment extr~mal de PI(G). 

a/ est classique ; si V~PI(G) et -V~ PI(G) , Vest par 



120 

d~finition pluriharmonique, donc V appa~tient R l'~l~ment nul de 

PI(G), done PI(G) est saillant. Enfin l'image 8(V) = 2idz d--z Vest 

un courant positif ferm~ (ef. [7c] ) , et ~(V) = 0 entralne V &H(G). 

Soit alors tun ~l~ment extr~mal de Tn_$)f(G ) pour lequel il existe 

V &P(G) tel qu'on air t = #(V) : si l'on a V = V]+V2, on a 

t = 8(V]) + ~(V2) , mais, t ~tant extr~mal, on a 8 (VI) = c l t , 

(V2) = c 2 t , c l + e 2 = I, c] ~0, c 2~ O, ce qui entralne 

~(c I V - VI) = O, V 1 = c V + h], h I ~ H(G), donc V] =,c I V, 

V 2 = e 2 V, modulo If(G). 

Rappelons d'autre part : 

PROPOSITION 8. Si G est une vari~t~ de Stein de C n, une con- 

dition n~cessaire et suffisante pour ~ue l'application lin~aire 

de PI(G) sur Tn_l,f(G ) soit sur~ective est que l'es~ace de cohomologie 

H2(G, ¢) se r~duise R O. 

En effet, considgrons l'espace vectoriel H I'] = ZI'I/R l'l 

des courants repr~sent~s par une forme de type (I , I), modulo 

c~ux qui sont de la formed d-- f . Alors l'homomorphisme de G,de Rham 
g Z 

H 2 induit (ef. [4]) un isomorphisme de H ]'I sur (G, ¢). 

On obtient alors, ~ ~tant surjectif : 

PROPOSITION 9. - Si G est une. vari~t~ connexe, de Stein, qui 

v~rifie H2(G, ¢) = O l'op~rateur V --->~(V) = 2id z d~ V induit une ap- 

plication lin~aire Directive du 9~n e pI(G) sur Tn.l,f(G ) ; ~et ~-I 

conser~ent les ~l~ments extr~maux. 

Soi~ V un ~l~ment extr~mal de P(G) : t = 8(V) est extr~- 

mal sur le eSne Tn_1,f(G), car t = t 1 + t 2 entralne V = V! + V 2, 

modulo H(G), avec V I = ~-| (tl), V 2 = ~-I (t2), modulo H(G). Alors il 

existe c l ~ O, C 2 ~0 , c I + c2= I, tels que l'on air V] = c I V, 

V 2 - c 2 V , d'o~ t I - c I t, t 2 = e 2 t, ce qui montre que test 
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extrfimal. Ainsi ~ conserve les fil6ments extrfimaux; il enest de m~me 

de ~-I d'apr~s la proposition 7. 

4. Continuit6 de l'a~lication ~. Compl~tons ce qui a ~t~ dit 

dans [7, f ] , pages 47et suivantes. Sur le cSne P(G) on prendra la to- 

] (G) d6finie,par exemple, par les semi-normes Pi ~ pologie LIo c 

Pi(V) =~B!V(z){~n(Z), oO {Bi~ est une famille d~nombrable de boules 

compactes sur chaque carte, les B. reeouvrant G. Le s6parfi est un es- 
l 

pace de Fr~cRet. On a ; 

PROPOSITION IO. La t0pologie L 1 loc(G) est s~ar~e sur le dSne 

P(G) ; celui-ci est ferm~ dans L 1 loc(G) • 

En effet deux fonctions plurisousharmoniques ~gales saul sur 

un ensemble de mesure nulle sont ~gales. De plus si V est une suite 
n 

de Cauchy dans L I (G~ il existe une fonction V ~P(G) qui est la li- 
loc 

mite de V n ; on peut la construire par les operations suivantes 

ccf ET, f]) 

U = lim sup Vn et U ~ = reg.sup. U 

PROPOSITION 3|. - Sur le c$ne P(G) il est 6quivalent de dire 

! (G) a~ ~u'un ensemble B ~P(G) est born~ pour Llo c 

b/ que pour toute fonction ~ .~ ,support compact contenu dans une 

carte, I~V, ~>I= {~V ~ ~n Iest borng pour V~B . 

c/ ~ue la famille est loealement born~e sup~rieurement sur G, 

et n'admet pas de suite extraite qui converge vers -co sur un ouvert. 

D~monstration. Dire que Best born~ dans L ! 
loc(G) , c'est dire 

que les restrictions des V ~ B forment un born~ sur chaque carte, 

ce qui entralne immfidiatement l'assertion b/, donc a/ > b/. De plus 

sur chaque carte suppos~e compacte, si b/ est v~rifi6, les V ~ B 
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d~finissent un ensemble de mesures g densit~ qui sont simplement bor- 

n~es, done born~es en norme ; il existe donc une majoration de 

~IVl ~n sur chaque compact d'une carte, done on a b/---~a/ , 

ce qui ~tablit l'~quivalence entre a/ et b/. 

Si une suite V ~P(G) localement born~e sup~rieurement con- 
n 

verge vers -~o sur un ouvert, cette suite converge vers -~uniformg- 

ment sur tout compact (propri~t~ classique des fonctions R2n-soushar - 

moniques) de sorte que l'gquivalence de a) et c) r~sul%e de la propo- 

sition 7, p. 47 de [7, f] • 

p(G) la topolo$ie L ! PROPOSITION ]2. Sur les suites V m loc 
/ -  

est ~quivalente ~ la top01o$ie T de la conv ersence des mVm,~>=~ Vm~n, 

__°3~parc°urt~ les fonctions continues ~ support comPact sur les cartes 

de G. 

II est ~vident que L' loc est plus fine que T. Inversement si 

< Vn, ~>converge pour toutes les ~ = ~ ~ s ' °uVparc°urt les fonc- 

tions continues et ~s est une fonction continue de support compact A 

sur une carte, les mesures ~m de densit~ V m sont simplement born~es 

donc born~es sur tout compact K CA , ~m K n ' 

On sait que pour un tel ensemble les Vm, q = sup (Vm,-q> 

q entier positif approchsnt uniform~ment les V m ( 7, f, p. 51) dans 

L! loc ; il en est de mSme des produits de convolution 

Vm, r = Vm~'r 

~1 (Z) est un noyau C 00 , fonction de llzll = r , ~ support la boule 

unit~ et v~riffe = 1 ; on a posg ~r(Z) = r ~](r- z) 
o 

Soit KCA ; on prendra r >O inf~rieur ~ la distance de K ~ la fron- 

tigre de A , et assez petit pour qu'on air Vm-V m 

• = lim(V • ~ ), V est plurisousharmonique , pour tout m Si V r m m r r 
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il en est de m~me de la limite d~croissante W = lim V r quand r ---~ O. 

On a alors ~K IVr- WI~n<g; on choisit alors mo de mani~re que 

f IVr v m r n< 6 pour m >m ° , 

R a p p e l o n s  a l o r s  l ' g n o n c f i  s u i v a n t  [ 7 ,  f ,  p .  4 8 ]  : 

PROPOSITION t 3 .  - L'applicatio n ~sur P(G) est continue de 

L' (G) dans ~'°(G) et elle est uniform~ment continue sur les horn,s 
loc 

de P(G). 

On peut alors ~noncer : 

/ % 

THEOREME 2. - --Si G est un domaine pseudo-convexe de C n, le cSne 

positif convexe ensendr ~ sur les rationels par les fonctions 

log Ifi(z)I , fi holomorphe dans G, et irr~ductible dans G est dense 

sur P(G) pour la topo!o$ie I Llo c • 

D~monstration. Soit V(z) e P(G). 

Consid~rons le domaine pseudo-convexe A = [z aG ; Iz'I<e-V(z)] dans 

cn+] (Zl , ..., Zn, z'~. Soit une fonction 

F(z', z) ~Aq(Z) z'q 

ayan~ ~ comme domaine d'holomorphie (application du th~orgme de K.Oka). 

On a 

V(z~ = reg. s u p .  lim. s u p .  ~ log IAq(Z) • 
z q 

Po~on~ ~ C ~  o ~im ~up~ ~ ~o~ ~ < z )  J ~ on ~ tI~-V ~ o 0 
l o  c 

D'autre part soit 

= sup ~ log z~ 
Ws, t s6q~< s÷t 

Les Ws, t sont sommables et majorfies sur tout compact de G. 

On va montrer : 
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LEMME 1. - Les Ws,t~P(G)approchent V sur G pour la topolo$ie 

L I 
foe " 

En effet on a W = lim W la limite @tant d~croissante. 

Si K est un compact donn~ de G, on aura W-Ws, ~ ~ pour s~s o. Ensui- 

te on utilise 

W = lim W 
SO'~ t=~ So~t 

la limite ~tant croissante et major~e par W 

on aura donc 

D'o~ : 

fonction sommable; 
o 

s o s o ,co % pour t > t ° 

II I <~ pour s >/ s , ~ >/t V - Ws't K o o 

qui ~tablit le lemme. 

Pour achever la d~monstration du thgor~me 2, il Zuffit de 

montrer 

l log I f(z)I O~ LEMME 2. - Les fonctions plurisousharmoniques ~ 

f est holomorphe darts G e_.!t q un entier positif ~luelcon~ue approchent 

les Ws, t dans eloc(G ) . 

En effet soit ~<], ..., Am une suite finie de hombres complexes. 

I I sup {o(i I = lim [~P + ... + I P] 
p=oo 

W 
s~t 

Appliquons ceci 

= sup( ] log As(Z) ..... ~ s + t As+~ 

Soit~'= s(s + I) ... (s + t) On a 

[l ] Ws,t<z) - ± ~ ~og sup A;(z)j , IAs+t(z) t 

o7 A'. est ~gale~ une puissance enti~re de A., donc holomorphe. Ii 
3 3 

en r~sulte qu'en tout point z o7 l"on n'a pas une ~galit~ 
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-- I P ] (87 WS,t(z ) " lim l log [A'sP(z ) + ... + As+t(z) 
p:c= ~-P 

= lim l_J__ log I Hp(Z)l 
p=cO o-p 

o~ H (z) est holomorphe dans Get vaut 
P 

H (z) = A'sP(z ) + ... A 'p (z) p s+t 

Les fonctions plurisousharmoniques ~Pl log I Hp(Z)Isont born~es sup~- 

rieurement sur tout compact de G quand p ---9-+~. Les points o~ l'on 

a une ~galitg I A~(z)I = I A~3 (z)I forment un ensemble ferm~ ; il est 

de mesure tulle dans R2n7 s'il est un vrai sous-ensemble analytique 

r~el. SinonlA~(z) Iet IAi(z)l coincident dans un ouvert, ce qui en- 

tra~ne l'existence d'un hombre ~ , I~[ = I , tel qu'on ait A~l(z) ~ ~A i(z) 

dans G. On conviendra dans ce cas que si certains des A!(z) sont 
i 

li~s par de telles relations , dans la somme au second membre de 

(8) , on ne garde que l'un d'eux et supprime les autres . Dans ces 

conditions on a la limite (8> saul sur un ensemble ferm~ de mesure 

~ulle. D'autre part les fonctions 

L 1 si l'on quand p --->~forment un born~ de P(G) pour la topologie loc 

n'a pas Ws,t(z ) ~ -~ , ce qu'on peut supposer d'apr~s V ~ -~. 

La suite ~ p(Z) converge vers Ws,t(z) presque partout ; done ~p(Z) 

tend vers W (z) dans L' (G) ce qui ~tablit le lemme 2 ~p ~tant 
S~t loc ' 

un entier et Hp ~tan= holomorphe dans G. 

~k 
La d~monstration du th~or~me 2 en d~coule : on a H = ~ 

P 

fk holomorphe ind~composable dans G ; ~p(Z) s'~crit sous la forme : 

o~ Ck est un nombre rationel positif, fk(z) est holomorphe ind~compos&- 

ble dans G ; les ~p(Z~ sont denses sur P(G) pour la topologie L I foe " 

On en d~duit 
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TH~OR~ME 3. - So.it Gun domaine pseudo-convexe de C n 

H 2 lequel on a (G, ¢) = O : alors le c$ne positifP ensendr~ par les 

courants t [M]d'int~$ration sur les ensembles analytiques M, de dimen- 

sion n-! , irr~ductibles dans G (cycles analytiques d ans G), est dense 

sur Tn_l,f(G ) pour ~'°(G). 

Plus p.r~cis~ment les M k ~tant des cycles analytiques dans G 

de la dimension n-l, les sommes finies S = 2~>--c k t[Mk] , c k >0, c k ra- 

tionnels, sont denses sur Tn_l,f(G ) pour la topolo$ie ~"°(G) de la 

conversence simple des courants sur les formes. 

D~monstration. Soit t 6 Tn_ f(G) : il existe V & P(G) solu- 
o | ,  O 

tion de ~d'd"V = t o ) V = ~-l(t ) Soit ~(t ) un voisinage de t 
o o o o 

dans ~'°(G) ; il existe un voisinage ~i(Vo) de V °dans Lloc(G) de 

mani~re que pour V e~l (¥o~,On ait~(V) =~(to) , ~tant continue. Ii 

existe dans P(G) 0 ~] (V O) des ~l~ments 

~=~c k log Ifkl ' fk irr~ductible darts G. 

Alors le courant 

- 

appartient au cSne~et l'on a ~(~) 6u~(to), ce qui ~tablit l'~nonc~. 

Un corollaire imm~diat du th~or~me 3 est : 

si G y~rifie les hypotheses du th~or~me 3, l'enveloppe convexe du cSne 

form~ par les g~n~ratrices extr~males d~termin~es sur Tn_l,f(G ) par 

les cycles analytiques,est dense s ur Tn_l,f(G ) pour la topolo$ie 

~'°(G) de la c0nversence simple des courants. 

Conjecture. 

Ii est conjectur~ que dans Lioc(G ) les ~l~ments de la forme 

log I f(z)i , c >O, f analytique irr~ductible darts G approchent les 
m 

c 

sommes finies ~ PklOg Ifk(z}l " Pk positif . Si cette conjecture 

est ~tablie la conclusion pr~c~dente se simplifie et s'~nonce : les 
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$~n~ratrices extr~males du cSne T (G) d~termin~es par les courants 
< '  n-l,f 

d'int~ration t[M]sur les c~91es .irr~ductibles sont denses darts 

T (G) pour la topolo$ie ~)'°(G) 
n-l,f 

5. Remarque . On peut se demander si certaines fonctions pluri- 

sousharmoniques remarquables peuvent ~tre extr~males, en particulier 

si pour une quasi-norme plurisousharmonique q(z) sur un espace vecto- 

riel , log q(z) ast une fonction plurisousharmonique extr~male. 

Rappelons que nous avons appel~ quasi-norme dans un espace 

vectoriel complexe une fonction plurisousharmonique q(z) qui v~rifie 

pour tout u ~ ~ : 

q<uz) = I~lq(z) 

Pour une telle fonction on sait (cf. [7, h], pages 285 et 312) que 

l'on a q(z) >0 et que log q(z) est plurisousharmonique . 

On va montrer en prenant l'exemple 

que log q(z) n'est pas extr~male. 

Rappelons d'abord un r~sultat ~tabli dans [7, h, p. 317]. 

PROPOSITION 14. - S o it ~(tl, . .. in_l) une fonction pluri- 

sousharmonigue dans cn-l(t) qui v~rifie pour iitil ---~ 

lira sup ~(~= c >0 

Alors la fonction 

V(z I Zn)= e log IZnl + ?(z I znl -I • . ,...Zn_ I z n ) 

est plurisousharmonique dans C n .et vgrifie pour tout u mC 

V<uz! . . . .  UZn) = c log lul + V(Zl,...Zn) 

Appliquons ceci au cas particulier 

"21 I z | 1 2 I | 2) V(z) = log q(z) " log ( + Iz21 
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on va 6tablir que l'on a 

(lO) V(z) = Vl(Z) + V2(z) 

V I , V2 ~p(c2) fitant non proportionnels. 

-l 
Soit t = z 2 z l . on a 

1 

La fonction log(l + (tl 2) est sousharmonique et s'~crit sous forme 

l 
d'un potentiel dans C : 

l 2 . f f - l ( l o $  [a - tJ fat dla i dO 
(11) 7 log(i . It[ ) = 

(i + i~12) 2 

off l'on pose a = lal e iO 

2)-2 
eartageons la mesure positive ~ de densit6 (l + lal 

de masse totale l. dont le potentiel figure au second membre de C. 

en une somme 

V = V l + V 2  
o5 p| est la restriction de ~ au disque unit~ ial,l . On a 

= Tr- I  J lal d lal d0 1 1 
" ~all~l (I + lal 2 ) 2 = ~ ' ll~2li = 

Les potentiels U pl U ~2 v6rifient 

= 1 l o g ( 1  2)  UPI(t) + UV2(t) ~ + It[ 

n~ p l~s  u ~ l ( t )  n~ d~p~nd que de it I , ~ s t  h a r m o n i q ~  pour 

Itl>l. et v~rifie done 

~uPl(t) l 
Iogltl ° i pour t>l 

- l D'o~ lim sup (logltl) 1 u~l(t) = 
t ~oo 

Posons 

l }z t i l l  -1 
V 1 (z 1 , z2) = ~ log I] + (Z2Zl ) 

= i iz I ( ) v2<z 1, ~2) ~. l og  I + v~2 ~ 2 ~  "~ 
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Alors on a 

I 2) 
c,0) v = ~ ,  + v 2 ° ~ o ~  t ~ , l  + ~ ~ogc, ÷ I~I = ~og q~z) 

D'mutre part on a .: 

Au voisinage d'un point int~rieur au cSne A2, d~fini par 

et d'd"V 2 n'est pas nul, tandis que d'd"Vl l'est ; il n'existe done 

pas de constante a > 0 telle qu'on ait V|= a V 2 , il r~sulte alors 

de la decomposition (10) que dans C2(Zl, z2) la fonction log q(z) 

et en particulier 

~o~ ilzlL = ~og [.1~,1 ~ + l ~ l ~ ] =  2 ~o~ , , ~  

ne sont pas extr~males sur le cSne p(C2). 
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