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ELEMENTS EXTREMAUX SUR LE CONE DES COURANTS POSITIFS FERMéS

par Pierre LELONG (Paris)

1. On renvoie le lecteur au livre [7@] ou 4 ce séminaire E7,f]
pour la définition et les propriétés des courants positifs. Soit

G une variété analytique complexe dénombrable 3 1'infini, de dimension
n , réunion dénombrable de cartes Gi) relativement compactes for-
mant un recouvrement localement fini de G . ©Est positif sur G un

courant qui est positif sur chaque carte par rapport aux coordonnées

locales. On peut aussi considérer une partition {e(s} de

1'unité, C%®, subordonnée aux S. et s$i t est un courant . écrire
i
t = Z tofg =E tg dire que t est positif équiwvaut & dire que les
s
£_ le sont par rapport aux coordonnées locales correspondantes . La

S

. . . . - - . Pe -~ {
définition ainsi donnée est indépendante du systéme {Si} et desids},
car 1'image d'un courant positif par une application analytique pro-

pre est un courant positif.

On désigne par TP(G) les courants positifs dans G de la di-
mension complexe p, par Tp f(G) ceux qui sont fermés. Rappelons qu'id
3

n . .
un sous—-espace L? de ¢ , on fait correspondre canoniquement {(cf.

L?, c])une forme positive

TPy = (L ,°P AD ALA ®
T(L") (37 w ) wpi\p
déterminée par les conditions suivantes : on a wy :2:: ai dzj;iladste
3
. Cs n
une application (dzi)~1>( wg) » i, s =1, ... n, unitaire C (dzi)

n . P P .
dans C (u%) et telle que L? soit défini par les équations

wp+1=...=uun=0.

Alors pour que t soit un courant positif de dimension p, il faut et
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il suffit que peur tout LP » les mesures
(1 (e, P = e p TP

soient positives sur chaque carte de coordonnées loales. D'ol :

PROPOSITION 1. - L'ensemble TP(G) des courants positifs de

dimension p dans G et 1l'ensemble Tp f(G) de ceux qui sont fermés,
3

sont deux cOnes convexes saillants.

En effet, tleJ%(G), t, eTp(G) entrainent c t, + c,t, eTP(G)

quels que soient ¢,z 0, CZ;O. De plus t}e_Tp(G), -t eTp(G)
entrainent que les mesures (1) soient toutes nulles. La forme diffé-
rentielle (de type n - p , n - p des dzi, d;i) qui représente le
courant t a alors ses coefficients nuls, d'ol £, = 0 . Méme démons-—
tration pour le cOne Tp’f(G) des courants positifs fermés dans G.

Dans la suite on désigne par J°(G) 1l'espace des formes 2

support compact, & coefficients continus dans G, muni de la topologie

limite inductive®°(G) = 1im;9°(Km), of K_est une suite exhaustive
—
de compacts dans G, par exemple Km = sggm)r; oll K; = supp ds H
=

P °(K) est 1'espace de Banach des formes(?§~coefficients continus,
a support dans le compact K, avec la norme “?” , maximum de la valeur

absolue des coefficients de ?.

Le dual §'°(G) est l'espace des courants continus d'ordre
z8ro sur G et s'identifie au produit deso?'°(2fg) . Sur £'°(G) nous
prendrons la topologie de la convergence simple des courants sur les
formes. Les cOnes TP(G), Tp’f(G) sont fermés dans $'°(G). Pour qu'un
filtre sur &@'°(G) converge, il faut et i1 suffit qu'il converge sur
chacun des 9'°( X;) . On rappelle aussi qu'il existe sur chaque
§D°(3; ) et par suite aussi surd® °(G) une famille dénombrable dense
{gq}; un borné B de P'°(G) est relativement compact ét sur B la topo-

logie est déterminée par les semi-normes

<t gq>let métrisable .
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2. On se propose ici de donner des résultats sur les génératrices
extrémales des cOnes fermés ’1‘p f(G), 1 ¢p ¢n-1 . Dire qu'un courant
b4
to‘ETp f(G), t0 # 0, est extrémal ou détermine une génératrice extré-
’

male de ce cBne, c'est dire que la décomposition

t =t + t N tZeTp’f(G)s

S8i p = 0 , un courant positif de dimension nulle est une mesure
positive. Un tel courant est représenté& par une forme de degré maxi-
mum (n, n) ; il est donc nul sur les formes = dce; il est donc fexr~
mé et les cOnes Tp,f(G), TP(G) sont identiques pour p = O ., Les &lé-
ments extrémaux sont les mesures ponctuelles c §(a), aeG, 5§ (a) mesure
de Dirac + 1 en a, ¢ > 0. Le point a est d'autre part un ensemble

irréductible de dimension p = 0. Donc pour p = O, les génératrices ex-

trémales de TP f(G) sont déterminées par les courants d'intégration

?

t [M] sur les ensembles analytiques irréductibles (cycles analytiques

dans G ).

Plus généralement on a:

PROPOSITION 2&.~ Pour que t soit un élément extrémal de

Tp f(G) » i1 faut que A = supp t soit un continu, c'est-3-dire que
b

l'ensemble fermé A ne soit pas la réunion de deux ensembles fermés

A A2, sans point commun.

1 13

Soit en effet A = AIL)AZ, AN A, = $ : G étant un espace nor-

mal, il existe f(x), C%, 0gfgl qui vaut 1 sur un voisinage de

Al , nulle sur un voisinage de A2 . Alors si l'on pose

t, = ft , t, = (1-£f)t

en a t = tl + t2 . De plus

(3) dt, = df At + fde = df At .



115

Par construction on a supp{(df) pn supp t = ¢ , d'od dt1 = 0 d'apreés

~ - .
(3). De méme on a dt2 0 . D'ou tl’ t2 eTp’f(G) et

supp t, Nsupp t, = $ , ce qul montre que t 6 et t, ne peuvent étre

1

proportionnels et non nuls, et &tablit 1'énoncé

PROPOSITION 3. - Soit ¢ eTp f(G) et A un ensemble fermé . Si
3

sur chaque carte de G la mesure j\zp[Af\supp t} en dimension

réelle 2p est nulle, alors t est l'extension simple de la restriction

de t & G - A.

En particulier si.ﬂzp(supp t) = 0 sur chaque carte, on a t = 0.

La propriété étant locale on peut supposer que A est un compact

. n < g .
et G un domaine de C . L'8noncé signifie que pour toute fonction

dr(z) qui vérifie qr(z> = | pour zeA , O sqr(z) g1 , et telle que

son support soit 34 distance au plus r de A , on a

(4) t = lim (1 - &)
=0 ¥
Soit ﬁ= % a' a" uzﬁz et ﬁ% = é, ﬁp la forme "&lément de
volume'" de la dimension complexe p . On sait que si l'on considére

la mesure positiveg-= t A @p, une mesure majorante de t est donnée par
c o, € constante numérique dépendant de n, p .
n,p n,p

8i 1'on pose pour Lf e&)°(c),C{;homogéne de type (p,p) des dzi,d;j:

[C?{(z) = sup des{q%i>(j>(z)l,

q& . coefficients de ¢, on a :
4 -
t C . .
6] < <, el 1a)]

Ceci posé& soit », une borme supérieure du nombre densité
(nombre de Lelong) pix) (cf [7c]) relatif & t quand x parcourt le
compact A. Si s{(x, r) est la mesure g- portée par la boule B(x, r) on

2p
a o(x, 1) gV, '{p(l)r .

Soit la normentnc = sup {t(q;)‘ , pour ‘C{;e®°(c), Icﬂ(z) Sl . On

a alors
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“tdrllc$cn,p Do'cp“} [Azp(A) +E’r]
oi §_ — 0 quand r 0 , ce qui montre la convergence de (4) sous

r
1'hypothése jx2p<A) = 0.
COROLLAIRE. Soient tl, t2

sureA,2P nulle sur chaque carte ; alors si on a tl = t2 dans G - A,

ng f(G) et A fermé dans G, de me~
>

on a C1=C

2 -
Ceci permet de donner un énoncé plus précis que.la proposi-

tion 2a.

PROPOSITION 2b. - Soit t un élément extrémal de Tp f(G) et
1

A = supp t . Il n'existe pas de décomposition de A = supp t

s = AJU A, Uc

telle que Al’ A2 soient fermés, A]r)Az = { et C de mesureA.2p nulle

sur chagque caxte.

On construit tl et t, comme plus haut ; sur un compact K situé

Sur une carte et ne coupant ni AI ni A2 on a ndf,AtnK5supgdf%uq1K = 0,

ce qui établit que t, et t, sont encore positifs et fermés, ces

I 2
propriétés Etant locales. Alors t est l'extension simple de o+t
on a t = t, + ty, t; et t, non proportionnels, t n'est donc pas ex-

trémal dans Tp’f(G).

PROPOSITION 4. - Un isomorphisme analytique complexe entre

deux yariétés G, G', connexes, dénombrables & 1'infini, induit une

~ ~ ~
bijection h entre les cOnes TP f(G), TP f(G') ; h et h ! sont continus
’ ’

pour les topologies @'°(6), H'°(G') et échangent les génératrices

extrémales.

Soient {Si} sur G, {Sj}sur G' des systdmes de cartes relative-
ment compactes ; on substitue & {Si} un recouvrement plus fin(Dconsti-

tué par les S, . = 8.pn h—](S!)vet aux S. le recouvrement
1,13 1 3 J
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(2:')= {h(Si j)}; h induit une application analytique complexe entre
3
les coordonnées locales. On utilise des partitions de 1'unité, C%,
%Ai}subordonnéesaﬁiﬁ ' 41 = h“qi s'obtient en substituant z' = h(z)
1 Efind r - = i =
dans o(i » On définit ¢t ht pour(? Z:{"Cf ;q;l par
o~
] = = LS = X
(5) € () = he(@) =Ze) =X tla; W)
Le résultat est indépendant du systéme de cartes ; sur chaque carte
. o s s - .

1'image ht est un courant positif fermé , donc % est une applica-

" ~ . - - -
tion de Tp f(G) dans Tp f(G}) ; hest linéaire d'aprés (5); de plus
E >
A o -
1'inverse h ! est défini par t = h b , donné par

ty) = ' []
qui vérifie bien hr(q) = ¢' [ n*p]= £ (g

~
D'autre part h est continu car lht( @i)léai équivaut &

X
[e@ g -
Lo gl . . P P
Enfin h et h &tant linéaires, 1l'image d'un élément extrémal

est de mme nature.

2. Courants extrémaux G [M],On va maintenant &tablir

/ N
THEOREME 1. - $i M est un ensemble analytique de dimension

complexe p, irréductible sur une variété analytique connexe, dénom-—

brable & 1'infini, alors le courant d'intégration

e [M] (@) =j;4 ¢ , (ped

est extrémal dans T G).
ps£

Démonstration. On a d'abord

PROPOSITION 5. - Soit t aTP(G) ; si 1'on a t = ty ¥ Ty,

ty £y 6TP(G), alors on a supp t,csupp t et supp t, Csupp t .

En effet xfsupp t a un voisinage U dans legquel on a

t =t +t, =0 ce qui entralne t, =ty = 0 1les courants étant po-
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Pour é&tablir le théoré&me 1, il suffit alors d'utiliser 1'énoncé

PROPOSITION 6. = (cf. [6] et [7, £] ) . Soit telT :(6) et M

»

un ensemble analytique irr8ductible dans G. Alers si l'on a

supp tcM

il existe une constante ¢ >0 telle que

(6) t =ct[M].

Rappelons bri&vement la démonstration?
°
a) Soit M la variété analytique des points ordinaires de M :
i1 suffit d’établir

(7) t=c‘t[h°1]

au voisinage d'un point xeM . En effet ¢ sera alors localement cons-

[3 © o
tant sur M, daenc constant sur M puisque M est comnexe , M &tant irré-~

ductible. Alors (6) s'obtient par extension simple de (7) car om a
o o
Jpr(M - M) = 0, M - M étant un ensemble analytique de dimension p'(p.
o
b) Par un isomorphisme analytique on se raméne au cas ol M est

un sous—espace Cp(zl...zp) , c'est-3i~dire au

LEMME. 8cit t éTp f(G), G domaine de G et supp t C Cp(zy...zp)
?

Soit (e’ (G) de type(p, p) et soit qﬁe@°(G(\Cp) obtenue a partir de @

en annulant les z; et les dzi pour p+l ¢ig¢n . Alors 1l existe

¢so tel qu'on ait t(?) = c/rp qﬁ , ¢c»0 dépend de t et non de ?.
C

D'une part t appartient & la classe des courants pour lesquels
t et dt sont continus d'ordre zéro. Pour de tels courants l'inclusion
supp t ¢W, ou W est une vari&té entralne tef ° (W), c'est-a-dire que t
est un courant sur l'espace W. On a donec ici
s = 5 [9)]
Soit z' = (z], ...zp); la forme @l(z') se réduit a\v(z') Pp(dz‘), pp

lément de volume sur CF 3 on a alors :

£, ( Cf]) = P(V]> . jp mesure positive.
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En un point z'eCp,r a une densité& qui est le nombre p(z') relatif & 5.
Donc on a
(e =t (@) = Jgp »(2) ") P
oli ¥(z') >0 est semi-continue supérieurement sur Cp,donc sommable.
D'autre part dt = O donne d¥ = 0 ; donc W définit une distribution
invariante par translationm z' —p»z' + h dans c? ,elle est donc une
distribution constante, c'est-a~dire qu'il existe une constante ¢ o
telle que 1l'on ait
(@) = CLP\V(:&') B, = < jcP 9,

ol ?l est la restriction de(?é cP ; alors v(z') = ¢ est constante

On a donc établi localement (6) ce qui entraine (6) sur G ainsi

qu'on 1'a vu.

Il est probable que le théoréme 1 ne donne pas tous les élé-

mernts extrémaux de Tp f(G) ; c'est 13 une question importante de
b

géométrie complexe encore ouverte.

/ .
3. Etude du cas p = n - 1. Une fomction V d&finie sur G sera dite

plurisousharmonique sur G si elle 1'est sur chaque carte.

PROPOSITION 7. - a/ Les fonctions plurisousharmoniques sur G

forment un c¢Bne convexe réticulé supérieurement P(G) (éventuellement

vide).

b/ Le c¢One P}(G) = P{(G)/H(G) quotient par

l'espace vectoriel H{(G) des fonctions plurisousharmoniques dans G est

convexe saillant.

¢/ L'opérateur linéaire'6= Zidz d; est umne

application linéaire injective de P](G) dans Tn—l f(G). Un &lément
RILLS s =n element

extrémal sur T

e —————————— i . n—l

-1 P P
par e en un élément extrémal de Pl(G).

(G ui appartient i 1'image de G est transformé
£ q PP g

a/ est classique ; si Ve§?1(6) et ~Ve PI(G) , V est par
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définition pluriharmonique, donc V appartient & 1'&lément nul de
PI(G>’ donc P](G) est saillant. Enfin 1'image 8(V) = Zidz d; V est

un courant positif fermé (cf. [7c] ) , et §(V) = 0 entraine V gH(G).

Soit alors t un é&lément extrémal de Tn_&_f(G) pour lequel il existeé
>

VeP(G) tel qu'on ait t = #(V) : si 1'on a V = V1+V2,

t = 9(V1) + 9(V2) , mais, t étant extrémal, on a H(Vl) =c t,

on a

@(Vz) =c, t, ¢ te, = I, ¢, %0, ¢, 0, ce qui entraine

9(c1 V-V

v,

0, V, =c¢cV + hl’ hl € H(G), donc V1 =.c

VZ = ¢, V, modulo H(G).

Rappelons d‘'autre part :

PROPOSITION 8. - Si G est une variéré de Stein de Cn, une con-—

dition nécessaire et suffisante pour que 1l'application linéaire 6

de Pl(G) sur T f(G) soit surjective est gue l'espace de cohomologie
2

~1
HZ(G, ¢) se réduise & O.

1 s 1

1

En effet, considérons l'espace vectoriel H]’ = Zl’I/R

des courants représentés par une forme de type (1 , 1), modulo
ceux qui sont de la forme d, d7 £ . Alors l'homomorphisme de G.de Rham

1

induit (cf. Cé]) un isomorphisme de HJ’ sur Hz(G, €).

On obtient alors, O étant surjectif :

PROPOSITION 9. - Si G est une variété connexe, de Stein, qui

yérifie HZ(G, ¢) = 0 l'opérateur V —» G(V) = ZidZ d; ¥ induit une ap-

plication linéaire bijective du c¢8ne P](G)sur Tn~1

£(6) 5 0ec O™

conservent les éléments extrémaux.

Soit V un &lément extrémal de P(G) : t = (V) est extrd-

1
modulo H(G), avec V1 = 5—1(t1), V2 = 6—l(t2), modulo H(G). Alors il

mal sur le c¢One Tn-l,f(c)’ car t = t, + t, entraine Vv = V1 + VZ’

existe €, %0, C27,O s C) *ocy= 1, tels que l'on ait V] =c, v,

V, = ¢, V¥V, d'od t, = c_ t, t_ = ¢

2 2 ) 1 2 o t» ce qui montre que t est
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extrémal. Ainsi B conserve les &8léments extrémaux; il en est de méme

de 671 d'aprés la proposition 7.

4. Continuité de l'application 0. Complétons ce qui a &té dit

dans [7, f] y pages 47et suivantes. Sur le cOne P(G) on prendra la to~

pologie Lioc(G) définie,par exemple, par les semi-normes ;s

pi(V) =_£Jv(z)lpn(z) , ol {Bi} est une famille dénombrable de boules
i

compactes sur chaque carte, les B, recouvrant G. Le séparé est un es=-
i

pace de Fréchet. On a ¢

PROPOSITION 10.La togologie»Lioc(G) est séparée sur le ddne

P(G) ; celui-ci est fermé dans LiOC(G).

En effet deux fonctions plurisousharmoniques &gales sauf sur
un ensemble de mesure nulle sont égales. De plus si Vn est une suite
de Cauchy dans Lioc(G), il existe une fonection Ve&P(G) qui est la 1li-
mite de Vn ; on peut la construire par les opérations suivantes

(ef. [7, £1)

U = lim sup Vn et v* = reg.sup. U

PROPOSITION 11. ~ Sur le cB8ne P(G) il est équivalent de dire

af qu'un ensemble B ¢P(G) est borné pour L} (G)

loc

b/ que pour toute fonction 4 support compact contenu dans une
q P )% P

sre fo - g p

¢/ que la famille est localement bornée supérieurement sur G,

est borné pour Ve&B .

et n'admet pas de suite extraite qui converge vers =c sur un ouvert.

Démonstration. Dire que B est borné dans L1
loc

(G) , c'est dire
que les restrictions des V& B forment un borné sur chaque carte,
ce qui entraine immédiatement 1'assertion b/, donc a/ —>»b/. De plus

sur chaque carte supposée compacte, si b/ est vérifié, les Ve&B
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définissent un ensemble de mesures & densité qui sont simplement bor~-
nées, donc bornées en norme ; il existe donc une majoration de
ﬂv‘ Pn sur chaque compact d'une carte , donc on a b/ —»ra/ ,

ce qui &tablit 1'équivalence entre a/ et b/.

8i une suite VnéP(G) localement bornée supérieurement con-
verge yers —©o0 sur un ouvert, cette suite converge vers =@uniformé-
PP . . 2n -
ment sur tout compact (propri&té classique des fonctioms R™ —soushar
moniques) de sorte que l'équivalence de a) et c) ré&sulte de la pxopo~

sition 7, p. 47 de [7, f] .

. 1
PROPOSITION 12. —~ Sur les suites Vme.P(G) la topologie Lloc

est équivalente 3 la topologie T de la convergence des AVm,Cp>=ij(FPn,

o&cfparcourt les fonctions continues 3 support compact sur les cartes

de 6.

1

loc
(Vn,q»converge pour toutes les Cf= Y/ °<s » ol \parcourt les fonc-

Il est évident que L est plus fine que T. Inversement si
tions continues et o  est une fonction continue de support compact A
sur une carte, les mesures Fa de densité Vm sont simplement bornées

rm“K ) jx\ Vm\ B, est bormé,

o
donc bornées sur tout compact KCA ;

de sorte que {Vm}est un borné sur K.

On sait que pour un tel ensemble les Vm,q = sup (Vm,—q)

q entier positif approchent uniformément les Vm (7, £, p. 51) dans
1

Lloc ; il en est de méme des produits de convolution
Va, e = Va¥lz
X”l(z) est un noyau ¢®, fonction de Hz” = y , 4 support la boule

-2 -1
unité et vérifie 5‘(}{3{) =1 ; on a posé Y (z) =7 " ¥ (xr 2 .
o

Soit KCA ; on prendra r >0 inférieur 4 la distance de K a la fron-

VoTYL* e{ri Badko

tiére de A , et assez petit pour qu'on ait[
K

pour tout m . Si Vr = 1;m(Vm *"{r)’ Vr est plurisousharmonique ,
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il en est de méme de la limite décroissante W = lim Vr quand r —» 0.

On a alors ]V - W F (€; on choisit alors m_ de mani&re que
K by n o

jK!Vr -V drl Pn< ¢ pour mym

ce qui entrainej-vm - U{F%( 3¢ pour nx)mo , et &tablit la proposition.

Rappelons alors 1'énoncé suivant [7, f, p. 48] H

PROPOSITION 13. = L’applicationégsur P(G) est continue de

Lioc(c) dans P'°(G) et elle est uniformément continue sur les bornés

de P(G).

On peut alors énoncer

/ A ~
THEOREME 2. - Si G est un domaine pseudo-convexe de Cn, le cone

positif convexe engendré sur les rationels par les fonctions

loglfi(z)l , fi holomorphe dans G, et irréductible dans G est dense

1
loc

sur P{(G) pour la topologie L

.

Démonstration. Soit V(z) e P(G).

s i , -V
Considérons le domaine pseudo-convexe A = (? eG ; \z'lce (z)] dans

Cn+1(zl, vevs 2_, 2'). Soit une fonction
n
F(z', z) =§EAq(z) z'9

ayant A conme domaine d'holomorphie (application du théoréme de K.Oka).

On a
(z) = reg. sup.[lim. sup. — (].
V(z) reg zsup lim. sup 1 log lAq z”
Posons W(z) = lim.sup. % log ‘A (z)! ; on a “W—V“ 1 =0 .
4 § L1oc

D'autre part soit

W ®  sup ~llog\A (2}
sgqgs+t 4 4

Les L sont sommables et majorées sur tout compact de G.

s L

On va montrer :
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LEMME 1. -~ Les Ws teP(G) approchent V sur G pour la topologie
»

Lioe *
En effet on a W = lim Ws la limite &tant décroissante.
s=o0 s @
§i K est un compact donné de G, on aura W-w 1(§ pour sps . Ensui-
s ,® K\2 7" o

te on utilise

la limite étant croissante et majorée par We m)fonctiop sommable;
»

on aura donc

qui établit le lemme.

Pour achever la démonstration du théoréme 2, il suffit de

montrer

LEMME 2. - Les fonctions plurisousharmoniques % log If(z)

ol

f est holomorphe dans G et q un entier positif quelconque approchent

]
les Ws,t dans Lloc(G>'

En effet soit Ays cves s uRE suite finie de nombres complexes.
si 1'on a !d.l#ld.,,on a
R 1/p
= 13 P P
sup !dil lim Fxl A le
p=
Appliquons ceci i

1 i 1
W = sup(; log !As(z) i s e T

s,t log [ 4 . (2)])

+

Soitg= s(s + 1) ... (s + t) . On a

Ws’t(z) = i log sup[‘A;(z)} s ...‘A;+t(z)’J

ol A§ est €galed une puissance entidre de Aj’ donc holomorphe. Il

en résulte qu'en tout point z ol l'on n'a pas une &galitéd
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\Ai\ - ,A;l , on a

(8) Ws,:(z> = 13;5;2;

1og“:A;P(z} s AP ()]
= lim L log lH (z)!
p=co op P
ot Hp(z) est holomorphe dans G et vaut

- ' +P
Hp(z) = Asp(z) o As+t(z) .

Les fonctions pluriscusharmoniques sont bornées supé-

log 1Hp(z)

rieurement sur tout compact de G quand p —»+o0. Les points ol l'on

a une égalité ‘Ai(z)

= lA&(z)l forment un ensemble fermé ; il est
de mesure nulle dans Rzn; $'i1 est un vrai sous-ensemble analytique
réel, Sinon‘Ai(z)l et lai(z)} coincident dans un ouvert, ce qui en-
trafne 1'existence d'un nombre A ,lxl& 1, tel qu'on ait Ai(z) = AAi(z)
dans G. On conviendra dans ce cas que si certains des A;(z) sont
1iés par de telles relations , dans la somme au second membre de
{8) , on ne garde que 1'un d'eux et supprime les autres . Dans ces
conditions on a la limite (8) sauf sur un ensemble fermé& de mesure
nulle. D'autre part les fonctions

5,(2) = ;li_ log lnp(z)f
quand p —>» forment un borné de P(G) pour la topologie Lioc si 1'on

n'a pas Wo .(2) = —, ce qu'on peut supposer d'aprés V ¢ -o.
3
La suite 5 P(z) converge vers WS t(z) presque partout ; donc Ep(z)
b
tend vers Ws t(z) dans Lioc(c)’ ce qui &tablit le lemme 2, op &tant
»

un entier et HP €tant holomorphe dans G.

o«
La démonstration du théoréme 2 en découle : on a Hp ='ﬂ(ﬂg k,
fk holomorphe indé&composable dans G ; sp(z) s'écrit sous la forme :
1
SP(2> = ;E:ck log lfk(zﬂ
ol ¢, est un nombre rationel positif, fk(z) est holomorphe indécomposa-

. 1
ble dans G ; les §P(z) sont denses sur P(G) pour la topologie L, . -

On en déduit
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THéORgME 3. - Soit G un domaine pseudo-convexe de ch pour

lequel on a HZ(G, €) = 0 : alors le cOne positif[engendré par les

courants t [de'intégration sur les ensembles analytiques M, de dimen~-

sion n~! , irréductibles dans G (cycles analytiques dans G), est dense

sur Tn~l,f(c> pour D'°(G).

Plus précisément les M étant des cycles analytiques dans G

k
de la dimension n-1, les sommes finies § = ZTZ}k t[Mk] > Cy » 0, ¢, ra-

tionnels, sont denses sur Tn f(G) pour la topologie £"°(G) de la
b ]

=1

convergence simple des courants sur les formes.

Démonstration. Soit to eTn—l f(G) : 1l existe Vo &« P(G) solu~
>

tion de 244'4"V = ty 3 Vo = 9-1(50) . Soitcp(to) un voisinage de t,
dans §'°(6) ; il existe un voisinagecul(vo) de V_ dans Lioc(G) de

mani&re que pour V ew (V_),on ait@(V)ccu(to), fétant continue. I1

existe dans P(G) “‘DJ(V0> des éléments

5==Z:ck logffk! s fk irréductible dans G.

Alors le courant
st gn = » = s " =
2id’'d S 6(5) ch 2id'd"log fkl-Z‘lTch t[Mk]

appartient au cdneet 1'on a 0(5) aw(tOD, ce qui &tablit 1l'é&noncé.

Un corollaire immédiat du théoréme 3 est :

H

si G vérifie les hypothéses du théordme 3, l'enveloppe convexe du cdne

formé par les génératrices extrémales déterminBes sur Tn-l f(G) par
»

n=1

P'°(6) de la conyergence simple des courants.

les cycles analytiques,est dense sur T f(G) pour la topologie
L]

Conjecture.

1o
c log lf(z)‘ » ¢ 270, £ analytique irré&ductible dans G approchent les

Il est conjecturé& que dans L! C(G) les &léments de la forme

sommes finies Z:pkleglfk(z)‘ » Py positif . Si cette conjecture

est €tablie la conclusion précédente se simplifie et s'énonce : les
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génératrices extrémales du cOne Tn-l f(G) déterminées par les courants
bl

d'intégration tﬂ&}sur les cycles irréductibles sont denses dans

n-1

T £(6) pour la topologie &'°(G).

5. Remargue . On peut se demander si certaines fonctions pluri-
sousharmoniques remarquables peuvent 8tre extrémales, en particulier
si pour une quasi-norme pluriscusharmonique q{(z) sur un espace vecto-

riel , log q(z) est une fonction plurisousharmonique extrémale.

Rappelons que nous avons appelé quasi-norme dans un espace

vectoriel complexe une fonction plurisousharmonique q(z) qui vérifie

pour tout ued :
q(uz) =|ulq(z)

Pour une telle fonction on sait (cf. [7, h], pages 285 et 312) que

1'on a q(z) 20 et que log q(z) est plurisousharmonique .
On va montrer en prenant l'exemple

0 a@ =[z]% [z, ]? dans o

que log q{z) n'est pas extrémale.

Rappelons d'abord un résultat &tabli dans [7, h, p- 3!7}-

PROPOSITION 14, - Soit(?(tl, . tn_l} une fonction pluri-

scusharmonique dans Cn-l(t) qui vérifie pour utﬂ —

lim sup ~§££l,= ¢ >0

log tU

Alors la fonction

-1 -1
+ (f(zl Z seeeZog Zo )

est plurisousharmonique dans c® et vérifie pour tout ue€f

2z

V(z]..zn) = ¢ log n

V(uzl,...uzn) = ¢ log \ul+ V(zpemz ) -

Appliquons ceci au cas particulier

V(z) = log q(2z) = & log (‘zllz . [zzlz)
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on va établir que l1l'on a

(10) V(z) = Vl(z) + VZ(Z)
2, .
VI’ VzeP(C ) &tant non proportionnels.
: -1
Soit t = z, z; , om a
V(z z,) = log|z « 1 log (1 + tbz)
) g 1| * 7 los |

. 2 . L.
La fonction log{l + {t{ ) est sousharmonique et s'écrit sous forme

d'un potentiel dans C1

an 1 log(l + itlz) - W_l logla ~ tl[ald\al df
2 2,2
I
O if
ol 1'on pose a = |ale
- .. 2.-2
Partageons la mesure positive B de densité (1 + ‘a\ )

de masse totale 1, dont le potentiel figure au second membre de C,
en une somme

[ S A

ol B, est la restriction de I3 au disque unité {aiél . On a

% o pall = %

R

Cjalgl o+a 2y ?

Les potentiels U]-ll , U’.12 vérifient
B
U 1(1:) + UPz(t) = -;— log(l +{t(2) .

De plus Url(t) ne dépend que de ltl , est harmonique pour

lt\)l, et vérifie donc

P
U () 1
%loglq 2
' - , -1 M 1
D'od 1lim sup (log!tl) U () = 3
L P OO

Posons
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Alors on a

|

= - 1 2y
(10) VvV = Vl + V2 loglzll + ) log(l + 'tl Yy = log q(z)
D'autre part on a %

o

[¢!]
41']71]

20 défini par

A, = supp a'd L(z =0) U[z z;

= 1 "
A2 = supp d'd V2

Au voisinage d'un point intérieur au cBne
]zliékzi’ on a 1t]>1, z, # 0, P2 est une mesure 4 densité non nulle,
et d‘d“V2 n'est pas nul, tandis que d’d“Vi 1'est ; il n'existe donc
; 11 résulte alors

pas de constante a > 0 telle qu'on ait V]= a V2

de la décomposition (10) que dans Cz(zl, zz) la fonction log q(z)

et en particulier

log ||z = 1log U ll + | 2,| :] 2 log q(z)

ne sont pas extrémales sur le cOne P(C ).
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