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INTRODUCTION

Dans plusieurs mémoires de grande importance, H.Poincaré‘
avait montré les difficultés que présentait 1'étude des fonctions
analytiques de plusieurs variables complexes. L'espace c” ot un
‘point est déterminé par n coordonnées complexes est peu accessi-
ble & notre intuition dés que n surpasse l1'unité. A cet obstacle
s'en ajoutaient d'autres, propres & 1'étude des fonctions analy-
tiques. Ainsi que H.Poincaré le constate,leurs domaines d'existen-
ce ne sont pas des domaines quelconques dans C". Peu aprés;P.Cou-
sin montrait la difficulté eﬁ souvent l'impossibilité de résoudre
~un probléme essentiel pour les applications : comstruire dans un
domaine de C" une fonction ayant des zéros donnés. Le célébre
Traité d'Analyse de E.Picard se contente de souligner les diffi-
cultés de telles études. En 1938, quand j'ai entrepris de résou-
dre une série de problémes concernant les fonctions analytiques
de deux puis de =n »2 variables, seul un petit nombre de mathé-
maticiens s'attaquait 4 ce genre de difficultés dont,en particulier,

je 'citerai 1le japonais K.Oka et, en France, H.Carcan.

Aujourd'hui de nombreux travaux enrichissent cette partie
l'analyse qu'on appelle 1'analyse complexe. Mes résultats ont
contribué & 1'élargissement des points de vue. Dans mes travsux

1'étude des fonctions analytiques occupe une place



importante, mais non exclusive et c'est en partie 3 enrichir
1'analyse complexe d'autres notions que je me suis attaché.

J'ai @té condult au cours de ma carriére scientifique,et d'abord
pour l'étude des fonctions analytiques elles-mémes, 3 créer des
notions nouvelles, invariantes par les applications analytiques,
mais fort différentes des fonctions analytiques, Ces outils sont
eux-mémes devenus objets d'&tude pour les mathématiciems. J'ai

eu ainsi 1é chance au cours de més recherches, de donner i 1'ana-

lyse complexe des notions qui y demeurent et s'y développent.

Parmi ces notions je citerai d'abord les fonctions pluri-
sousharmoniques que j'ai définies peu apr&s ma thése. Dans trois
Notes 34 1'Académie en 1942 et en 1943, j'en ai donné des propriété
fondamentales et les premié&res applications. Elles sont devenues
Peu a4 peu un instrument classique de l'analyse et leur utilité
s'est affirmée dans un cadre de plus en.plus large. Il n'est guére
aujourd'hui de probl&me sur les fonctions analytiques de plusieurs
.variables complexes, de probl@me global en particulier, qui ne les
utilise. De ce fait certaines théories de la mécanique quantique
les emploient et j'ai &té conduit pour en éxposar les propriétés
d donner des conférences au C.E.A. 3 Saclay, & participer acti-
vement aux rencontres entre mathématiciens et certains physiciens.
Le livre du physicien russe Vladimirov é&dité & Moscou, préfacé parx
Bogolioubov et traduit en frangais; rend cgmpfe, mieux que je ne
saurais le faire, de l'inférét pris par certéins spéeialistes de

la mécanique quantique aux fonctions plurisousharmoniques.



I1 n'est pas toujours aisé de rendre intuitives certaines no-
tions, méme fondamentales, domt il sera question dans cette
Notice. Le corps des nombres complexes est moins présent 3 notre
intuition concréte que le corps des réels et il en est certaine-
ment ainsi des constructions faites sur lui. Il n'est peut—8tre
pas inutile de dire i¢i, d'une manidre trés schématique, que les
fonctions plurisousharmoniques présentent,au moins formellement,
une analogie avec les fonctions convexes des espaces réels (elles
ont &té gquelquefois appelé&es pseudo-convexes) ; mais elles sont
seulement semi-continues sup@rieurement ; elles sont liédes i la

structure complexe et beaucoup moins intuitives que les fonec-

tions convexes quil en sont un cas particulier.

En fait, auparavant j'avais beaucoup expérimenté&, si tou-
tefois le mathématicien a le droit d'user de ce mot. Sous 1'in~
fluence des enseignements et des oeuvres de P.Montel et de A.Den-
joy je m'étais dirigé d'abord wvers 1l'étude des singularités des
fonctions analytiques d'une wvariable : ma premi&re Note , en 1937,

généralise un thé@oréme de Denjoy-Ahlfors et donne sous certaines

hypothéses la classe la plus générale de valeurs asymptotiques
non directes des fonctions méromorphes d'umne variable dont le
nombre est fini et 1imité& en fonction de 1'ordre de croissance

supposé fini. J'avais remarqué i cette occasion combien 1'&tude

des singularités emprunte aux techniques de 1'analyse réelle. Un
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peu plus tard, en 1939, j'apercois un lien &troit entre certaims
problémes fondamentaux concernant les fonctions analytiqﬁes de
deux variables complexes et 1'atude des potentiels newtoniens

dans le plan, plus précisément celle des fonctions sousharmoniques
que le mathématicien hongrois-F}Riesz avait, quelques années au-

paravant, définies dans leur généralité.

Préciser ées problémes, les traiter ensemble, tel a été le.
but de ma thése [ 7, 95 pages] en 1941, intitulée "Sur quelques
problémes de la théorie des fonctions de deux variables complexes"”
A distance, il m'apparait que, résoudfe_ces problémes en consta-
tanf qu'ils relevaient d'une_méme'méthode que j'@tablissais ainsi,
a été un apport. Majis, & l'époque, ce sont des exigences de préci-
sion, la recherghe-de propriéfés assez fines pour permettre des

réciproques, qui m'ont guidé.

Ma thése &tudiait les singularités des fonctions analytiques
de deux variables ; ma méthode permettait pour la premi&re fois
d'étudier les fronti&resles plus générales des domaines d'existen-
ce sans faire sur celles—ci des hypoth&ses de régularité, diffici-
lement tolérables..Elle contenait une &tude de la croissance des
fonctions entidres de deux variables par les mEmes voies : j'ai
du surmonter des difficultés techﬁidﬁés pdur me libérer de la mé=-
“thde des cercles d*exélusion.que E.Borel et J.Sire avait intro-
duite dans cette &tude et y-subsfituer des notions capacitaires
plus délicates (la capﬁcité déé'enéembles 3 1l'encontre de la

mesure n'est pas additive) qui seules permettaient d'établir des



réciproques. Par la suite ces méthodes m'ont permis de résoudre
des problémes posés par G.Julia, et par M.Zorn. J'ai &té amené

d donner des compléments utiles 3 la théorie du potentiel que
j'utilisais. Ma theése a aussi suscité de la part de plusieurs ma-

thématiciens des recherches sur les notions capacitaires.

Les fonctions pluriscusharmoniques sont nées alors d'un

probléme de méthode posé& par le passage de deux variables i

R . . ' 2 n . .
n>2 variables, ou, brid&vement, de C 3 Cc— . Quel é&tait, en fait,
ce groupe de propriétés des fonctions analytiques-de plusieurs
variables complexes dont j'avais pu faire 1'&tude dans ma thése
pour mn = 2 en utilisant, d'une mani&re paradoxale, & peu prés uni-
quement des méthodes de l'analyse réelle? Je me suis rendu compte
que ces propriétés concernaient essentiellement le module !f! de
la fonction analytique f . On pouvait les rapporter 3 log gf .
Je définis alors les fonctions plurisousharmoniques V par la condi-
tion d'8tre A valeurs réelles (-oo¢V), botnées localement et
d'avoir sur la circonférence de tout disque de ¢" une moyenne au
moins égale & leur valeur au centre. De telles fonctions sont
semi~continues sup8rieurement ; 1'ensemble de celles qﬁ'on peut
définir dans un domaine G de C» forme un c8ne convexe qui con-

.

tient les fonctions log if! » quelle que soit f analytique dans
G. Pqur n = 1 , on retrouve les fonctions sousharmoniques .
Renvoyant le lecteur i l'analyse technique de mes ré&sultats
faite plus leoin dans cette Notice, je recopie quelques lignes

qui figurent en téte de mon mémoire Ijé} de 1945 car elles pré-

Sentent un intérét de mé&thode : "1'étude des fonctions
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plurisousharmoniques permet de grouper un ensemble de propriétés
des fonctions analytiques de plusieurs yariables, ou, plus exac-—
tement, de leurs modules. Ces propriétés, dont l'ensemble est par-
ticuligérement riche pour n)» 1 ne sont pas liées 3 la totalité de
la structure analytique complexe, étant l'apanage d'une classe de
fonctions semi-continues. En conséquence elles peuvent Etre ob-
tenues sans l'emploi de tous leslmoyens que le caractére holomof-
phe pourrait offrir. On congoit que leur démonstvation fasse appel
aux méthodes de la théorie des fonctions de variables réelles et
les raisons du succés de celle—ci apparaissent ainsi nettement.
Ces considérations contribuent & une claésification logique des
difficultés qu'on rencontre dans 1'étude des fonctions de plusieuré
variables complexes.... et conduit 4 considérer 2 part les pro-
priétés d'une fonction holomorphe £ qui découlent du fait que

log |£] est une fonetion plurisousharmonique ...".

Un résultat de K.Okg? connu i 1a fin des hostilités entraine
que les domainesrd'existence des fonctions amalytiques, dont H.Poin=
caré s'&tait occupé; soient exactement les domaines convexes par
rapport aux fonctions plurisousharmoniques : 1'&tude des ensembles
de singularités des fonctions analytiqges_se ram&ne ainsi & 1'&tu-
de de ces derniéres. Elles déterminent aussi 1'€tude de 1la crois-—
sance des fonctions entié&res. J'ai &té& de la sorte conauit a
écrire une viqgtaine de notes ou mémoires sur les fonctions pluri-
gaﬁsharmoniques. Touﬁ d'gbord comme je 1'avai$-fait pour n = 2 ,
je pouvais &tudier les singularités des_fonctions analytiques

dans toute leur généralité. J'ai étudié les propriétés
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géométriques des domaines d'existence en montrant leur équiva-

‘lence, ce qui mettait fin, en quelque sorte, aux &tudes dqu'on

faisait de la "pseudo-convexité&". Puis je traite des problémes

de prolongement de fonctions plurisousharmoniques, qui expliquent
et généralisent l'existence de singularit&s impropres des fonc-
tions analytiques. J'étudie par la suite la croissance des fonc-
tions entidres. Une autre direétion de mes recherches a été 1'étu-
de du comportement des fonctions plurisousharmoniques au voisina-
ze du sous-espace RZ dans Cn, R: étant l'ensemble des points &
coordonnées réelies. Dans ces travaux ma méthode introduisait peu -
a peu des mnotions nouvelles, la classe des ensembles polaires,
celle des ensembles C-négligeables, qui dans 1'étude des fonctions
plurisousharmoniques sont indispensables pour n} 2 . Les notinns
capacitaires que j'avais utilisées auparavant dans le cas n = 2
font en effet complétement défaut pour ces &tudes dans c™ . Apras
tes anﬁées 1960 les travaﬁx des mathématiciens se sont succédé

4 un rythme 'rapide en utilisant les fonctions plurisousharmoni-

ques . J'ai &tabli que les indicatrices complexes et radiales ré-

gularisées des fonctions entidres d'ordre fini étaient plurisous-
harmoniques homogénes . Gatte propriété les car actérisait elles? Je 1'ai &tabli
pour les premi&res, mais pour les secondes, j'ai &té devancé ci-
multanément par le suédois C.-0.Kiselman et le regrettdé A.Mar--

‘tineau. Mais j'avais entre temps construit de telles indicatrices

- discontinues. L'emploi des fonctions plurisousharmoniques &tait

devent systématique en analyse fonctionnelle et L.Hormander leas

utilisait pour l'étude des supports singuliers des distribuci: ns.
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En fait dés 1950, je m'étais dirigé vers un autre problé-
me, L'8tude métrique des ensembles analytiques complexes c'est-a-
dire des ensembles fermés définis au voisinage de chacun de leurs

points en annulant des fonctions analytiques.

L'exemple des fonctions d'une variable montre 1'importance

et presque la mécessité pour les applications de connaltre

des propriétés quantitatives de tels ensembles. Un premier pas
3 faire était de déterminer si pour de tels ensembles (la présen-
ce de points singuliers fait qu'ils n‘ont_pés en général umne
structure de vari&t&), on pouvait raisonnablement définir une
"aire", ce qui revient, essentiellement, & définir 1'intégration
des formes différentielles sur l'ensemble. Ce probléme avait &té
attaqué par de nombreux mathématiciens et.1e seul cas fraité,
celui des ensembles d&finis par une €quation, l'avait &té par
Kodaira en complétant une méthode de H.Poincaré. Pour résoudre
le probléme je définis les courants positifs fermé&s , famille
d'opérateurs linaires a4 laquelle appartient l'int@gration sur
~les variétés analytiques complexes ; ils se prolongent & tra-
vers les points singuliers des ensembles amalytiques , J 'ob-
tiens ainsi le résultat essentiel de l'existence de l'opérateur
d'intégration comme courant positif ferm& porté par lfenseﬁble
analytique. Les courants positifs fermés rentrent dans la classé
_mﬁégérale de ces”fprmgg_différentielles généralisées appelées
courants par G.de Rham et dont les coefficients peuvent &tre
des distributions (au sens de L.Schwartz). Dans le cas des

courants positifs, ces distributions sont en.  fait des mesures
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de Radon et offrent le grand avantage &e permettre la construc-
tion et le calcul sur des mesures, & partir d'une algdbre multi-
plicative assez simple que j'ai développée. Actuellement les pro-
blémes & croissance en font le plus grand usage, notamment pour
obtenir des théorémes de représentation globale des ensembles ana-

lytigues.

Peﬁdant longtemps on a du se contenter pour les fonctions de
plusieurs variables de donner des théorémes d'existence, ou de non
existence, et de définir les groupes d'obstruction aux grands pro-
blémes classiques. De ce fait les étudés sur les fonctions anal?-
tiques de plus d'une variable complexe paraissaient sinom inuti-
les, du moins inutilisables, méme 3 l'intérieur des mathématijues.
I1 n'en est plus de méme aujourd'hui et les résultats que j'zi ob-
tenus y ont concouru. J'enm citerai un exemple : 1'étude des points
od une application ﬁéromorphé prend des wvaleurs rationnelles est

importante parce qu'elle recouvre de nombreux problémes de

transcendance en théorie des nombres. Mes travaux sur les courants

positifs fermés et les propriétés de leur densita v (appelée dans

les travaux am8ricains nombre de Lelong) , ont permis récemment 3

E.Bombieri de surmonter dans la théorjie des nombres transcendancs

des difficultés qui avaient arr8té des mathématiciens comme

.Sngng 3 mes énoncés apportaient en effet des rédsulctats quantita~

tifs et constructifs dont l1'analyse complexe & plusieurs variahlas
i

avait. besoin pour satisfaire aux exigences de précision de :a thio-

rie des nombres.



La notion de courant positif fermé regoit beaucoup d'appli-
cations car unm ensemble analytique identifié 3 un tel courant
devient infiniment plus maniable pour 1l'analyste. Récemment des
travaux américains (P.Thie, J.King) ont &€tabli une conjecture
gque j'avais faite dans mon Séminaife en 1966 : les ensembles ana-
lytigues sont exactement les supports des courants positifs fer-
més pour lesquels le nombre v est un entier positif pour tout

point x, ce qui définit les ensembles analytiques 3 partir des

courants positifs fermés.

La méthode de mon mémoire de 1957 [}8] avait d'abord étonné
car j'employais des méthodes d'analyse fonctionnelle ; cette mé-
thode a depuis &té employée avec succ@s (M.Herrera) pour &tablir
l'existence de l'opérateur d'intégration sur les ensembles analy-

tiques réels et les ensembles semi-analytiques.

LLa représentation des fonctions entidres d'ordre fini
a partir de leurs zé&ros due j'ai donnée dés 1953, la complétant
en 1964, a eu des conséquences sur les travaux de nombreux ma-
“thématiciens. Elle donnait (notamment pour les fonctions de type
expoﬁentiel 51 importantes pour les applications) des résultaté
aussi précis et aussi constructifs pour n variables que ceux ob-
tenus jadis par E.Berel et J.Hadamard dans leurs &tudes des zéros

des fonctions entiéres d'une variable.

Dans un ordre d'idées différent, les 6 Notes que j'ai con-
sacrées aux classes quasi—analytiques ont introduit pour leur &tu-

de une méthode qui utilise le comportement des fonctions plurisous-
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harmoniques au voisinage du sous—espace réel et "un théoréme de

Hartogs réel" que je donne (cf. le § 6 de l'analyse qui suit).

Mes recherches et celles de me'. &léves ont depuis 1967

abordd un domeine nouveau qui est 1l'extension de 1l'analyse

complexe aux espaces vectoriels topologiques de dimension infinie
cénstruits sur le corps C des nombrea‘complexeg. Dans ce passage
& la dimension infinie, la notion de fonction analytique ne
s'impose plus aussi ciairement dés qu'on quitte le cadre des
espaces de Banach. Paradoxalement celle de fonction plurisous-
‘harmonique se transpose aux espaces les plus généraux, comme le
montrent mes résultats publiés 3 partir de 1967. J'al pu aussi
dtendre 3 la dimension infinie les notions emsemblistes définies
d partir des fonctionsrﬁlurisousharmoniques : elles sont indis-
pensables cér les notions de mesure auxquelles nous sommes habi-
ﬁués en dimension finie disparaissent en partie en dimension

infinie.

1 - - . N e
C'est une tendance récente des mathématiques de travail-

ler en dimension infinie et sur des espaces fonctionnels ; mes
~-résultats apportent des moyens nouveaux dans'cetfe voie. J'étends
&es'propriétés des applications linéaires continues d'espaces vec~-
toriels aux familles d'applications polynomiales : les notions

ensemblistes, les ensembles polaires notamment,y jouent un rédle
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important et s'introduisent ainsi dans la th&orie des espaces vec-
toriels topologiques. J'ai pu appliquer ces notions mnouvelles a
des problémes tré&s classiques. J'en donnerail un exemple: ! E.Borel
avait remarqué que, "en général", les séries de Taylor convergen®
tes représentent des fonctions analytiques ayant leur cercle de
convergence comme coupure. Les pfobabilistes ont par la suite
donné des énoncés dans cette direction. Je fais de l'ensemble de
ces séries de Taylor un espace fonctionnel E ; d'un &noncé géné-
ral que j'ai donné dans [55] découle,_aiﬁsi que je le montre
dans {}4] , que celles des séries qui représentent une fonction
prolongeable forment selon le cas soit un ensemble polaire dans E,
soit une réunion dénombrable d'ensembles négligeables ; mon point
de vue donne des résultats plus précis que le point de vue pro-
babiliste et la comparaison faite &ans‘[54] est instructive,tous deux
conduisant par ailleurs & travailler en dimensibn infinie. Dans
cette extension de l'analyse complexe a 1a dimension infinie ,
j'ai défini des topologies nouvelles, mieux adaptées aux espaces
.vectoriels construits sur le corps C des nombres complexes.
Les notions gue j'ai'introduites ont montré récemment'ieur inté-
réet dans 1l'é&tude du prolongement des fonctioné analytiques, de
1'espace vectoriel & son complété topologique . Les résultats ob-
tenus dont l'analyse est faite plus loin montrent qu'il n'@tait pas

_prématuré d'aborder ces problémes nouveaux.

22



Carridre, charges et distinctions, ~ Je décrirai ici

ma carriére et dirai quelles founctions j'ai occupées. Certaines

-

m'ont conduit 3 accepter de lourdes charges pour aider

la science francgaise

-

Ma carriére elle-mé€me s'est dé&roulée dang 1'Université;
j'ai professé& dans les Facultés des Sciences de Grenoble, de
Lille, puis, aprés 1954, 3 Paris et j'appartiens aujourd'hui au

corps enseignant de Paris VI,

A Grenoble je me suis trouvé dans un milieu scientifique
actif, tr&s ouvert aux applicatioms ; il venait d'€tre renforcé
par l'équipe de i.Néel. J'y ai beaucoup appris sur l'organisa-
tion de la recherche, sur le fonctionnement et les difficultés
des laboratoires et aussi sur la vie des industries, plus aisége
i connaitré sur le plan local. Dans mé spécialité, je m'effor-
gais, avec 1l'appui de J.Pérés dont j'avais &té 1l'assistant i
Paris, d'établir um contact avec les ingénieurs et de classer
leurs problémes. Les observations que j'ai faites m'ont servi
plus tard. J'ai trouvé ensuite 3 Lille une orientation universi-
taire différente ; je me suis alors concentr¥d sur mes propres re-
cherches et j'ai commencé 3 avoir des éléves'; le premier a été
Fr.Norguet, aujourd'hui professeur & Paris VII. Nommé & Paris eﬁ
1854, j'organise le Séminaire d'AnalyEe qui, depuis, publie cha-
que année ses travaux (Lecture Notes, Springer) : il est pour moi
mﬁp_mpyen_d'orienter et de coordonner les travaux d'un groupe de

chercheurs.

Trés tdt, j'ai €té amené a effectuer de nombreuses missions

Wy

i'@ctranger, &tant fréquemment sollicité par des groupes de ma-

thématiciens qui utilisent mes travaux.
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L'activité de recherche d'un mathématicien s'exerce sou-
vent dans la concentration et la solitude. Sur le plan moral, il
. - L3 - - T~ - -
en ressent parfois une impression désagréable, d etre &goiste,
ou peu utile, ou mal utilisé. Adssi ai-je accepté quand l'occa~
sion s'en est présentée, des fonctions supplémentaires,afin qu'une

autre partie de mon activité plit bénéficier au reste de la scien-

ce et aux travaux de mes collé&gues.

A la fin de 1958, j'ai &té, ainsi que plusieurs scientifi-
3 q

[1+1

ques frangais, consulté sur la mise en place d'unme organisation
nouvelle‘de la recherche francaise. Mes avis ont Eté suivis.

"Sans doute les rédigeais~je avec le sens du possible, ayant gté

en 1938 1'@&léve d'une de nos grandes écoles administratives. A

la fin de 1958, jé fus vivement‘pressé d'accepter de suivre ces.
guestions en devenant conseiller technidue auprés de la plus hau-
te autorité de 1'Etat. J'acceptai, Les expériences russes et am§~
ricainés montraient l'utilité et presque la nécessité d'une présen=~
ce scientifique & ce uiveauﬁ J'avais d'autre ﬁart le golt de con-
~—naltre et de servir 1'Etat. Enfin ma position d'universitaire et
d'"homme de science, mais d'une écience qui ne demande pratiquement

rien pour elle-méme, me donnait du recul et de 1'indé&pendance.

v

La chargegtait lourde, car je conptinuais d'assurer mes
taches d'enseignement et de recherche : je n'ai pu y faire face que

grice au climat d'efficacité et de confiance que j'ai trouvé.

Cette cqonfiance entrainait la collaboratiom de la haute adminis-

tration. Il fallait assurer la bonne marche des nouvelles
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 institutions, Délégation, Comité Consultatif de la Recherche
scientifique et technique. La science est aisément sacrifiée &
des besoins quotidiens : un strict respect des procédures
nouvelles créées en sa faveur devait 8tre imposé& d tous, si

1'on voulait que ses besoins pussent &tre utilement exprimés

au niveau le plus élevé. Aprés deux années, je changeai mon
poste contre celui de membre, puis de président du Comité Can-
sultatif; afin de continuér et de préciser mon actiomn pendant
quatre ans encore. J'ai ainsi donné pendant six ans une part

de mon activité pour favoriser !‘'ensemble de la recherche :
l'accroissement régulier des crédits et des moyens mis 3 la dis-
position de la science frangaise a &td, je crols, apprécié.

Des organismes nouveaux de recherche ont &té créés : je n'avais
pas perdu mon temps en y aidant. Dans les années suivantes, me-
nant les travaux du grouper"Matﬁématiques" du Plan, j'ai poussé
au développement des mathématiques appliquées et de l'informati-
que ; les travaux que j'ai présidés ont préparé la création de
1'T.R.L.A. ; mon action se poufsuivait parallélement au C.N.R.S.

oli je pré&sidais la commission de mathématiques.

Enfin je mentionnerai, pour termiﬁeg que mes collégues
mathématiciens me confient depuis plusieuré années-la tdche déli-
cate de présider une commission, non officielle, qu'ils ont créée
.et a laquelle ils soumettent avant la soutenance les th&ses

d'Etat qu'ils font faire.

4
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ANALYSE DES TRAVAUX

1. = Premiers travaux } fonctions de deux variables complexes,

A - J'indiquerai d'abord quelques résultats qui ont précddé ma
q q

th&se ; certains concernent les fonctions d'umne variable complexe.

a/ Ma premi&re publication [1] date de 1937 ; elle concerne
les fonctions méromorphes d}une variablé, d'ordre de éroissance
fini. Un tHéor&me de A.Denjoy et L;Ahlfors limitait 3 2 p 1le nom-
Bre deé-valeurs'asymptotiques a d'uné telle fonction qui sont

directes, c'est—-d~dire non.prises par f dans un domaine D allant

n(r,a)

: . . _ ¢(r)
quand r —3+w, ol (?(r) = log.sup.(f(z) - a{ ; pour |z‘ »T sur

& 1'infini. J'&tends cette limitation au cas oil — 0

le chemin de détermination et o n(r, 2) est le nombre de zéros
de £(z) - a pbur lesquels on a |zl$r sur D . Je dé&finis ainsi
une classe‘de valeurs asymptotiques semi-directes qui comprend

- les valgurs_asymptotiques_directés, l'énsemble étant limité a 2p
si f est d'ordre p. Ce résultat est le meilleur possible comme

1'a montré un exemple de G.Valiron.

26



b/ Par la suite j'al rencontré nombre de propriétés des poly-
nomes d'une variable qui é&taient sans doute demeurées imnapergues,
par exemple celle-ci que j'ai d'ailleuxrs &tendueaux applications

polynomiales d'espaces de Banach : si Pn(z) est une famille de

polynomes, et degré Pn = n, alors si 1l'on pose Un(z)= % log\Pn(z)l
il n'existe que trois possibilités pour U = lim sup Un et pour
sa régularisée U*(z) = 1lim sup U(z') :
z'=>z
*
1°) ou bien on a U (z) = +w et alors on a U(z) = +asauf sur

un ensemble de type F_, de capacité nulle 2°) ou bien U*(z)
est sousharmonique et 1l'ensemble U(z)<‘U*(z) est de capacité nulle
*

3°) ou biemon a U = U = -oet la suite Un converge vers — &

uniformément sur tout compact.

¢/ Enfin parmi les pubiications antérieures & ma thése, je
signalerai la note [4] ; 'y étudie 1'intégrale de
Kronecker d'un systé&me f(x, y), g(x, y) de deux fonctions analy;
tiques de degx variables dans un domaine Ix!(r, |y]<r‘ . Je mon-
tre que cette intégrale a toujours un sens et donne le nombre des
zéros isolés du systéme ; les .sous-variétés de dimension complexe un
n'interviennent donc pas dans le calcul de cette intégrale. Le
éalcul appliqué au systéme f£(x) - y = 0, vy = 0 introduit commo-

dément l'aire A(r) de 1'image du cercle Ix](r donnée par f sur

la sphére de Riemann et donne une démonstration naturelle d'une

variab}e complexe (formule dite de Ahlfors—-Shiniizu dont A.Bloch

avait conjecturé l'existence).
27



B - J'amlyserai maintenant les travaux systématiques sur

les fonctions analytiques de deux variables qui figurent dans ma

thése de doctorat f?] et dans quelques mémoires postérieurs

[SJ ’ [9} , l}O] . [17] R [20] R l}Z] . Le point de départ est
le suivant : dans le développement en série de Hartogs f(x, ¥)
f(x, y) = z:: An(x)yn d'une fonetion £ holomorphe au voisinage

n
de {xé_d y ¥ = 0} dans Cz(x, ¥v), le rayon de convergence unifor-

me de la série (done le rayon d'holomorphie pour f) est donné
par y=R(x) , ol U(x) = =log R(x), xed =est la fonction sous-
harmonique la plus générale. Ce premier résultat mfa conduit A

de nombreux énomncés qui concernent 1'&tude fine des singularités
dés fonctions analytiques de 2 variables, en utilisant les mo-
tians (capacité, effilement, critére de Wiener) venues de 1la
théorie du potentiel. Une réponse est donnée [9] & une guestion
de G.Julia sur les valeurs exceptionnelles d'une relation

f(x, y) = 0. Une étude poussée de la croissance des fonctions en-
tiéres de deug variables est faite dans [Z] . Par la suite ces
résultats de ma thése ont &té améliorés et repris par moi dans
~un cadre plus général (Cours publié aux Presses de Montréal !968,
exposé de Hengartner, Séminaire P.Lelong, 1968) car il est appa-
ru que, sauf pour quelques énoncés trés particuliers, 1'analyti-
cité de £ n'intervenait que par le fait que log \fl gtait pluri-
sousharmonique. Citons aussi, toujours pour deux variables, le
“mémoire [24] , (1950), sur les séries aé'Taylor 3 coefficients
‘entiers, probléme poursuivi récemment (1970) par A.Martineau,et

+

le mémoire [22] sur les séries de Taylor formelles ; le résultat
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de ce travail, récemment étendu par moi & la dimension infinie, a
donné dans les espaces vectoriels complexes une extension du théoré-
me de Banach-Steinhaus aux applications polynomiales de degré quel-

congue.

Signalens aussi que dans les travaux de cette période jltai
complété la théorie du potentiel et des fonctions sousharmoniques
(construction directe de la régularisée Ut plus petite majorante semi-
continue supérieurement de U = 1lim sup Un > Un sousharmonique; théo-
réme appelé& par moil "théoréme de Hartogs"™ relatif 3 la majoration uni-
forme des Un sur un compact gquand U est continue ; étude en collabora-

tion avec J. Deny de 1l'indicatrice de Phragmen-Lindeldf pour les

fonctions sousharmoniques [19]).

n

. . ] 2 .
3. = Les fonctions plurisousharmoniques. Le passage de C i C
posait un probléme de méthode : d'une part le cas n = 2 avait montré le
lien @troit entre tout un groupe de propriétés fines des fonctions ana-
lytiques et les reliait quant aux démonstrations & l'utilisation des
fonctions sousharmoniques du plan. D'autre part il était &vident que dans
n Yot ; ; . - , .
~G—5mn > 2, l'utilisation de celles~cl et de la théorie du potentiel donnait

des résultats, certes nouveaux, mais insuffisants.

J'ai été ainsi conduit 3 définir lés fonctions gque j'ail
appelées plurisousha?moniques :.3 notes 4 1'Académie en 1942 et 1943 en
donnent la définition, des propriétés caractéristiques , et &tudiecnt les
mgﬁigés Un localement.majoréés ; en particulier U* demeure plurisoushér—
monique. Ces résultats étant maintenant intégrés dans les cours classiques,
rappelons seulement que l'ensemble P(G) des fonctions plurisousharmoniques

‘ . n - .. .. - .
dans un domaine G de C est un cdne positif convexe, réticulé supérieure-
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ment. Pour qu'on ait VeP(6), il faut et il suffit que V{-w(V( o) soit
semi-continue supérieurement et vérifie 1'inégalité de la moyenne pour

. . e . . - n
les disques (images linéaires du disque unité fermé de C dans C ) conte-

nus dans G ; ou encore , il faut et il suffit que V soit localement som-

2
. . . 2V i .
bl t = — - -
mable et que la distribution SV( K) 37 o3 A Aq s01t une me
Psq P q
sure positive pour tout A = {}(k}é(flset gque V soit en tout point &gal 3

son maximum en mesure.Indiquons des applications que j'ali faites aussitdt
03], Da -

—a) la pseudo-convexitd d'un domaine d'holomorphie G dans Co
pour laquelle on donnait des formalismes peu commodes (conditions de
E E.Levi , Kontinuitatssatz...) , et souvent entachées de conditions
de régularité, se ramé&ne au fait que pour tout =z e€ G, la distance dfz)
d la frontiére bG est telle que —log d(z) soit plurisousharmonique dans G.

J'ai ensuite ramené cette propriété 3 la propridtd pour G d'&tre P-con-

vexe, c'est-3-dire convexe par rapport aux fonctions plurisousharmoniques

définies dans G.

Les mémoires (27)] et [29] &tudient 1'équivalence des propriétés
remarquées par divers auteurs et les raménent 3 la P-convexité .
VUn probléme essentiel depuié H.Poincaré peut aiors s'énoncer clairement :
il est de savoir si dans C" un tel domaine G est domaine d'holomorphie ;
or cette derniére propriété se raméne 4 la A-convexité de G, c'est-a-dire
i sa convexité& par rapport au sous—ensemhbhle dé P(G) constitué par les
log iff , feA{(G) , algébre des fonctions holomorphes danms G. Ce probléme
"4 1'époque a fait l1'objet dans C2 d'un travail de K.Oka dont l'intuition
est profonde mais dont le texte présente des obscurités majeures. PF. Nor-

guet, alors mon &léve 3 Lille , les &claire et récrit le mémoire de

30



,0ka en dimension mn ; peu aprés, un autre de mes gléves, J.-H.Bremer-

mann parvient indépendamment au méme. résultat. Le probléme de caractéri-
ser les domaines d'holomorphie dans c™ pcsé par H.Poincaré est alors ré-
solu ; ce sont les domaines-B-cdnvexes et dans Cp la P-convexité entraine
la A-convexité,. Aujourd'hui cet_imbortant‘tbéoréme, gu'il est jusﬁe d'at~
tribuer 3 Oka, peut €tre obtenu par- divers itinéraires. Certains,assez dé-
tournés, utilisent des th&or&mes d'approximation et la cohomologie & va-
leurs dans un faisceau analytique cohérent, mais ia méthede la plus préci-
se et la plus courte , utilisant les travaux de L.HSrmander , étudie direc-
tement la d cohomologie dans un espace fonctionnel LZ(G, V) défini 2 pértir
d’une fonction V plurisousharmonique qui tend vers +o quand on s'approche

de la frontiére bG de G.

-b) L'étude des mesures liges aux fonctions plurisousharmoni—
ques conduit dans le mémoire [23] & 1'8tude métrique d'un ensemblé analy~
tique £ = 0 ; son "aire" se définit comme une mesure proportionnelle au
laplacien Alog \fr; le éuotient de sa ﬁaleur g{r)'daﬁs la-boule “z”gr par

2072 est croissénﬁ;ce qui doﬁﬁe désrﬁfopriétés de l'image dans
l'espace projectif. On bbtient unelmaioration &u nombre aes éiﬁplexes

d'un recouvrement qu1 contlennent des p01nts de 1l'ensemble analythue. I1

en résulte au551 pour un polynome P une representatlon de tog }Pl par un

potentiel de la mesure~aire de P = 0, appllquee,a un noyau newtonien

dans RZn

-c) Dans des Notes parues en 1953 ,j'ai &tendu cette mé~
. s . . . . .. n
thode & la représentation des fonctions entiéres d'o:dre fini dans C

.gri3ce 3 une résolution explicite de 1'équation 2idd V = t mais ce mémoire

qul concermne un probléme de cohomologie & croissance n'est rédigé qu'en

/-,
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1964, aprés l'introduction des courants positifs. Les deux 8tudes D9] s
[4]] sur les singularités impropres des fonctions plurisousharmoniques
définissent des ensembles fermés N ¢ G, tels que toute fomction

VeEP(G - N) se prolonge en gezP(G) 3 ces résultats qui ont un ca-

racteére technique ont E€té exposés récemment en détail dans l'ouvrage de

Ronkin paru a Moscou : "Fonctions de plusieurs variables complexes™.

4. - Courants positifs. Intégration sur un ensemble analyti-

que .

Un ensemble M est dit analytique dans un domaine G de CP s'11
est fermé et défini localement en annuiant des fonctions analytiques dans
G. Il n'a pas une structure de variété&. Peut-on intégrer sur M les for-
mes différentielles ? Ce probléme en codimension quelconque avait résis-—
té & beaucoup d'efforts. En 1957 (cf. [37] ), je puis donner la dé&fini-
tion Je l'opérateur d'intégration : c'est un courant (au sens de G.de Rham),

et, ce qui est plus précis, c'est un courant fermé. Le mémoire [38] du

Bulletin de la S.M.F. 1957 est devenu classique et Herrera en a prolongé
~1la méthode (1967) en définissant 1'intégration sur les ensembles semi~ -

analytiques de Kojasiewicz.

Dans ce travail, j'ai dégagé une notion importante,celle

de courant positif fermé. Elle est développée dans un Cours de Varenna
réédité par Gordon Breach, New-York (1963). De méme que nombre de pro-

prietés des log 1fi » £&€A(G), sonten fait l'apanage de la classe P(G),
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de méme, des propriétés métriques des ensembles analytiques appartienmnent
aussl & 1la classe plus générale T(G) des courants positifs fermés, et la
encore l'apalyticité& disparait au profit d'autres structures. En un point -
x du support d'un courant positif fermé& t €T(G), je puis démontrer. l'exis—
tence d'un nombre ); 20 , gu'on peﬁt définir comme une mesure dans l'espa-
ce projectif des directions complexes issues de x. Les propriétés algébri-
ques des courants posit;fs fermés, celle.dES systémes multiplicatifs de
formes positives ont &té développées dans [46] ; elles permettent de cons-—
truire par multiplication extérieure de formes et courants positifs des me-
sures positives dont ensuite la signification "cpncréte" apparait (aires,
aires projectives...). Cetterthéorie se développe actuellement aux Etats-
Unis et deux conjeqtures quej'aifaﬁesont_été-récemment Etablies :-a) Vo
est un entier »1 pour x esupprt si teT(G) est le courant d'intégration
sur un ensemble analytiﬁue (P.Thie) -b) Si v est un entier ?]_ pour

X ¢supp t, t e T(G), alors supp t est un ensemble analytique (J.King,

Acta Mathematica 1971). Cé‘nombrg ﬁx dit "nombre de Lelong" joue un tdle
—essentiel dans le travail déja cité de E.Bombieri. De cette extension dela.
"gBométrie énalytique" obtenuelen considérant les ensembles anmalytiques
comme des supports de courants positifs fermés découle aussi une topologie
naturelle sur les ensemﬁles analytiques (cf. [60]) , clest celle

induite par la convergence faible dans l'espace des courants. Pour cétte
_topologie il existe une propriété "de Paul Montel"” : les bornés sont rela-
tivement compacts,ce qui entraine, compte-tenu d'un résultat de E.Bishop,

une propridté de "familles normales" pour les ensembles analytiques.
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Le mémoire [47] résout par une construction explicite 1'équa-
tion 2id 4 V = t , t courant positif fermé de type (1, 1), quand on suppo-
se que ¢(r), mesure AV portée par la boule “z“gr est d'ordrg de croissan-
ce fini : c'est donec 13 un probléme de cohomologie 3 croissance. Il est
résolu dans i}7] en construisant V par un potentiel de la mesure AV, le
noyau étant déduit du noyau newtonien de'R2n : il est remarquable que ce
potentiel soit une fonction piurisousﬁarmonique. La comparaison faite
récemment par Skoda avec la méthode de L.Hormander est & l'avantage de
cette construction directe ; si t résulte d'une donnée de Cousin de zéros
de fonction holomorphe (Ui, fi) s on obtiént log 'F,, et la solution F
du problémede Cousin ; F holomorphe dans c” est equivalente dans chaque Ui

a fi’ et toute solutiou du probléme de Cousin est de la forme G = Fg,

- n
oi g ne s'annule pas dans C .

5. = Nouveaux travaux sur les fonctions plurisousharmoniqucs.

Les fonctions plurisousharmoniques entrafnent avec elles diverses notions
de "petits ensembles" ; ces classes d'ensembles qui ont déj3 recgu des

applications variées ont &té définies et &tudides par moi & partiz de

-

1961 et ont motivé le mémoire [44] . Je définis les ensembles C-polaires

. ' n ' -
ce sont dans un domaine G de C 1les sous—ensembles des ensembles

V(z) = -, VeP(G) - puis les ensembles C-négligeables,classe qui com-
prend la précédente : A est C-négligeable dans G s'il existe une suite
Vv

q €« P(G) localement majorée telle que A soit contenu dans 1'ensemb:e

* - * . . ,
W(z) ¢ W (2), o W = sup Vq » W = reg sup W . J'établis que les réuniocus

- dénombrables de tels ensembles sont encore de méme nature ; le mémoire
L44J "Fopctions plurisousharmoniques et fonctions analytiques de varia-

bles réelles" montre qu'ils sont de mesure nulle sur le sous-
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- n e . - . .
espace réel Ro et sur les variétés analytiques réelles de dimension n dans
n Zn . . ' n . , .
¢ = R"", qui sont images localement de RO par un homéomorphisme analyti-
que complexe . D'ol une étude fine des fonctions W = lim sup V , et un
. - n .. . .
"théoréme de Hartogs" dans les réels R0 , théoréme qui permet une majora-
. PR | - . .
tion dans le complexifié C . Cette &tude est poursuivie dans [59], 1966,
car dans l'intervalle les travaux de L.Hormander sur le support singulier
des distributions (1963), et surtout la th&se de A.Martineau sur les fonc-
tionnelles analytiques et la transformée de Fourier montraient 1'intér@t

des fonections entidres de type exponentiel a croissance majorée sur les

réels ; un énoncé important de ce dernier résulte simplement du "théoréme

de Hartogs réel" relatif aux fonctions plurisousharmoniques. Le mémoire

[49], montre aussi que pour les fonctions entiéres F de type exponentiel

n . . . : .
dans € 1les indicatrices de crolssances Lc(z) et Lr(z) :

Lc(z) = lim sup \uldl V(uz) , ueC, \u\w-# + e |, V = log KF'

Lr(z) = 1im sup t_] v(tz) , t >0, t — + oo

= P P * * . . 2
ont des régularisées supérieures LC, L_ plurisousharmoniques ; [49] éta-

r

. # . . ‘ P P
blit que Lc est la fonction plurisousharmonique la plus générale vérifiant

inuz! = lu‘L:(z) . Une telle fonction est nécessairement positive et de
Wi;rforme,e , ot U est plurisousharmonique et appartient & une classe de
croissancg minimale qui est &tudiée dans [49] . Peu apré&s, séparément,
A.Martineau et C.~0.Kiselman, &l&ve de L.Hormander, &tablissent que L:

est la fonction plurisousharmonique 1a plus générale positivement homogéne,
et étendent ces résultats au -type moyen d'un ordre fini quelconque.

6. - Classes quasi—-analytiques. Sommairement, on peut dire

qu'une classe quasi~analytique est la donnée d'une famille M(G) de fonc-—
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tions f définies dans G (en gémnéral G est un domaine) et d'une famille
d'opérateurs Qi(f) (éventuellement Qi(f) est la valeur de f ou d'umne de
ses dérivées em un point), M et {Qi} étant associés de maniére que les
Qi(f) déterminent f dans M(G) . J'ai publié mes résultats

dans de courts articles et notes D6] R D7] , i}]] R [25] , [3{} s [45] .

Résumons les en indiquant leurs conséquences:

a) Dans [17] , Jje montre que pour les classe quasi-
analyfiques MB-[O, 1] de fonctions d'une variable réelle 0 ¢x (1
définies par S.Bernsteiﬁ, au moyen de l'approximation polynomiale, les
ensembles de détermination sont caractérisés par le fait d'avoir une
fermeture de capacité positive , c'est-a -dire que f, g«SMB [b,l] et
f(x) = g(x), pour X €A entratne f(x) = gi(x) sur [Q, 1] sl et seule-
ment si A est de capacité strictement positive,ce qui résout un probl&-

me laissé en suspens pour ces classes importantes.

b) Dans lej ce résultat est étendu 3 n variables ; soit Am(d)
la classe des fonctions polynomiales d'ordre m (solutions deA™ £ = 0
dans un domaine d de Rn) : de telies fonctions (qui se réduisent aux poly-
“nmomes pour n = | ) se prolongent'toutes analytiquement (d'aprés un résul-

tat de Aronszajn) dans un domaine H(d), cellule d'harmonicité de d dans

n

C : je .montre qu'id tout compact K cH{3) correspond un nombre ¥30
v
tel que si f est le prolongement de f eAh(d), ,f(x),&M pour xed, entrai-
Y 2m-2 n,n ' . .
ne ;f(z) M +T) (m + E) d (K) log m , pour zeK .L'approximation

“polyharmonique (et en particulier 1'approximation polynomiale) permet

pour n quelconque de définir des classes quasi-analytiques.

Une classe C(mk) est dé&finie 3 partir d'une suite croissante

{mk}d'entiers ; f(x) = f(x1,... xn) appartient a C(mk) s'il existe

36

v



U, 0¢7¢l, et A > 0, et une suite Uk(x) , U

K étant polyharmonique d'or-

-dre m, , de maniére que l'on ait

. K mk

f(x) - Uk(x) {AT pour xed .

Je montre que la classe C(mk) est analytique si et seulement si
m, mE_I demeure borné. Si f et g appartiennent 3 une classe C(mk) et
coincident sur un ouvert, on a f = g . Mais la classe des ensembles
de détermination comprend tous les ensembles E dont l'adhérence E a la
n

propriété suivante : il existe une boule B de l'espace complexifié C

telle que ENB n'est pas C-négligeable dans B.

Ce travail ‘21 | 948_‘ etablit aussi unrésultat dans une voie alors tout dfait inex-

plorée en montrant que d'une majoration de\fl et delA™ £| pour une fonc-

tion de classe Cmnrésulte une majoration de toutes les dérivées partiel-
les d'ordre total au plus 2m - 1 . Un autre résultat donné dans E16] tta-
blit qu'une fonction de classe C®dont les laplaciens ont des signes cons-
tants, alternés.est analytique et méme hérmonique d'ordre infini. Tout
récemment ces mé&thodes ont pu Etre'généralisées a d'autres opéra-

teurs par Goulaouic, Baouendi, Hanouzet en mettant & profit les grands

‘progrés faits depuis dans le maniement des opérateurs différentiels.

-c) Le cas ol les opérateurs,Qi sont constitués par des polynomes
homogénes de dérivation a &té &tudié par moil dans le travail "Exten-
sion d'un théoréme de Carleman" [45, 1962]. La forme du résultat est pro-
che de celle du célébre théoréme de Denjoy~Carleman, qﬁi y est contenu
TTPOUTr no o= 1'}'La.démonstration de ce dermnier théoréme fait intervenit’

une certaine mesure harmonique (que Carleman avait construite en

4

utilisant les ré&sultats de A.Denjoy). Mon résultat découle de 1'2xis-

tence, que j'établis d'abord,d'une certaine fonction plurisoushar-
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monique . L'é&noncé donne une condition nécessaire et suffisante
.Sur les M(d) pour qu'une fonction f indéfiniment dérivable sur un compact
K de R?, nulle en dehors de K, et dont les dérivées vérifient
D(d) £f(x) QMd » s0lt identiquement nulle. Le travail considire ensuite le
cas olU les dérivées sont remplacées par ﬁne famille Pm(f) d'opérateurs

différentiels homogénes, et donne une condition nécessaire et suffisante

pour dque la classe définie par\Pm(fﬂﬁ_Mm posséde la méme propriété. Indi-

rectement ces €noncés précisent le champ d'application des distributions

de L.Schwartz et des ultra-distributions de Roumieu.

7. - Fonctions plurisousharmoniques dans les espaces vectoriels

topologigues. A partir de 1967, mes travaux concernent 1'analyse com-

Plexe en dimension infinie. De jeunes mathématiciens, entre autres Nover-

raz, Coeuré, tous deux actuellement maitres de conférences,se: sont ins-
pirés de mes résultats récents. Déja le cours que j'avais fait

i Montréal (été 1967)donnait les propriétés éiémentaires des fonctions.
'plurisousharmoniques dans un espace vectoriel topologique complexe, mais
en supposant cet espéce métrisable. Les résultats apparaissent dans leur
- généralité dans [53] - 11 est trés remarquable en particulier que le
théoréme sur la régularisée supérieure u* de U = lim sup Um’ demeure vrai
sans restriction sur 1'espace 3 L'invariance de la classe plurisoushar-
monique vis-3d-vis des applications continues et G-analytiques (c'est“é—direé

dont les restrictions aux droites complexes sont analytiques) est ob-

~tenue pour les espaces séquentiellement complets ; 1'extension & la dimen—

sion infinie se fait plus naturellement pour les fonctions plurisousharmo~-

niques que pour les applications anélytiques pour lesquelles plusieurs da&-

finitions entrent en concurrence. Les mémoires [53]) et [55] étudient
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les ensembles C-polaires et C-négligeables, ce qui me conduit 3 donner
une extension du théor&me de Hartogs aux espaces de Baire pour les fonc-

tions plurisousharmoniques continues,

En dimension infinie la réunion dénombrable
d'ensembles C-polaires dans G n'est C-polaire que sous certaines condi-
tions. Une application de ces notions est domnée : l'algébre A() des
fonctions holpmorphes dans un domaine fL de Cn, munie de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts est un espace de Fréchet ; le
sous-ensemble des f e A({1) qui n'ont pas f) comme domaine d'holomorphie
est soit tout A((), soit un ensemble maigre (au sens de Baire), réunion
dénombrable d'ensembles négligeables. Si 1'on considé&re un sous-espace M
de A(§)) muni d'une topologie plus fine qui en fait un espace de Banach,

M nmest soit M soit un ensemble polaire.

On obtient des résultats analogues pour les espaces de fonctions entiéres
n . . . N . .
d'ordre @ dans G d'indicatrice majorée par une fonction plurisousharmo-

nigque homogéne d'ordre e -

8. - Extensions du théordme de Banach-Steinhaus, espaces pseudo-

convexes, espaces C—-tonnelés,

Le théoréme de Banach-Steinhaus &nonce que si {?i} est une fa-
mille d'applications linéaires continues E —»F, et si pour tout x ek,
{fi(x)} est un bormé dans F, alors les fi sont également continues dans
deux cas a) E est espace de Baire b) E est tonnelé et F localement
convexe . J'ai repris l'éfude dé.cefte gquestion pour les familiés

d'applications polynomiales homogénes Pi continues d'espaces vectoriels
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complexes, en vue d'obtenir des &noncés indépendants du degré des Pi. On
dira que F a une topologie P-convexe s'il existe une base Vo de
voisinages disqués de liorigine dans F, définis par qd(y)< 1 oﬁ-qd est
une fonction plurisousharmonique homogéne d'ordre un (c'est-&-dire une
pseudOHnorﬁe) continue sur F ; F sera dit C~tonnelé& s'il est & topologie
P-convexe et si toute famille qd(y) de pseudo-normes continues bor-

née en chaque point est bornée dans un voisinage de 1'origine (elle est alors

localement bornée sur tout F). Indiquons ici un résultat en supposant

E, F séparé&s complets. Soit degré Pi ='n,,

FF & topologie pseudo-convexe,
et E C-tonnelé (il en est ainsi en particulier si E a la propriété de Baire) ;
si pour tout XE€E, il existe % ?0- et un borné Bxc:F tel qu'on ait

n,
Pi(X)Cwal Bx pour tout i, il existe pour chaque quasi-norme'qﬁ déterminant
la topologie de F, une qqasi-norme continue Py sur E telle qu'on ait

n

quel que soit i , Gy © P (x) spd}(g) , ce gqui équivaut 3 dire que

‘les pseudo-normes Ud i(x) = log 440 Pi(x) sont équiboyrnées sur E.
* . .

La propriété est &tendue aux applications polynomiales non homog&nes. Un
résultat plus fin est obtenu si 1'on suppose que E est un espace de
Banach (plus généralement si 1'origine a2 un volsinage borné): il suffit
que les Pi(x) vérifient la condition précédente sur une partie A de E gui
n'est pas polaire et maigre dans E. Une application remarquable de ce ré&-
sultat est la suivante. Il est bien connu gqu'une fonction entidre f

E —>C, n'est pas, en général bornée sur les parties bornées de E. Mais
si, par exemple, sa restriction i un ensemble A de droites complexes is~
sues de l'origine est de type exponentiel (type qui peut varier avec la

droite). et si A n'est pas simultanément maigre et polaire, alors f est

bornée sur les bornds de E et f est globalement de type expomnentiel,
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p(x) . :
pour une guasi—norme

c'est-a-dire vérifie éur E : If(x)\$A e
continue p(x) : c'est un cas particulief de résultats que j'ai
gtablis dans [58] ol une propriété plus générale est démontrée
pour des types de croissance dépendant d'un nombre fini de paramé?
tres. Le lecteur pourra,.s'il le désire, remplacer dans ce qui
précéde, P~convexe par convexe, quasi-norme (plurisousharmonique)

par semi=-norme (convexe)} afin d'énoncer des théorémes dans le ca-

dre familier des topologies localement convexes.

Le passage a4 la dimension infinie crée un reclassement des pro-
blémes : en utilisant les propriétés des fonctions plurisousharmo-
niques et les résultéts de la dimension finie,l'&quivalence des do-
maines P"conQEXes et des domaines d'existence a pu &tre Etablie
assez vite (1972), éu moins daﬁs les espaces de Banach séparables.
Un autre probléme, plus spécifique de la dimension infinie, est de
gréciser dans quels espaces E une fonction analytigque se prolonge’
au coﬁplété topologique E 3 ii n'a regu éue des solutions partiel~
les ; elles font apparaltre que ce problé&me est 1ié 3 la recherche-

nf
des espaces pour lesquels E n'est pas C-polaire dans E.
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COMPLEMENT A LA NOTICE (Septembre 1974)

Mes travaux depuis deux ans concernent l'analyse, soit 1l'analyse
1 _
complexe en dimension finie, soit son extension aux espaces vectoriels

topologiques.

En dimension finie, 1'inté&gration sur les ensembles analytiques

complexes détermine une appLication de cette famille d'ensembles dans
le cOne positif convexe des courants positifs fermés (Notice pP.33) ;
 j'étudie dans [}2] les génératrices extrémales de ce cOne.D'autre part,
-depuis peu, ﬁne éhole mathématique nombreuse a poursuivi ma méthode aux
Etats-Unis et montré& que- les ensembles analytiques se définissent comme
les supports deé-courants positifs fermés pour lesquels le nombre-densita

», que j'avais introduit em 1957 est un entier positif. J'ai &té alors
conduit 3 revenir sur ce sujet dans mon Séminaire [62,66] ; la thése de
H.Skoda prolonge mon travail [}7] en donnant une représentation "3 crois-—
sance" des ensembles analytiques. Un travail en cours de publication de
Y.Siu_"Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the extension
of meromorphic maps™, utilisant un résultat de cette thése montre 1'ana-
lyticité des ensembles vizczo, ce qui contient les &noncés connus. Dans

[67} » je donne alo;s une méthode différente qui permet d'obtenir cer-
~tains d'entre eux en dimension infinie. Signalons aussi que ces techni-
ﬁues de géométrie généraliséé dont j'ai peut-8tre &té l'initiateur sont

~utilisées aujourd'hui em calcul des variations.

J'ai d'autre part poursuivi l'extension de 1l'analyse complexe aux
eéspaces vectoriels de dimension infinie. J'ai &té& conduit & préciser 1le

‘rdle des ensembles C-polaires (Notice P.38) et & en donner des
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applications. Par exemple [63] , dans l'algébre de Fréchet des fonctions
entiéres £ de n variables, 1'image de l'application exponentielle f—ref
est un cSne fermé polaire &pointé i l'origine. De tels résultats donnent
aisément des énoncés moins fins de style probabiliste ep utilisant les
mesures cylindriques (par exemple sur les polycylindres compacts de
Coeuré&). La recherche de notions aptes 3 remplacer les mesures de Radon
de la dimension finie (en particulier pour parvenir 3 une dé&finition du
nombre densité vk) m'a conduit dans &5] a remarquer des propriétés de

régularité pour les systémes de mesures induites sur les sous-espaces de

dimension finie ; ces recherches en cours font aussi l'objet de [67].

L'extension de 1'analyse 4 la dimension infinie pose aux math3mati-
ciens de difficiles_probiémes techniques, mais je pense gqu'elle leur pro-
éurera'de nouvelles occasions de. servir d'autres parties de_la science.
Je dirai aussi, qu'a cBté de mes Propres travaux, mon séminaire a peut-
€tre suscité ceux dg.jeunes mathématiciens, fréngais et étrangers, et

contribué & leurs résultats, notamment dans les espaces de Banach sépa-

rables, et dans des espaces plus généraux 3 base. Je suis heureux de les

avoir aidés.
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d'Analyse, Lecture-Notes Springer, n° 332, p. 112-125,

63 - Fonctions plurisousharmoniques dans les espaces vectoriels
topologiques ét-1e5"algébres de fon¢tions analytiques. Colloque
international du C.N.R.S., Juin 1972 (Agora Mathematica, n°® 1,

Gauthier-Villars, p. 95-115).

1973

64 - RE€sultats récents sur les propriétés métriqﬁes-des ensembles ana-
lytiques complexes (exposé a4 la R.C.P. n°® 25 entre physiciens et ma-
thématiciens, Strasbourg, 1973).

65 - Plurisufharmonic functions in topological vector spaces : polar
_sets and problems of meéasure, Colloquium on infinite dimensional holo-
morphy. University of Kentucky, Mai 1973, Lecture-Notes Springer,

n® 364, p. 58-68.

66 - Remarques sur un théoréme de support pour une classe de courants.

Séminaire d'Analyse, Lecture-Notes Springer,

1974

67 - Un théoréme de fonctions implicites pour les fonctions plurisous-—

' harmoniques et ses applications 3 1'étude des fonctions analytiques

(Colloque d'Analyse fonctionnelle, Cracovie, Septembre 1974, & paraitre).

A



j . -
"COMPLEMENT A LA NOTICE (Octobre 1976)

IT. L'extension aux espaces vectoriels topologiques des propriétés
des fénctions plurisousharmoniques faiee dans [53), (541, 58] a éte
complétée dans. les théseé;de Ph.Noverraz et G.Coeuré . La recher-
che.des-"bons"_espaﬁgﬁ dans 1eque1 les domaines d'holomorphie des
fonctions sonfienéo;e caractéris8s A partir des fonctions plurisous-
harmoniques par la pseudo-convexité a doqpé lieu & une suite de tﬁa—
vaux dans- les espaceé?ifﬁgée. Le premier résultat significatif (du &
L.Gruman et‘C.O.Kiselmagﬁpendant leur sé&jour & Paris) concermne les es-
paces de PBanach séparaﬁles. C'lest pour éclairgr le rdle joué par les
ensembles polaires déns les applications entidres que je traite dans
159] le cas d'un endoﬁorphisme analytique d'un espace de Fréchet, ou,

‘comme je le montre, 1'image, ensemble polaire fermé& dans l'espace pri-

vé de l'origine, n'est pas un ensemble analytique complexe.

"II. En dimension finie, l'étude i croissance des emnsembles analy-
tiques complexes.(c'estfaidiré les ensembles défiﬁié localement en
annulant des fonctiong énai?tiques) a une grande importénce pour les
applications.‘Quand en 1957rj'évgis construitllfopérateur d'intégra-
tion des formes différeﬁtielles sur de.tels enéembles, c'étalit pour

________ ayant des singularités ‘m outil classique
de la géomé&trie différéntielle applicable aux variéﬁés. Peu 3 peu
1'opérateur ainsi construit s'est subsfitué a l'ensgmble M qui en
est le suppoft. Ces opérateurs que j'ai appélés courants positifs
fermés.(leé opérateurs lin&aires su;_les formes différentiel;es sont
éppélés courants depuis G.de Rham} ont une propriété remarqug%le :

ils poss&dent en chaque point x un nombre~densité w(x) , appelé main—

tenant - nombre de Lelong dans les travaux américains.
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On sait méintenant (Thie, King, Siﬁ) que les ensembles analytiques
cbmplexes sont exactement les supports'des courants positifs fermés
pour lesquels »(x) est en tout point.i un entier posgitif et que, plus
'Iprécisément, sur le support d'qn teI’Courént, l'ensemble Yx) 3¢, ¢ »0
est un ensemble analjtique complexe. On aboutit aussi 3 une nouvelle
définition . Elle se substitue avantageusement pour certaines récheréhes
 §_1a définition classique des ensembles analytiques complexes. Elle
‘leur donne place dans la géométrie différentielle et permet d'utiliser

) L]

d'emblée des mé&thodes globales. Je montre aussi'[67] que les ensembles

analytiques sont des @léments extrémaux du cBne des courants positifs
/,{mr-.'ér.zs . '

&

fermés.

‘“Q_ Yol
mTEl"

1°/ La démonstration qﬁe j'avais donnée d;ns {}8] a pu &tre appli-
quée.sans modification nbtéble d'abord aux ensembles analytiques réels,
‘puis aux ensemhles_semi—analytiques (Herrera) ; le dou;aﬁt d'intégra~ "
tion obtenu n'est &videmment plus fermé& ; des trévaux récents (Hironaka,
Vefona) 1'ont &tendue aux ensembles sous—analytiques définis par Hirona-

ka, ce qui paraft 8tre l'extension extréme de la mé&thode.

2°/ C'e$t peut—6tre dans le domaine de 1l'analyse complgxe que les
résultats obtenus ainsi ont &té les plus importants , malgré
leur.technicité..En.effet, 1'8tude des ehsembles analytiques et des
“i&éaUX“d&HS”IES“algébres“dE”foﬁctiOnS“analytiques'présénte de grosses
'difficﬁltés pour le passage &u local au global ; én'particulier_les
raisonnements s'appuyant sur la cohé&rence des faisceaux sont imprati-

cables quand on veut contr8ler la croissance.

J'avais traité avec une trds grande précision le cas des ensembles

R . . - s .
analytiques de codimension1 .dans ¢ quand la croissance est d'ordre

fini Eﬁ?} : La méthode utilise un potentiel canonique & partir d'une

| w6
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mesure positive donnée par le courant d'intégration ; elle donne ce ré-

sultat surprenant que ce potentiel est plurisousharmonique. Elle a &té

considérablement dtendue par H.Skoda dans sa thése (1972). La recher-
che d'un syst&me de fonctions analytiques ayant comme z&ros communs un
ensemble analytique douné M dans CT est faite en construisant un poten-
tiel canonique, puis une fonction pluriscousharmonique unique V pour la-
quelle le courant positif fermé 2id'd"V a exactement M pour support
singulier (le support total &tant ﬁiﬁs grand). La construction permet
de contrdler la croissance de V, puis éelle de n+l fonctions entidres
construites & partir de V et dont les zéros communs définissent M. Je
dois signaler que, paradoxalement, cette méthode globale donne actuel-~

lement des ré&sultats d'algébre locale (conjecturés par Mather), mais

dont nous n'avons pas encore de démonstration par des méthodes d'algé-

bre locale.

3°/ Les travaux d'une

mann, Siu ...) ont montré depuis 1970 que les propriétés de prolonge—

- ment des ensembles analytiques (Remmert-Stein, Stoll) sont obtenues

comme cas trés particuliers de propriétés de prolongement des courants

‘positifs fermés,

0 - - - . . - -
47/ La concurrence des méthodes de géométrie différentiélle avec les
méthodes dérivées de la gdomérrie algébrique est sans doute féconde.
-~Mais~c’est“IE“devoir'souVénf”diffibilé”dﬁ”ﬁétﬂéméfiéiéh;é'il veut qu'on

applique ses résultats,de rechercher et d'aobtenir la simplicité :. it

faliait trouver au résultat cité& qui définit les ensembles ‘analytiques

8 partir des courants positifs fermés une démonstration simple et en

dégagerla signification, celle connue {Siu, 1974) ayant plus de cent

pages. Cela a &té le but du travail ré&sumé& dans la Note [70] . I1

m'a donné des propridtés inattendues dont je citerai gquelques mes malgré

GF
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leur caractére techniqtp : 81 t est un courauﬁ positif fermé de type (p,p)
il existe localement (et globalement dans tout domaine pseudo~convexe)
un courant t' positif fermé de type (1,1) qui a méme nombre de Lelong

V(x) que t ; - p(x) est localement limite d'une suite croissante de

fonctions Plurisousharmoniques négatives ; dans un domaine speudo-

convexe tout ensemble analytique complexe s'obtient & partir d'une
fonction Plurisousharmonique V comme ensembie des points oli 1'on a

w(x) 21, » étant relatif au courant id'd"V. Laissant de cSté la pfé—
cision technique, on peut dire que,paradoxalement,l'ensemblg analytique
complexe , qui est 1ié par ailleurs a 1'idée de loi analytique et régulidre.
apparait ici comme le support d'ume partie suffisamment singuliére et

"condensg&e" d'un opérateur.

(8
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d'Analyse, Lecture-Notes Springer, n°® 332, p. 112-125.
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giques et les algédbres de fonctions analytiques. Colloque intermational

du C.N.R.S.,Juin 1972 publié dans Agora Mathematica n° lyGauthier-Villars,
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ticiens, Strasbourg, 1973).
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67 - Topologies semi-vectorielles. Applications 3 l'analyse complexe.
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les communications du Colloque de 1'A.M.S. (Williamstown, Aoidit 1975).

69 - Sur 1'application exponentielle dans 1'espace des fonctions entidres

(Comptes-rendus du Congrés de Campinas, Brésil, Aofit 1975).
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70 - Sur la structure des courants positifs fermés (C.R.Ac.Sci. Paris,
28 Juin 1976). '
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INFORMATIONS COMPLEMENTA IRES

1° - Missions 3 1'&tranger. Alors que pendant les aundes 1950,
jlavais &té quelﬁue Peu retenu en France par un pneumothorax, dé&s 1956,
j'ai fait un long séjour & Princeton (U.S.4.) 3 1'Institute for Advanced
Studies, et j'y suis retourné souvent depuis. J'ai fait des exposés fréa-
quents en- Allemagne (Minster, Gottingen, Oberwolfach) o@ mes résultats
ont &té d;abord connus et utilisés . Par la‘suite j'ai donné des cours
ou des conférences. réguliérement 3 l'etranger 1 3 Princeton-, Harward,
-New-York University (U.S5.A.) en 1956 , & Pise en 1957, & Helsinki en
1957 . J'ai fait des communications publides dans divers c;ngrés (Edin-
bourg, Napleé; Innsbruck) . Le livre [}Q] est la publication d'um cours
fait en 1963 3 Varenna (Italie) au C. I M.E. et'reedlte aux Etats—Uni;.
J'ai effectuéd des missions 5 Jérusalem , Moscou , Leningrad'pdur v don—.

ner des conférences sur mes travaux . J'al fait un cours 3 1la Jolla

(University of California), puis 3 Mexico en 1966 . Le cours [51]

m

. a8 €té donné i 1'Université de Montréal en 1967. J'ai fait des missions,

- donné des conférences 3 Erivan (U.R.S5.8.), 1 Athénes, & Salonique. Ces .

derniéres années, j'ai faic des: séjours fréquents aux U.S.A. ol des &qui-~
pes de valeur (King, Schlffmann, Harvey...) prolongent certains de nes

travaux. Ainsi ai-je été 3 1° Unlver51te du ‘Maryland, 3 Chicago, 3 Roches-
mgéf;.a Ithaca (U S A, ) en 1969, 3 Urbana, Chicago, Notre-Dame en 1971,

au M.TI,T. 3 Princeton, 3 Yale, 3 Notre-Dame en 1972, Une de mes mission

les: plus efflcaces a sans doute &té au Japon (1970),car elle a 1nstaure

des €changes suivis. Mes recherches récentes m'ont conduit en 1973 i don~

ner des cours et des conférefnices 3 Dublin (Irlande), 3 Rio (Brésil).et

i'ai 'dl, a4 la demande de jeunes mathématiciens » organiser au dernier

Co
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congrés intermational (Vancouver, Canada) un séminaire non prévu...
Enfin je vais souvent dans les pays de 1'Est : U.R.S5.S., Pologne (1972,

1974), Roumanie (1972).

L'intér&t suscité par mes travaux a contribué .ainsi 3 notre in-

fluence scientifique & l'&tranger.

2° - Mon séminaire donne lieu depuis 1958 & la publication d'un vo-
lume annuel. I1 est &dité depuis 1969 par l1'éditeur intermatiomnal Sprin-

ger (Heidelberg et New-York) dans ses Lecture-Notes.

3° - Collaborations diverses.

a/ C'est a la suite de problémes posés par des mécaniciens que

j'ai publié des résultats sur les fonctions polyharmoniques [Zﬂ ’ [25 .

b/ A partir de 1960, une hypothése fondamentale de la théorie
quantique des champs {wightman, Garding) et ses applications (Bogoliu-
bov, Jost...) ont amené certains physiciens 3 s'int@resser i mes travaux
sur les domaines d'holomorphie. Mon cours fait au C.E.A. en 1960, a éte
publié par les soins de 1'I.N.S.T.N. ; j'y ai bénéficié d'un auditoire

exceptionnel (Froissart, Messiah, Stora, Bros et le regrettd Bloch).

¢/ J'ai 8té avec J.Leray 1'un des initiateurs des rencontres
de Strasbourg entre équipes de physiciens du C.E.A., du‘C;E.R.N., de
1'Ecole. polytechnique et -des mathémati ciens 3 elles  sont devenuss 15
R.C.P. n° 25 du C.N.R.S. avec l'arrivée 3 Strasbourg de mon &lave
F.Norguet 5 celle-ci publie aujourd'hui soanXIf volume. Elle réunit une
soixantaine de physiciens dont des théoriciens comme Lascoux, Glasgr,

Michel. J'y donne réguliérement des articles. Ces collaborations diverses

sont en liaison &troite avec mes propres résultats.



COMPLEMENT A LA NOTICE ( 1 9 8 5 ) S

J'indique ici des déveioppements récents de mes travaux (cf. la bibliogra-
phie). C'est pour moi 1'occasion de citer des mathématiciens qui y onf été associés,
en France et & 1'étranger, en particulier ceux que j;ai pu guider au début de leurs
recherches. Leur influence a certainement contribué 3 maintenir mes recherches, par-
fois plus que je l'aurais souhaité,dans le domaine de 1'analyse complexe devenu

aujourd'hui, il est vrai un domaine trds vaste.

1. Fonctions plurisousharmoniques et petits ensembles dans les espaces vectoriels.

L'extension aux espaces vectoriels topologiques de 1'analyse complexe s'est faite
plus la;gement & partir des années 1970 (la thdse de A.Douady était publiée déja

en 1966) et cela dans deux directions..La premiére est celle de 1'dtude locale -des —-
‘ensembles analytiques complexes, avec la thése de J.-P.Ramis consacrée aux espaces
de Banach, puis avec celle, plus tardive (1979) de P.Mazet que j'ai en partie diri-
gée et qui fait une étude générale et pfofonde des anneaux analytiques et de ces

. ensembles dans les espaces localement convexes. La seconde coﬁcerne les fonctions
plurisousharmoniques et les notions qu'elles apportent de "petits ensembles" ; en-
sembles pluripolaires, ou négligeableé en particulier, Mes publications

[53]1,[54], puis [58] étendent aux espaces vectoriels les propriétés fondamentales.
Cette étude. nécessaire est poursuivie dans ies théses de Ph.N@verraz, et surtout

dans celle de G.Coeuré (1970); un progrés significatif (obtenu d'abord dans les espa-

ces-de Banach 2 base par L.Gfﬁman éfmé;dlki;éiﬁégj#gwbé;ﬁi;“éia;;m&éméaractériser
les domaines d’holomorphig par leur convexité par rapport aux fonctions plurisous-
harmoniques. Sur le plan technique 1'étude des "petits ensembles" ou des ensembles
_éxceptionnels s'avérait importante; j'en donne des propriétés et des. applications
,dans [54] et [55]. Je veux ici me permettre une remarque : il existe parfois dans
de telles études une concurrence avec le langage probabiliste, Ainsi dans [54] s

j'établis que si G est un domaine d'holomorphie de " , alors dans 1'algébre de

§2
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Fréchet H{(G) 1'ensemble A des fonctions f qui sont analytiquement prolongea-
bles au dela de la frontitre de G est une réunion dénombrable de cdnes fermés né-

gligeables; si l'on munit H(G) d'une norme [[f|] , par exemple

ﬂflz = f |f(z)|2 g(z)dt(z) , dans 1'espace E de Banach obtenu éinsi, A est un
cOne plugipolaire et 1'on construit une fonction U(f) plurisousharmonique sur H(G)
qui détermine A , c'est—a-dire dont A est 1'ensemble des -«. Or de tels ensem-
- bles possédent une propriété de "tout ou rien" : si L est un sous—espace de E ,
il est contenu dans A , sinon il le coupe selon un ensemble pluripolaire dans L
(donc de mesure nulle si L est de dimension finie). Pour s'en tenir & l'exemple

' i0

de la série de Taylor §(z) ==§E.cn e % 2", oit 1'on suppose c, >0, ¢

n=o
les On variables aléatoires et S(z) convergente pour |z|<1 , on peut dire

0 fixés,
avec E.Borel que §(z) a "presque strement" le cercle |z] = 1 comme coupure .

Les travaux de Steinhaug, la mesure de Jessen sur le produit infini [0, ZR}N

ont précisé ce langage. Mais la propriété domnée dans [54] , découlant de la strue-
ture complexe, est plus générale et plus fine que le "presque sur' probabiliste.
Dans son étude récente des martingales sur les variétés complexes, L.Séhwartz la
rencontre,‘liée aux propriétés des ensembles.pluripolaires : le large champ d'appli-
cation des notions stochastiques leur permet d'interfdrer avec 1'étude de propriétés
ﬁlus précises qui cependant doivent &tre étudides. En fait dans 1'exemple cité,

" les études & partir des mesures gaussiennes(Se;n Dineen, Ph.Noverraz) ont donné

.des résultats limités. Je reviendrai plus loin sur ce rble des petits ensembles

dans les espaces de Fréchet.

2. Les courants positifs fermés et la représentation des ensembles analytiques,

al - Mon travail [38] de 1957 avait eu pour but de donner une démonstration de
l'existence de 1l'opérateur @ - [XJ(p) d'intégration des formes différentiel-
les @ sur un ensemble analytique complexe et de montrer qu'il était positif et
fermé. Aujourd'hui c'est 1'étude systématique de ces opérateurs - courants qui
intéresse car , -comme objet mathématique,ils apparaissent &€tre. une extension
de la classe des ensembles analytiques : & ce point de vue et pour employer le

langage de [80] ils sont l'objet plus souple associé a cette classe . Un théoréme

$3
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.important que j'avais seulement conjecturé lors d'une de nos réunions physiciens-—
mathématiciens a Strasbourg a été établi (J.King) : les courants positifs fermés
pour lesquels on a v(x) > c , ¢ >0 pour le nombre-densité que j'avais défini

dans [38] , ont un support qui est un ensemble analytique complexe., Plus généralement
il.em est ainsi de 1'ensemble E{(c,t) des points x otl'ona v(x) »c,c>0.

Ce beau résultat (Y.T.Siu) permet de caractériser les courants positifs fermés dont
le support est un ensemble analytique, J'ai simplifié la longue démonstraiion de

'Siu em montrant [69] qu'il existe dans les domaines pseudo-convexes une fonction
ﬁiuriSousharmonique V , telle que t' = i33V et t alent méme nombre v(x) en

tous les points.

. ~

b/ - J'ai eu grand plaisir a travailler avec H.Skoda pour sa thése dont la
premiére partie. reprend la construction de potentiels que j'avais faite dans [47],
mais procéde & partir d'un courant positif fermé de type (p,p) dans ¢ . Elle
aboutit pour un ensemble analytique X , de dimension et de croissance quelconques,

3 donner une représentation X = F_j(O) oi F = (F seeesF ) est un systéme de

+1
' n+1 fonctionsentidres dont on contrdle la croissance par celle du courant d'inté-
gration [X]. Le calcul du défaut de plurisousharmonicité du potentiel m'a aidé a
e comprendre ma réussite antérieure. Dans le cas de 1'ordre fini et la codimension
‘un la résolution directe dans [47] de 1'équation 133V = t domne un résultat plus
précis ; c'est le contraire si la croissance de [X] est d'ordre infini. Dans [74]

des calculs précis m'ont montré que ce sont les irrégularités de croissance dans

le cas de l'ordre de croissance infini qui donment un avantage 3 la résolution du

3 par des estimées L2 selon la méthode de Hormander qu'a svivie H.Skoda, l'emploi
d'une telle norme intégrale ayant un effet régularisant.

Hotons aussi 2 propos de tels problémes que 1'étude des.idéaux dans les algd-~
bres de fonctions analytiques présente encore des difficultés pour le passage du
local au global avec contrdle de croissance. Il en est ainsi de% méthodes qui s'ap-
pulent sur la cohérence des faisceaux. Les méthodes 2 partir de l'opérateur courant
associé ont “actuellement 1'avantage de mieux se préter aux études i croissance, avec

" 1'avantage de nous fournir des représentations utiles dans divers domaines d'applica-

tion (théorie des nombres, mais surtout 1'analyse fonctionnelle et le waste champ

St
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ouvert a l'analyse compleﬁe par 1'emploi des méthodes de Fourier-Laplace). Paradoxa-
lement, il est arrivé que cette méthode globale donne des résultats d'algébre locale

(conjecturés par Mather) avant qu'on obtienne la démonstration par les méthodes

TR
d'algebre locale. féﬁ” s
- pr-d I“\
b &7 T W

L . ot
. s
¢/ - Dans [68] j'ai montré que le comportement d'une fonction entidre F sur

la partie de €% que j'appelle semi-réelle SR = R® x e16 , (ensemble des points

ayant des coordonnées dont les rapports deux 3 deux sont des valeurs réelles) per-
met de contrSler la croissance de |F| ; il en est de méme pour ses zéros, ce qui

. . n, . ' . . . .
donne une majoration dans R defla composante de codimension 1 des zéros réels,

. df = L'article [62] concerne les génératrices extrémales du cBne convexe sail-
lant T constitué par les courants positifs fermés de type (1,1) définis dans
un ‘'domaine de C" ﬁu sur une variété de Stein G . Si HZ(G,C) =0 , l'opérateur
t = 130V crée une bijection continue qui conserve les arétes extrémales entre T
et le cOne Af"des fonctions plurisousharmoniques dans G ( I est métrisable pour la
Itopologie faible des courants, T' est muni de L{oc } . Les courants d'intégra-
tion sur les cycles analytiques irréductibles de G déterminent des génératrices
extrémales de T ; leur enveloppe convexe est dense sur I . Ce résultat et un
exémple que je domne i la fin ont conduit J.-P.Demailly a construire dans sa these
(1982) des courants extrémaux dans 1'espace projectif p? qui ne sont pas des
cycles analytiques, puis a étudier les liens entre le probléﬁe des courants extré-

maux sur ' (via les théorimes de Krein-Milman et de Choquet) avec la validité de

propriétés qui se rattachent i la conjecture de Hodge. La thése de J.-P.Demailly
dirigée par H.Skoda est en grande partie consacrée & 1'étude des courants positifs
fermés définissant des "nombres de Lelong" v(x) généralisés et donnant des

théorémes d'images directe .

Dans [66] j'ai donné un th&orZme de support pour les courants t = £ + dg

- » s s 1 s s P
ol f et g sont des formes 3 coefficient Lloc » ainsi qu'un théoreéme de

divisibilité. Dans [78] , j'Etudie un probléme nouveau : 1'étude de la déforma-

tion des ensembles E(c,t) = [x 3 v _(x) 3 c¢] pour un courant positif fermé t

t
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dans C° ; on se raméne 3 1l'étude de E(c, 1399V) pour une fonction pluriscus-—
harmonique V ; je mets en &vidence la famille des cycles extrémaux ; ils sont
en général absorb&s par un cycle de dimension supérieure quand ¢ décroit , la
continuité de 1'emsemble E(c,t) p'étant assurée qu'd droite. A un cycle extré-
mal Z est attachéeune valence Nt(Z) >0 qui est presque partout sur Z la
valeur de vt(x) . Les valeurs critiques de c, pour lesquelles E(c,t) est mo-
' difié déterminent un ensemble d&nombrable fermé D de segments ouverts 3 gauche,
fermés a droite sur lesquels E(c,t) ne varie pas; des cycles extrémaux appa—
raissent ou disparaissent seulement quand c traverse une de leurs extrémités.

Mon but que jé n'ai atteint qu'en partie &tait d'obtenir un contrdle de croissance

dans C% des ensembles E(c,t) en fonction de donndes relatives & V ; on 1'obtient
pour la composante de codimension‘ 1 ; je n'ai pu obtenir qu'une propriété de sta-
bilité locale (c'est-2-dire sur les compacts)pour l'ensemble (thé&orsme 4.4). Toute-
fois j'établis 1'existence d'une hypersu;%ace Y = F_I(O) contenant tout 1'ensemble
E(c,t) , avec contrSle asymptotique pour la.croissance de Y quand on se donne

celle de t (oude V ) . L'Etude se simplifie si 1'on fait une hypoth&se de stabili-
té des ensembles E{¢,t) au voisinage des valeurs éritiques ;3 1'application aux
croissances lentes conduit & d&finir une classe de courants positifs fermés pour
iesque;s les ensembles de densit& sont algébriques.

e/~ Le court mémoire [79] répond & une question pos€e 3 la suite des résultats de

E.Bedford et B.A.Taylor (1982) dé&finissant i§§V1A ...,\iéﬁvn dans C" pour

b4 = i . o
des fonctions plurisousharmoniques dans des bornds de Lioc -.Je montre en effet

que pour la topologie Lioc » l'opérateur de Monge—Ahpére (iS@V)n s'annule
sur un ensemble partout dense du c¢Bne des fonctions plurisousharmoniques, méme sup-
posées posiﬁives 5 l'opérateur est discontinu au voisinage de toute fonction de ce
cbne .

£/ - Paradoxalement une suite. de résultats a montré 1'intérét de la classe des
courants positifs fermés pour des problémes de prolongement analytique, d'ensembles

analytiques complexes en particulier. La thése de E1 Mir (1983) que j'ai

dirigée montre que dans un domaine G , tout courant positif fermé défini dans G\ A ,

$¢



ou A est un sous-ensemble fermé pluripolaire localement complet, s'étend 3 G

par extension simple dés qu'il est de masse bornée au voisinage des points de A :
ceci entralne le prolongement par leur adhérence M des sous—ensembles analyti-
ques M définis dans G~ A et d'aire bornde ; d'autres résultats plus fins

(E1 Mir, Sibony) permettent de se libérer de cette derniére hypothése. J'ai été
conduit & préciser ce qui peut sembler un paradoxe : 4 c6té des objets classiques
‘de la structure analytique complexe (fonctions et ensembles analytiques complexes)
en existgnt d'autres qui sont ceux que j'ai cités : fonctions plurisousharmoniques,
courants positifs fermés, ensembles pluripolaires, etc... Ils méritent peut-8tre le
nom d'objets souplesdbnné.dans.[SB] car il existe chaque fois une application d'un
ébjet classique €, dans l'objet souple %; , application évidente dans les cas que
nous venons de considérer. Il s'agit donc d'une méthode de relaxation. On peut alors
se demander si les énoncés obtenus suf %; ont une précision suffisante lorsqu'on
1es transporte i %i . Dans le cas des problémes de prolongement et pour 1'analyse
tres fine des fonctions d'une variable complexze,des mathématiciens aussi avertis que
L.Ahlfors et Beurling ont eu ée souéi, donnant la définition de classes d'ensembles
plus gros que les parties p§1aires. I1 est des problémes ol un tel effort s'impose.
On sait qu'un ensemble analytique X de c’ de dimenéion p , est coupé par les
espaces liﬁéaires L de dimension q 3> n-p selon des ensembles analytiques pour
lésquels on peut donner un comportement asymptotique, sauf pour.les L. appartenant

a4 un ensemble pluripolaire. L'intérét est alors de préciser des situations ol cet

ensemble "exceptionnel” est analytique ou algébrique. J'en donne un exemple dans

. . . . n
[83] en relation avec une croissance de X d'ordre fini dans C° .

“QS FIt RGES
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3. Ensembles de contrdle.

Dans [76] , [77] j'étends pour les fonctions plurisousharmoniques dans un espace
vectoriel topologique la définition du nombre demsité v(x) qui commande la majo-

ration classique donnée par le lemme de Schwarz .

Dans [70} j'établis un théor2me de fonctions imverses pour les fonctioms pluri-

sousharmoniques M(x,r) définies dans G X C pour xX&G, r>4@, r=|z|, oi G est

ST
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un domainé d'un espace vectoriel E et M(x,r) étant fonction plﬁrisousharmoﬁique
dans G x T de (x,z,|z|]=tr) . Pour 8(x,2) = [sup r, r>0, M(x,r) + log|g|< 0]
on obtient - log &(x,z) plurisousharmonique de (x,z) dans un domaine A de

G % C§ » qui comprend un voisinage de ¢ = 0 » ce qul remplace 1'étude

d'une. famille non bornée de fonctions plurisousharmoniques par celle d'une seule
fonction plurisousharmoniqué réguliére . Ce procédé a diverses applications

et précise un énoncé que j'avais donné dans [51] et dont H.Skoda et

J.~-P.Demailly ont fait usage dans leur construction d'espaces fibrés

non de Stein mais 3 base et 3 fibres de Stein. Le procédé est assez élémentaire pour
8tre utilisé dans les espaces de Fréchet. D'autre part dans un tel espace les en-—
sembles A non pluripolaires sont exactement ceux qui dbnnent un contrSle semi-con-
tinu pour les fonctions plurisousharmoniques négatives dans G . Pour une telle fonc—
.tiom V , l'hypothiése V(z) < -1 pour z€A , entralne V(z) & gA(z) <0 ol g4
est la fonction plurisousharmonique extrémale de A dans € . Ces propriétés m'ont
conduit & définir [75] une classe d'espacgs de Fréchet complexes dans lesquelsrles
bornés sont pluripolaires. Il est alors exclu qu’ils.soient de contrdle. La recher-
che de tous les espaces de Fréchet complexes ayant cette propriété n'est pas ter-
- miné malgré un résultat récent (Dineen,MeiQe, Vogt , 1984) qui montre le lien de ce
' prob1éme avec des pfopriétés fines importantes qui font intervenir la suite

pn(x) = g(x, tn), t, > 0 des semi-normes,par les propriétés d'une Felle fonctign g ,
permettent leur représentation,sur laquelle porte mon hypothése dans [75] .

Dans (71] je donne d'autre part 1'exemple d'une application holomorphe d'un espace

'“de*FréChEE“en“lui‘mame“aVEC”Une“imége“qui”est“un“ensemble"pluripdlaire”localéméﬁt”““"“””
complef ét fermé, mais qui n'est un- ensemble analytique au voisinage d'aucun de ses

points.

$é
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Activités diverses. Les missions & 1'étranger sont de plus en plus

faciles et nécessaires; j'ai fait des séminaires et des conférences chez

la plupart de nos voisins européens, au Japon, en U.R.5.5., en Pologne. Il
n'est guére d'année ol je n'ai du aller au moins une fois aux Etats-Unis.

Nos relations avec la Sudde et son école d'analyse mathématique de trés grande
valeur sont fréquentes et je suis docteur honoris causa de leur université

d'Uppsala.

Le Séminaire d'Analyse qﬁe j'ai créé, publie cette année son XXe volume ;
j'y suis maintenant aidé par mes collagues P.Dolbeault et H.Skoda ; il continue
a réunir des mathématiciens de Paris et d'Ofsay avec des étrangers et des cher-
cheurs de province et la variété des sujets traités montre bien le riche dévelop~
pement actuel et les applications nombreuses de 1'analyse complexe i plusieurs

variables.

Comme on 1'a vu en lisant cette Notice, le théme des‘solutions 4 croissance,
théme trds riche d'applications tant pour les mathématiques elles-mémes qu'au pro-
fit d'autres parties de la science, a été souvent présent dans mes publications :
j'ai été conduit ainsi & écrire en collaboration avec L.Gruman, chercheur au
C.N.R.S. , 1'6uvrage [84]:sur les neuf chapitres, il en est trois qui concernent

-les applications, en particulier 2 la transformée de Fourier-Borel et 3 1'analyse

fonctionnelle,

En dehors de ma participation i de nombreuses commissions & -1'Uni~

Versité~etmau~C:NTRTST,~j1ai~eu 1ldccaSi0n;“danS“dES'situationS”qui“évoluent“aVec"M"“

le temps, de collaborer avec certains organismes de recherche que j'avais pu con-

tribuer & faire créer dans la période précédente, 1'INRIA en particulier, dont les

travaux vont de pair avec le développement que comnait aujourd'hui 1'analyse

mathématique appliquée 3 de nombreux problimes.
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Complément & la Notice des travaux et au curriculum vitae de

~ Pierre LELONG

Ceux qui ont lu ma Notice ont peut-éfre remarqué que, tout en poursuivant sans
interruption son activité universitaire, tout en poursuivant ses recherches, et ses publications,
'Ie mathématicien que je suis a mis a profit des ciconstances diverses pour satisfaire une

' cunosrte et peut-etre aussi un bescin de dévoument envers des activités qui le mettaient en

contact avec nos institutions. L'époque s'y prétait tout partlcuherement_ Dans le domalne de'
la Recherche, Ia décennie 1958-1968, a amené nombre de scientifiques francais a participer
non seulement a la gestion d'organismes dans des postes de direction mais, fait nouveau, &
s'intéresser a l'organisation de cette mission, devenue essentielle pour ['Etat. Chez nous la
nati‘on n‘agit que par 'Etat et celui-ci & son tour canalise, dirige, contrble l'effort de la nation
-& travers des institutions. La recherche scientifique et technique posait en ces années-la
des problémes de développpement et aussi de coordination. Chaque ministére, ou presque,
avait créé ses Centres de recherche et parfois son corps de chercheurs. On avait créé une '
complexité politico-administrative  qu'il fal[alt clarifier en y introduisant une autorité .
s\.se'l'imque au niveau interministériel.. Un projet Slaboré avec queiques screnurrqdes dont
plusieurs sont aujourd’hui mes confréres & f'Académie me valut d'étre conseiller du
Président a l'E!ysée. J'y demeurai deux ans. Ensuite¢ {'ai occupé divers postes plus
- compatibles avec mes travaux de recherche -_ '
J'ai constate a cette occasion qun travall souvent, repose d'un autre. Javails
' conservé mes cours, ma legon d'agrégation rue d'Ulm, mon Séminaire axé sur 'Analyse
complexe. J'ai toujours aimé-les voyages a condition qu'iis changent le peysage. Comment
ne pas évoquer mon passage, dans ces années-la, des palabres universitaires au style ‘
ordonné et resté queique peu rﬁili{aire qui, alors, régissait ie travail & FElysée ? C'est grace a
lui que j'ai pu cumuler des resposabilités lourdes, étant auprés du Président en charge des
- giffaires de TEducation &t d& 13 'Sé‘ht‘é"publiqué,'"e'h"'h"ré e temps qué de la Recharche,
Ce n'est pas ici le lieu de parler de ce fravail passionnantsauf & rappeler
limportance attachée par De Gaulle a ['écrit. it annotait a4 la plume les Notes de ses
collaborateurs,.Oral ou écrit le choix du mot propre importait donc. ainsi que-la concision. A
propos d'une aide offerte par nos amis américains mais qui leur eﬂt.donne’ des vues sinoh
un contrdle sur nos recherches : "Timeo Danaos et dona ferentes" ai-je failli énoncer .Une
telle concision elt paru une familiarité rcziépfacée au chef de I'Etat. L'affaire était de’
conséquence pour notre informatique. Je fis une phrase francgaise plus circonstaﬁciée, son

regard me fit saisir qu'il m'avait compris .J'avais alors de bons rapports avec le chimiste qui
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était le conseiller scientifique de l'ambassade américaine. Louant notre effort et la promotion
donnée a notre recherche, il me disait: * Pourquoi ne pas envoyer vos chercheurs chez nous

ol ils seraient accueillis dans des laboratoires déja bien installés? " Les réflexions que peut

suggérer cette honnéte phrase me. paraissent encore d'actualité. A un certain niveau la -

. Recherche ne peut ignorer les concurrences internationales; elle en est un des éléments.

- Chaque affaire a un dossier sur lequel les administrations ont travaillé Le rolie du
conseiller est sans doute de bien situer les intéréts et aussi les résistances Dans les trois’
secteurs indiqués , les opinions sonf souvent dépendantes de la cuiture, de ia révérence

apportée au passé, ou, inversement, témoignént d'un  optimisme messianigque . Tel est

parfois le cas, & I'égard de la recherche scientifique, pour les membres du gouvernement

eux-mémes. Cette recherche d'un savoir qui ne se trouve pas dans les bibliothéques,mais

dans des laboratoires, qui s'obtient par des méthodes aléatoires et colteuses, s'insérait mal

3 |'épogue dans la pratique administrative .|e contact scolaire a travers les cours de
mathémathiques, n'est pas une bonne introduction & la magie des espaces de 1a science:
En général,. les hommes pblitiques ont, au niveau du baccalauréat, choisi des options
- lifiéraires.Pour la plupart, ia recherche n'est appréhendée qu'a travers certaines applications
ou philosophiquement, a travers le prisme d'une structure mentale d' origine différente. Le
premier cas n'est pas toujours favorable. La durée et les moyens & consentir avant les

~ résultats peuvent décourager I'écheio'n politique. La éomparaison de deux hommes est ici

-instructive: Michel Debré a favorisé de son -autorité de Premier Ministre 'éxécution des

projets sbientiﬁques évoqués plus haut ;‘ un probléme était ,par contre  d'entrainer i‘acéord
de son successeur, G.Pompidou, auprés duguel j'eus la charge, aprés deux ans passés
auprés du chef de I'Etat, de préparer le budget de la Recherche. "Penses-tu qu'il faut

vraiment faire I'Espace?’ me disait-il alors quil “était Premier Ministre. Je puis dire

aujourdhui que le projet spatiat fut par mes soins retardé d'un an pour faire passer le projet.

de la biologie moléculaire Défendre le budget et ies projets de la science frangaise m‘a donc
montré la nécessité d'adapter leur présentation en fonction de linterlocuteur e, si fose
employer ce terme, de sa formation intellectuelle. Dois-je dire que cela convenait au

mathématicien que je suis? Car, que font deux mathématiciens amis quand ils discutent ?

--La.oli-deux chimistes confrontent les résultats de leurs - -appareils -et-de leurs -expériences, -

nos mathémathiciens vont confronter leurs raisonnements , donc essentieliement des
différences de structure mentale en face d'un méme probléme, bien que, sans doute, en

route tous deux vers le méme énongé.

Pendant ces années 1958-1968, j'ai occupé un assez grand nombre de postes , en

annexe, si j'ose dire, des deux précédents,.au C.N.R S ,a I' LN.R.LA.qui a &té créé a ce
moment, mais aussi au Conseil Economique et Social ol jai pu faire entrer dans une

- section notre confréte Champetier: Cette institution. mériterait d'avoir des- séances de travail

en commun avec notre Académie des sciences.Elle offre un fieu de rencontre et

2
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d'échanges avec les syndicats. J'y ai appris beaucoup sur les problémes des entreprises et
ceux de la recherche industrielie.

Cette activité poursuivie & divers niveaux, me facilitait le contrdle du suivi dans la-

‘mise en place et le fonctiohnement des mstltutlons A” un certain pomt de vue, on pouvalt'

“dire ‘que je faisais une carriére a l'envers, m'elmgnant du Président mais récupsrant-da
liberté nécessaire aux voyages, aux lectures. qu ‘exigeaient & nouveau mes travaux

mathémathiques. J'avais quelque expér__iehce de ce genre de situéti_on qu'il faut savoir

~dominer, malgré I'étonnement quelquefois ironique des amis. Lors de mes premiers

‘fravaux, préparant ma thése; fatigué par une grave maladie qui me rendait I'abstraction

pénible, j'avais fait une scolarité dans la charmante Ecole libre des Sciences Politiques, .

Sous la férule d'éminents maitres comme Rueff |'v ‘avais appris beaucoup sans savoir

combien cela devait me servir pius tard . Et cette méme année j'avais apporté ma

coilaboration & mon ami Jean Stoetzel pour la création de [lInstitut Frank;ais d'Opinion
Publique . Lé tecteur, s'il m'a suivi, remarquera la peréistance de ma curiosité a 'égard des
modes de pensée, qu'ils détenminent les opinioh‘ ou les décisions.

Dois-je ici compléter ce que ma Nniice dit de mon oeuvre mathématique? It me
répugne, ma]gré mon age, de me dire qu'elle est sans doute terminée, J'ai le sentiment que
des mathématiciens beauéoup plus jeunes lui donnent un développement que je
pressentais et que I'amélioratiion des techniques rend possible.

C'est donc seulement en me piagént a une certaine distance des résultats et deés

téchniques que je dirai quelques mots d'une méthode qui m'a permis de donner & "analyse -

- mathématique des instrumenis nouveaux. Grace aux objets, aux notions ainsi introduites,

FAnalyse complexe est devenue. plus . nche et dispose. de moyens plus souples pour
développer aujourd'hm des constructions ol le corps de base est le corps des nombres

complexes C. Celui-ci s'est imposé dans la science car des propriétés simples et

essentielles ne sont vérifiées que si 'on compléte le corps R des nombres réels en e

plongeant dans C. Cependant C n'est pas donné par une perception immédiate, les mesure
ne I‘intrOduisent pas, il n'existe pas de relation d'ordre entre deux nombres coniplexes

différents; F.Gauss qui, le premier, a défini la dérivation complexe et Ié fonction analylique

..dans le plan complexe, doutera a. la. fin. de. sa.vie.que ces -éléments -appelés -alors. - -

imaginaires soient bien des nombres. Aujourd'hui le corps complexe joue un rdle central en

mathématiques par rapport 4 R et 4 d'autres corps comme les corps p-adiques.

Mais les fonctions dérivables au sens complexe sont analytiques, elles sont

- entiérement déterminées ainsi que leur do_maihe d'existence dés qu'on les connait au
" voisinage d'un point. Elles sont c:ionc,_piutét objet d'étude pour le spécialiste qu'outl pour.

développer I'analyse complexe. Or la richésse de celle-ci m'apparaissait pet_;l a peu dans les

espaces a n dimensioné. Un monde s'est ouvert 4 moi: d'abord par Pintroduction des

fonctions que 'ai appelées p[uﬁsoushénnoniqdes,Apuis par celle des opérateurs courants

TrallE R
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posmfs fermés. Les premleres étendaient les proprletes des fonctions. analytiques, | és_ -
seconds généralisaient les ensembles analythues comp!exes dont javais pu définir
.l operateur d'mtegratlon fls sont a l'orlgme de ce nombre de Lelong qui mtngue parfo;s tes
non mathématiciens. Ces notions nouvelles ont été suiviés de pIuS|eurs autrés, qm parfms - -
. en découient. Elles fo_rment tes o,bjets souples de {'Analyse complexe. Elles ont contribug 2 )
modifier le paysage de cette partie de la science. Depuis, on ﬁe i'appelle plus du mémé. norﬁ L
On ne parle plus, au niveau de la recherche, d'une Théorie des ‘fohctions analytigues. 'On ;_""' .

parle de 'Analyse compiexe simplement Le domaine ‘scientifique, engiebi_d'objets nouveaux .

T

se préte A Futifisation beaucoup plus large des formes d:ﬁerenttetles et des operateurs hes-‘:
2 la topologie. Il a acquis sa véritable identité que pressentait, je crois, un mathematlmen

comme H. Poincaré. Une telle transformation, & travers des résultats qul sadd:t:onnent et -

dont certains, quand on les isole, apparaissent trés techniques, m'a tou;ours paru tracer un L

passionnant chemin & travers la science

Pierre LELONG




