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Introdu
tion

Le présent ouvrage reprend ave
 beau
oup de 
ompléments un 
ours de �Li
en
e

de Mathématiques� � ex troisième année d'Université � donné �a l'Université de

Grenoble I pendant les années 1985-88. Le but de 
e 
ours était de présenter aux

étudiants quelques notions théoriques de base 
on
ernant les équations et systèmes

d'équations di�érentielles ordinaires, tout en expli
itant des méthodes numériques

permettant de résoudre e�e
tivement de telles équations. C'est pour 
ette raison

qu'une part importante du 
ours est 
onsa
rée �a la mise en pla
e d'un 
ertain nombre

de te
hniques fondamentales de l'Analyse Numérique : interpolation polynomiale,

intégration numérique, méthode de Newton �a une et plusieurs variables.

L'originalité de 
et ouvrage ne réside pas tant dans le 
ontenu, pour lequel l'auteur s'est

inspiré sans vergogne de la littérature existante � en parti
ulier du livre de Crouzeix-

Mignot pour 
e qui 
on
erne les méthodes numériques, et des livres 
lassiques de

H. Cartan et J. Dieudonné pour la théorie des équations di�érentielles � mais plut�t

dans le 
hoix des thèmes et dans la présentation. S'il est relativement fa
ile de trouver

des ouvrages spé
ialisés 
onsa
rés soit aux aspe
ts théoriques fondamentaux de la

théorie des équations di�érentielles et ses appli
ations (Arnold, Coddington-Levinson)

soit aux te
hniques de l'Analyse Numérique (Henri
i, Hildebrand), il y a relativement

peu d'ouvrages qui 
ouvrent simultanément 
es di�érents aspe
ts et qui se situent �a un

niveau a

essible pour l'

〈〈
honnête

〉〉
étudiant de se
ond 
y
le. Nous avons en parti
ulier


onsa
ré deux 
hapitres entiers �a l'étude des méthodes élémentaires de résolution par

intégration expli
ite et �a l'étude des équations di�érentielles linéaires �a 
oe�
ients


onstants, 
es questions étant généralement omises dans les ouvrages de niveau plus

avan
é. Par ailleurs, un e�ort parti
ulier a été fait pour illustrer les prin
ipaux résultats

par des exemples variés.

La plupart des méthodes numériques exposées avaient pu être e�e
tivement mises en

÷uvre par les étudiants au moyen de programmes é
rits en Turbo Pas
al � �a une

époque remontant maintenant �a la préhistoire de l'informatique. Aujourd'hui, les

environnements disponibles sont beau
oup plus nombreux, mais nous re
ommandons


ertainement en
ore aux étudiants d'essayer d'implémenter les algorithmes proposés

dans 
e livre sous forme de programmes é
rits dans des langages de base 
omme C ou

C++, et parti
ulièrement dans un environnement de programmation libre 
omme GCC

sous GNU/Linux. Bien entendu, il existe des logi
iels libres spé
ialisés dans le 
al
ul

numérique qui implémentent les prin
ipaux algorithmes utiles sous forme de librairies

toutes prêtes � S
ilab est l'un des plus 
onnus � mais d'un point de vue pédagogique et

dans un premier temps au moins, il est bien plus formateur pour les étudiants de mettre

vraiment �la main dans le 
ambouis� en programmant eux-mêmes les algorithmes. Nous

ne 
iterons pas d'environnements ni de logi
iels propriétaires équivalents, par
e que 
es

logi
iels dont le fon
tionnement intime est ina

essible �a l'utilisateur sont 
ontraires �a

notre éthique s
ienti�que ou édu
ative, et nous ne souhaitons don
 pas en en
ourager

l'usage.

L'ensemble des sujets abordés dans le présent ouvrage dépasse sans au
un doute le

volume pouvant être traité en une seule année de 
ours � même si jadis nous avions pu en



4 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

enseigner l'essentiel au 
ours de la seule année de Li
en
e. Dans les 
onditions a
tuelles,

il nous paraît plus judi
ieux d'envisager une répartition du 
ontenu sur l'ensemble

des deux années du se
ond 
y
le universitaire. Ce texte est probablement utilisable

aussi pour les élèves d'é
oles d'ingénieurs, ou 
omme ouvrage de synthèse au niveau

de l'agrégation de mathématiques. Pour guider le le
teur dans sa séle
tion, les sous-

se
tions de 
hapitres les plus di�
iles ainsi que les démonstrations les plus déli
ates sont

marquées d'un astérisque. Le le
teur pourra trouver de nombreux exemples de tra
és

graphiques de solutions d'équations di�érentielles dans le livre d'Artigue-Gautheron :

on y trouvera en parti
ulier des illustrations variées des phénomènes qualitatifs étudiés

au 
hapitre X, 
on
ernant les points singuliers des 
hamps de ve
teurs.

Je voudrais i
i remer
ier mes 
ollègues grenoblois pour les remarques et améliorations


onstantes suggérées tout au long de notre 
ollaboration pendant les trois années qu'a

duré 
e 
ours. Mes plus vifs remer
iements s'adressent également �a Mi
hèle Artigue,

Alain Dufresnoy, Jean-René Joly et Mar
 Rogalski, qui ont bien voulu prendre de leur

temps pour relire le manus
rit original de manière très détaillée. Leurs 
ritiques et

suggestions ont beau
oup 
ontribué �a la mise en forme dé�nitive de 
et ouvrage.

Saint-Martin d'Hères, le 5 novembre 1990

La se
onde édition de 
et ouvrage a béné�
ié d'un bon nombre de remarques et de suggestions

proposées par Mar
 Rogalski. Les modi�
ations apportées 
on
ernent notamment le début du 
hapitre

VIII, où la notion déli
ate d'erreur de 
onsistan
e a été plus 
lairement expli
itée, et les exemples des


hapitres VI et XI traitant du mouvement du pendule simple. L'auteur tient �a remer
ier de nouveau

Mar
 Rogalski pour sa pré
ieuse 
ontribution.

Saint-Martin d'Hères, le 26 septembre 1996

La troisième édition de 
et ouvrage a été enri
hie d'un 
ertain nombre de 
ompléments théoriques et

pratiques : 
omportement géométrique des suites itératives en dimension 1, théorème des fon
tions

impli
ites et ses variantes géométriques dans le 
hapitre IV ; 
ritère de maximalité des solutions dans

le 
hapitre V ; 
al
ul de géodésiques dans le 
hapitre VI ; quelques exemples et exer
i
es additionnels

dans les 
hapitres suivants ; notions élémentaires sur les �ots de 
hamps de ve
teurs dans le 
hapitre XI.

Saint-Martin d'Hères, le 28 février 2006
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Chapitre I

Cal
uls numériques appro
hés

L'objet de 
e 
hapitre est de mettre en éviden
e les prin
ipales di�
ultés liées �a la

pratique des 
al
uls numériques sur ordinateur. Dans beau
oup de situations, il existe

des méthodes spé
i�ques permettant d'a

roître �a la fois l'e�
a
ité et la pré
ision des


al
uls.

1. Cumulation des erreurs d'arrondi

1.1. Représentation dé
imale appro
hée des nombres réels

La 
apa
ité mémoire d'un ordinateur est par 
onstru
tion �nie. Il est don
 né
essaire

de représenter les nombres réels sous forme appro
hée. La notation la plus utilisée �a

l'heure a
tuelle est la représentation ave
 virgule �ottante : un nombre réel x est 
odé

sous la forme

x ≃ ±m · bp

où b est la base de numération, m la mantisse, et p l'exposant. Les 
al
uls internes

sont généralement e�e
tués en base b = 2, même si les résultats a�
hés sont �nalement

traduits en base 10.

La mantisse m est un nombre é
rit ave
 virgule �xe et possédant un nombre maximum

N de 
hi�res signi�
atifs (imposé par le 
hoix de la taille des empla
ements mémoires

alloués au type réel) : suivant les ma
hines, m s'é
rira

• m = 0, a1a2 . . . aN =

N∑

k=1

akb
−k, b−1 ≤ m < 1 ;

• m = a0, a1a2 . . . aN−1 =
∑

0≤k<N
akb

−k, 1 ≤ m < b.

Ce
i entraîne que la pré
ision dans l'approximation d'un nombre réel est toujours une

pré
ision relative :

∆x

x
=

∆m

m
≤ b−N

b−1
= b1−N .

On notera ε = b1−N 
ette pré
ision relative.

En Langage C standard (ANSI C), les réels peuvent o

uper

� pour le type

〈〈
�oat

〉〉
, 4 o
tets de mémoire, soit 1 bit de signe, 23 bits de mantisse et

8 bits d'exposant (dont un pour le signe de l'exposant). Ce
i permet de représenter les

réels ave
 une mantisse de 6 �a 7 
hi�res signi�
atifs après la virgule, dans une é
helle

allant de 2−128
�a 2127 soit environ de 10−38 = 1E− 38 �a 1038 = 1E+ 38. La pré
ision

relative est de l'ordre de 10−7
.
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� pour le type

〈〈
double

〉〉
, 8 o
tets de mémoire, soit 1 bit de signe, 51 bits de mantisse

et 12 bits d'exposant (dont un pour le signe de l'exposant). Ce
i permet de représenter

les réels ave
 une mantisse de 15 
hi�res signi�
atifs après la virgule, dans une é
helle

allant de 2−2048
�a 22047 soit environ de 10−616 = 1E − 616 �a 10616 = 1E + 616. La

pré
ision relative est de l'ordre de 10−15
.

1.2. Non-asso
iativité des opérations arithmétiques

Supposons par exemple que les réels soient 
al
ulées ave
 3 
hi�res signi�
atifs et

arrondis �a la dé
imale la plus pro
he. Soit �a 
al
uler la somme x+ y + z ave


x = 8, 22, y = 0, 00317, z = 0, 00432

(x+ y) + z donne : x+ y = 8, 22317 ≃ 8, 22

(x+ y) + z ≃ 8, 22432 ≃ 8, 22

x+ (y + z) donne : y + z = 0, 00749

x+ (y + z) = 8, 22749 ≃ 8, 23.

L'addition est don
 non asso
iative par suite des erreurs d'arrondi !

1.3. Erreur d'arrondi sur une somme

On se propose d'étudier quelques méthodes permettant de majorer les erreurs d'arrondi

dues aux opérations arithmétiques.

Soient x, y des nombres réels supposés représentés sans erreur ave
 N 
hi�res signi�-


atifs :

x = 0, a1a2 . . . aN · bp, b−1+p ≤ x < bp

y = 0, a′1a
′
2 . . . a

′
N · bq, b−1+q ≤ y < bq

Notons ∆(x + y) l'erreur d'arrondi 
ommise sur le 
al
ul de x + y. Supposons par

exemple p ≥ q. S'il n'y a pas débordement, 
'est-�a-dire si x + y < bp, le 
al
ul de

x + y s'a

ompagne d'une perte des p − q derniers 
hi�res de y 
orrespondant aux

puissan
es b−k+q < b−N+p
; don
 ∆(x + y) ≤ b−N+p

, alors que x + y ≥ x ≥ b−1+p
.

En 
as de débordement x + y ≥ bp (
e qui se produit par exemple si p = q et

a1 + a′1 ≥ b), la dé
imale 
orrespondant �a la puissan
e b−N+p
est elle aussi perdue,

d'où ∆(x+ y) ≤ b1−N+p
. Dans les deux 
as :

∆(x+ y) ≤ ε(|x|+ |y|)

où ε = b1−N est la pré
ision relative dé
rite au §1.1. Ce
i reste vrai quel que soit le

signe des nombres x et y.

En général, les réels x, y ne sont eux-mêmes 
onnus que par des valeurs appro
hées

x′, y′ ave
 des erreurs respe
tives ∆x = |x′ − x|, ∆y = |y′ − y|. A 
es erreurs s'ajoute

l'erreur d'arrondi

∆(x′ + y′) ≤ ε(|x′|+ |y′|) ≤ ε(|x|+ |y|+∆x+∆y).

Les erreurs ∆x, ∆y sont elles-mêmes le plus souvent d'ordre ε par rapport �a |x| et |y|,
de sorte que l'on pourra négliger les termes ε∆x et ε∆y. On aura don
 :

∆(x+ y) ≤ ∆x+∆y + ε(|x|+ |y|).
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Soit plus généralement �a 
al
uler une somme

n∑

k=1

uk de réels positifs. Les sommes

partielles sk = u1 + u2 + . . .+ uk vont se 
al
uler de pro
he en pro
he par les formules

de ré
urren
e {
s0 = 0

sk = sk−1 + uk, k ≥ 1.

Si les réels uk sont 
onnus exa
tement, on aura sur les sommes sk des erreurs ∆sk telles
que ∆s1 = 0 et

∆sk ≤ ∆sk−1 + ε(sk−1 + uk) = ∆sk−1 + εsk.

L'erreur globale sur sn véri�e don


∆sn ≤ ε(s2 + s3 + . . .+ sn),

soit

∆sn ≤ ε(un + 2un−1 + 3un−2 + . . .+ (n− 1)u2 + (n− 1)u1).

Comme 
e sont les premiers termes sommés qui sont a�e
tés des plus gros 
oe�
ients

dans l'erreur ∆sn, on en déduit la règle générale suivante (
f. exemple 1.2).

Règle générale. Dans une sommation de réels, l'erreur a tendan
e �a être minimisée

lorsqu'on somme en premier les termes ayant la plus petite valeur absolue.

1.4. Erreur d'arrondi sur un produit

Le produit de deux mantisses de N 
hi�res donne une mantisse de 2N ou 2N − 1

hi�res dont les N ou N − 1 derniers vont être perdus. Dans le 
al
ul d'un produit xy
(où x, y sont supposés représentés sans erreur) il y aura don
 une erreur d'arrondi

∆(xy) ≤ ε|xy|, où ε = b1−N .

Si x et y ne sont eux-mêmes 
onnus que par des valeurs appro
hées x′, y′ et si

∆x = |x′ − x|, ∆y = |y′ − y|, on a une erreur initiale

|x′y′ − xy| = |x(y′ − y) + (x′ − x)y′| ≤ |x|∆y +∆x|y′|
≤ |x|∆y +∆x|y|+∆x∆y.

A 
ette erreur s'ajoute une erreur d'arrondi

∆(x′y′) ≤ ε|x′y′| ≤ ε(|x|+∆x)(|y|+∆y).

En négligeant les termes ∆x∆y, ε∆x, ε∆y, on obtient la formule approximative

(∗) ∆(xy) ≤ |x|∆y +∆x|y|+ ε|xy|.

Soit plus généralement des réels x1, . . . , xk, supposés représentés sans erreur. La

formule (∗) entraîne

∆(x1x2 . . . xk) ≤ ∆(x1 . . . xk−1)|xk|+ ε|x1 . . . xk−1 · xk|,
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d'où par une ré
urren
e aisée :

∆(x1x2 . . . xk) ≤ (k − 1)ε|x1x2 . . . xk|.

L'erreur sur un quotient est donnée de même par ∆(x/y) ≤ ε|x/y|. On en déduit pour

tous exposants αi ∈ Z la formule générale

∆(xα1

1 xα2

2 . . . xαk

k ) ≤ (|α1|+ . . .+ |αk| − 1)ε|xα1

1 xα2

2 . . . xαk

k | ;

on observera que |α1| + . . .+ |αk| − 1 est exa
tement le nombre d'opérations requises

pour 
al
uler xα1

1 xα2

2 . . . xαk

k par multipli
ations ou divisions su

essives des xi.

Contrairement au 
as de l'addition, la majoration de l'erreur d'un produit ne dépend

pas de l'ordre des fa
teurs.

1.5. Règle de Hörner

On s'intéresse i
i au problème de l'évaluation d'un polyn�me

P (x) =
n∑

k=0

akx
k.

La méthode la plus

〈〈
naïve

〉〉
qui vient �a l'esprit 
onsiste �a poser x0 = 1, s0 = a0, puis

�a 
al
uler par ré
urren
e





xk = xk−1 · x
uk = ak · xk
sk = sk−1 + uk

pour k ≥ 1.

Pour 
haque valeur de k, deux multipli
ations et une addition sont don
 né
essaires.

Il existe en fait une méthode plus e�
a
e :

Règle de Hörner. On fa
torise P (x) sous la forme :

P (x) = a0 + x(a1 + x(a2 + . . .+ x(an−1 + xan) . . .)).

Si l'on pose

pk = ak + ak+1x+ . . .+ anx
n−k,


ette méthode revient �a 
al
uler P (x) = p0 par ré
urren
e des
endante :

{
pn = an

pk−1 = ak−1 + xpk, 1 ≤ k ≤ n.

On e�e
tue ainsi seulement une multipli
ation et une addition �a 
haque étape, 
e qui

é
onomise une multipli
ation et don
 une fra
tion substantielle du temps d'exé
ution.

Comparons maintenant les erreurs d'arrondi dans 
ha
une des deux méthodes, en

supposant que les réels x, a0, a1, . . . , an sont représentés sans erreur.
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• Méthode

〈〈
naïve

〉〉
. On a i
i P (x) = sn ave


∆(ak · xk) ≤ kε|ak||x|k,

∆sk ≤ ∆sk−1 + kε|ak||x|k + ε(|sk−1|+ |uk|)
≤ ∆sk−1 + kε|ak||x|k + ε(|a0|+ |a1||x|+ . . .+ |ak||x|k).

Comme ∆s0 = 0, il vient après sommation sur k :

∆sn ≤
n∑

k=1

kε|ak||x|k + ε

n∑

k=1

(|a0|+ |a1||x|+ . . .+ |ak||x|k)

≤
n∑

k=1

kε|ak||x|k + ε

n∑

k=0

(n+ 1− k)|ak||x|k.

On obtient par 
onséquent

∆P (x) ≤ (n+ 1)ε
n∑

k=0

|ak||x|k.

• Règle de Hörner. Dans 
e 
as, on a

∆pk−1 ≤ ∆(xpk) + ε(|ak−1|+ |xpk|)
≤ (|x|∆pk + ε|xpk|) + ε(|ak−1|+ |xpk|)
= ε(|ak−1|+ 2|x||pk|) + |x|∆pk.

En développant ∆P (x) = ∆p0, il vient

∆p0 ≤ ε(|a0|+ 2|x||p1|) + |x|
(
ε|a1|+ 2|x||p2|+ |x|

(
ε|a2|+ . . .

))

d'où

∆P (x) ≤ ε

n∑

k=0

|ak||x|k + 2ε

n∑

k=1

|x|k|pk|,

∆P (x) ≤ ε

n∑

k=0

|ak||x|k + 2ε

n∑

k=1

(|ak||x|k + . . .+ |an||x|n),

∆P (x) ≤ ε

n∑

k=0

(2k + 1)|ak||x|k.

On voit que la somme des 
oe�
ients d'erreur a�e
tés aux termes |ak||x|k, soit

ε

n∑

k=0

(2k + 1) = ε(n + 1)2, est la même que pour la méthode naïve ; 
omme

2k + 1 ≤ 2(n + 1), l'erreur 
ommise sera dans le pire des 
as égale �a 2 fois 
elle

de la méthode naïve. Néanmoins, les petits 
oe�
ients portent sur les premiers termes


al
ulés, de sorte que la pré
ision de la méthode de Hörner sera nettement meilleure
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si le terme |ak||x|k dé
roît rapidement : 
'est le 
as par exemple si P (x) est le début

d'une série 
onvergente.

Exer
i
e. Evaluer dans les deux 
as l'erreur 
ommise sur les sommes partielles de la

série exponentielle

n∑

k=0

xk

k!
, x ≥ 0

en tenant 
ompte du fait qu'on a une 
ertaine erreur d'arrondi sur ak = 1
k! .

Réponse. On trouve ∆P (x) ≤ ε(1 + (n + x)ex) pour la méthode naïve, tandis que la

fa
torisation

P (x) = 1 + x
(
1 +

x

2

(
1 +

x

3

(
1 + . . .

(
1 +

x

n− 1

(
1 +

x

n

))
. . .
))

donne ∆P (x) ≤ ε(1 + 3xex), 
e qui est nettement meilleur en pratique puisque n doit

être 
hoisi assez grand.

1.6. Cumulation d'erreurs d'arrondi aléatoires

Les majorations d'erreurs que nous avons données plus haut pê
hent en général par

ex
ès de pessimisme, 
ar nous n'avons tenu 
ompte que de la valeur absolue des

erreurs, alors qu'en pratique elles sont souvent de signe aléatoire et se 
ompensent

don
 partiellement entre elles.

Supposons par exemple qu'on 
her
he �a 
al
uler une somme sn de rang élevé d'une

série 
onvergente S =
∑+∞
k=0 uk, les uk étant des réels ≥ 0 supposés représentés sans

erreur. On pose don


sk = sk−1 + uk, s0 = u0,

et les erreurs ∆sk véri�ent

∆sk = ∆sk−1 + αk

avec ∆s0 = 0 et |αk| ≤ ε(sk−1 + uk) = εsk ≤ εS.

On en déduit don


∆sn = α1 + α2 + . . .+ αn

et en parti
ulier |∆sn| ≤ nεS. Dans le pire des 
as, l'erreur est don
 proportionnelle �a n.
On va voir qu'on peut en fait espérer beau
oup mieux sous des hypothèses raisonnables.

Hypothèses.

(1) Les erreurs αk sont des variables aléatoires globalement indépendantes les unes des

autres (lorsque les uk sont 
hoisis aléatoirement).

(2) L'espéran
e mathématique E(αk) est nulle, 
e qui signi�e que les erreurs d'arrondi
n'ont au
une tendan
e �a se faire par ex
ès ou par défaut.
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L'hypothèse (2) entraîne E(∆sn) = 0 tandis que l'hypothèse (1) donne

var(∆sn) = var(α1) + . . .+ var(αn).

Comme E(αk) = 0 et |αk| ≤ εS, on a var(αk) ≤ ε2S2
, d'où

σ(∆sn) =
√

var(∆sn) ≤
√
nεS

L'erreur quadratique moyenne 
roît seulement dans 
e 
as 
omme

√
n. D'après

l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev on a :

P (|∆sn| ≥ ασ(∆sn)) ≤ α−2.

La probabilité que l'erreur dépasse 10
√
nεS est don
 inférieure �a 1%.

2. Phénomènes de 
ompensation

Les phénomènes de 
ompensation se produisent lorsqu'on tente d'e�e
tuer des sous-

tra
tions de valeurs très voisines. Ils peuvent 
onduire �a des pertes importantes de

pré
ision.

Les exemples suivants illustrent les di�
ultés pouvant se présenter et les remèdes �a

apporter dans 
haque 
as.

2.1. Exemple : résolution de l'équation x2 − 1634x+ 2 = 0

Supposons que les 
al
uls soient e�e
tués ave
 10 
hi�res signi�
atifs. Les formules

habituelles donnent alors

∆′ = 667 487,
√
∆′ ≃ 816, 9987760

x1 = 817 +
√
∆′ ≃ 1633, 998776,

x2 = 817−
√
∆′ ≃ 0, 0012240.

On voit don
 qu'on a une perte de 5 
hi�res signi�
atifs sur x2 si l'on e�e
tue la

soustra
tion telle qu'elle se présente naturellement ! I
i, le remède est simple : il su�t

d'observer que x1x2 = 2, d'où

x2 =
2

x1
≃ 1, 223991125 · 10−3.

C'est don
 l'algorithme numérique utilisé qui doit être modi�é.

2.2. Exemple : 
al
ul appro
hé de e−10

Supposons qu'on utilise pour 
ela la série

e−10 ≃
n∑

k=0

(−1)k
10k

k!
,
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les 
al
uls étant toujours e�e
tués ave
 10 
hi�res signi�
atifs. Le terme général

|uk| = 10k/k! est tel que

|uk|
|uk−1|

=
10

k
≥ 1 dès que k ≤ 10.

On a don
 2 termes de valeur absolue maximale

|u9| = |u10| =
1010

10!
≃ 2, 755 · 103

tandis que e−10 ≃ 4, 5 · 10−5
. Comparons u10 et e−10

:

u10 : 2 7 5 5, · · · · · ·

e−10 : 0, 0 0 0 0 4 5

Ce
i signi�e qu'au moins 8 
hi�res signi�
atifs vont être perdus par 
ompensation des

termes uk de signes opposés. Un remède simple 
onsiste �a utiliser la relation

e−10 = 1/e10 avec e10 ≃
n∑

k=0

10k

k!
.

On essaiera dans la mesure du possible d'éviter les sommations dans lesquelles des

termes de signes opposés se 
ompensent.

2.3. Exemple : 
al
ul appro
hé de π par les polyg�nes ins
rits

Soit Pn le demi-périmètre du polygone régulier �a n 
�tés ins
rit dans un 
er
le de rayon

1.

Le 
�té de 
e polygone vaut 2 ·R sin π/n = 2 sin π/n, d'où

Pn = n sin
π

n
,

Pn = π − π3

6n2
+ o
( 1

n3

)
.

On obtient don
 une approximation de π ave
 une pré
ision de l'ordre de 6/n2
.

R = 1

π/n



Chap. I � Cal
uls numériques appro
hés, §3. Phénomènes d'instabilité numérique 15

Pour évaluer Pn, on utilise une méthode de di
hotomie permettant de 
al
uler par

ré
urren
e

xk = P2k = 2k sin
π

2k
.

Si α est un angle 
ompris entre 0 et

π
2
on a

sin
α

2
=

√
1

2
(1− cos α) =

√
1

2
(1−

√
1− sin2 α). (∗)

En substituant α = π/2k, on en déduit les formules

{
xk+1 = 2k

√
2(1−

√
1− (xk/2k)2)

x1 = 2,

et d'après 
e qu'on a dit plus haut lim
k→+∞

xk = π.

Ce n'est pourtant pas du tout 
e qu'on va observer sur ma
hine ! Dès que (xk/2
k)2

sera inférieur �a la pré
ision relative des 
al
uls, l'ordinateur va donner

√
1− (xk/2k)2 = 1 d'où xk+1 = 0.

Pour éviter 
ette di�
ulté, il su�t de rempla
er (∗) par

sin
α

2
=

√
1

2

1− cos2 α

1 + cos α
=

sin α√
2(1 + cos α)

(∗∗)

d'où

sin
α

2
=

sin α√
2(1 +

√
1− sin2 α)

.

On obtient alors la formule de ré
urren
e

xk+1 =
2xk√

2(1 +
√

1− (xk/2k)2)

qui évite le phénomène de 
ompensation pré
édent, de sorte que le 
al
ul des xk peut

être poussé beau
oup plus loin.

On obtiendra une méthode plus e�
a
e en
ore en observant qu'on peut évaluer cos α
dans (∗∗) par la formule cos α = sin 2α

2 sin α . Ce
i donne

sin
α

2
= sin α

√
sin α

2 sin α+ sin 2α
, d'où

xk+1 = xk

√
2xk

xk + xk−1
.

Deux valeurs d'initialisation sont alors requises pour démarrer, par exemple x1 = 2 et

x2 = 2
√
2.
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3. Phénomènes d'instabilité numérique

Il s'agit de phénomènes d'ampli�
ation des erreurs d'arrondi. Une telle ampli�
ation

se produit assez fréquemment dans le 
as de 
al
uls ré
urrents ou itératifs.

3.1. Cas d'un 
al
ul ré
urrent

Supposons �a titre d'exemple qu'on 
her
he �a évaluer numériquement l'intégrale

In =

∫ 1

0

xn

10 + x
, n ∈ N.

Un 
al
ul immédiat donne

I0 =

∫ 1

0

dx

10 + x
=
[
ln (10 + x)

]1
0
= ln

11

10
,

In =

∫ 1

0

x

10 + x
· xn−1dx =

∫ 1

0

(
1− 10

10 + x

)
xn−1dx

=

∫ 1

0

xn−1dx− 10

∫ 1

0

xn−1

10 + x
dx =

1

n
− 10 In−1.

Ce
i permet de 
al
uler In par ré
urren
e ave


{
I0 = ln 11

10

In = 1
n
− 10 In−1.

Ce problème apparemment bien posé mathématiquement 
onduit numériquement �a des

résultats 
atastrophiques. On a en e�et

∆In ≃ 10∆In−1,

même si on néglige l'erreur d'arrondi sur 1/n. L'erreur sur In explose don
 exponen-

tiellement, l'erreur initiale sur I0 étant multipliée par 10n �a l'étape n. Comment faire

alors pour 
al
uler par exemple I36 ? La suite xn étant dé
roissante pour x ∈ [0, 1], on
voit que la suite In est elle-même dé
roissante. Comme 10 ≤ 10+x ≤ 11, on a de plus

1

11(n+ 1)
≤ In ≤ 1

10(n+ 1)
.

L'approximation In ≃ 1
11(n+1) donne une erreur absolue ≤ 1

110(n+1) et don
 une erreur

relative

∆In
In

≤ 1
10 . Ce
i donne l'ordre de grandeur mais n'est pas très satisfaisant.

L'idée est alors de renverser la ré
urren
e en posant

In−1 =
1

10

( 1
n
− In

)
.

En négligeant l'erreur sur

1
n
, on a don
 
ette fois ∆In−1 ≃ 1

10
∆In, estimation qui va

dans le bon sens. Si l'on part de I46 ≃ 1
11.47 , on obtiendra pour I36 une erreur relative

sans doute meilleure que 10−10
.
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Exer
i
e. Montrer que 0 ≤ In − In+1 ≤ 1
10(n+1)(n+2) , et en déduire �a partir de la

formule exprimant In en fon
tion de In+1 que l'on a en fait l'estimation

1

11(n+ 1)
≤ In ≤ 1

11(n+ 1)
+

1

110(n+ 1)(n+ 2)
,

don
 ∆In ≃ 1
11(n+1)

ave
 erreur relative ≤ 1
10(n+2)

.

On voit don
 le r�le fondamental joué par le 
oe�
ient d'ampli�
ation de l'erreur,

10 dans le premier 
as, 1/10 dans le se
ond. En général, si on a un 
oe�
ient

d'ampli�
ation A > 1, il est impératif de limiter le nombre n d'étapes en sorte que Anε
reste très inférieur �a 1, si ε est la pré
ision relative des 
al
uls.

3.2. Cal
uls itératifs

Soit �a 
al
uler une suite (un) dé�nie par sa valeur initiale u0 et par la relation de

ré
urren
e

un+1 = f(un),

où f est une fon
tion donnée. On a don
 un = fn(u0) où f
n = f ◦ f ◦ . . . ◦ f est la

n-ième itérée de f . On 
onsidère par exemple la suite (un) telle que

u0 = 2, un+1 = | ln (un)|,

dont on 
her
he �a évaluer le terme u30. Un 
al
ul e�e
tué �a la pré
ision 10−9
sur un

ordinateur nous a donné u30 ≃ 0, 880833175.

A la lumière de l'exemple pré
édent, il est néanmoins légitime de se demander si 
e


al
ul est bien signi�
atif, 
ompte tenu de la présen
e des erreurs d'arrondi. En partant

de valeurs de u0 très voisines de 2, on obtient en fait les résultats suivants (arrondis �a

10−9
près, sur la même implémentation de 
al
ul que 
i-dessus) :

u0 2,000000000 2,000000001 1,999999999 5 · 10−10

u5 5,595485181 5,595484655 5,595485710 9 · 10−8

u10 0,703934587 0,703934920 0,703934252 5 · 10−7

u15 1,126698502 1,126689382 1,126707697 8 · 10−6

u20 1,266106839 1,266256924 1,265955552 10−4

u24 1,000976376 1,001923276 1,000022532 10−3

u25 0,000975900 0,001921429 0,000022532 100%

u26 6,932150628 6,254686211 10,700574400 50%

u30 0,880833175 0,691841353 1,915129896 100%

La dernière 
olonne donne l'ordre de grandeur de l'é
art relatif ∆un/un observé entre

la deuxième ou troisième 
olonne et la première 
olonne. On voit que 
et é
art

augmente 
onstamment pour atteindre environ 10−3
sur u24. Pour le 
al
ul de u25,

il se produit une véritable 
atastrophe numérique : l'é
art relatif devient voisin de
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100% ! Il en résulte que toutes les valeurs 
al
ulées �a partir de u25 sont 
ertainement

non signi�
atives pour une pré
ision des 
al
uls de 10−9
.

Pour 
omprendre 
e phénomène, il su�t d'observer qu'une erreur ∆x sur la variable x
entraîne une erreur ∆f(x) sur f(x), approximativement donnée par

∆f(x) = |f ′(x)|∆x.

Ce
i se voit bien sûr en approximant f(x+ ∆x) − f(x) par sa di�érentielle f ′(x)∆x,
lorsque f est dérivable au point x. Le 
oe�
ient d'ampli�
ation de l'erreur absolue est

don
 donné par la valeur absolue de la dérivée |f ′(x)| ; 
e 
oe�
ient peut être parfois

assez grand. Souvent dans les 
al
uls numériques (et i
i en parti
ulier), il est plus

pertinent de 
onsidérer les erreurs relatives. La formule

∆f(x)

|f(x)| =
|f ′(x)||x|
|f(x)|

∆x

|x|

montre que le 
oe�
ient d'ampli�
ation de l'erreur relative est |f ′(x)||x|/|f(x)|. Dans
le 
as f(x) = ln (x) qui nous intéresse, 
e 
oe�
ient vaut 1/| ln x| ; il devient très grand
lorsque x est pro
he de 1, 
omme 
'est le 
as par exemple pour u24.

4. Problèmes

4.1. Soit x ≥ 0 ; on note F (x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt.

(a) En
adrer F (x) par deux entiers 
onsé
utifs.

(b) En rempla�
ant e−t
2

par un développement en série entière de x, exprimer F (x)

omme somme d'une série. On 
hoisit x = 3 ; 
al
uler les 10 premiers termes de

la série. En déduire que pour x ≥ 3 on a un phénomène de 
ompensation dans le


al
ul de la somme des premiers termes de la série.

(
) On dé�nit g(x) par F (x) = e−x
2

g(x).

Montrer que g est solution d'une équation di�érentielle.

Exprimer g(x) 
omme somme d'une série entière en x.

(d) En déduire l'expression F (x) =
∑+∞
n=0 an(x) où les an(x) sont tous positifs.

Déterminer a0(x) et donner la solution de ré
urren
e entre an(x) et an−1(x).
Montrer l'inégalité

+∞∑

n=N+1

an(x) ≤ aN
x2

N − x2
(pour N > x2)

(e) En utilisant les résultats pré
édents, é
rire un programme en langage informatique

qui, �a la le
ture de x et d'un entier k ≤ 1 
al
ule une valeur appro
hée de F (x) �a
10−k près.
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4.2. Soit (In)n∈N la suite des intégrales

In =

∫ 1

0

xn

6 + x− x2
dx.

(a) Montrer que In véri�e une relation de ré
urren
e de la forme

In+1 = αIn + βIn−1 + cn (∗)

où α, β sont des 
onstantes et (cn) une suite numérique expli
ite.

(b) On envisage le 
al
ul ré
urrent de In �a partir de I0 et I1 par la formule (∗).
On suppose que les valeurs de I0 et I1 sont a�e
tées d'erreurs d'arrondis ε0 et ε1,
et on note εn l'erreur qui en résulte sur In (on néglige i
i l'erreur sur le 
al
ul de

cn et les erreurs d'arrondi pouvant intervenir dans l'appli
ation de la formule (∗)).
(α) Déterminer εn en fon
tion de ε0 et ε1.

(β) Est-il possible de 
al
uler I50 par 
e pro
édé ave
 un ordinateur donnant une

pré
ision relative de 10−10
?

4.3. Etant donné une suite xk, k = 1, . . . , n de réels, on note µn = 1
n

∑n
k=1 xk

la moyenne et σn =
√
σ2
n l'é
art type ave
 σ2

n = 1
n

∑n
k=1(xk − µn)

2
.

(a) Soit qn =
∑n
k=1 x

2
k. Exprimer σ2

n en fon
tion de qn et de µn.

(b) E
rire un programme qui 
al
ule les moyennes et l'é
art type d'un nombre indéter-

miné de réels. Les données réelles sont entrées au 
lavier ; après 
haque entrée on

a�
hera la moyenne et l'é
art type de la suite des nombres déj�a entrés.

(
) On suppose que pour k = 1, . . . , n on a xk = µ + εk ave
 |εk| < ε où ε est petit

devant µ. Montrer que l'on a l'inégalité

∣∣ qn
n − µ2

∣∣ ≤ 3µε.

En déduire que la méthode de 
al
ul de σn utilisant la formule du (a) est inadaptée

pour une telle suite.

(d) On veut obtenir un algorithme de 
al
ul de σn plus stable.

Etablir les égalités :

(n+ 1)σ2
n+1 = nσ2

n + n(µn+1 − µn)
2 + (xn+1 − µn+1)

2,

(n+ 1)µn+1 = nµn + xn+1.

En déduire σ2
n+1 = n

n+1 σ
2
n + 1

n (xn+1 − µn+1)
2
.

(e) Reprendre la question (b) ave
 le nouvel algorithme.

(f) On 
onsidère une suite de réels xk = 1 + ε 2k−n−1
n−1 , k = 1, . . . , n. Déterminer sa

moyenne et son é
art type.

(g) Même question pour la suite des 2n réels xk, k = 1, . . . , 2n telle que pour

p = 0, . . . , n on ait Cpn termes égaux �a µ + 2p−n√
n

(On pourra remarquer que

p2Cpn = pnCp−1
n−1).





Chapitre II

Approximation polynomiale

Les fon
tions les plus fa
iles �a évaluer numériquement sont les fon
tions polyn�mes. Il

est don
 important de savoir approximer une fon
tion arbitraire par des polyn�mes.

Dans 
e 
adre, l'un des outils de base est la méthode d'interpolation de Lagrange.

Notations. Dans toute la suite, on désignera par Pn l'espa
e ve
toriel des fon
tions

polyn�mes sur R �a 
oe�
ients réels, de degré inférieur ou égal �a n. On a don


dimPn = n+ 1.

Par ailleurs, si f est une fon
tion dé�nie sur un intervalle [a, b] ⊂ R �a valeurs dans R
ou C, la norme uniforme de f sur [a, b] sera notée

‖f‖[a,b] = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

où même simplement ‖f‖ s'il n'y a pas d'ambiguïté. En�n C([a, b]) désignera l'espa
e

des fon
tions 
ontinues sur [a, b] �a valeurs dans R.

1. Méthode d'interpolation de Lagrange

1.1. Existen
e et uni
ité du polyn�me d'interpolation

Soit f : [a, b] → R une fon
tion 
ontinue. On se donne n+1 points x0, x1, . . . , xn dans

[a, b], deux �a deux distin
ts, non né
essairement rangés par ordre 
roissant.

Problème. Existe-t-il un polyn�me pn ∈ Pn tel que pn(xi) = f(xi),
∀i = 0, 1, . . . , n ?

Un tel polyn�me sera appelé polyn�me d'interpolation (de Lagrange) de f aux points

x0, x1, . . . , xn. Posons

li(x) =
∏

j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
, 0 ≤ i ≤ n,

où le produit est e�e
tué sur les indi
es j tels que 0 ≤ j ≤ n, j 6= i. Il est 
lair que

li ∈ Pn et que

li(xj) = 0 si j 6= i,

li(xi) = 1.

Le problème 
i-dessus admet don
 au moins une solution

pn(x) =

n∑

i=0

f(xi)li(x), pn ∈ Pn. (∗)
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Théorème. Le problème d'interpolation pn(xi) = f(xi), 0 ≤ i ≤ n, admet une

solution et une seule, donnée par la formule (∗).

Il reste �a prouver l'uni
ité. Supposons que qn ∈ Pn soit une autre solution du problème.

Alors pn(xi) = qn(xi) = f(xi), don
 xi est ra
ine de qn − pn. Par suite le polyn�me

πn+1(x) =

n∏

j=0

(x− xj)

divise qn − pn. Comme deg πn = n + 1 et qn − pn ∈ Pn, la seule possibilité est que

qn − pn = 0.

Remarque 1. On a πn+1(x) = (x− xi) ·
∏
j 6=i(x− xj), d'où

π′
n+1(xi) =

∏

j 6=i
(xi − xj).

Ce
i donne la formule

li(x) =
πn+1(x)

(x− xi)π′
n+1(xi)

.

Remarque 2. Pour démontrer le théorème, on peut également poser pn(x) =∑n
j=0 ajx

j
et résoudre un système linéaire de n+ 1 équations





n∑

j=0

ajx
j
i = f(xi), 0 ≤ i ≤ n,

en les n + 1 in
onnues a0, a1, . . . , an. Le déterminant du système est un déterminant

dit de Van der Monde :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
.

.

.

.

.

.

1 xn x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Il s'agit de montrer que ∆ 6= 0 si les xi sont distin
ts. Or ∆ est un polyn�me de

degré total 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)
2 en les variables x0, x1, . . . , xn. Il est 
lair que

∆ = 0 
haque fois que xi = xj pour un 
ouple (i, j) tel que 0 ≤ j < i ≤ n.
∆ est don
 divisible par le polyn�me

∏
0≤j<i≤n(xi − xj), qui est lui aussi de degré

total

n(n+1)
2 . Le quotient est don
 une 
onstante, donnée par exemple par le 
oe�
ient

de x1x
2
2 . . . x

n
n dans ∆, qui vaut 1. Par suite

∆ =
∏

0≤j<i≤n
(xi − xj).
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Il n'est pas re
ommandé de résoudre numériquement le système pré
édent pour obtenir

pn. Nous verrons plus loin une méthode beau
oup plus e�
a
e (
f. § 1.3).

Exer
i
e. On se propose de donner deux autres démonstrations des résultats 
i-dessus,

grâ
e �a des arguments d'algèbre linéaire.

(a) Montrer que l'appli
ation φn : Pn → Rn+1
, p 7→ (p(xi))0≤i≤n est linéaire. En

déduire que φn est inje
tive si et seulement si elle est surje
tive. Traduire 
es

résultats en terme d'existen
e et d'uni
ité du polyn�me d'interpolation.

(b) Montrer par ré
urren
e sur n que φn est surje
tive [Indi
ation : si le résultat

est vrai pour n − 1, ajuster la valeur p(xn) �a l'aide du polyn�me de degré n
(x− x0) . . . (x− xn−1)℄. Con
lure.

(
) Montrer dire
tement que les polyn�mes (li)0≤i≤n forment une famille libre.

En déduire que 
'est une base de Pn et que φn est un isomorphisme.

1.2. Formule d'erreur

L'erreur d'interpolation est donnée par la formule théorique suivante.

Théorème. On suppose que f est n + 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors pour tout

x ∈ [a, b], il existe un point ξx ∈ ] min (x, xi), max (x, xi)[ tel que

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
πn+1(x)f

(n+1)(ξx).

On a besoin du lemme suivant, qui dé
oule du théorème de Rolle.

Lemme. Soit g une fon
tion p fois dérivable sur [a, b]. On suppose qu'il existe p+ 1
points c0 < c1 < . . . < cp de [a, b] tels que g(ci) = 0. Alors il existe ξ ∈ ]c0, cp[ tel que
g(p)(ξ) = 0.

Le lemme se démontre par ré
urren
e sur p. Pour p = 1, 
'est le théorème de Rolle.

Supposons le lemme démontré pour p − 1. Le théorème de Rolle donne des points

γ0 ∈ ]c0, c1[, . . . , γp−1 ∈ ]cp−1, cp[ tels que g
′(γi) = 0. Par hypothèse de ré
urren
e, il

existe don
 ξ ∈ ]γ0, γp−1[ ⊂ ]c0, cp[ tel que (g′)(p−1)(ξ) = g(p)(ξ) = 0.

Démonstration du théorème

• Si x = xi, on a πn+1(xi) = 0, tout point ξx 
onvient.

• Supposons maintenant x distin
t des points xi.

Soit pn+1(t) le polyn�me d'interpolation de f(t) aux points x, x0, . . . , xn+1, de sorte

que pn+1 ∈ Pn+1. Par 
onstru
tion f(x) − pn(x) = pn+1(x) − pn(x). Or le polyn�me

pn+1 − pn est de degré ≤ n+ 1 et s'annule aux n+ 1 points x0, x1, . . . , xn. On a don


pn+1(t)− pn(t) = c · πn+1(t), c ∈ R.
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Considérons la fon
tion

g(t) = f(t)− pn+1(t) = f(t)− pn(t)− cπn+1(t).

Cette fon
tion s'annule en les n + 2 points x, x0, x1, . . . , xn don
 d'après le lemme il

existe ξx ∈ ] min (x, xi),max (x, xi)[ tel que g
(n+1)(ξx) = 0. Or

p(n+1)
n = 0, π

(n+1)
n+1 = (n+ 1)!

On a par 
onséquent g(n+1)(ξx) = f (n+1)(ξx)− c · (n+ 1)! = 0, d'où

f(x)− pn(x) = pn+1(x)− pn(x) = cπn+1(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
πn+1(x).

En prenant la borne supérieure de la valeur absolue des deux membres dans la formule

d'erreur, on obtient en parti
ulier :

Corollaire. ‖f − pn‖ ≤ 1

(n+ 1)!
‖πn+1‖ ‖f (n+1)‖.

Ces formules montrent que la taille de l'erreur d'interpolation f(x)−pn(x) dépend �a la

fois de la quantité ‖f (n+1)‖, qui peut être grande si f os
ille trop vite, et de la quantité

‖πn+1‖, qui est liée �a la répartition des points xi dans l'intervalle [a, b].

1.3. Méthode des di�éren
es divisées

On va dé
rire i
i une méthode simple et e�
a
e permettant de 
al
uler les polyn�mes

d'interpolation de f . Soit pk le polyn�me d'interpolation de f aux points x0, x1, . . . , xk.

Notation. On désigne par f [x0, x1, . . . , xk] le 
oe�
ient dire
teur du polyn�me pk
( = 
oe�
ient de tk dans pk(t)).

Alors pk − pk−1 est un polyn�me de degré ≤ k, s'annulant aux points x0, x1, . . . , xk−1,

et admettant f [x0, x1, . . . , xk] pour 
oe�
ient dire
teur. Par suite :

pk(x)− pk−1(x) = f [x0, x1, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1).

Comme p0(x) = f(x0), on en déduit la formule fondamentale

(∗∗) pn(x) = f(x0) +
n∑

k=1

f [x0, x1, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1).

Pour pouvoir exploiter 
ette formule, il reste bien entendu �a évaluer les 
oe�
ients

f [x0, x1, . . . , xk]. On utilise �a 
ette �n une ré
urren
e sur le nombre k de points xi, en
observant que f [x0] = f(x0).

Formule de ré
urren
e. Pour k ≥ 1, on a

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
. (∗∗∗)
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A 
ause de 
ette formule, la quantité f [x0, x1, . . . , xk] est appelée di�éren
e divisée

d'ordre k de f aux points x0, . . . , xk.

Véri�
ation de (∗∗∗). Désignons par qk−1 ∈ Pk−1 le polyn�me de f aux points

x1, x2, . . . , xk. Posons

p̃k(x) =
(x− x0)qk−1(x)− (x− xk)pk−1(x)

xk − x0
.

Alors p̃k ∈ Pk, p̃k(x0) = pk−1(x0) = f(x0), p̃k(xk) = qk−1(xk) = f(xk) et pour

0 < i < k on a

p̃k(xi) =
(xi − x0)f(xi)− (xi − xk)f(xi)

xk − x0
= f(xi).

Par 
onséquent p̃k = pk. Comme le 
oe�
ient dire
teur de qk−1 est f [x1, . . . , xk], on
obtient la formule (∗∗∗) 
her
hée en égalant les 
oe�
ients de xk dans l'identité

pk(x) =
(x− x0)qk−1(x)− (x− xk)pk−1(x)

xk − x0
.

Algorithme pratique. On range les valeurs f(xi) dans un tableau TAB, puis on

modi�e 
e tableau en n étapes su

essives, en pro
édant par indi
es dé
roissants :

Tableau Etape 0 Etape 1 Etape 2 . . . Etape n

TAB [n] f(xn)
�

f [xn−1, xn]
�

f [xn−2, xn−1, xn] . . .
�

f [x0, . . . , xn]

TAB [n− 1] f(xn−1)
�

f [xn−2, xn−1]

TAB [n− 2] f(xn−2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

TAB [2] f(x2)
�

f [x1, x2]
�

f [x0, x1, x2]

TAB [1] f(x1)
�

f [x0, x1]

TAB [0] f(x0)

A l'issue de la n-ième étape, la 
ase mémoire TAB[k] 
ontient le 
oe�
ient f [x0, . . . , xk]

her
hé, et on peut alors utiliser la formule (∗∗). Il est 
ommode d'appliquer i
i la règle

de Hörner :

pn(x) = TAB [0] + (x− x0)(TAB [1] + (x− x1)(TAB [2] + . . .+ (x− xn−1)TAB [n])))

On e�e
tue don
 une ré
urren
e des
endante

{
un = TAB [n]

uk = TAB [k] + (x− xk)uk+1, 0 ≤ k < n,
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qui aboutit �a u0 = pn(x).

Remarque. D'après l'égalité pré
édant (∗∗) on a

pk(xk)− pk−1(xk) = f [x0, x1, . . . , xk](xk − x0) . . . (xk − xk−1).

Or la formule d'erreur 1.2 donne

pk(xk)− pk−1(xk) = f(xk)− pk−1(xk) =
1

k!
πk(xk)f

(k)(ξ)

ave
 πk(x) = (x − x0) . . . (x − xk−1) et ξ ∈ ] min(x0, . . . , xk),max (x0, . . . , xk)[.
En 
omparant les deux égalités il vient

f [x0, x1, . . . , xk] =
1

k!
f (k)(ξ), ξ ∈ ] min(xi),max(xi)[.

Si l'on suppose que f, f ′, . . . , f (n)
existent et sont 
ontinues, on voit que les di�éren
es

divisées f [x0, . . . , xk] sont bornées indépendamment du 
hoix des xi, même si 
ertains

de 
es points sont très voisins.

1.4. Cas où les points d'interpolation sont équidistants

On 
onsidère la subdivision de l'intervalle [a, b] de pas 
onstant h = b−a
n
. Les points

d'interpolation sont don


xi = a+ ih = a+ i
b− a

n
, 0 ≤ i ≤ n.

On note fi = f(xi) les valeurs de f 
orrespondantes, et on introduit un opérateur noté

∆, appelée opérateur aux di�éren
es �nies, dé�ni par

∆ : (f0, f1, . . . , fn) 7→ (∆f0,∆f1, . . . ,∆fn−1)

ave


∆fi = fi+1 − fi, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Lorsqu'on itère l'opération ∆, on obtient des réels ∆kfi, 0 ≤ i ≤ n − k, dé�nis par la
formule de ré
urren
e

∆kfi = ∆k−1fi+1 −∆k−1fi, k ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n− k,

où l'on 
onvient que ∆0fi = fi, 0 ≤ i ≤ n.

Exer
i
e. Véri�er que ∆kfi =
∑k
j=0(−1)jCjkfi+j,

Il est alors fa
ile de montrer par ré
urren
e que les di�éren
es divisées sont données

par

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
∆kfi
k!hk

.
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Ré
rivons ave
 
es notations la formule fondamentale (∗∗). Pour x ∈ [a, b], e�e
tuons
le 
hangement de variable

x = a+ sh, s ∈ [0, n].

On a alors

(x− x0) . . . (x− xk−1) = sh(sh− h) . . . (sh− (k − 1)h)

= hks(s− 1) . . . (s− k + 1).

On obtient la formule de Newton suivante, dans laquelle s = (x− a)/h :

pn(x) =
n∑

k=0

∆kf0 ·
s(s− 1) . . . (s− k + 1)

k!

= f0 +
s

1

(
∆1f0 +

s− 1

2

(
∆2f0 + . . .+

s− n+ 1

n
∆nf0

)
. . . .

)
.

Les 
oe�
ients ∆kf0 se 
al
ulent suivant le s
héma dé
rit au § 1.3 :

fn
�

∆fn−1
�

∆2fn−2 . . . ∆n−1f1
�

∆nf0
fn−1

�
∆fn−2 ∆n−1f0

fn−2
.

.

.

f2
�

∆f1
�

∆2f0
f1

�
∆f0

f0

A l'issue de la n-ième étape, le tableau 
ontient les 
oe�
ients ∆kf0 
her
hés.

Estimation de l'erreur d'interpolation. On a

πn+1(x) = (x− x0) . . . (x− xn) = hn+1s(s− 1) . . . (s− n),

d'où

f(x)− pn(x) =
s(s− 1) . . . (s− n)

(n+ 1)!
hn+1f (n+1)(ξx).

La fon
tion ϕ(s) = |s(s − 1) . . . (s − n)|, s ∈ [0, n], véri�e ϕ(n − s) = ϕ(s), don
 elle

atteint son maximum dans

[
0, n2

]
. Comme ϕ(s − 1)/ϕ(s) = (n + 1 − s)/s > 1 pour

1 ≤ s ≤ n
2
, on voit que ϕ atteint en fait son maximum dans [0, 1], d'où

max
[0,n]

ϕ = max
s∈[0,1]

ϕ(s) ≤ n!

Il en résulte

|f(x)− pn(x)| ≤ hn+1 · 1

n+ 1
max

[x0,...,xn]
|f (n+1)|.

Une appli
ation typique de 
es formules est le 
al
ul d'une valeur appro
hée de l'image

f(x) au moyen d'une table numérique donnant les valeurs su

essives f(xi) ave
 un pas
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onstant h. Supposons par exemple que h = 10−2
et que l'on 
her
he �a évaluer f(x) �a

10−8
près. Une interpolation linéaire (
as n = 1) donnerait une erreur en h2 = 10−4

beau
oup trop grande. On doit i
i aller jusqu'au degré n = 3, 
e qui permet d'obtenir

un erreur ≤ h4 = 10−8
pourvu que max |f (4)| ≤ 4.

Remarque. D'après l'expression de πn+1 donnée plus haut, on voit que

‖πn+1‖[a,b] = hn+1 max
s∈[0,n]

ϕ(s) ≤ hn+1n! =
n!

nn+1
(b− a)n+1

et la formule de Stirling n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n
montre que l'ordre de grandeur de ‖πn+1‖ est

‖πn+1‖ = O

(
b− a

e

)n+1

quand n→ +∞.

Comme

ϕ
(1
2

)
=

1

2
· 1
2
· 3
2
. . .
(
n− 1

2

)
≥ 1

4
1 · 2 . . . (n− 1)

≥ 1

4n
n! ≥ 1

4n

√
6n

nn

en
≥ nn−

1
2

en+1

pour n grand, on voit en fait que

‖πn+1‖ ≥ hn+1n
n− 1

2

en+1
=

1

n3/2

(
b− a

e

)n+1

.

Nous obtiendrons au § 2.2 des estimations beau
oup plus pré
ises. L'exer
i
e suivant

montre l'intérêt de la formule de Newton en arithmétique.

Exer
i
e.

(a) Montrer que les polyn�mes de Newton

Nk(s) =
s(s− 1) . . . (s− k + 1)

k!
, 0 ≤ k ≤ n

forment une base de Pn et que pour tout s ∈ Z on a Nk(s) ∈ Z
[Indi
ation : utiliser les Ckn ou une ré
urren
e �a partir de la relation

Nk(s)−Nk(s− 1) = Nk−1(s)].

(b) Montrer qu'un polyn�me p ∈ Pn est tel que p(s) ∈ Z pour tout s ∈ Z si et seulement

si p est 
ombinaison linéaire �a 
oe�
ients dans Z de N0, . . . , Nn.

1.5. Interpolation aux points de T
heby
hev

On dé�nit les polyn�mes de T
heby
hev par

tn(x) = cos(n Arccos x), x ∈ [−1, 1]
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Il n'est pas évident a priori que tn est un polyn�me ! Pour le voir, on pro
ède 
omme

suit. Posons θ = Arccos x, 
'est-�a-dire x = cos θ ave
 θ ∈ [0, π]. Il vient alors

tn(x) = cos nθ,

tn+1(x) + tn−1(x) = cos ((n+ 1)θ) + cos ((n− 1)θ)

= 2 cos nθ cos θ = 2xtn(x).

La fon
tion tn se 
al
ule don
 par les formules de ré
urren
e

{
t0(x) = 1, t1(x) = x

tn+1(x) = 2x tn(x)− tn−1(x).

Il en résulte que tn est un polyn�me de degré n, dont le 
oe�
ient dire
teur est 2n−1

si n ≥ 1. Déterminons les ra
ines de tn. Si x = cos θ ∈ [−1, 1] ave
 θ ∈ [0, π], on a

tn(x) = cos nθ = 0 si et seulement si nθ = π
2
+ iπ, soit θ = 2i+1

2n
π ave
 0 ≤ i ≤ n− 1.

Le polyn�me tn admet don
 exa
tement n ra
ines distin
tes :

cos
2i+ 1

2n
π ∈ ]− 1, 1[, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Comme tn est de degré n, il ne peut avoir d'autres ra
ines.

Dé�nition. Les points d'interpolation de T
heby
hev d'ordre n sont les points

xi = cos 2i+1
2n+2 π, 0 ≤ i ≤ n, ra
ines du polyn�me tn+1.

Les points xi sont répartis symétriquement autour de 0 (ave
 xn−i = −xi), de fa�
on

plus dense au voisinage de 1 et −1 :

−1
x10 x8 x6 x5 x3 x1

1

x11 x9 x7 x4 x2 x0
n = 11

0

Puisque le 
oe�
ient dire
teur de tn+1 est 2n, il vient

tn+1(x) = 2n
n∏

i=0

(x− xi) = 2nπn+1(x).

Pour se ramener �a un intervalle [a, b] quel
onque au lieu de [−1, 1], on utilisera la

bije
tion linéaire

[−1, 1] −→ [a, b]

u 7−→ x =
a+ b

2
+
b− a

2
u
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qui envoie −1 sur a et 1 sur b. Les images des points d'interpolation de T
heby
hev

ui ∈ ]− 1, 1[ sont donnés par

xi =
a+ b

2
+
b− a

2
cos

2i+ 1

2n+ 2
π, 0 ≤ i ≤ n.

Ces points sont en
ore appelés points d'interpolation de T
heby
hev d'ordre n de

l'intervalle [a, b]. Dans 
e 
as, on a x − xi = b−a
2 (u − ui), don
 le polyn�me πn+1

est donné par

πn+1(x) =

n∏

i=0

(x− xi) =

(
b− a

2

)n+1 n∏

i=0

(u− ui)

où

∏n
i=0(u − ui) = 1

2n tn+1(u) est le polyn�me πn+1(u) 
orrespondant �a [−1, 1]. On

obtient don


πn+1(x) =
(b− a)n+1

22n+1
tn+1(u) =

(b− a)n+1

22n+1
tn+1

(
2

b− a

(
x− a+ b

2

))
.

Par dé�nition des polyn�mes de T
heby
hev on a ‖tn+1‖ = 1, don


‖πn+1‖ = 2

(
b− a

4

)n+1

.

Cette valeur est beau
oup plus petite que l'estimation (b−a/e)n+1
obtenue pour ‖πn+1‖

ave
 des points xi équidistants, surtout lorsque n est assez grand : pour n = 30 par

exemple, on a (e/4)n+1 < 7 · 10−6
.

Il en résulte que l'interpolation aux points de T
heby
hev est en général 
onsidérable-

ment plus pré
ise que l'interpolation en des points équidistants, d'où son intérêt pra-

tique. Nous reviendrons sur 
es questions au § 3.

2. Convergen
e des polyn�mes d'interpolation pn quand n tend

vers +∞

Soit f : [a, b] → R une fon
tion 
ontinue. Pour 
haque entier n ∈ N, on se donne une

suite de n + 1 points xi,n ∈ [a, b], 0 ≤ i ≤ n, deux �a deux distin
ts et on 
onsidère le

polyn�me d'interpolation pn de f aux points x0,n, x1,n, . . . , xn,n.

Problème. A quelle(s) 
ondition(s) (portant sur la nature de la fon
tion f et/ou le


hoix des points xi,n) pourra-t-on être sûr que pn 
onverge uniformément vers f quand

n→ +∞ ?

Si l'on ne dispose d'au
une information sur la répartition des points xi,n, la meilleure

majoration de πn+1(x) dont on dispose a priori est

|πn+1(x)| =
n∏

i=0

|x− xi,n| ≤ (b− a)n+1, ∀x ∈ [a, b],
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en majorant |x− xi,n| par b− a. Dans le 
as où les points xi sont équidistants ou sont

les points de T
heby
hev, on a bien entendu une meilleure estimation

‖πn+1‖ ≤
(b− a

e

)n+1

, resp. ‖πn+1‖ ≤ 2
(b− a

4

)n+1

.

Comme l'erreur d'interpolation dépend par ailleurs de ‖f (n+1)‖ d'après le § 1.2, on est

amené �a 
her
her une majoration des dérivées su

essives de f .

2.1. Cas d'une fon
tion analytique

Une fon
tion analytique est par dé�nition une fon
tion qui est somme d'une série

entière au voisinage de tout point où elle est dé�nie.

Supposons f(x) =
∑+∞

k=0 akx
k
, où la série a un rayon de 
onvergen
e R > 0. La

fon
tion f est don
 dé�nie sur ] − R,R[ au moins. Pour tout r < R, la série

∑
akr

k

est 
onvergente, don
 la suite akr
k
est bornée (et tend vers 0), 
'est-�a-dire qu'il existe

une 
onstante C(r) ≥ 0 telle que

|ak| ≤
C(r)

rk
, ∀k ∈ N.

On peut alors dériver terme �a terme f(x) sur ]− r, r[ ⊂ ]−R,R[, 
e qui donne

f (n)(x) =
+∞∑

k=0

ak
dn

dxn
(xk),

|f (n)(x)| ≤ C(r)

+∞∑

k=0

1

rk
dn

dxn
(xk) si x ≥ 0

= C(r)
dn

dxn

[
+∞∑

k=0

(x
r

)k
]

= C(r)
dn

dxn

(
1

1− x
r

)
= C(r)

dn

dxn

( r

r − x

)

=
n!rC(r)

(r − x)n+1
.

Sur tout intervalle [−α, α] ave
 α < r < R, on a don


1

n!
‖f (n)‖[−α,α] ≤ rC(r)

(r − α)n+1
.

Supposons maintenant que f : [a, b] → R soit somme d'une série entière de 
entre

c = a+b
2

et de rayon R > α = b−a
2
. Pour tout r tel que b−a

2
< r < R et tout n ∈ N on

a alors d'après 
e qui pré
ède

1

n!
‖f (n)‖[a,b] ≤ rC(r)

(
r − b−a

2

)n+1 .
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L'erreur d'interpolation admet don
 la majoration

‖f − pn‖ ≤ 1

(n+ 1)!
‖πn+1‖ ‖f (n+1)‖ ≤ 2

(b− a

λ

)n+1 rC(r)
(
r − b−a

2

)n+2

≤ 2rC(r)

r − b−a
2

(
b−a
λ

r − b−a
2

)n+1

ave
 respe
tivement λ = 1 si les points xi,n sont quel
onques, λ = e s'ils sont

équidistants, λ = 4 si 
e sont les points de T
heby
hev. L'erreur va 
onverger vers

0 si l'on peut 
hoisir r tel que (b− a)/λ < r − (b− a)/2, soit r >
(
1
λ
+ 1

2

)
(b− a). Ce
i

est possible dès que le rayon de 
onvergen
e R véri�e lui-même 
ette minoration. On

peut don
 énon
er :

Théorème. Soit f : [a, b] → R une fon
tion analytique donnée par une série entière de

rayon de 
onvergen
e R 
entrée au point c = a+b
2 . Alors pour des points d'interpolation

xi,n quel
onques et λ = 1 (respe
tivement, équidistants et λ = e, de T
heby
hev et

λ = 4), les polyn�mes d'interpolation pn aux points xi,n 
onvergent uniformément vers

f pourvu que R >
(
1
λ
+ 1

2

)
(b− a).

Exer
i
e. Si les points xi,n sont répartis systématiquement par rapport �a c = a+b
2 ,

montrer que l'on peut prendre λ = 2.

Indi
ation : en supposant c = 0 pour simpli�er, utiliser le fait que

|(x− xi,n)(x+ xi,n)| ≤
1

4
(b− a)2

pour tout x ∈ [a, b] et tout i = 0, 1, . . . , n.

Ces résultats sont en fait un peu grossiers, 
ar ils fournissent des 
onditions su�santes

de 
onvergen
e qui sont en général très loin d'être né
essaires. Par ailleurs, 
e sont

des résultats purement théoriques qui ne tiennent au
un 
ompte des erreurs d'arrondi.

Nous allons maintenant faire des 
al
uls plus �ns sur des exemples, en estimant de

fa�
on pré
ise le produit πn+1 pour des points équidistants.

2.2.* Estimation de πn(z), z ∈ C, pour des points d'interpolation équidis-

tants

Posons h = b−a
n
, xj = aj + jh, 0 ≤ j ≤ n, et soit z ∈ C,

|πn+1(z)| = |z − xi| ·
∏

j 6=1

|z − xj|,

ln |πn+1(z)| = ln δn(z) +
∑

j 6=i
ln |z − xj |
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où δn(z) = |z−xi| est la distan
e de z au plus pro
he point xi. La dernière sommation

apparaît 
omme une somme de Riemann de la fon
tion x 7→ ln |z − x|. On va don



omparer 
ette sommation �a l'intégrale 
orrespondante.

Lemme 1. Pour tout a ∈ C, on pose φ(a) =
∫ 1

0
ln |1−at| dt. Alors l'intégrale 
onverge

et la fon
tion φ est 
ontinue sur C. De plus :

(i)

1

h

∫ xj+1

xj

ln |z − x|dx− ln |z − xj | = φ
( h

z − xj

)
, 0 ≤ j ≤ i− 1 ;

(ii)

1

h

∫ xj+1

xj

ln |z − x|dx− ln |z − xj+1| = φ
(
− h

z − xj+1

)
, i ≤ j ≤ n− 1.

Démonstration. Si a 6∈ [1,+∞], la fon
tion t 7→ ln |1 − at| est dé�nie et 
ontinue

sur [0, 1]. Soit Log la détermination prin
ipale du logarithme 
omplexe, dé�nie sur

Cr ]−∞, 0]. Comme ln |z| = Re(Log z), on en déduit aisément

φ(0) = 0, φ(a) = Re
[(

1− 1

a

)
Log (1− a)

]
− 1 si a 6∈ {0} ∪ [1,+∞[

grâ
e �a une intégration par parties. Si a ∈ [1,+∞[, un 
al
ul analogue donne φ(1) = −1
et φ(a) =

(
1− 1

a

)
ln (a−1)−1 pour a > 1. La 
ontinuité de φ se véri�e sur 
es formules

(exer
i
e !)

Égalité (i) : on e�e
tue le 
hangement de variable

x = xj + ht, dx = h dt, t ∈ [0, 1].

Il vient :

1

h

∫ xj+1

xj

ln |z − x| dx =

∫ 1

0

ln |z − xj − ht| dt

=

∫ 1

0

ln
(
|z − xj | ·

∣∣∣1− h

z − xj
t
∣∣∣
)
dt = ln |z − xj |+ φ

( h

z − xj

)
.

Égalité (ii) : s'obtient de même en posant x = xj+1 − ht.

En sommant les di�érentes égalités (i) et (ii), on obtient

1

h

∫ b

a

ln |z − x|dx−
∑

j 6=i
ln |z − xj | =

i−1∑

j=0

φ
( h

z − xj

)
+

n∑

j=i+1

φ
(
− h

z − xj

)
. (∗)

z

x0 x1 xj xi−1 xi xi+1 xn
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Si 0 ≤ j < i, le fait que |z − xi| = min |z − xk| implique Re z ≥ xi − h
2 d'où

|z − xj | ≥ Re(z − xj) ≥ xi −
h

2
− xj =

(
i− j − 1

2

)
h ≥ 1

2
(i− j)h


ar

1
2
≤ 1

2
(i− j). Comme Re w > 0 implique Re (1/w) > 0, on en déduit don
 :

Re
( h

z − xj

)
> 0,

∣∣∣ h

z − xj

∣∣∣ ≤ 2

i− j
≤ 2.

Si i < j ≤ n, on obtient de même Re z ≤ xi +
h
2 et

|z − xj | ≥ Re(xj − z) ≥ xj − xi −
h

2
=
(
j − i− 1

2

)
h ≥ 1

2
(j − i)h,

Re
(
− h

z − xj

)
> 0,

∣∣∣ h

z − xj

∣∣∣ ≤ 2

j − i
≤ 2.

Lemme 2. Pour a ∈ C tel que Re a ≥ 0 et |a| ≤ 2 on a

φ(a) = −1

2
ln |1 + a|+O(|a|2).

Démonstration. Les deux membres étant 
ontinus sur Re a ≥ 0, il su�t de montrer

l'estimation lorsque a est voisin de 0. On sait que Log (1 + z) = z +O(|z|2) d'où

ln |1 + z| = Re Log(1 + z) = Re Log(1 + z) = Re z +O(|z|2),

φ(a) =

∫ 1

0

(−Re a · t+O(|a|2t2))dt = −1

2
Re a+O(|a|2),

tandis que ln |1 + a| = Re a+O(|a|2). Le lemme s'ensuit.

L'égalité (∗) 
i-dessus et le lemme 2 appliqué ave
 a = ± h
z−xj

= O
(

1
j−i
)
impliquent

alors

∑

j 6=i
ln |z − xj | −

1

h

∫ b

a

ln |z − x|dx =
1

2

i−1∑

j=0

ln
∣∣∣1 + h

z − xj

∣∣∣+ 1

2

n∑

j=i+1

ln
∣∣∣1− h

z − xj

∣∣∣

+O

(
1

i2
+

1

(i− 1)2
+ . . .+

1

12

)
+O

(
1

12
+ . . .+

1

(n− i)2

)
.

Comme la série

∑+∞
n=1

1
n2 est 
onvergente, les termes 
omplémentaires sont bornés,


'est-�a-dire O(1). De plus

1 +
h

z − xj
=
z − xj + h

z − xj
=
z − xj−1

z − xj
,

1− h

z − xj
=
z − xj − h

z − xj
=
z − xj+1

z − xj
.
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Dans les deux sommations, les logarithmes se simpli�ent alors mutuellement, 
e qui

donne

∑

j 6=i
ln |z − xj | −

1

h

∫ b

a

ln |z − x|dx =
1

2
ln

∣∣∣∣
z − x−1

z − xi−1
· z − xn+1

z − xi+1

∣∣∣∣+O(1)

ave
 x−1 = a − h et xn+1 = b + h. En prenant l'exponentielle et en multipliant par

|z − xi|, on obtient

∏
|z− xj | = |z− xi| exp

(
O(1)+

1

h

∫ b

a

ln |z− x|dx
)
·
√

|z − x1|
|z − xi−1|

· |z − xn+1|
|z − xi+1|

. (∗∗)

La quantité sous la ra
ine est 
omprise entre 1 et (1 + 2n)2. En e�et on a

1 ≤ |z − x−1|
|z − xi−1|

≤ |z − xi−1|+ ih

|z − xi−1|
≤ 1 + 2i,


ar |z − xi−1| ≥ Re(z − xi−1) ≥ h
2 si i 6= 0, le premier quotient étant égal �a 1 si i = 0.

Le deuxième quotient est majoré de même par 1 + 2(n − i). Comme exp(O(1)) est
en
adré par deux 
onstantes positives et

1
h = n

b−a , on obtient l'estimation suivante.

Estimation de πn+1. On pose A(z) = exp
( 1

b− a

∫ b

a

ln |z − x|dx
)
.

Alors il existe des 
onstantes C1, C2 > 0 telles que

C1δn(z)A(z)
n ≤ |πn+1(z)| ≤ C2nδn(z)A(z)

n.

On voit don
 que le terme dominant du 
omportement de |πn+1(z)| est le fa
teur

exponentiel A(z)n. Pour évaluer ‖πn+1‖[a,b], il su�t de 
al
uler A(x) lorsque x ∈ [a, b] :

A(x) = exp
( 1

b− a

∫ b

a

ln |x− t|dt
)
.

La fon
tion t 7→ ln |t− x| est dis
ontinue en t = x, mais le le
teur pourra s'assurer que

l'intégration par parties suivante est légitime :

∫ b

a

ln |t− x|dt = [(t− x) ln |t− x|]ba −
∫ b

a

(t− x)
dt

t− x

= (b− x) ln (b− x) + (x− a) ln (x− a)− (b− a),


ar la fon
tion t 7→ (t− x) ln |t− x| est 
ontinue sur [a, b] et on peut passer �a la limite

sur 
ha
un des intervalles [a, x− ε] et [x+ ε, b]. Il en résulte





A(x) =
1

e
(x− a)

x−a
b−a (b− x)

b−x
b−a

si x ∈ ]a, b[,

A(a) = A(b) =
1

e
(b− a).
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Une étude de x 7→ A(x) donne l'allure du graphe :

a ba+b
2

x0

y

A(x)

1
e (b− a)

1
2e(b− a)

La fon
tion A atteint don
 son maximum ‖A‖ = 1
e (b−a) en x = a ou b et son minimum

1
2e(b− a) en x = a+b

2 . D'un point de vue pratique, il va en résulter que la 
onvergen
e

de pn(x) est en général beau
oup moins bonne au voisinage des extrémités a, b qu'au

entre de l'intervalle.

2.3.* Phénomène de Runge

L'objet de 
e paragraphe est de donner un exemple 
on
ret de fon
tion analytique f
pour laquelle les polyn�mes d'interpolation ne forment pas une suite 
onvergente. Nous


onsidérons pour 
ela la fon
tion

fα(x) =
1

x2 + α2
, x ∈ [−1, 1],

où α > 0 est un paramètre.

y

1/α2

fα

−1 0 1 x

pn (n = 14)
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Soit pn le polyn�me d'interpolation de f aux points xj = −1+ j 1
n , 0 ≤ j ≤ n. On a i
i

fα(x) =
1

α2

1

1 + x2

α2

=
1

α2

+∞∑

k=0

(−1)k
(x2
α2

)k

ave
 rayon de 
onvergen
e R = α. D'après le § 2.1, on voit don
 que pn 
onverge

uniformément vers fα dès que α > 2
(
1
2
+ 1

e

)
≃ 1, 74. Qu'en est-il si α est petit ?

Cal
ul de pn(x). L'erreur d'interpolation est donnée i
i par

fα(x)− pn(x) =
1

x2 + α2
− pn(x) =

1− (x2 + α2)pn(x)

x2 + α2
.

Le polyn�me 1−(x2+α2)pn(x) est de degré ≤ n+2, nul aux points x0, . . . , xn (puisque
pn interpole f) et égal �a 1 aux points ±iα. En parti
ulier 1−(x2+α2)pn(x) est divisible
par πn+1(x) =

∏
(x − xj), le quotient étant de degré 0 ou 1. Examinons la parité de


e quotient.

Comme les points xj sont répartis symétriquement par rapport �a 0, le polyn�me pn est

toujours pair, tandis que πn+1 est pair si n est impair et vi
e-versa. Le quotient est un

bin�me c0 + c1x, pair si n est impair, impair si n est pair. Par 
onséquent

1− (x2 + α2)pn(x) =

{
c0 · πn+1(x) si n est impair,

c1x · πn+1(x) si n est pair.

En substituant x = iα, on trouve c0 = 1/πn+1(iα) et c1 = 1/iαπn+1(iα), d'où

fα(x)− pn(x) =





1

x2 + α2

πn+1(x)

πn+1(iα)
si n est impair,

x

iα(x2 + α2)

πn+1(x)

πn+1(iα)
si n est pair.

On va maintenant étudier très pré
isément la 
onvergen
e pon
tuelle de pn(x), en
utilisant les estimations du § 2.2.

Étude de la 
onvergen
e pon
tuelle de la suite pn(x).

Si x = ±1, pn(x) = pn(±1) = fα(±1) = 1
1+α2 est une suite 
onstante. On suppose

don
 dans la suite que x est un point �xé dans ] − 1, 1[ et on 
her
he �a obtenir une

estimation de |πn+1(x)/πn+1(iα). Pour x = iα, la formule (∗∗) du § 2.2 montre qu'il

existe des 
onstantes C3, C4 > 0 telles que

C3A(iα)
n ≤ |πn+1(iα)| ≤ C4A(iα)

n


ar α ≤ |iα − xj | ≤
√
α2 + 4 pour tout j ∈ {−1, . . . , n + 1}. De même pour

z = x ∈ ]− 1, 1[, les quantités |z− xi−1| et |z − xi+1| sont du même ordre de grandeur
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que h = 2
n , tandis que |z − x−1| et |z − xn+1| tendent respe
tivement vers 1 + x et

1− x. On a don
 des 
onstantes positives C5, C6, . . . telles que

C5nδn(x)A(x)
n ≤ |πn+1(x)| ≤ C6nδn(x)A(x)

n,

C7nδn(x)

(
A(x)

A(iα)

)n
≤ |fα(x)− pn(x)| ≤ C8nδn(x)

(
A(x)

A(iα)

)n
.

Les 
al
uls du § 2.2 donnent

A(x) =
1

e
(1 + x)

1+x
2 (1− x)

1−x
2 ,

A(iα) = exp
(1
2

∫ 1

−1

ln |iα− x|dx
)
= exp

(1
4

∫ 1

−1

ln (x2 + α2)dx
)

= exp
(1
2

∫ 1

0

ln(x2 + α2)dx
)
=

1

e

√
1 + α2 exp

(
αArctg

1

α

)
,

ln (x2 + α2) ayant pour primitive x ln (x2 + α2) − 2x + α Arctg x/α. La fon
tion

α 7→ A(iα) est stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[, ave


lim
α→0

A(iα) =
1

e
, lim

α→+∞
A(iα) = +∞.

La valeur 
ritique est la valeur α0 telle que

A(iα0) = sup
x∈[−1,1]

A(x) =
2

e
,

soit α0 ≃ 0, 526. Pour α > α0, la suite (pn) 
onverge pon
tuellement (et même

uniformément) vers fα sur [−1, 1]. Pour α < α0, on a le s
héma suivant :

A(x)A(iα)

2/e

1/e

−1 0 x 1

y

• Si A(x) < A(iα) (intervalle ouvert marqué en rouge), pn(x) 
onverge vers fα(x).

• Si x ∈ ]− 1, 1[ et A(x) ≥ A(iα), la suite (pn(x)) diverge 
omme on le voit �a l'aide du

lemme suivant.
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Lemme. Pour tout n ∈ N∗
,

max (nδn(x), (n+ 1)δn+1(x)) ≥
1

2
min(1 + x, 1− x) > 0.

Il existe en e�et des indi
es j, k tels que

δn(x) = |x− xj,n| =
∣∣∣x−

(
− 1 + j · 2

n

)∣∣∣,

δn+1(x) = |x− xk,n| =
∣∣∣x−

(
− 1 + k · 2

n+ 1

)∣∣∣.

On obtient don


max (nδn(x), (n+ 1)δn+1(x)) ≥
1

2
(nδn(x) + (n+ 1)δn+1(x))

≥ 1

2

(
|n(x+ 1)− 2j|+ |(n+ 1)(x+ 1)− 2k|

)

≥ 1

2
|di�éren
e| = 1

2
|x+ 1− 2k + 2j|

≥ 1

2
distan
e (x, entiers impairs dans Z)

=
1

2
min(|x− 1|, |x+ 1|).

Grâ
e au lemme, on voit que

max
(
|fα(x)− pn(x)| , |fα(x)− pn+1(x)|

)
≥ C

(
A(x)

A(iα)

)n
,

don
 la suite (|fα(x)−pn(x)|)n∈N n'est pas bornée si A(x) > A(iα) et ne tend pas vers

0 si A(x) = A(iα).

Cet exemple montre don
 que, même pour une fon
tion f parfaitement régulière, il ne

faut pas s'attendre �a 
e que les polyn�mes d'interpolation pn aux points équidistants


onvergent vers f sur l'intervalle d'interpolation.

3. Meilleure approximation uniforme

3.1. Existen
e et uni
ité du polyn�me de meilleure approximation

On munit l'espa
e ve
toriel C([a, b]) des fon
tions 
ontinues f : [a, b] → R de la norme

uniforme

‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|,

et de la distan
e uniforme asso
iée d(f, g) = ‖f − g‖. On note don


d(f,Pn) = inf
p∈Pn

‖f − p‖.
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Théorème et dé�nition. Pour tout n ∈ N, il existe un unique polyn�me qn ∈ Pn

qui réalise le minimum de la distan
e

‖f − qn‖ = d(f,Pn)

Ce polyn�me est appelée polyn�me de meilleure approximation uniforme de f �a

l'ordre n.

Démontrons d'abord l'existen
e de qn. En approximant f par p = 0, on voit que

d(f,Pn) ≤ ‖f‖. L'ensemble des polyn�mes p ∈ Pn tels que ‖f − p‖ ≤ ‖f‖ est une

partie fermée et bornée K ⊂ Pn, non vide puisque 0 ∈ K. Comme Pn est de dimension

�nie, K est une partie 
ompa
te, don
 la fon
tion 
ontinue p 7→ ‖f − p‖ atteint son inf

en un point p = qn ∈ K.

Avant de prouver l'uni
ité, nous introduisons une dé�nition 
ommode.

Dé�nition. On dit qu'une fon
tion g ∈ C([a, b]) équios
ille sur (k+1) points de [a, b]
s'il existe des points x0 < x1 < . . . < xk dans [a, b] tels que

∀i = 0, 1, . . . , k, |g(xi)| = ‖g‖ et ∀i = 0, 1, . . . , k − 1, g(xi+1) = −g(xi).

a x0 x1 x2 x3 x4 b x0

y

‖g‖

−‖g‖

g

Preuve de l'uni
ité.*Montrons que si p ∈ Pn est un polyn�me réalisant le minimum

de la distan
e ‖f − p‖, alors g = f − p équios
ille sur n+ 2 points de [a, b]. Si 
e n'est
pas le 
as, soit

x0 = inf {x ∈ [a, b] ; |g(x)| = ‖g‖}

le premier point en lequel g atteint sa valeur absolue maximum, puis x1 le premier

point > x0 en lequel g(x1) = −g(x0), . . . , xi+1 le premier point > xi en lequel

g(xi+1) = −g(xi). Supposons que 
ette suite s'arrête en i = k ≤ n. D'après le

théorème des valeurs intermédiaires, g s'annule né
essairement sur 
haque intervalle
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[xi−1, xi]. Soit ci ∈ [xi−1, xi] le plus grand réel de 
et intervalle tel que g(ci) = 0, de
sorte que

a ≤ x0 < c1 < x1 < c2 < . . . < xk−1 < ck < xk ≤ b.

Supposons par exemple g(x0) > 0 et posons

π(x) = (c1 − x)(c2 − x) . . . (ck − x), π ∈ Pn,

gε(x) = g(x)− επ(x) = f(x)− (p(x) + επ(x)).

On va montrer que ‖gε‖ < ‖g‖ pour ε > 0 assez petit, 
e qui 
ontredira la minimalité

de ‖f − p‖. Par 
onstru
tion, on a signe(g(xi)) = (−1)i et

−‖g‖ < g(x) ≤ ‖g‖ sur [a, x0],

−‖g‖ ≤ (−1)ig(x) < ‖g‖ sur [xi−1, ci]

(si on avait seulement ≤ au lieu de <, alors on aurait xi ≤ ci),

0 ≤ (−1)ig(x) ≤ ‖g‖ sur [ci, xi]

(si on avait une valeur < 0, g(x) s'annulerait sur ]ci, xi[),

−‖g‖ < (−1)kg(x) ≤ ‖g‖ sur [xk, b]

(si on avait seulement ≤ au lieu de <, il y aurait un point xk+1).

Il existe don
 une 
onstante A < ‖g‖ positive telle que g(x) ≥ −A sur [a, x0],
(−1)ig(x) ≤ A sur [xi−1, ci] et (−1)kg(x) ≥ −A sur [xk, b]. En notant M =
sup[a,b] |π(x)| et en tenant 
ompte du fait que signe(π(x)) = (−1)i sur ]ci, ci+1[, on
obtient don


−A − εM ≤ gε(x) < ‖g‖ sur [a, x0],
−‖g‖ < (−1)igε(x) ≤ A+ εM sur [xi−1, ci],
−εM ≤ (−1)igε(x) < ‖g‖ sur [ci, xi],
−A − εM ≤ (−1)kgε(x) < ‖g‖ sur [xk, b],


e qui implique ‖gε‖ < ‖g‖ dès que ε est assez petit. Cette 
ontradi
tion entraîne

k ≥ n+ 1, 
e qu'il fallait démontrer.

Pour véri�er l'uni
ité de p, il su�t de montrer que pour tout polyn�me q ∈ Pn, q 6= p,
il existe un point xi ave
 0 ≤ i ≤ n+ 1 tel que

(−1)i(f(xi)− q(xi)) > (−1)i(f(xi)− p(xi)) ;


e
i entraînera en parti
ulier ‖f − q‖ > ‖f − p‖. Sinon, pour tout i = 0, 1, . . . , n + 1
on aurait

(−1)i(p(xi)− q(xi)) ≤ 0.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existerait un point ξi ∈ [xi, xi+1] tel
que p(ξi)− q(ξi) = 0 pour i = 0, 1, . . . , n. Si les ξi sont tous distin
ts, alors p− q aurait
n + 1 ra
ines, don
 p = q 
ontrairement �a l'hypothèse. Or, on peut 
hoisir ξi−1 < ξi,
sauf si dans l'intervalle [xi−1, xi+1] le polyn�me (−1)i(p(x) − q(x)) ne s'annule qu'en



42 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

x = xi, auquel 
as on doit prendre ξi−1 = xi = ξi. Dans 
e 
as (−1)i(p(x)− q(x)) reste
≥ 0 sur [xi−1, xi+1] 
ar son signe est positif en x = xi−1 et x = xi+1. Ce
i entraîne

que ξi = xi est ra
ine au moins double de p − q, par suite p − q aurait en
ore n + 1
ra
ines 
ompte tenu des multipli
ités, 
ontradi
tion.

Observons en outre que d'après la démonstration pré
édente, le polyn�me de meilleure

approximation uniforme se 
ara
térise 
omme suit :

Cara
térisation. Pour f ∈ C([a, b]), le polyn�me de meilleure approximation

uniforme qn ∈ Pn de f est l'unique polyn�me de degré ≤ n tel que f − qn équios
ille

sur au moins (n+ 2) points de [a, b].

Exemple. É
rivons les polyn�mes de T
heby
hev sous la forme

2−ntn+1(x) = xn+1 − qn(x)

ave
 qn de degré ≤ n. Comme tn+1(cos θ) = cos (n + 1)θ équios
ille sur les n + 2
points θi = i π

n+1 , 0 ≤ i ≤ n+ 1, on en déduit que qn(x) est le polyn�me de meilleure

approximation uniforme �a l'ordre n de xn+1
sur [−1, 1]. Autrement dit, 2−ntn+1 est

le polyn�me unitaire de degré n + 1 ayant la plus petite norme uniforme possible sur

[−1, 1] : 
ette norme vaut 2−n.

3.2. Densité des polyn�mes dans C([a, b℄)

Il est malheureusement très di�
ile en général de déterminer le polyn�me de meilleure

approximation uniforme qn. C'est pourquoi nous allons étudier i
i une méthode

beau
oup plus expli
ite d'approximation.

Dé�nition. Si f ∈ C([a, b]), le module de 
ontinuité de f est la fon
tion

ωf : R+ → R+ dé�nie par

ωf (t) = sup {|f(x)− f(y)| ; x, y ∈ [a, b] avec |x− y| ≤ t}.

Pour tous x, y ∈ [a, b], on a alors

|f(x)− f(y)| ≤ ωf (|x− y|),

de sorte que ωf mesure quantitativement la 
ontinuité de f .

Propriétés du module de 
ontinuité.

(i) t 7→ ωf (t) est une fon
tion 
roissante.

(ii) lim
t→0+

ωf (t) = 0.

(iii) Pour tous t1, t2 ∈ R+, ωf (t1 + t2) ≤ ωf (t1) + ωf (t2).

(iv) Pour tout n ∈ N et tout t ∈ R+, ωf (nt) ≤ nωf (t).

(v) Pour tout λ ∈ R+ et tout t ∈ R+, ωf (λt) ≤ (λ+ 1)ωf (t).
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Démonstration. (i) est évident, (ii) résulte du fait que toute fon
tion 
ontinue sur [a, b]
y est uniformément 
ontinue.

(iii) Soient x, y ∈ [a, b] quel
onques tels que |x− y| ≤ t1 + t2. Il existe alors z ∈ [x, y]
tel que |x− z| ≤ t1 et |z − y| ≤ t2, d'où

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(z)|+ |f(z)− f(y)| ≤ ωf (t1) + ωf (t2).

L'inégalité (iii) s'en déduit en prenant le sup sur x, y.

(iv) se déduit immédiatement de (iii) et (v) s'obtient en appliquant (iv) �a n =
E(λ) + 1.

Nous allons maintenant introduire les polyn�mes dits de Ja
kson, donnant une assez

bonne approximation d'une fon
tion 
ontinue quel
onque. Pour tout entier n ≥ 2, on

onsidère le polyn�me trigonométrique Jn ≥ 0 de degré n− 2

Jn(θ) = cn
∏

1≤k≤n−2

(
1− cos

(
θ − 2k + 1

n

)
π

)

où cn > 0 est �xée telle que Jn
(
π
n

)
= 1

2 . En 
hangeant k en n− 1− k on voit aussit�t

que Jn(−θ) = Jn(θ). De plus, pour tout k ∈ Z, on a Jn
(
2k+1
n

π
)
= 0 si k 6≡ 0 ou −1

(mod n), tandis que Jn
(
± π

n

)
= 1

2 . Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme. Soit P (θ) =
∑

|j|≤n−1 aje
ijθ

, j ∈ Z, un polyn�me trigonométrique de degré

au plus n− 1. Alors

(∀θ ∈ R)
∑

0≤k≤n−1

P
(
θ − k

2π

n

)
= na0.

En e�et

∑

0≤k≤n−1

eij(θ−k2π/n) = eijθ
1− e−ijn2π/n

1− e−ij2π/n
= 0 si j 6≡ 0 (mod n), et la somme

vaut n si j = 0.

Comme Jn(θ) et Jn(θ)(1− cos θ) sont des polyn�mes trigonométriques de degré n− 2
et n− 1 respe
tivement, on en déduit que

∑

0≤k≤n−1

Jn

(
θ − k

2π

n

)
= 1,

∑

0≤k≤n−1

Jn

(
θ − k

2π

n

)(
1− cos

(
θ − k

2π

n

))
= 1− cos

π

n
;

en e�et, d'après le lemme, 
es sommes sont des 
onstantes et pour θ = −π
n la dé�nition

de Jn(θ) montre que Jn
(
θ − k 2π

n

)
= 0 sauf pour k = 0 et k = n − 1, auquel 
as

Jn
(
θ − k 2π

n

)
= 1

2 . Observons de plus que

∣∣∣ cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣
2

=
∣∣∣Re (eiθ − eik 2π/n)

∣∣∣
2

≤
∣∣∣eiθ − eik 2π/n

∣∣∣
2

=
∣∣∣ei
(
θ−k 2π/n

)
− 1
∣∣∣
2

= 2
(
1− cos

(
θ − k

2π

n

))
.
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En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz |
∑
akbk| ≤ (

∑
a2k)

1/2(
∑
b2k)

1/2
aux

quantités

ak = Jn

(
θ − k

2π

n

)1/2
, bk = Jn

(
θ − k

2π

n

)1/2∣∣∣ cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣,

on en déduit

∑

0≤k≤n−1

Jn

(
θ − k

2π

n

)∣∣∣ cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣

≤
(∑

Jn

(
θ − k

2π

n

))1/2

·
(∑

Jn

(
θ − k

2π

n

) ∣∣∣∣cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣∣
2
)1/2

≤
(
2
∑

Jn

(
θ − k

2π

n

)(
1− cos

(
θ − k

2π

n

)))1/2

≤
(
2
(
1− cos

π

n

))1/2
= 2 sin

π

2n
≤ π

n
. (∗)

Soit maintenant f ∈ C([−1, 1]) une fon
tion 
ontinue quel
onque. On lui asso
ie le

polyn�me trigonométrique de degré ≤ n− 2

ϕn(θ) =
∑

0≤k≤n−1

f
(
cos k

2π

n

)
Jn

(
θ − k

2π

n

)
.

En 
hangeant k en n − k pour 1 ≤ k ≤ n − 1, on voit que ϕn(−θ) = ϕn(θ),
par 
onséquent ϕn(θ) est 
ombinaison linéaire des fon
tions paires 1, cos θ, . . .,
cos (n− 2)θ. Comme 
elles-
i sont pré
isément données par les polyn�mes de T
heby-


hev tk(cos θ), on voit qu'il existe un polyn�me pn−2 de degré ≤ n − 2 tel que

ϕn(θ) = pn−2(cos θ). Pour des raisons similaires, il existe un polyn�me jn,k(x) de

degré ≤ n− 2 tel que

1

2

(
Jn

(
θ + k

2π

n

)
+ Jn

(
θ − k

2π

n

))
= jn,k(cos θ).

En observant que pn−2(cos θ) =
1
2

(
ϕn(θ) + ϕn(−θ)

)
et en substituant x = cos θ, on

peut exprimer expli
itement le polyn�me pn−2 �a partir des jn,k :

pn−2(x) =
∑

0≤k≤n−1

f
(
cos k

2π

n

)
jn,k(x), ∀x ∈ [−1, 1].

Ce polyn�me sera appelé polyn�me d'approximation de Ja
kson de degré n − 2 de f .
Cela étant, nous avons le :

Théorème de Ja
kson. Pour tout f ∈ C([a, b]), les polyn�mes d'approximation de

Ja
kson véri�ent

‖f − pn‖ ≤ 3ωf

( b− a

n+ 2

)
.
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Démonstration. Le 
as d'un intervalle [a, b] quel
onque se ramène fa
ilement au 
as où

[a, b] = [−1, 1], en utilisant le même 
hangement de variable qu'au § 1.5. On suppose

don
 f ∈ C([−1, 1]) et on 
her
he �a majorer

‖f − pn−2‖[−1,1] = sup
θ∈[0,π]

|f(cos θ)− ϕn(θ)|.

La propriété

∑
Jn
(
θ − k 2π

n

)
= 1 permet d'é
rire

f(cos θ) =
∑

0≤k≤n−1

f(cos θ)Jn

(
θ − k

2π

n

)
,

d'où

f(cos θ)− ϕn(θ) =
∑

0≤k≤n−1

(
f(cos θ)− f

(
cos k

2π

n

))
Jn

(
θ − k

2π

n

)

par dé�nition de ϕn. La propriété (v) du module de 
ontinuité ave
 t = 2
n

et

λ = n
2

∣∣∣ cos θ − cos k 2π
n

∣∣∣ implique

∣∣∣f(cos θ)− f
(
cos k

2π

k

)∣∣∣ ≤ ωf (λt)

≤
(
1 +

n

2

∣∣∣ cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣
)
ωf

( 2
n

)
,

par 
onséquent l'inégalité (∗) donne

|f(cos θ)− ϕn(θ)| ≤


 ∑

0≤k≤n−1

Jn

(
θ − k

2π

n

)(
1 +

n

2

∣∣∣ cos θ − cos k
2π

n

∣∣∣
)

ωf

( 2
n

)

≤
(
1 +

n

2
· π
n

)
ωf

( 2
n

)
.

On obtient don
 �nalement

‖f − pn−2‖ ≤
(
1 +

π

2

)
ωf

( 2
n

)
≤ 3ωf

( 2
n

)
.

Il résulte du théorème de Ja
kson que (pn) 
onverge uniformément vers f quand n tend

vers +∞. Comme le polyn�me de meilleure approximation qn satisfait par dé�nition

‖f − qn‖ ≤ ‖f − pn‖, on en déduit que (qn) 
onverge uniformément vers f quand n
tend vers +∞. Ce
i équivaut �a l'énon
é suivant :

Théorème de Weierstrass. L'espa
e P des polyn�mes est dense dans C([a, b]) pour
la norme uniforme.
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4. Stabilité numérique du pro
édé d'interpolation de Lagrange

4.1. Constante de Lebesgue asso
iée aux points d'interpolation

Soient x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] des points 2 �a 2 distin
ts. On 
onsidère l'opérateur

d'interpolation de Lagrange

Ln : C([a, b]) −→ Pn

f 7−→ pn.

Dans la pratique, la fon
tion f �a interpoler n'est pas 
onnue exa
tement : on ne dispose

que d'une valeur appro
hée f̃ = f + g, où g est un terme d'erreur. Au lieu de 
al
uler

pn = Ln(f), on va don
 
al
uler p̃n = Ln(f̃) = Ln(f) + Ln(g) = pn + Ln(g).

Si g est l'erreur 
ommise sur f , l'erreur sur pn sera don
 Ln(g). D'un point de vue

numérique, il va être très important de pouvoir estimer ‖Ln(g)‖ en fon
tion de ‖g‖.
Rappelons la formule d'interpolation (*) démontrée au § 1.1 : si Ln(g) = rn, alors

rn(x) =

n∑

i=0

g(xi)li(x).

On a don


|rn(x)| ≤
(

n∑

i=0

|li(x)|
)
‖g‖.

Théorème et dé�nition. La norme de l'opérateur d'interpolation Ln est

Λn = sup
x∈[a,b]

(∑

i=0

|li(x)|
)
.

Le nombre Λn est appelé 
onstante de Lebesgue asso
iée �a x0, x1, . . . , xn.

Démonstration. D'après 
e qui pré
ède, on a ‖Ln(g)‖ = ‖rn‖ ≤ Λn‖g‖, don


|||Ln||| ≤ Λn. Ré
iproquement, la 
ontinuité des li entraîne qu'il existe un point ξ ∈ [a, b]

tel que Λn =
n∑

i=0

|li(ξ)|. On peut trouver une fon
tion g ∈ C([a, b]) a�ne par mor
eaux,

telle que ‖g‖ = 1 et g(xi) = ±1 = signe (li(ξ)). Alors

Ln(g)(ξ) =
n∑

i=0

|li(ξ)| = Λn,

de sorte que ‖Ln(g)‖ ≥ Λn et |||Ln||| ≥ Λn.

Intuitivement, la 
onstante Λn peut s'interpréter 
omme le fa
teur d'ampli�
ation de

l'erreur dans le pro
édé d'interpolation de Lagrange. On va voir que Λn est également
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liée au problème de la 
onvergen
e des polyn�mes d'interpolation, grâ
e �a l'inégalité

suivante :

Théorème. Pour tout f ∈ C([a, b]), on a

‖f − Ln(f)‖ ≤ (1 + Λn)d(f,Pn).

Démonstration. Soit qn le polyn�me de meilleure approximation uniforme de f , de sorte
que ‖f − qn‖ = d(f,Pn). Puisque qn ∈ Pn, on a Ln(qn) = qn, don


f − Ln(f) = f − qn − Ln(f − qn)

‖f − Ln(f)‖ ≤ ‖f − qn‖+ ‖Ln(f − qn)‖
≤ ‖f − qn‖+ Λn‖f − qn‖ = (1 + Λn)d(f,Pn).

4.2. Cas où les points xi sont équidistants

Posons xi = a+ ih, 0 ≤ i ≤ n et x = a+ sh, où s ∈ [0, n], h = b−a
n . On a alors

li(x)
∏

j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
=
∏

j 6=i

s− j

i− j

= (−1)n−i
s(s− 1) . . . ̂(s− i) . . . (s− n)

i!(n− i)!
,

où ŝ− i désigne un fa
teur omis. On peut démontrer �a partir de l�a que

Λn ∼ 2n+1

en ln (n)
.

Nous nous 
ontenterons de démontrer une minoration de Λn. Pour s =
1
2 , 
'est-�a-dire

pour x = a+ h
2 , il vient

|li(x)| =
1
2
· 1
2
· 3
2
. . .

̂(
i− 1

2

)
. . .
(
n− 1

2

)

i!(n− i)!

≥ 1

4
· 1 · 2 . . .

̂(i− 1) . . . (n− 1)

i!(n− i)!
≥ 1

4n2

n!

i!(n− i)!
.

On en déduit

Λn ≥
n∑

i=0

|li(x)| ≥
1

4n2

n∑

i=0

Cin =
1

4n2
2n.

Comme Λn tend vers +∞ assez rapidement, on voit que l'interpolation de Lagrange en

des points équidistants n'est pas une méthode numérique très stable : les erreurs sont

fortement ampli�ées lorsque n est grand. Comme Λn tend en général nettement plus

vite vers +∞ que d(f,Pn) ne tend vers 0 (
f. Th. de Ja
kson), le théorème 
i-dessus

donne également une indi
ation de la raison pour laquelle le phénomène de Runge se

produit.

Exer
i
e. Si x = a + sh ave
 s ∈ [k, k + 1], 0 ≤ k < n, montrer que |li(x)| ≤
(n−k)!(k+1)!
i!(n−i)! ≤ n!

i!(n−i)! . En déduire que Λn ≤ 2n.
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4.3. Cas des points d'interpolation de T
heby
hev

Il est fa
ile de voir que la 
onstante Λn reste in
hangée si l'on e�e
tue un 
hangement

a�ne de 
oordonnées x 7→ αx + β. On se pla
era don
 pour simpli�er sur l'intervalle

[−1, 1]. Dans 
e 
as, 
omme πn+1(x) = 2−ntn+1(x) d'après le § 1.5, le polyn�me

d'interpolation d'une fon
tion f ∈ C([−1, 1]) est donné par

Pn(x) =
∑

i=0

f(xi)li(x)

ave


li(x) =
πn+1(x)

(x− xi)π
′
n+1(xi)

=
tn+1(x)

(x− xi)t
′
n+1(xi)

.

Estimation de la 
onstante de Lebesgue. On peut montrer que

Λn ∼ 2

π
ln (n) quand n→ +∞.

Nous nous 
ontenterons de véri�er que Λn ≤ C ln (n), où C est une 
onstante positive,

et laisserons au le
teur l'initiative de ra�ner la méthode pour obtenir le résultat plus

pré
is 
i-dessus. Posons

x = cos θ, xi = cos θi où θi =
2i+ 1

2n+ 2
π, 0 ≤ i ≤ n.

La relation tn+1(cos θ) = cos (n+ 1)θ entraîne par dérivation

sin θ t′n+1(cos θ) = (n+ 1) sin (n+ 1)θ.

Comme sin (n+ 1) θi = sin (2i+ 1)π2 = (−1)i, il vient

t′n+1(xi) = (n+ 1)
(−1)i

sin θi
,

li(cos θ) =
(−1)i sin θi cos (n+ 1)θ

(n+ 1)(cos θ − cos θi)
,

|li(cos θ)| =
| sin θi cos (n+ 1) θ|
(n+ 1)| cos θ − cos θi|

.

Minorons la quantité

cos θ − cos θi = −2 sin
θ − θi

2
sin

θ + θi
2

.

0 π/2 π t

1

y

y = 2
π t

y = sin t



Chap. II � Approximation polynomiale, §4. Stabilité numérique du pro
édé d'interpolation 49

Pour t ∈
[
0, π2

]
on a sin t ≥ 2

π t, or

θ − θi
2

∈
[
− π

2
,
π

2

]
, donc

∣∣∣ sin θ − θi
2

∣∣∣ ≥ 2

π

|θ − θi|
2

.

Par ailleurs

θ+θi
2 ∈

[
θi
2 ,

θi+π
2

]
ave


θi
2 ≤ π

2 et

θi+π
2 ≥ π

2 , don


∣∣∣ sin θ + θi
2

∣∣∣ ≥ min
(
sin

θi
2
, sin

θi + π

2

)
= min

(
sin

θi
2
, cos

θi
2

)
.

Comme sin θi = 2 sin θi
2 cos θi

2 ≤ 2 min
(
sin θi

2 , cos
θi
2

)
, on obtient

|li(cos θ)| ≤ π
| cos (n+ 1)θ|
(n+ 1)|θ − θi|

. (∗)

D'après le théorème des a

roissements �nis

cos (n+ 1)θ = cos (n+ 1)θ − cos (n+ 1)θi = (n+ 1)(θ − θi)(− sin ξ),

| cos (n+ 1)θ| ≤ (n+ 1)|θ − θi|,

don
 |li(cos θ)| ≤ π, ∀θ ∈ [0, π] \ {θi}, et 
e
i est en
ore vrai par 
ontinuité si θ = θi.

Fixons θ ∈ [0, π] et soit θj le point le plus pro
he de θ. Si on note h = π
n+1 = θi+1− θi,

alors on a

|θ − θj| ≤
h

2
,

|θ − θi| ≥ |θj − θi| − |θ − θj | ≥ (|j − i| − 1)h.

L'inégalité (∗) donne

n∑

i=0

|li(cos θ)| ≤
π

(n+ 1)h

∑

j 6=i,i+1,i−1

1

|j − i| − 1
+ 3π,

d'où Λn ≤ 2
(
1 + 1

2 + . . .+ 1
n

)
+ 3π ≤ C ln (n).

Exer
i
e. Montrer inversement que

n∑

i=0

|li(1)| =
1

n+ 1

n∑

i=0

cotan
θi
2

≥ 2

π

∫ π/2

θ0/2

cotan t dt ≥ 2

π
ln (n).

D'après le théorème du § 4.1 et le théorème de Ja
kson, on obtient pour tout

f ∈ C([a, b]) :

‖f − Ln(f)‖ ≤ (1 + Λn)d(f,Pn) ≤ C′ ln (n) · ωf
( b− a

n+ 2

)
.
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Corollaire. On suppose que f est lips
hitzienne, 
'est-�a-dire qu'il existe une 
on-

stante K ≥ 0 telle que ∀x, y ∈ [a, b] on ait |f(x)− f(y)| ≤ K(x− y).
Alors la suite Ln(f) des polyn�mes d'interpolation de T
heby
hev 
onverge uniformé-

ment vers f sur [a, b].

Sous 
es hypothèses on a en e�et ωf (t) ≤ Kt, don


‖f − Ln(f)‖ ≤ KC′(b− a)
ln (n)

n+ 2
,


e qui tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Ces résultats montrent que l'interpolation aux points de T
heby
hev est 
onsidérable-

ment plus �able que l'interpolation en des points équidistants. Le s
héma 
i-dessous


ompare �a titre d'exemple les polyn�mes d'interpolation de degré 6 asso
iés �a la fon
-

tion fx(x) = 1/(x2 + α2) pour α =
√
8 (voir aussi le §2.3).

y

1/α2

fα

−1 0 1 x
pn (n = 6)

Points d'interpolation :

équidistants

de T
heby
hev

5. Polyn�mes orthogonaux

Soit ]a, b[ un intervalle ouvert borné ou non dans R. On se donne un poids sur ]a, b[,

'est-�a-dire une fon
tion w : ]a, b[ → ]0,+∞[ 
ontinue. On suppose en outre que pour

tout entier n ∈ N l'intégrale

∫ b

a

|x|nw(x)dx est 
onvergente ; 
'est le 
as par exemple

si ]a, b[ est borné et si

∫ b

a

w(x)dx 
onverge. Sous 
es hypothèses, on 
onsidère l'espa
e

ve
toriel E des fon
tions 
ontinues sur ]a, b[ telles que

‖f‖2 =

√∫ b

a

|f(x)|2w(x)dx < +∞.
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Grâ
e aux hypothèses faites 
i-dessus, E 
ontient l'espa
e ve
toriel des fon
tions

polyn�mes. L'espa
e E est muni d'un produit s
alaire naturel

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx,

et ‖ ‖2 est la norme asso
iée �a 
e produit s
alaire ; 
ette norme est appelée norme L2

ou norme moyenne quadratique. On notera d2(f, g) = ‖f − g‖2 la distan
e asso
iée.

Théorème 1. Il existe une suite de polyn�mes unitaires (pn)n∈N, deg(pn) = n,
orthogonaux 2 �a 2 pour le produit s
alaire de E. Cette suite est unique. Les polyn�mes

pn sont appelés polyn�mes orthogonaux pour le poids w.

Démonstration. On 
onstruit pn par ré
urren
e �a l'aide du pro
édé d'orthogonalisation

de S
hmidt. On a p0(x) = 1, puisque p0 doit être unitaire.

Supposons p0, p1, . . . , pn−1 déj�a 
onstruits. Comme deg pi = i, 
es polyn�mes forment

une base de Pn−1. On peut don
 
her
her pn sous la forme

pn(x) = xn −
n−1∑

j=0

λj,npj(x).

La 
ondition 〈pn, pk〉 = 0 pour k = 0, 1, . . . , n− 1 donne

〈pn, pk〉 = 0 = 〈xn, pk〉 −
n−1∑

j=0

λj,n〈pj , pk〉

= 〈xn, pk〉 − λk,n‖pk‖22.

On a don
 un et un seul 
hoix possible, �a savoir

λk,n =
〈xn, pk〉
‖pk‖22

.

Remarque. La suite pn ainsi 
onstruite n'est pas orthonormée en général. La suite

normalisée p̃n = 1
‖pn‖2

pn est une base orthonormée de l'espa
e P des polyn�mes.

Théorème 2. Les polyn�mes pn véri�ent la relation de ré
urren
e

pn(x) = (x− λn)pn−1(x)− µnpn−2(x), n ≥ 2

ave


λn =
〈xpn−1, pn−1〉

‖pn−1‖22
, µn =

‖pn−1‖22
‖pn−2‖22

.

Démonstration. Le polyn�me xpn−1 est unitaire de degré n, don
 on peut é
rire

xpn−1 = pn +
n−1∑

k=0

αkpk,
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où 〈xpn−1, pk〉 = αk‖pk‖22, 0 ≤ k ≤ n− 1. Par dé�nition du produit s
alaire, on a

〈xpn−1, pk〉 = 〈pn−1, xpk〉 =
∫ b

a

x pn−1(x)pk(x)w(x) dx.

Si k ≤ n − 3, xpk ∈ Pn−2, don
 〈pn−1, xpk〉 = 0. Il y a don
 au plus deux 
oe�
ients

non nuls :

αn−1 =
〈xpn−1, pn−1〉

‖pn−1‖22
= λn, αn−2 =

〈pn−1, xpn−2〉
‖pn−2‖22

.

Or xpn−2 = pn−1 + q, q ∈ Pn−2, don


〈pn−1, xpn−2〉 = ‖pn−1‖22 + 〈pn−1, q〉 = ‖pn−1‖22,


e qui donne αn−2 = µn et

xpn−1 = pn + λnpn−1 + µnpn−2.

Exemples. Certains 
as parti
uliers ont donné lieu �a des études plus poussées.

Mentionnons entre autres les 
as suivants :

• ]a, b[ = ]0,+∞[, w(x) = e−x, pn = polyn�mes de Laguerre ;

• ]a, b[ = ]−∞,+∞[, w(x) = e−x
2

, pn = polyn�mes de Hermite ;

• ]a, b[ = ]− 1, 1[, w(x) = 1, pn = polyn�mes de Legendre ;

• ]a, b[ = ]− 1, 1[, w(x) = 1√
1−x2

, pn = polyn�mes de T
heby
hev.

Véri�ons en e�et que les polyn�mes de T
heby
hev tn sont 2 �a 2 orthogonaux

relativement au poids w(x) = 1/
√
1− x2. Le 
hangement de variable x = cos θ,

θ ∈ [0, π] donne :

∫ 1

−1

tn(x)tk(x)
1√

1− x2
dx =

∫ π

0

tn(cos θ)tk(cos θ) dθ

=

∫ π

0

cos nθ · cos kθ dθ =





0 si n 6= k
π
2 si n = k 6= 0.

π si n = k = 0

Comme tn a pour 
oe�
ient dire
teur 2n−1
si n ≥ 1, on en déduit

{
p0(x) = t0(x) = 1

pn(x) = 21−ntn(x) si n ≥ 1.

On sait que tn a n zéros distin
ts dans ] − 1, 1[. On va voir que 
'est une propriété

générale des polyn�mes orthogonaux.

Théorème 3. Pour tout poids w sur ]a, b[, le polyn�me pn possède n zéros distin
ts

dans l'intervalle ]a, b[.
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Démonstration. Soient x1, . . . , xk les zéros distin
ts de pn 
ontenus dans ]a, b[ et

m1, . . . , mk leurs multipli
ités respe
tives. On a m1 + . . .+mk ≤ deg pn = n. Posons
εi = 0 si mi est pair, εi = 1 si mi est impair, et

q(x) =

k∏

i=1

(x− xi)
εi , deg q ≤ k ≤ n.

Le polyn�me pnq admet dans ]a, b[ les zéros xi ave
 multipli
ité paire mi + εi, don

pnq est de signe 
onstant dans ]a, b[ \ {x1, . . . , xk}. Par 
onséquent

〈pn, q〉 =
∫ b

a

pn(x)q(x)w(x)dx 6= 0.

Comme pn est orthogonal �a Pn−1, on a né
essairement deg q = n, don
 k = n et

m1 = . . . = mk = 1.

Plusieurs méthodes d'approximation de fon
tions 
ontinues par des polyn�mes ont déj�a

été vues. En voi
i en
ore une autre.

Théorème 4. Soit f ∈ E. Alors il existe une unique polyn�me rn ∈ Pn tel que

‖f −rn‖2 = d2(f,Pn) ; rn est appelé polyn�me de meilleure approximation quadratique

de f �a l'ordre n.

f

rn

0

Pn

E

Puisqu'on travaille dans un espa
e eu
lidien, le point de Pn le plus pro
he de f n'est

autre que la proje
tion orthogonale de f sur Pn. Si on é
rit rn =
∑
αkpk, il vient

〈f, pk〉 = 〈rn, pk〉 = αk‖pk‖22, d'où la formule

rn(x) =

n∑

k=0

〈f, pk〉
‖pk‖22

pk(x).

On va maintenant étudier la 
onvergen
e de rn quand n tend vers +∞. L'inégalité

évidente ∫ b

a

|f(x)|2w(x)dx ≤ (sup |f(x)|)2
∫ b

a

w(x)dx
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entraîne

‖f‖2 ≤ Cw‖f‖, où Cw =
(∫ b

a

w(x)dx
)1/2

.

Ce
i permet de 
ontr�ler ‖ ‖2 �a l'aide de la norme uniforme.

Théorème 5. Si ]a, b[ est borné, alors lim
n→+∞

‖f − rn‖2 = 0 pour tout f ∈ E.

Remarque. Le théorème 5 peut être faux si ]a, b[ est non borné.

Démonstration.

• Supposons d'abord que f ∈ C([a, b]). Dans 
e 
as, soit qn le polyn�me de meilleure

approximation uniforme de f . On a

‖f − rn‖2 ≤ ‖f − qn‖2 ≤ Cw‖f − qn‖,

et on sait que lim
n→+∞

‖f − qn‖ = 0.

• Supposons maintenant f ∈ E quel
onque. Soit χα la fon
tion plateau dé�nie par le

s
héma 
i-dessous :

0 a a+α/2 a+α b−α b−α/2 b x

1

y

χα

Comme f ∈ C(]a, b[), on a fχα ∈ C([a, b]) si l'on 
onvient que fχα(a) = fχα(b) = 0.
De plus

‖f − fχα‖22 ≤
∫ a+α

a

|f(x)|2w(x)dx+
∫ b

b−α
|f(x)|2w(x)dx,

de sorte que lim
α→0+

‖f − fχα‖2 = 0. Soit rα,n le polyn�me de meilleure approximation

quadratique de fχα. On a

‖f − rn‖2 ≤ ‖f − rα,n‖2 ≤ ‖f − fχα‖2 + ‖fχα − rα,n‖2.

Soit ε > 0 �xé. On peut d'abord 
hoisir α > 0 tel que ‖f − fχα‖2 < ε
2 ; α étant

ainsi �xé, on peut 
hoisir n0 tel que n > n0 entraîne ‖fχα − rα,n‖2 < ε
2 et don


‖f − rn‖2 < ε.

Mise en ÷uvre numérique. Si les polyn�mes pn sont 
onnus, le 
al
ul des rn est

possible dès lors qu'on sait évaluer les intégrales 〈f, pk〉 : les méthodes d'intégration
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numérique feront pré
isément l'objet du pro
hain 
hapitre. Si les polyn�mes pn ne

sont pas 
onnus, on peut les 
al
uler numériquement par la formule de ré
urren
e du

théorème 2. Le 
oût global de 
es 
al
uls est en général beau
oup plus élevé que 
elui

des méthodes d'interpolation.

6. Problèmes

6.1. On note C([a, b],R) l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [a, b] �a valeurs

dans R, muni de la norme ‖ ‖∞ de la 
onvergen
e uniforme. On 
onsidère l'appli
ation

φ : C([a, b],R) −→ Rn+1

f 7−→ (m0(f), m1(f), . . . , mn(f))

telle que mi(f) =
1
2
(f(xi) + f(x′i)), où

x0 < x′0 < x1 < x′1 < . . . < xn < x′n

sont des points �xés de [a, b].

(a) Soit f ∈ C([a, b],R) telle que φ(f) = 0. Montrer que pour tout i il existe ξi ∈ [xi, x
′
i]

tel que f(ξi) = 0.

(b) Montrer que la restri
tion φ : Pn → Rn+1
de φ �a l'espa
e Pn des polyn�mes de

degré ≤ n est inje
tive. En déduire que pour tout f ∈ C([a, b]),R) il existe un

unique polyn�me Pn ∈ P tel que φ(pn) = φ(f).

(
) On suppose i
i que f est de 
lasse Cn+1
. En utilisant (a), majorer ‖pn − f‖∞ en

fon
tion de f (n+1)
et b− a.

(d) Cal
uler expli
itement p2 en fon
tion de m0(f), m1(f), m2(f) pour la subdivision

x0 < x′0 < x1 < x′1 < x2 < x′2 de [a, b] = [−1, 1] de pas 
onstant 2
5 .

6.2. On note tn le polyn�me de T
heby
hev de degré n et c un réel tel que |c| < 1.

(a) Montrer qu'il existe une fon
tion 
ontinue ψ �a valeurs réelles, dé�nie sur [0, π] ave

ψ(0) = ψ(π) = 0 et véri�ant

eiψ(θ) =
1− ce−iθ

1− ceiθ
.

(b) Pour n ∈ N on note g(θ) = (n+ 1)θ + ψ(θ).

(α) Soit θ1 = π. Cal
uler g(θ1)− nπ et g(0)− nπ.

En déduire qu'il existe θ2 véri�ant 0 < θ2 < θ1 et g(θ2) = nπ.

(β) Montrer qu'il existe une suite stri
tement dé
roissante θk de [0, π] telle que

g(θk) = (n− k + 2)π pour k = 1, . . . n+ 2.
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(γ) On note ϕn(x) = Re
(
ei(n+1)θ 1−ce−iθ

1−ceiθ
)
ave
 θ = Arc cosx, x ∈ [−1, 1].

Cal
uler ‖ϕn‖. Montrer que ϕn équios
ille sur n+ 2 points de [−1, 1].

(
) (α) Montrer que la série −1
2 +
∑+∞

k=0 c
ktk(x) 
onverge uniformément sur [−1, 1] vers

une fon
tion fc(x) que l'on expli
itera.

(β) On note pn(x) = −1

2
+

n−1∑

k=0

cktk(x) +
cn

1− c2
tn(x).

Montrer que pn est le polyn�me de meilleure approximation uniforme de degré

n de fc. Cal
uler ‖fc − pn‖.

(d) (α) Montrer que l'on peut 
hoisir c et λ tels que pour tout x ∈ [0, 1] on ait

fc(2x− 1) = λ
1+x

.

(β) Montrer qu'il existe une suite de polyn�mes qn de Pn tels que la suite

αn = sup
x∈[0,1]

∣∣∣ 1

1 + x
− qn(x)

∣∣∣

véri�e pour tout k ∈ N, lim
n→+∞

nkαn = 0.

6.3. Soit f : [a, b] → R une fon
tion 
ontinue, indé�niment dérivable sur ]a, b[. Soient
x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b]. Pour 
haque i ∈ {0, 1, . . . , n}, soit αi un entier positif.

On 
her
he un polyn�me P (x) de degré < β =
∑

(αi + 1) tel que :

P (j)(xi) = f (j)(xi) pour i = 0, 1, . . . , n et j = 0, 1, . . . , αi,

où (j) désigne l'ordre de dérivation.

(a) Démontrer l'uni
ité de P , puis son existen
e grâ
e �a un raisonnement d'algèbre

linéaire.

(b) On suppose P solution du problème. Soient Ri(x) et pi(x) des polyn�mes véri�ant

les relations

Ri(x) = pi(x) + (x− xi)
αi+1Ri+1(x), deg pi ≤ αi,

R0(x) = P (x), Rn+1(x) = 0.

(α) Montrer que

p
(j)
i (xi) = R

(j)
i (xi) pour j = 0, 1, . . . , αi.

(β) Montrer que l'on peut é
rire pi(x) sous la forme :

pi(x) =

αi∑

k=0

aik(x− xi)
k.
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Cal
uler les 
oe�
ients aik en fon
tion de R
(k)
i (xi).

(γ) Montrer que P (x) peut s'é
rire :

P (x) = p0(x) +
n∑

i=1

(
pi(x)

i−1∏

r=0

(x− xr)
αr+1

)
.

(δ) Indiquer une méthode de ré
urren
e pour 
al
uler p0(x), puis R1(x) et a1k, . . .,
puis Rj(x) et ajk en fon
tion de f et de ses dérivées f (j)(xi). Montrer que l'on

peut ainsi 
al
uler P (x) en fon
tion des données du problème.

(ε) Que se passe-t-il dans le 
as parti
ulier où n = 0 ?

(
) On suppose que les αi sont rangés par ordre 
roissant. Montrer qu'il existe t ∈ [a, b]
tel que :

f(x) = P (x) + (x− x0)
α0+1(x− x1)

α1+1 . . . (x− xn)
αn+1 f (β)(t)

β!

Indi
ation : on pourra 
onsidérer la fon
tion

g(x) = f(x)− P (x)− (x− x0)
α0+1 . . . (x− xn)

αn+1K,

et examiner 
ombien de fois s'annulent g(x), g′(x) . . ., g(α0)(x), . . ., g(αn)(x), . . . ,
g(β)(x).





Chapitre III

Intégration numérique

L'objet de 
e 
hapitre est de dé
rire quelques méthodes numériques 
lassiques (Newton-

Cotes, Gauss, Romberg) permettant d'évaluer des intégrales de fon
tions dont les

valeurs sont 
onnues en un nombre �ni de points. On s'atta
hera �a expli
iter le plus


omplètement possible les formules d'erreurs dans 
ha
un des 
as.

1. Méthodes de quadrature élémentaires et 
omposées

1.1. Prin
ipe des méthodes numériques

Soit f : [α, β] → R une fon
tion 
ontinue. On se propose de 
her
her des formules

appro
hées pour l'intégrale

∫ β
α
f(x)dx. Pour 
ela, on 
hoisit d'abord une subdivision

α = α0 < α1 < . . . < αk = β

de l'intervalle [α, β]. La formule de Chasles donne

∫ β

α

f(x)dx =

k−1∑

i=0

∫ αi+1

αi

f(x)dx.

On est don
 ramené au problème d'évaluer l'intégrale de f sur un petit intervalle

[αi, αi+1]. Ce 
al
ul est e�e
tué au moyen de formules appro
hées (qui peuvent être a

priori di�érentes sur 
ha
un des intervalles [αi, αi+1]), appelées méthodes de quadrature

élémentaires, du type suivant :

Méthodes de quadrature élémentaires.

∫ αi+1

αi

f(x)dx ≃ (αi+1 − αi)

li∑

j=0

ωi,jf(ξi,j),

où ξi,j ∈ [αi, αi+1], 0 ≤ j ≤ li et

∑li
j=0 ωi,j = 1.

La sommation peut être interprétée 
omme une valeur moyenne de f sur [α, αi+1]. Le
problème est de 
hoisir 
onvenablement les points ξi,j et les 
oe�
ients ωi,j de fa�
on

�a minimiser l'erreur. Ce
i se fera en général en évaluant l'intégrale

∫ αi+1

αi
f(x)dx au

moyen d'une interpolation de f aux points ξi,j.

La méthode de quadrature 
omposée asso
iée sera

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

li∑

j=0

ωi,jf(ξi,j)
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Dé�nition. On dit qu'une méthode de quadrature (élémentaire ou 
omposée) est

d'ordre N si la formule appro
hée est exa
te pour tout f ∈ PN et inexa
te pour au

moins un f ∈ PN+1.

On observera que les formules sont toujours exa
tes pour f(x) = 1 �a 
ause de

l'hypothèse

∑
j ωi,j = 1. Par linéarité, elles sont don
 exa
tes au moins pour f ∈ P0.

1.2. Exemples

(a) Cas le plus simple : li = 0, quel que soit i.

On 
hoisit alors un seul point ξi ∈ [αi, αi+1] et on rempla
e f sur [αi, αi+1] par le

polyn�me de degré 0 : p0(x) = f(ξi). On a alors

∫ αi+1

αi

f(x)dx ≃ (αi+1 − αi)f(ξi),

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)f(ξi),


'est-�a-dire qu'on approxime l'intégrale par une somme de Riemann relative �a la

subdivision (αi). Voi
i les 
hoix les plus 
ourants :

• ξi = αi : méthode des re
tangles �a gau
he

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)f(αi).

• ξi = αi+1 : méthode des re
tangles �a droite

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)f(αi+1).

y

0 α αi αi+1 β x

ξi = αi
y

0 α αi αi+1 β x

ξi = αi+1

Ces méthodes sont d'ordre 0.
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• ξi = αi+αi+1

2 : méthode du point milieu

0 αi ξi αi+1 x

y

f(ξi)

L'aire du re
tangle 
o

�

�n
ide ave
 l'aire du trapèze indiqué en grisé. La formule

appro
hée est don
 exa
te si f est une fon
tion a�ne, par suite la méthode est d'ordre

1.

(b) Cas d'une interpolation linéaire : on 
hoisit

li = 1, ∀i, ξi,0 = αi, ξi,1 = αi+1

et on rempla
e f sur [αi, αi+1] par la fon
tion linéaire p1 qui interpole f aux points αi,
αi+1 :

p1(x) =
(x− αi)f(αi+1)− (x− αi+1)f(αi)

αi+1 − αi
.

On obtient les formules suivantes, 
orrespondant �a la méthode dite des trapèzes :

∫ αi+1

αi

f(x)dx ≃
∫ αi+1

αi

p1(x)dx = (αi+1 − αi)
(1
2
f(αi) +

1

2
f(αi+1)

)

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)
(1
2
f(αi) +

1

2
f(αi+1)

)

0 α αi αi+1 β x

y

L'ordre de 
ette méthode est 1 
omme dans le 
as pré
édent.
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(
) Méthodes de Newton-Cotes

Dans la méthode de Newton-Cotes de rang l, qu'on désignera dans la suite par NCl,
on prend li = l pour tout i, et les points ξi,j, 0 ≤ j ≤ l, sont les points équidistants

ξi,j = αi + j
αi+1 − αi

l

divisant [αi, αi+1] en l sous-intervalles égaux. Pour déterminer la formule de quadrature

élémentaire, on se ramène par 
hangement de variable �a l'intervalle [αi, αi+1] = [−1, 1],
subdivisé par les points τj = −1 + j 2

l . Le polyn�me d'interpolation d'une fon
tion

f ∈ C([−1, 1]) est donné par

pl(x) =

l∑

j=0

f(τj)Lj(x)

ave
 Lj(x) =
∏

k 6=j

x− τk
τj − τk

. On a don


∫ 1

−1

f(x)dx ≃
∫ 1

−1

pl(x)dx = 2
l∑

j=0

ωjf(τj)

ave
 ωj =
1
2

∫ 1

−1
Lj(x)dx. Par suite de la symétrie des points τj autour de 0, on a

τl−j = −τj , Ll−j(x) = Lj(−x), ωl−j = ωj .

Pour l = 2 par exemple, il vient

τ0 = −1, τ1 = 0, τ2 = 1, L1(x) = 1− x2, ω1 =
1

2

∫ 1

−1

(1− x2)dx =
2

3
,

d'où ω0 = ω2 = 1
2 (1 − ω1) = 1

6 . Après 
hangement de variable, les 
oe�
ients ωj
restent in
hangés (le le
teur le véri�era �a titre d'exer
i
e), don
 on obtient les formules

∫ αi+1

αi

f(x)dx ≃ (αi+1 − αi)

l∑

j=0

ωjf(ξi,j),

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

l∑

j=0

ωjf(ξi,j).

Si f ∈ Pl, alors pl = f , don
 la méthode de Newton-Cotes de rang l est d'ordre ≥ l.

De plus, lorsque f ∈ C[−1, 1]) est un polyn�me impair, on a

∫ 1

−1

f(x)dx = 0 = 2
l∑

j=0

ωjf(τj).
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Si l est pair, les formules sont don
 en
ore exa
tes pour f(x) = xl+1
, et plus

généralement pour f ∈ Pl+1 par linéarité. On démontre en fait le résultat suivant

que nous admettrons :

Proposition. Si l est pair, l'ordre de NCl est l+1, et si l est impair, l'ordre de NCl
est l.

Ce
i fait que, hormis le 
as l = 1, les méthodes de Newton-Cotes ne sont utilisées que

pour l pair :

• l = 1 : méthode des trapèzes (ordre 1)

ω0 = ω1 =
1

2

• l = 2 : méthode de Simpson (ordre 3)

ω0 = ω2 =
1

6
, ω1 =

2

3
.

• l = 4 : méthode de Boole-Villar
eau (ordre 5)

ω0 = ω4 =
7

90
, ω1 = ω3 =

16

45
, ω2 =

2

15

• l = 6 : méthode de Weddle-Hardy (ordre 7)

ω0 = ω6 =
41

840
, ω1 = ω5 =

9

35
, ω2 = ω4 =

9

280
, ω3 =

34

105
.

Pour l ≥ 8, il apparaît des 
oe�
ients ωj < 0, 
e qui a pour e�et de rendre les formules

beau
oup plus sensibles aux erreurs d'arrondis (
f. § 1.3). Les méthodes NCl ne sont
don
 utilisées en pratique que dans les 4 
as 
i-dessus.

1.3. In�uen
e des erreurs d'arrondi

Supposons que les valeurs de f soient 
al
ulées ave
 des erreurs d'arrondi de valeur

absolue ≤ ε. L'erreur qui va en résulter par appli
ation d'une méthode de quadrature


omposée sera majorée par

ε

k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

li∑

j=0

|ωi,j |.

Si les 
oe�
ients ωi,j sont ≥ 0, on a

li∑

j=0

|ωi,j| =
li∑

j=0

ωi,j = 1.

L'erreur est don
 majorée par ε(β −α); 
e résultat est manifestement optimal puisque

le 
al
ul exa
t de

∫ β
α
f(x)dx peut 
onduire �a une erreur ε(β − α) si l'erreur sur f est


onstante de valeur absolue ε.

Si par 
ontre les 
oe�
ients ωi,j ne sont pas tous ≥ 0, alors
∑

j |ωi,j | >
∑
j ωi,j = 1,

don
 l'erreur due aux arrondis des f(ξi,j) peut dépasser ε(β − α).
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1.4. Convergen
e quand le nombre k de subdivisions tend vers +∞

Le résultat théorique suivant de 
onvergen
e justi�e en partie l'intérêt des méthodes


omposées.

Théorème. On suppose que les méthodes de quadrature élémentaire font intervenir

un nombre de points li = l �xe et que les 
oe�
ients ωi,j = ωj ne dépendent pas de

i, k. Alors l'approximation donnée par la méthode 
omposée, soit

Tk(f) =
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)
l∑

j=0

ωjf(ξi,j)


onverge vers

∫ β

α

f(x)dx quand k → +∞ et quand le maximum du pas, �a savoir

hmax = max (αi+1 − αi), tend vers 0.

Démonstration. On peut é
rire Tk(f) =
∑l
j=0 ωjSj,k(f) où

Sj,k(f) =

k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)f(ξi,j)

est une somme de Riemann de f relative �a la subdivision (αi). Pour tout j = 0, 1, . . . , l

�xé, Sj,k(f) 
onverge vers

∫ β
α
f(x)dx quand hmax tend vers 0. Par 
onséquent Tk(f)


onverge aussi vers

∫ β
α
f(x)dx quand hmax tend vers 0.

Exer
i
e. Montrer que dans le 
as général

k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

li∑

j=0

ωi,jf(ξi,j)


onverge en
ore vers

∫ β
α
f(x)dx quand hmax tend vers 0, pourvu que ωi,j ≥ 0. [

Indi
ation : revenir �a la dé�nition de l'intégrale en en
adrant f par des fon
tions

en es
alier.℄

Remarque. Dans le 
as de la méthode NCl élémentaire

∫ 1

−1

f(x)dx ≃ 2
l∑

j=0

ωjf(τj)

on peut donner des exemples montrant qu'il n'y a pas né
essairement 
onvergen
e

quand l → +∞ (
e
i est lié au phénomène de Runge II 2.3). C'est une des prin
ipales

raisons pour lesquelles on est amené �a 
onsidérer des méthodes 
omposées ave
 k assez

grand, plut�t que d'augmenter l'entier l.
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2. Évaluation de l'erreur

Nous allons montrer que lorsque la fon
tion f �a intégrer est su�samment régulière,

l'erreur d'intégration numérique peut s'exprimer de manière assez simple en fon
tion

d'une 
ertaine dérivée de f . Auparavant, nous aurons besoin de quelques rappels

d'Analyse.

2.1. Rappels préliminaires d'analyse

Énonçons tout d'abord une version de la formule de Taylor fournissant une expression

exa
te du reste. Ce
i est possible �a l'aide d'intégrations par parties su

essives,

permettant d'exprimer le reste 
omme une intégrale où �gurent les dérivées de la

fon
tion 
onsidérée.

Formule de Taylor ave
 reste intégral. Soit f une fon
tion de 
lasse CN+1
sur

[α, β]. Alors pour tout x ∈ [α, β]

f(x) =
N∑

k=0

1

k!
f (k)(α)(x− α)k +

∫ x

α

1

N !
(x− t)Nf (N+1)(t)dt.

Démonstration. Par ré
urren
e sur N . Pour N = 0, la formule se réduit simplement �a

f(x) = f(α) +

∫ x

α

f ′(t)dt.

Si la formule est vraie �a l'ordre N − 1, le reste intégral s'é
rit, après intégration par

parties :

∫ x

α

1

(N − 1)!
(x− t)N−1f (N)(t)dt

=

[
− 1

N !
(x− t)Nf (N)(t)

]x

α

−
∫ x

α

− 1

N !
(x− t)Nf (N+1)(t)dt

=
1

N !
(x− α)Nf (N)(α) +

∫ x

α

1

N !
(x− t)Nf (N+1)(t)dt.

La formule est don
 en
ore vraie �a l'ordre N .

Notons x+ = max (x, 0) = x si x ≥ 0, x+ = 0 si x ≤ 0. Ave
 la 
onvention x0+ = 1 si

x ≥ 0, x0+ = 0 si x < 0, la formule se ré
rit

f(x) = pN (x) +

∫ β

α

1

N !
(x− t)N+f

(N+1)(t)dt

où pN est le polyn�me de Taylor de f d'ordre N au point α.

Formule de la moyenne. Soit w ≥ 0 une fon
tion intégrable sur ]α, β[ telle que∫ β
α
w(x)dx 
onverge. Alors pour toute f ∈ C([α, β]), il existe un point ξ ∈ ]α, β[

tel que ∫ β

α

f(x)w(x)dx = f(ξ)

∫ β

α

w(x)dx.
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Démonstration. Soientm,M respe
tivement le minimum et le maximum de f sur [α, β].
Comme w ≥ 0, il vient

m

∫ β

α

w(x)dx ≤
∫ β

α

f(x)w(x)dx ≤M

∫ β

α

w(x)dx

Si

∫ β
α
w(x)dx = 0, le résultat est vrai pour ξ quel
onque. Supposons don


∫ β
α
w(x)dx >

0 et soit alors q le quotient

q =

∫ β

α

f(x)w(x)dx
/∫ β

α

w(x)dx ∈ [m,M ].

Le théorème des valeurs intermédiaires montre que f(]α, β[) est un intervalle ayant

pour bornes m,M . Si q ∈ ]m,M [, il existe don
 ξ ∈ ]α, β[ tel que q = f(ξ). Restent

les 
as q = m et q =M . Si q = m et si f(ξ) > m pour tout ξ ∈ ]α, β[, alors

∫ β

α

(f(x)−m)w(x)dx > 0

puisque

∫ β
α
w(x)dx > 0, 
e qui est 
ontradi
toire. Il existe don
 dans 
e 
as ξ ∈ ]α, β[

tel que f(ξ) = m. Le 
as q =M est analogue.

2.2. Noyau de Peano

En vue de l'étude des méthodes de Gauss au § 3, on se pla
e i
i dans une situation un

peu plus générale.

Situation étudiée. On se donne un poids w sur ]α, β[, 
'est-�a-dire une fon
tion 
on-

tinue > 0 telle que
∫ β
α
w(x)dx 
onverge. On 
her
he �a évaluer l'intégrale

∫ β
α
f(x)w(x)dx

par une formule appro
hée

∫ β

α

f(x)w(x)dx ≃
l∑

j=0

λjf(xj), xj ∈ [α, β].

On notera que les formules du § 1 rentrent dans 
e 
adre (ave
 w ≡ 1); en général, on

a

∑
λj 6= 1. L'erreur due �a la méthode est donnée par :

E(f) =

∫ β

α

f(x)w(x)dx−
l∑

j=0

λjf(xj).

Théorème et dé�nition. On suppose que la méthode est d'ordre N ≥ 0. Si f est

de 
lasse CN+1
sur [α, β], alors

E(f) =
1

N !

∫ β

α

KN (t)f
(N+1)(t)dt,
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où KN est une fon
tion sur [α, β], appelée noyau de Peano asso
ié �a la méthode, dé�nie

par

KN (t) = E
(
x 7→ (x− t)N+

)
, t ∈ [α, β].

Démonstration. On observe d'abord que f 7→ E(f) est une forme linéaire sur C([α, β]).
Si g : (x, t) 7→ g(x, t) est une fon
tion intégrable sur [α, β] × I, le théorème de Fubini

implique par ailleurs

E
(
x 7→

∫

t∈I
g(x, t)dt

)
=

∫

t∈I
E
(
x 7→ g(x, t)

)
dt.

La formule de Taylor ave
 reste intégral donne

f(x) = pN (x) +

∫ β

α

1

N !
(x− t)N+f

(N+1)(t)dt.

Comme pN ∈ PN , on a E(pN ) = 0 par hypothèse, d'où

E(f) = E
(
x 7→

∫ β

α

1

N !
(x− t)N+f

(N+1)(t)dt
)

=

∫ β

α

E
(
x 7→ 1

N !
(x− t)N+f

(N+1)(t)
)
dt

=

∫ β

α

1

N !
f (N+1)(t) · E

(
x 7→ (x− t)N+

)
dt

=
1

N !

∫ β

α

KN (t)f
(N+1)(t)dt.

Notons que si N ≥ 1, la fon
tion (x, t) 7→ (x− t)N+ est 
ontinue sur [α, β]× [α, β], don

KN est 
ontinue sur [α, β]. Ce
i n'est pas vrai en général si N = 0.

Corollaire 1. On a la majoration

E(f) ≤ 1

N !
‖f (N+1)‖∞ ·

∫ β

α

|KN (t)|dt.

Corollaire 2. On suppose que KN est de signe 
onstant.

Alors pour toute f ∈ CN+1([α, β]) il existe ξ ∈ ]α, β[ tel que

E(f) =
1

N !
f (N+1)(ξ)

∫ β

α

KN (t)dt.

De plus

∫ β
α
KN (t)dt =

1
N+1

E(x 7→ xN+1), don


E(f) =
1

(N + 1)!
f (N+1)(ξ)E(x 7→ xN+1).
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Démonstration. La première égalité résulte du théorème et de la formule de la moyenne

appliquée �a la fon
tion f (N+1)
et au poids w = KN (ou w = −KN si KN ≤ 0). La

deuxième égalité s'obtient en prenant

f(x) = xN+1, qui donne f (N+1)(x) = (N + 1)!.

La troisième dé
oule des 2 premières.

2.3. Exemples

On verra au § 2.4 
omment on peut déduire le noyau de Peano d'une méthode 
omposée

de 
elui de la méthode élémentaire utilisée. On se 
ontentera don
 i
i de regarder le


as des méthodes élémentaires sur l'intervalle de référen
e [−1, 1].

• Méthode du point milieu

E(f) =

∫ 1

−1

f(x)dx− 2f(0).

Cette méthode est d'ordre 1, le noyau de Peano est donné par :

K1(t) = E
(
x 7→ (x− t)+

)

=

∫ 1

−1

(x− t)+dx− 2(−t)+

=

∫ 1

t

(x− t)dx− 2t−

=
[1
2
(x− t)2

]1
t
− 2t− =

1

2
(1− t)2 − 2t−.

On a don


K1(t) =

{
1
2 (1− t)2 si t ≥ 0
1
2
(1− t)2 + 2t = 1

2
(1 + t)2 si t ≤ 0,

soit K1(t) = 1
2 (1 − |t|)2 ≥ 0 sur [−1, 1]. Comme

∫ 1

−1
K1(t) =

∫ 1

0
(1 − t)2dt = 1

3 ,

le 
orollaire 2 implique

E(f) =
1

3
f ′′(ξ), ξ ∈ ]− 1, 1[.

• Méthode des trapèzes (ordre 1)

E(f) =

∫ 1

−1

f(x)dx− (f(−1) + f(1)),

K1(t) =

∫ 1

−1

(x− t)+dx− ((−1− t)+ + (1− t)+)

=

∫ 1

t

(x− t)dx− (1− t),

K1(t) = −1

2
(1− t2) ≤ 0 sur [−1, 1].



Chap. III � Intégration numérique, §2. Évaluation de l'erreur 69

Comme

∫ 1

−1
K1(t)dt = −2

3 , on en déduit

E(f) = −2

3
f ′′(ξ), ξ ∈ ]− 1, 1[.

• Méthode de Simpson (ordre 3)

E(f) =

∫ 1

−1

f(x)dx− 2
(1
6
f(−1) +

2

3
f(0) +

1

6
f(1)

)
.

K3(t) = E
(
x 7→ (x− t)3+

)

K3(t) =

∫ 1

−1

(x− t)3+dx− 2
(
0 +

2

3
(−t)3+ +

1

6
(1− t)3+

)

=

∫ 1

t

(x− t)3dx− 2
(2
3
t3− +

1

6
(1− t)3

)

Si t ≥ 0, on obtient don


K3(t) =
1

4
(1− t)4 − 1

3
(1− t)3

=
1

12
(1− t)3[3(1− t)− 4] = − 1

12
(1− t)3(1 + 3t).

Si t ≤ 0, on a

K3(t) = − 1

12
(1− t)3(1 + 3t) +

4

3
t3 = − 1

12
(1 + t)3(1− 3t).

On aurait pu également observer que K3(−t) = K3(t) 
omme il résulte de l'exer
i
e

suivant.

Exer
i
e. Montrer que le noyau de Peano KN d'une méthode élémentaire

∫ 1

−1

f(x)dx ≃ 2
l∑

j=0

ωjf(ξj)

est pair dès que ωl−j = ωj et ξl−j = −ξj (points et 
oe�
ients répartis symétriquement

autour de 0).

Indi
ation : (x+ t)N+ − (−x− t)N+ = (x+ t)N .

On a don
 i
i

K3(t) = − 1

12
(1− |t|)3(1 + 3|t|) ≤ 0 sur [−1, 1],

∫ 1

−1

K3(t) = 2

∫ 1

0

(1
4
(1− t)4 − 1

3
(1− t)3

)
dt = 2

( 1

20
− 1

12

)
= − 1

15
,

E(f) = − 1

15 · 3! f
(4)(ξ).
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Nous admettrons le résultat général suivant.

Théorème de Ste�ensen. Dans les méthodes de Newton-Cotes, le noyau de Peano

est de signe 
onstant.

Le 
orollaire 2 du §2.2 est don
 toujours appli
able dans 
e 
as.

2.4. Noyau de Peano d'une méthode 
omposée

On suppose qu'on s'est �xé une méthode de quadrature élémentaire

∫ 1

−1

g(x)dx ≃ 2
l∑

j=0

ωjg(τj), τj ∈ [−1, 1].

L'erreur 
orrespondante est

Eelem(g) =

∫ 1

−1

g(x)dx− 2
l∑

j=0

ωjg(τj).

On notera kn le noyau de Peano asso
ié.

On 
onsidère maintenant une subdivision de [α, β] :

α = α0 < α1 < . . . < αk = β

de pas hi = αi+1 − αi. L'erreur de la méthode 
omposée asso
iée �a la méthode

élémentaire 
i-dessus est

Ecomp(f) =

∫ β

α

f(x)dx−
k−1∑

i=0

hi

l∑

j=0

ωjf(ξi,j)

où ξi,j se déduit de τj par le 
hangement de variable

[−1, 1] −→ [αi, αi+1]

u 7−→ x =
αi + αi+1

2
+ u

hi
2
.

Dé�nissons gi ∈ C([−1, 1]) par

gi(u) = f
(αi + αi+1

2
+ u

hi
2

)
.

Comme dx = hi

2
du, il vient

Ecomp(f) =

k−1∑

i=0


hi

2

∫ 1

−1

gi(u)du− hi

l∑

j=0

ωjgi(τj)


 =

k−1∑

i=0

hi
2
Eelem(gi).
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Le noyau de Peano de la méthode 
omposée est don


KN (t) = Ecomp

(
x 7→ (x− t)N+

)

=

k−1∑

i=0

hi
2
Eelem

(
u 7→

(αi + αi+2

2
+ u

hi
2

− t
)N
+

)

=
k−1∑

i=0

hi
2
Eelem

(
u 7→

(hi
2

)N(
u− 2

hi

(
t− αi + αi+i

2

))N
+

)

KN (t) =
k−1∑

i=0

(hi
2

)N+1

Eelem

(
u 7→

(
u− 2

hi

(
t− αi + αi+1

2

))N
+

)

Supposons t ∈ [αj , αj+1], et soit θi =
2

hi

(
t − αi + αi+1

2

)
. Alors θi ∈ [−1, 1] si et

seulement si i = j. Si i 6= j on a

• ou bien θi > 1, et (u− θi)
N
+ ≡ 0 pour u ∈ [−1, 1] :

• ou bien θi < −1, et (u− θi)
N
+ ≡ (u− θi)

N
pour u ∈ [−1, 1].

Dans les 2 
as u 7→ (u − θi)
N
+ est un polyn�me de degré ≤ N sur [−1, 1] don


Eelem

(
u 7→ (u − θi)

N
+

)
= 0. Dans la sommation, il n'y a don
 que le terme i = j,

d'où :

KN (t) =
(hj
2

)N+1

kN

( 2

hj

(
t− αj + αj+1

2

))
, t ∈ [αj , αj+1].

−1 0 1 u 0 α α1 α2 α3 α4 β t

kN KN

Théorème. On suppose que kN est de signe 
onstant et que le pas hi est 
onstant,

égal �a h = β−α
k . On note CN =

∫ 1

−1
kN (t)dt. Alors pour tout f ∈ CN+1([α, β]), il

existe un point ξ ∈ ]α, β[ tel que

Ecomp(f) =
CN

N ! 2N+2
hN+1f (N+1)(ξ)(β − α).

On voit don
 que lorsque le pas h tend vers 0 l'ordre de grandeur de l'erreur dans

une méthode 
omposée d'ordre N est approximativement hN+1
. Ce résultat justi�e
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l'intérêt des méthodes d'ordre élevé, qui donnent une pré
ision plus grande pourvu que

f soit très régulière.

Démonstration. KN étant lui aussi de signe 
onstant, le 
orollaire 2 du § 2.2 montre

l'existen
e de ξ ∈ ]α, β[ tel que

Ecomp(f) =
1

N !
f (N+1)(ξ)

∫ β

α

KN (t)dt.

D'après l'expression de KN , on obtient

∫ β

α

KN (t)dt = k

∫ α1

α0

KN (t)dt

= k
(h
2

)N+1
∫ α1

α0

kn

( 2
h

(
t− α0 + α1

2

))
dt

Le 
hangement de variable t = α0+α1

2 + h
2 u, dt =

h
2 du fournit

∫ β

α

KN (t)dt = k
(h
2

)N+2
∫ 1

−1

kn(u)du

= kh
hN+1

2N+2
CN =

CN
2N+2

hN+1 (β − α),

d'où le théorème.

Les exemples du § 2.3 donnent en parti
ulier :

• Point milieu : N = 1, C1 =
1

3
, Ecomp(f) =

1

24
h2f ′′(ξ)(β − α),

• Trapèzes : N = 1, C1 = −2

3
, Ecomp(f) = − 1

12
h2f ′′(ξ)(β − α),

• Simpson : N = 3, C3 = − 1

15
, Ecomp(f) = − 1

2880
h4f (4)(ξ)(β − α).

3. Méthodes de Gauss

Les méthodes de Gauss 
on
ernent le 
al
ul numérique d'intégrales faisant intervenir

un poids. Elles 
onstituent une appli
ation dire
te de la théorie des polyn�mes

orthogonaux.

3.1. Des
ription et formule d'erreur

Soit w une fon
tion poids �xée sur ]α, β[. On étudie les méthodes d'intégration

appro
hée du type

∫ β

α

f(x)w(x)dx ≃
l∑

j=0

λjf(xj), xj ∈ [α, β].
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Théorème 1. Il existe un 
hoix et un seul des points xj et des 
oe�
ients λj de sorte
que la méthode soit d'ordre N = 2l+1. Les points xj appartiennent �a ]α, β[ et sont les
ra
ines du (l + 1)-ième polyn�me orthogonal pour le poids w.

Uni
ité. Supposons qu'on ait des points xj et des 
oe�
ients λj pour lesquels la

méthode est d'ordre ≥ 2l + 1. Posons

πl+1(x) =
l∏

j=0

(x− xj).

Pour tout p ∈ Pl, deg(pπl+1) ≤ 2l + 1, don


∫ β

α

p(x)πl+1(x)w(x)dx =
l∑

j=0

λjp(xj)πl+1(xj) = 0.

Ce
i entraîne que πl+1 est orthogonal �a Pl. Comme πl+1 est unitaire, 
'est don
 le

(l+1)-ième polyn�me orthogonal asso
ié au poids w. Les points xj ne sont autres que
les ra
ines de 
e polyn�me.

Soit Li ∈ Pl tel que

{
Li(xj) = 1 si i = j,

Li(xj) = 0 si i 6= j.

Les 
oe�
ients λi sont donnés né
essairement par

λi =

l∑

j=0

λjLi(xj) =

∫ β

α

Li(x)w(x)dx.

Ces 
oe�
ients sont don
 eux aussi uniques.

Existen
e. On sait que le polyn�me orthogonal πl+1 ∈ Pl+1 possède l + 1 ra
ines

distin
tes dans ]α, β[. Soient x0, . . . , xl 
es ra
ines et soit

λj =

∫ β

α

Lj(x)w(x)dx.

Si f ∈ C([α, β]), le polyn�me d'interpolation de Lagrange est

pl(x) =

l∑

j=0

f(xj)Lj(x);

par dé�nition des 
oe�
ients λj il vient don


∫ β

α

pl(x)w(x) =
l∑

j=0

λjf(xj).
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Si f ∈ Pl alors pl = f , don
 la méthode est d'ordre ≥ l. Montrons que l'ordre est en

fait ≥ 2l + 1. En e�et, lorsque f ∈ P2l+1, la division eu
lidienne de f par πl+1 donne

f(x) = q(x)πl+1(x) + r(x), avec deg q ≤ l, deg r ≤ l.

Comme πl+1 ⊥ Pl, il vient
∫ β
α
q(x)πl+1(x)w(x)dx = 0, d'où

∫ β

α

f(x)w(x)dx =

∫ β

α

r(x)w(x)dx =
l∑

j=0

λjr(xj)

Comme f(xj) = r(xj), on a don
 bien E(f) = 0. Il reste seulement �a voir que l'ordre

n'est pas > 2l + 1, 
e qui résulte du théorème 
i-dessous.

Théorème 2. Le noyau de Peano K2l+1 est ≥ 0, et pour tout f ∈ C2l+2([α, β]), il
existe ξ ∈ ]α, β[ tel que

E(f) =
f (2l+2)(ξ)

(2l + 2)!

∫ β

α

πl+1(x)
2w(x)dx.

On notera en parti
ulier que 
e
i entraîne

E(x 7→ x2l+2) =

∫ β

α

πl+1(x)
2w(x)dx > 0,

don
 la méthode n'est pas d'ordre 2l + 2.

Démonstration.* D'après le § 2.2, on a

E(f) =
1

(2l + 1)!

∫ β

α

K2l+1(t)f
(2l+2)(t)dt.

Inversement, si ϕ ∈ C([α, β]), on obtient

∫ β

α

K2l+1(t)ϕ(t)dt = (2l + 1)!E(Φ)

où Φ est une primitive d'ordre 2l + 2 de ϕ. Supposons par l'absurde qu'il existe

t0 ∈ [α, β] tel que K2l+1(t0) < 0. Notons K−
2l+1 = max (−K2l+1, 0) ∈ C([α, β]) la

partie négative de la fon
tion K2l+1, et soit ϕ un polyn�me qui appro
he K−
2l+1 + ε

uniformément �a ε près sur [α, β]. On a don
 en parti
ulier

0 ≤ K−
2l+1 < ϕ < K−

2l+1 + 2ε,
∣∣∣∣∣

∫ β

α

K2l+1(t)ϕ(t)dt−
∫ β

α

K2l+1(t)K
−
2l+1(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε

∫ β

α

|K2l+1(t)|dt.
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Comme

∫ β
α
K2l+1(t)K

−
2l+1(t)dt = −

∫ β
α
(K−

2l+1(t))
2dt < 0, on en déduit pour ε assez

petit : ∫ β

α

K2l+1(t)ϕ(t)dt < 0.

Soit Φ une primitive d'ordre 2l + 2 de ϕ; Φ est un polyn�me. É
rivons la division

eu
lidienne de Φ par π2
l+1 :

Φ(x) = π2
l+1(x)q(x) + r(x)

ave
 deg r ≤ deg (π2
l+1)− 1 = 2l + 1. Il vient E(r) = 0 d'où

E(Φ) = E(π2
l+1q) =

∫ β

α

π2
l+1(x)q(x)w(x)dx− 0.

La formule de la moyenne implique qu'il existe θ ∈ ]α, β[ tel que

E(Φ) = q(θ)

∫ β

α

π2
l+1(x)w(x)dx,

et par ailleurs

E(Φ) =
1

(2l + 1)!

∫ β

α

K2l+1(t)ϕ(t)dt < 0.

On va obtenir une 
ontradi
tion en montrant que q(θ) > 0. Considérons le polyn�me

g(x) = Φ(x)− r(x)− π2
l+1(x)q(θ) = π2

l+1(x)(q(x)− q(θ)).

g admet x0, . . . , xl 
omme zéros de multipli
ité 2, et θ de multipli
ité ≥ 1, 
'est-�a-dire
au moins 2l+3 zéros. Il existe don
 un point η intermédiaire entre les points xj , θ, tel
que g(2l+2)(η) = 0. Par suite

0 = g(2l+2)(η) = Φ(2l+2)(η)− (2l + 2)! q(θ) = ϕ(η)− (2l + 2)! q(θ)

et 
omme ϕ(η) > 0 on en déduit bien q(θ) > 0, 
ontradi
tion. Par suite K2l+1 ≥ 0 et

le 
orollaire 2 du § 2.2 donne

E(f) =
1

(2l + 2)!
f (2l+2)(ξ)E(x 7→ x2l+2).

Comme πl+1 est unitaire, on a x2l+2 = πl+1(x)
2 + r(x) où r ∈ P2l+1, don
 E(x 7→

x2l+2) = E(π2
l+1) =

∫ β
α
πl+1(x)

2w(x)dx, 
e qui démontre le théorème.

3.2. Cas parti
uliers d'usage fréquent

L'intérêt des méthodes de Gauss est de réaliser l'ordre N maximal pour un nombre

�xé l+1 de points d'interpolation. Néanmoins, la 
omplexité du 
al
ul des polyn�mes

orthogonaux fait que les méthodes de Gauss ne sont guère utilisées que dans les deux


as suivants.
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• w(x) = 1 sur [−1, 1] : méthode de Gauss-Legendre.

Les polyn�mes orthogonaux su

essifs et les points xj 
orrespondant sont donnés par
le tableau :

l πl+1(x) x0, . . . , xl λ0, . . . , λl ordre N

−1 1

0 x 0 2 1

1 x2 − 1

3
− 1√

3
,

1√
3

1, 1 3

2 x3 − 3

5
x −

√
3

5
, 0,

√
3

5

5

9
,

8

9
,

5

9
5

3 x4 − 6

7
x2 +

3

35
±

√
3

7
± 2

7

√
6

5

1

2
− 1

6

√
5

6
,
1

2
+

1

6

√
5

6
7

4 x5 − 10

9
x3 +

5

21
x 0, ±

√
5

9
± 2

9

√
10

7

ompliqués ! 9

• w(x) = 1√
1− x2

sur ]− 1, 1[ : méthode de Gauss-T
heby
hev.

Les points xj sont alors les points d'interpolation de T
heby
hev dans l'intervalle

]− 1, 1[ :

xj = cos
2j + 1

2l + 2
π, 0 ≤ j ≤ l,

et on peut démontrer (voir par exemple le livre de Crouzeix-Mignot, exer
i
e 2.4) que

λj =
π
l+1 . On obtient don
 une méthode appro
hée d'ordre 2l + 1 s'é
rivant :

∫ 1

−1

f(x)
dx√
1− x2

≃ π

l + 1

l∑

j=0

f
(
cos

2j + 1

2l + 2
π
)
.

4. Formule d'Euler-Ma
laurin et développements asympto-

tiques

Nous allons quitter i
i quelque peu le �l dire
teur des paragraphes pré
édents. Notre

obje
tif est d'obtenir une formule théorique pour le 
al
ul du développement limité

des approximations numériques en fon
tion du pas de la subdivision. Ce
i 
onduit,

pour des fon
tions su�samment régulières, �a des pro
édés numériques en général très

performants.
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4.1. Polyn�mes et nombres de Bernoulli

Soit f une fon
tion de 
lasse Cp sur [0, 1] ave
 p ≥ 1. Une intégration par parties donne

∫ 1

0

f(x)dx =

[(
x− 1

2

)
f(x)

]1

0

−
∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f ′(x)dx,


e qui peut se ré
rire

1

2
f(0) +

1

2
f(1) =

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ 1

0

B1(x)f
′(x)dx

ave
 B1(x) = x − 1
2 , 
e 
hoix ayant l'intérêt que

∫ 1

0
B1(x)dx = 0. L'idée 
onsiste �a

répéter les intégrations par parties en introduisant des primitives su

essives de B1

dont l'intégrale sur [0, 1] est nulle. De fa�
on pré
ise, on 
hoisit Bp en sorte que

B′
p(x) = pBp−1(x),

∫ 1

0

Bp(x)dx = 0,

la deuxième 
ondition permettant de �xer la 
onstante d'intégration de manière unique.

On trouve ainsi

∫ 1

0

Bp−1(x)f
(p−1)(x)dx =

[
1

p
Bp(x)f

(p−1)(x)

]1

0

−
∫ 1

0

1

p
Bp(x)f

(p)(x)dx,

∫ 1

0

Bp−1(x)

(p− 1)!
f (p−1)(x)dx =

bp
p!

(
f (p−1)(1)− f (p−1)(0)

)
−
∫ 1

0

Bp(x)

p!
f (p)(x)dx,

où bp = Bp(0) = Bp(1) par dé�nition (noter que Bp(1) − Bp(0) =
∫ 1

0
pBp−1(x)dx est

nulle pour p ≥ 2). De 
e
i on déduit fa
ilement par ré
urren
e la formule

1

2
f(0) +

1

2
f(1) =

∫ 1

0

f(x)dx+
b∑

m=2

(−1)m
bm
m!

(
f (m−1)(1)− f (m−1)(0)

)

+ (−1)p+1

∫ 1

0

Bp(x)

p!
f (p)(x)dx. (∗)

Cal
ulons par exemple B2. On a par dé�nition

B′
2(x) = 2B1(x) = 2x− 1, d'où

B2(x) = x2 − x+ C, x ∈ [0, 1],

et la 
ondition

∫ 1

0
B2(x)dx = 0 implique C = 1

6
. On voit fa
ilement par ré
urren
e que

Bp est un polyn�me unitaire de degré p �a 
oe�
ients rationnels, tel que Bp(0) = Bp(1)
pour p ≥ 2. On 
onvient d'étendre Bp �a R en posant

Bp(x) = Bp(x− E(x)) si x 6∈ [0, 1[.

On obtient ainsi une fon
tion périodique de période 1 qui est un polyn�me en restri
tion

�a [0, 1[ (mais qui, bien entendu, n'est pas un polyn�me sur R tout entier).
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−2 −1 0 1/2 1 2 x

−1/2

1/2
B1

−2 −1 1 2 x−1/12

1/6 B2

Théorème et dé�nition. Les polyn�mes Bp sont appelés polyn�mes de Bernoulli.

Les nombres de Bernoulli sont les réels bp dé�nis par

b0 = 1, b1 = −1

2
, bp = Bp(0) si p ≥ 2.

On a les formules :

(1) Bp(x) =

p∑

m=0

Cmp bmx
p−m , p ≥ 1, x ∈ [0, 1[.

(2) bp =

p∑

m=0

Cmp bm , p ≥ 2.

(3) Bp(1− x) = (−1)pBp(x) , p ≥ 1.

(4) bm = 0 si m est impair ≥ 3.

Démonstration.

(1) La formule est vraie pour p = 1 d'après la dé�nition de b0, b1. Supposons la formule

vraie �a l'ordre p− 1 :

Bp−1(x) =

p−1∑

m=0

Cmp−1bmx
p−1−m.

On a alors

B′
p(x) = pBp−1(x) =

p−1∑

m=0

pCmp−1bmx
p−1−m,
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Bp(x) = Bp(0) +

p−1∑

m=0

p

p−m
Cmp−1bmx

p−m

= bp +

p−1∑

m=0

Cmp bmx
p−m,

don
 la formule est en
ore vraie �a l'ordre p.

(2) D'après 
e qui pré
ède, Bp est 
ontinue sur R pour tout p ≥ 2 et véri�e

Bp(1) = Bp(0) = bp, par 
onséquent (2) est un 
as parti
ulier de (1).

(3) Par ré
urren
e sur p, on voit que (−1)pBp(1− x) a pour dérivée

−(−1)pB′
p(1− x) = p(−1)p−1Bp−1(1− x) = pBp−1(x) = B′

p(x).

Comme (−1)pBp(1 − x) est d'intégrale nulle sur [0, 1], on en déduit que

(−1)pBp(1− x) et Bp(x) 
o��n
ident.

(4) Pour p ≥ 2 et x = 0, (3) donne bp = (−1)pbp, don
 bp = 0 si p est impair.

La relation (2) appliquée �a p = 2k + 1 donne

0 = C2k
2k+1b2k + C2k−2

2k+1 b2k−2 + . . .+ C2
2k+1b2 + C1

2k+1b1 + 1.

Ce
i permet de 
al
uler par ré
urren
e les nombres de Bernoulli su

essifs :

b0 = 1, b1 = −1

2
, b2 =

1

6
, b4 = − 1

30
, b6 =

1

42
, b8 = − 1

30
, b10 =

5

66
, . . .

Supposons maintenant donnée une fon
tion f de 
lasse Cp sur [α, β] où α, β sont des

entiers. Grâ
e �a la périodi
ité des fon
tions Bp, la formule (∗) 
i-dessus est vraie sur

haque intervalle [α, α+ 1], . . . , [β − 1, β]. Par sommation, on en déduit

1

2
f(α) + f(α+ 1) + . . .+ f(β − 1) +

1

2
f(β) =

∫ β

α

f(x)dx

+

p∑

m=2

(−1)m
bm
m!

(
f (m−1)(β)− f (m−1)(α)

)
+ (−1)p+1

∫ β

α

Bp(x)

p!
f (p)(x)dx.

En appliquant 
e
i pour p = 2k et en tenant 
ompte du fait que bm = 0 si m est

impair ≥ 3, on obtient la

Formule d'Euler-Ma
laurin. Soit f une fon
tion de 
lasse Ck sur [α, β] où α, β ∈ Z
et soit T (f) = 1

2 f(α)+f(α+1)+. . .+f(β−1)+ 1
2 f(β) la somme des trapèzes asso
iées

�a f . Alors

T (f) =

∫ β

α

f(x)dx+
k∑

m=1

b2m
(2m)!

(
f (2m−1) (β)− f (2m−1)(α)

)

−
∫ β

α

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx.
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Pour pouvoir exploiter 
ette formule �a des �ns numériques, il importe de savoir majorer

la fon
tion B2k(x) qui intervient dans le reste intégral.

4.2. Lien ave
 les séries de Fourier et estimation de Bp

Comme Bp est périodique de période 1, il est tentant de re
her
her un développement

de Bp en série de Fourier. D'après la formule (∗) du § 4.1 appliquée �a f(x) = e−2πinx
,

il vient

1 =

∫ 1

0

e−2πinxdx+ 0− (2πin)p
∫ 1

0

Bp(x)

p!
e−2πinxdx,

et la première intégrale est nulle pour n 6= 0. On en déduit que le 
oe�
ient de Fourier

d'indi
e n de Bp est 



B̂p(n) = − p!

(2πin)p
si n 6= 0,

B̂p(0) =

∫ 1

0

Bp(x) = 0 si n = 0.

Pour p ≥ 2, la série de Fourier est absolument 
onvergente et Bp est 
ontinue, don


Bp(x) = −p!
∑

n∈Z∗

e2πinx

(2πin)p
, (∀x ∈ R).

Pour p = 1, la fon
tion B1 est de 
lasse C1
par mor
eaux, don
 la série 
onverge vers

B1(x) en tout point x 6∈ Z et vers

1
2

(
B1(x+0)+B1(x− 0)

)
= 0 si x ∈ Z. La formule


i-dessus peut se ré
rire

B2k(x) =
(−1)k+12(2k)!

(2π)2k

+∞∑

n=1

cos 2πnx

n2k
,

B2k+1(x) =
(−1)k+12(2k + 1)!

(2π)2k+1

+∞∑

n=1

sin 2πnx

n2k+1
.

En parti
ulier, si l'on introduit la fon
tion ζ de Riemann

ζ(s) =
+∞∑

n=1

1

ns
,

on obtient

b2k =
(−1)k+12(2k)!

(2π)2k
ζ(2k).

Comme ζ(s) ≤ 1 +
∫ +∞
1

dx/xs = 1 + 1/(s − 1), on voit que lims→+∞ ζ(s) = 1 et en

parti
ulier on a

b2k ∼ (−1)k+12(2k)!

(2π)2k
quand k → +∞.
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Les 
oe�
ients |b2k| tendent don
 vers +∞ assez vite. Par ailleurs, il est 
lair que

B2k(x) atteint sa valeur absolue maximum pour x = 0 ; on obtient don


|B2k(x)| ≤ |b2k|, ∀x ∈ R. (∗∗)

Comme B2k+1(0) = 0 pour k ≥ 1, on a d'autre part

B2k+1(x) = (2k + 1)

∫ x

0

B2k(t)dt

don
 |B2k+1(x)| ≤ (2k + 1)|x| |b2k|. On en déduit l'inégalité

|B2k+1(x)| ≤
(
k +

1

2

)
|b2k|

d'abord pour x ∈
[
0, 12
]
, puis pour x ∈

[
1
2 , 1
]
grâ
e �a la formule (3) du § 4.1, puis pour

tout x ∈ R par périodi
ité.

4.3. Appli
ation �a la re
her
he de développements asymptotiques

Soit f une fon
tion de 
lasse C∞
sur [α,+∞[ où α ∈ Z. Pour tout entier n ≥ α, on


her
he �a obtenir un développement limité �a tout ordre de la somme

Sn(f) = f(α) + f(α+ 1) + . . .+ f(n)

lorsque n tend vers +∞. Un tel développement est appelé développement asymptotique

de Sn(f) ; il permet généralement d'obtenir de très bonnes valeurs appro
hées de Sn(f)
lorsque n est grand.

Théorème. On suppose qu'il existe un entier m0 ∈ N et un réel x0 tels que

pour m ≥ m0 les dérivées f (m)(x) soient de signe 
onstant sur [x0,+∞[, ave


limx→+∞ f (m)(x) = 0. Alors il existe une 
onstante C indépendante de n et k, telle
que pour tout n ≥ x0 et tout k > m0

2 on ait :

Sn(f) = C +
1

2
f(n) +

∫ n

α

f(x)dx+

k−1∑

m=1

b2m
(2m)!

f (2m−1)(n) +Rn,k

ave


Rn,k = θ
b2k
(2k)!

f (2k−1)(n) = θ × (1

er
terme omis), θ ∈ [0, 1].

Démonstration. On a par dé�nition Sn(f) = 1
2
f(α) + 1

2
f(n) + T (f) où T (f) est la

somme des trapèzes de f sur [α, n]. La formule d'Euler Ma
laurin entraîne

Sn(f) =
1

2
f(α) +

1

2
f(n) +

∫ n

α

f(x)dx+

k∑

m=1

b2m
(2m)!

f (2m−1)(n)

−
k∑

m=1

b2m
(2m)!

f (2m−1)(α)−
∫ +∞

α

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx

+

∫ +∞

n

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx.
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On obtient don
 le développement du théorème ave
 une 
onstante C = Ck dépendant
a priori de k et un reste Rn,k donnés par

Ck =
1

2
f(α)−

k∑

m=1

b2m
(2m)!

f (2m−1)(α)−
∫ +∞

α

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx,

Rn,k =
b2k
(2k)!

f (2k−1)(n) +

∫ +∞

n

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx,

�a 
ondition de montrer que les intégrales 
onvergent. Comme k > m0

2 , f (2k)
est de

signe 
onstant sur [x0,+∞[. D'après l'inégalité (∗∗) du § 4.2, il vient

∣∣∣
∫ +∞

n

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx

∣∣∣ ≤ |b2k|
(2k)!

∣∣∣
∫ +∞

n

f (2k)(x)
∣∣∣,

∫ +∞

n

f (2k)(x)dx = lim
N→+∞

∫ N

n

= lim
N→+∞

(
f (2k−1)(N)− f (2k−1)(n)

)
= −f (2k−1)(n).

On a don
 bien 
onvergen
e et nos estimations montrent par ailleurs que l'intégrale

�gurant dans Rn,k est de valeur absolue plus petite que le premier terme, don


Rn,k = θ
b2k
(2k)!

f (2k−1)(n), θ ∈ [0, 2].

Il reste �a voir qu'on a en fait θ ∈ [0, 1] et que Ck ne dépend pas de k. Appliquons la

formule �a l'ordre k+1 et identi�ons ave
 la formule donnant Sn(f) �a l'ordre k. Il vient

Ck +Rn,k = Ck+1 +
b2k
(2k)!

f (2k+1)(n) +Rn,k+1.

En faisant tendre n vers +∞, on trouve Ck = Ck+1, don
 Ck est bien indépendante de

k, et

Rn,k =
b2k
(2k)!

f (2k+1)(n) +Rn,k+1.

D'après 
e qui pré
ède, Rn,k est de même signe que le terme b2k/(2k)!f
(2k−1)(n) tandis

que Rn,k+1 est du signe opposé : le § 4.2 montre que signe (b2k) = (−1)k+1
, tandis que

signe f (2k+1) = −signe f (2k) = signe f (2k−1)
. On a don


Rn,k

/( b2k
(2k)!

f (2k−1)(n)
)
≤ 1,


e qui implique θ ∈ [0, 1].

Exemple 1. Formule de Stirling ave
 reste.



Chap. III � Intégration numérique, §4. Formule d'Euler-Ma
laurin 83

On applique la formule �a f(x) = ln x sur [1,+∞[ :

Sn(f) = ln 1 + . . .+ ln (n) = ln (n!),
∫ n

1

ln xdx = n(ln (n)− 1) + 1,

f (m)(x) =
(−1)m−1(m− 1)!

xm
, d'où

ln (n!) = C′ +
1

2
ln (n) + n(ln (n)− 1) +

k−1∑

m=1

b2m
2m(2m− 1)

1

n2m−1
+Rn,k

n! = eC
′√
n
(n
e

)n
exp

( k−1∑

m=1

b2m
2m(2m− 1)

1

n2m−1
+Rn,k

)

On peut véri�er que eC
′

=
√
2π (exer
i
e 
i-dessous), d'où en parti
ulier

n! =
√
2πn

(n
e

)n
exp

( 1

12n
− 1

360n3
+

1

1260n5
− θ

1680n7

)
.

Exer
i
e. On pose In =

∫ π/2

0

(sin x)n dx, n ∈ N.

(a) Montrer que In = n−1
n

In−2 si n ≥ 2.
Cal
uler I0, I1 puis I2n, I2n+1 et I2n · I2n+1.

(b) Montrer que In est dé
roissante et que I2n+1 ∼ I2n.

(
) En déduire

(2n)!

n!2
∼ 22n√

πn
et la valeur de eC

′

.

Exemple 2 Évaluation de la 
onstante d'Euler γ.

On applique 
ette fois la formule d'Euler-Ma
laurin �a f(x) = 1/x sur [1,+∞[ :

Sn(f) = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
,

∫ n

1

1

x
dx = lnn,

f (m)(x) =
(−1)mm!

xm+1
, d'où

Sn(f) = C +
1

2

1

n
+ ln n−

k−1∑

m=1

b2m
2m

1

n2m
+Rn,k.

Ce
i montre que la limite γ = limn→+∞ 1 + 1
2 + . . . + 1

n − lnn existe et qu'elle est

égale �a la 
onstante C de la formule d'Euler-Ma
laurin. On obtient de plus pour tout

n l'approximation

γ = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
− lnn− 1

2n
+

k−1∑

m=1

b2m
2m

1

n2m
−Rn,k
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ave
 une erreur −Rn,k = θ b2k2k
1
n2k .

D'après 4.2 nous avons b2k ∼ (−1)k+12(2k)!
(2π)2k

don


(∗) b2k
2k

1

n2k
∼ (−1)k+12(2k − 1)!

(2πn)2k
,

et on voit que, prise par rapport �a l'indi
e k, la série 
orrespondante est divergente pour
toute valeur �xée de n. Il en est de même pour la sommation apparaissant dans la

formule de Stirling. Le le
teur pourra observer que l'appli
ation de la formule d'Euler-

Ma
laurin 
onduit presque toujours �a des séries divergentes (
'est la raison même pour

laquelle on parle de développements asymptotiques).

En dépit de 
ette divergen
e, on dispose tout de même l�a d'un ex
ellent moyen

d'approximation et de 
al
ul numérique. En e�et, on voit que la valeur absolue du

membre de droite de (∗) passe par un minimum pour k = E(πn + 1
2
), puisque le

rapport du terme d'indi
e k �a 
elui d'indi
e k − 1 est (2k − 2)(2k− 1)/(2πn)2, qui est
plus petit que 1 tant que 2k− 1 6 2πn. Pour k = E(πn+ 1

2
) = πn+ r, r ∈ [−1

2
, 1
2
], la

formule de Stirling donne

2(2k − 1)!

(2πn)2k
=

(2k)!

k(2πn)k
∼

√
4π(2k/e)2k√
k(2πn)2k

∼ 2√
n

(
1 +

r

πn

)2k
e−2k ∼ 2√

n
e−2πn

puisque limn→+∞(1 + r
πn)

2k = limn→+∞(1 + r
πn)

2πn = e2r. Lorsque n est grand, la

pré
ision d'améliore don
 exponentiellement ave
 n, �a 
ondition de s'arrêter au terme

b2k(. . .) de valeur absolue minimale ; au del�a, l'erreur augmente, et même, la série

diverge !

5. Méthode d'intégration de Romberg

On va montrer i
i 
omment �a partir de la formule d'Euler-Ma
laurin on peut 
onstruire

une méthode d'intégration basée sur l'a

élération de la 
onvergen
e de la méthode

des trapèzes. On obtient ainsi un algorithme de 
al
ul souple et performant, aisé �a

programmer et souvent préféré �a tout autre dans la pratique.

5.1. Pro
édé d'extrapolation de Ri
hardson

On suppose donnée une fon
tion A qui admet un développement limité �a tout ordre

au voisinage de 0 :

A(t) = a0 + a1t+ . . .+ akt
k +Rk+1(t)

ave
 |Rk+1| ≤ Ck+1|t|k+1
.

La situation est la suivante : on suppose qu'on a un algorithme permettant de 
al
uler

A(tm) pour 
ertains réels tm → 0+, et on 
her
he �a extrapoler 
es valeurs pour

obtenir A(0) = a0. On 
onstruit pour 
ela un pro
édé d'a

élération de la 
onvergen
e


onsistant �a éliminer su

essivement les termes a1t, a2t
2, . . . du développement limité

de A(t).

Prin
ipe de la méthode. Soit r > 1 un réel �xé. On a

A(rt) = a0 + . . .+ anr
ntn + . . .+ akr

ktk +O(tk+1).
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Pour éliminer le terme en tn, il su�t de former le quotient

rnA(t)− A(rt)

rn − 1
= a0 + b1t+ . . .+ bn−1t

n−1 + 0 + bn+1t
n−1 + . . .

Si on 
al
ule su

essivement les quantités

A0(t) = A(t)

A1(t) =
rA0(t)− A0(rt)

r − 1
, . . . ,

An(t) =
rnAn−1(t)− An−1(rt)

rn − 1
,

alors on élimine su

essivement t, t2, . . . , tn. De manière générale on aura

An(t) = a0 + bn,n+1t
n+1 + . . .+ bn,kt

k +O(tk+1)

don
 An(t) = A0+O(tn+1) est une meilleure approximation de a0 que la fon
tion A(t)
initiale. Supposons en parti
ulier qu'on sa
he 
al
uler les quantités

Am,0 = A(r−mt0)

où t0 > 0 est �xé (de sorte que limm→+∞Am,0 = a0). On a seulement a priori

A(t) = a0 +O(t), don

Am,0 = a0 +O(r−m).

Si on pose Am,n = An(r
−mt0), il vient

Am,n = a0 +O(r−m(n+1)) quand m→ +∞,

de sorte que la 
onvergen
e est sensiblement (n+ 1)-fois rapide que 
elle de Am,0. Les
nombres Am,n se 
al
ulent par la formule de ré
urren
e

Am,n =
rnAm,n−1 − Am−1,n−1

rn − 1
.

Dans la pratique, on 
ommen
e par ranger les valeurs Am,0 dans un tableau TAB, puis

on e�e
tue le 
al
ul des 
olonnes Am,1, Am,2, . . . 
omme suit :

TAB[0] A0,0
�

A1,1
�

A2,2
�

A3,3

TAB[1] A1,0
�

A2,1
�

A3,2 . . .

TAB[2] A2,0
�

A3,1 . . . . . .

TAB[3] A3,0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

Chaque 
olonne est une suite 
onvergeant vers a0, mais la 
olonne d'indi
e n 
onverge

n+ 1 fois plus vite �a l'in�ni que 
elle d'indi
e 0.
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5.2. Méthode de Romberg

Soit f ∈ C∞([α, β]). On 
onsidère la subdivision de [α, β] en l sous-intervalle égaux

donnée par les points xj = α + jh, 0 ≤ j ≤ l où h = β−α
l , et on note

Tf (h) = h

(
1

2
f(α) + f(α+ h) + . . .+ f(β − h) +

1

2
f(β)

)

la somme des trapèzes asso
iées. Appliquons la formule d'Euler-Ma
laurin �a la fon
tion

g(u) = f(α+ uh), u ∈ [0, l],

g(m)(u) = hmf (m)(α+ uh).

Il vient

Tg(1) =

∫ l

0

f(α+ uh)du+
k∑

m=1

b2m
2m!

h2m−1
(
f (2m−1)(β)− f (2m−1)(α)

)

− h2k
∫ l

0

B2k(u)

2k!
f (2k)(α+ uh)du

d'où

Tf (h) = hTg(1) =

∫ β

α

f(x)dx+

k∑

m=1

b2m
(2m)!

h2m
(
f (2m−1)(β)− f (2m−1)(α)

)

− h2k
∫ β

α

B2k((x− α)/h)

2k!
f (2k)(x)dx.

On en déduit que Tf (h) admet le développement limité

Tf (h) =

∫ β

α

f(x)dx+
k−1∑

m=1

amh
2m +O(h2k)

ave
 am =
b2m
(2m)!

(
f (2m−1)(β) − f (2m−1)(α)

)
.

On peut don
 é
rire Tf (h) = A(h2) où

A(t) = Tf (
√
t) = a0 + a1t+ . . .+ ak−1t

k−1 +O(tk),

et il s'agit de 
al
uler le 
oe�
ient

a0 =

∫ β

α

f(x)dx.

On utilise pour 
ela des di
hotomies su

essives ave
 les pas h = β−α
2m . Ce
i nous amène

�a 
al
uler

Am,0 = Tf

(β − α

2m

)
= A(4−m(β − α)2

)
.
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On applique don
 le pro
édé d'extrapolation de Ri
hardson ave
 r = 4, 
e qui 
onduit
�a la formule de ré
urren
e

Am,n =
4nAm,n−1 − Am−1,n−1

4n − 1
.

On a alors Am,n =
∫ β
α
f(x)dx + O(4−m(n+1)) quand m → +∞. La valeur appro
hée

retenue est 
elle 
orrespondant aux indi
es m,n les plus élevés pour lesquels Am,n a

été 
al
ulé.

Remarque 1. On peut gagner du temps dans le 
al
ul de Am,0 en utilisant Am−1,0

pour évaluer Am,0. Si h = β−α
2m , on a en e�et :

Am,0 = h
(1
2
f(α) + f(α+ h) + . . .+ f(β − h) +

1

2
f(β)

)

Am−1,0 = 2h
(1
2
f(α) + f(α+ 2h) + . . .+ f(β − 2h) +

1

2
f(β)

)

Il su�t de poser

A′
m,0 = h

(
f(α+ h) + f(α+ 3h) + . . .+ f(β − h)

)

et alors on obtient

Am,0 =
1

2
Am−1,0 + A′

m,0.

Remarque 2. Si f ∈ C∞(R) est périodique de période β−α, alors f (m)(β) = f (m)(α)
pour tout m et on a don
 un développement limité �a tout ordre

Tf (h) =

∫ β

α

f(x)dx+O(h2k)

réduit �a son terme 
onstant. Il est inutile dans 
e 
as d'appliquer le pro
édé

d'extrapolation de Ri
hardson : la dernière somme des trapèzes 
al
ulée Am,0 donne

déj�a une très bonne approximation de l'intégrale.

Exer
i
e. Véri�er que Am,1 (resp. Am,2) est la méthode de Simpson 
omposée sur

2m−1
sous-intervalles (resp. Boole-Villar
eau sur 2m−2

sous-intervalles).

Pour n ≥ 3, on peut véri�er que Am,n ne 
orrespond plus �a une méthode de Newton-

Cotes.

6. Problèmes

6.1. Soient x1 et x2 deux points de [−1, 1] et λ1 et λ2 ∈ R. On désigne par C[−1, 1]
l'espa
e ve
toriel des fon
tions 
ontinues sur [−1, 1] et �a valeurs réelles et on dé�nit

T : C[−1, 1] → R par T (f) = λ1f(x1) + λ2f(x2).
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(a) Quelles 
onditions doivent véri�er x1, x2, λ1, λ2 pour que T soit une méthode

d'intégration sur [−1, 1] exa
te pour

(α) Les fon
tions 
onstantes ?

(β) Les fon
tions a�nes ?

(γ) Les polyn�mes de degré inférieur ou égal �a 2 ?

(b) Parmi les méthodes exa
tes pour les polyn�mes de degré inférieur ou égal �a 2,

une seule véri�e x1 = −x2. Montrer que 
e 
hoix de x1 et x2 (et des λ1
et λ2 
orrespondants) fournit une méthode exa
te pour les polyn�mes de degré

inférieur ou égal �a 3 et qu'il s'agit de la seule méthode d'intégration exa
te pour les

polyn�mes de degré inférieur ou égal �a 3 qui soit du type étudié dans le problème.

Quelle est 
ette méthode ?

6.2.

(a) Montrer que pour un polyn�me trigonométrique de degré n

n∑

p=−n
cpe

ipx,

la méthode des trapèzes de pas 
onstant h = 2π
n+1 est exa
te sur l'intervalle [0, 2π].

(b) Montrer que si f peut être appro
hée par un polyn�me trigonométrique de degré

n �a moins de ε sur [a, b], la méthode des trapèzes pour h = 2π
n+1 fournit un erreur

inférieure �a 4πε pour
∫ 2π

0
f(x)dx.

(
) On 
onsidère f(x) = exp
(
1
2 sin x

)
. Donner une majoration de l'erreur pour la

méthode des trapèzes pour

∫ 2π

0
f(x) dx ave
 h = π/2, h = π/4. Que pensez-vous

de 
e dernier résultat ?

6.3. Soit f : [−1, 1] → R une fon
tion de 
lasse Cn, où n sera supposé aussi grand que

les besoins l'exigeront. On 
onsidère la méthode d'intégration numérique appro
hée

donnée par

(M)

∫ 1

−1

f(x)dx ≃ f(ω) + f(−ω) avec ω ∈ [0, 1].

(a) Cal
uler l'erreur

E(f) =

∫ 1

−1

f(x)− (f(ω) + f(−ω))

pour f(x) = 1, x, x2 respe
tivement. Déterminer l'ordre de la méthode (M) en

fon
tion de ω.
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(b) On se pla
e i
i dans le 
as où la méthode (M) est d'ordre 1.

(α) Cal
uler le noyau de Peano K1(t), et tra
er le graphe de K1 pour ω = 5/8.
Pour quelles valeurs de ω le noyau K1 est-il de signe 
onstant ?

(β) Montrer que l'erreur véri�e une majoration

|E(f)| ≤ C(ω)‖f ′′‖∞

où C(ω) est une 
onstante dont on déterminera la valeur optimale :

• lorsque K1 est de signe 
onstant ;

• lorsque ω = 5/8.

(
) Cal
uler le noyau de Peano dans le 
as où la méthode (M) est d'ordre 3 et véri�er

que 
e noyau est une fon
tion paire. En déduire qu'il existe ξ ∈ ]− 1, 1[ tel que

E(f) =
1

135
f (4)(ξ).

(d) En utilisant le résultat du (
), estimer l'erreur obtenue par la méthode 
omposée

asso
iée �a la méthode (M) pour le 
al
ul d'une intégrale

∫ b

a

g(x)dx

ave
 une subdivision de [a, b] de pas 
onstant h = (b− a)/k, k ∈ N⋆.

6.4. Soit p un entier naturel et soit f(x) = xp. On note

Sn,p =

n∑

m=1

mp.

On utilise la formule du développement asymptotique de Sn(f) ave
 α = 0.

(a) Montrer que pour k assez grand, le reste Rn,k est nul. En déduire une expression

de Sn,p ; on 
al
ulera la valeur de la 
onstante C en observant que S0,p = 0.

(b) Donner une expression fa
torisée de Sn,p pour p = 2, 3, 4, 5.

6.5. Soit β un réel > 1. On 
onsidère la fon
tion

f(x) =
1

xβ
et on note ζ(β) =

+∞∑

n=1

1

nβ
.

On utilise la formule du développement asymptotique de Sn(f) ave
 α = 1.
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(a) Exprimer ζ(β) en fon
tion de la 
onstante C de la formule ; pour 
ela, on fera

tendre n vers +∞.

(b) Déterminer le développement limité de ζ(β) − Sn(f) ave
 reste Rn,k. En prenant

n = 5 et k = 5, donner un en
adrement de ζ(3).

6.6. On applique i
i la formule d'Euler-Ma
laurin �a la fon
tion f(x) = eax, a ∈ C.

(a) Montrer l'égalité

a

2

ea + 1

ea − 1
= 1 +

k∑

m=1

b2ma
2m

(2m)!
− a2k+1

ea − 1

∫ 1

0

B2k(x)

(2k)!
eaxdx

(b) Montrer que le reste intégral est majoré pour tout a ∈ C par

|b2k|
(2k)!

e|Re a| − 1

|Re a|
|a|

|ea − 1| |a|
2k si ea 6= 1.

En déduire que

a
2
ea+1
ea−1 = 1 +

∑+∞
m=1

b2ma
2m

(2m)! sur le disque |a| < 2π, et que le rayon

de 
onvergen
e de la série est 2π.

(
) Lorsque a est réel, montrer que le reste intégral est majoré par |b2k|a2k/(2k)!, ainsi
que par 2|b2k+2|a2k+2/(2k + 2)!.

Utiliser 
e
i pour trouver une valeur appro
hée de (e+1)/(e−1) en prenant k = 4.
Véri�er que l'erreur 
ommise est inférieure �a 10−7

.

6.7. On 
onsidère la fon
tion

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ R.

(a) A l'aide d'une dé
omposition en éléments simples, 
al
uler la dérivée f (m)
et

montrer que |f (m)(x)| ≤ m! (1 + x2)−(m+1)/2
.

(b) Déterminer le développement asymptotique de la suite

Sn =

n∑

k=0

1

1 + k2
.

(
) Cal
uler S10 et en déduire une valeur appro
hée �a 10−6
près de la somme

+∞∑

n=0

1

1 + n2
.
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6.8. On se propose i
i d'étudier une méthode d'intégration numérique analogue aux

méthodes de Newton-Cotes.

(a) Soit g une fon
tion 
ontinue sur [−1, 2]. Déterminer le polyn�me

p(x) =
∑2
i=−1 g(i)ℓi(x) de degré ≤ 3 qui interpole g aux points −1, 0, 1, 2.

Exprimer l'erreur d'interpolation �a l'aide du polyn�me

π(x) = x(x+ 1)(x− 1)(x− 2).

(b) Cal
uler

∫ 1

0
p(x)dx et

∫ 0

−1
p(x)dx en fon
tion des valeurs g(i), −1 ≤ i ≤ 2.

En déduire

∫ 2

1
p(x)dx.

Véri�er les formules pour g(x) = 1 (resp. g(x) = x).

(
) Cal
uler

∫ 1

0
|π(x)|dx et

∫ 0

−1
|π(x)|dx.

En déduire une majoration (la meilleure possible !) de

∫ i+1

i
|g(x) − p(x)|dx,

i = −1, 0, 1, en fon
tion de la norme uniforme d'une dérivée 
onvenable de g (g est
supposée su�samment dérivable).

(d) Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a, b] ave
 a < b. On note

a = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = b, n ≥ 8

la subdivision de pas 
onstant h = b−a
n et on pose fi = f(ai).

On étudie la méthode d'intégration numérique

∫ b

a

f(x)dx =
n−1∑

i=0

∫ ai+1

ai

f(x)dx ≃
n−1∑

i=0

∫ ai

ai+1

pi(x)dx

où pi désigne le polyn�me d'interpolation de Lagrange de f aux points ai−1, ai,
ai+1, ai+2 si 1 ≤ i ≤ n − 2, ave
 la 
onvention d'é
riture p0 = p1, pn−1 = pn−2.

Montrer que 
ette méthode s'é
rit

∫ b

a

f(x)dx ≃ h

n∑

i=0

λifi

pour des 
oe�
ients λi que l'on expli
itera. Que peut-on dire de l'ordre de la

méthode ?

(e) Majorer les erreurs

∫ ai+1

ai
|f(x)− pi(x)|dx et

E(f) =

∫ b

a

f(x)dx− h

n∑

i=0

λifi

en fon
tion de h, b− a, et de la norme uniforme d'une dérivée 
onvenable de f .



92 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

6.9. On désigne par C l'espa
e des fon
tions dé�nies sur l'intervalle [−1, 1] �a valeurs

dans R, muni de la norme uniforme.

(a) Montrer que pour tout f ∈ C l'intégrale

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx est 
onvergente.

(b) On note tn le polyn�me de T
heby
hev de degré n.

On rappelle le résultat

∫ 1

−1
tn(x)tk(x)√

1−x2
dx = π

2 δn,k où δn,k est le symbole de

Krone
ker. Cal
uler

∫ 1

−1
xntm(x)√

1−x2
dx pour n < m.

(
) On note x0, x1, x2 les ra
ines de t3. Déterminer trois réels A0, A1, A2 tels que

pour tout polyn�me P de degré ≤ 2 on ait

∫ 1

−1

P (x)√
1− x2

dx = A0P (x0) +A1P (x1) + A2P (x2).

Montrer que l'égalité est en
ore véri�ée si P est de degré ≤ 5.

(d) Montrer que l'intégrale

∫ 1

0
x4dx√
x(1−x)

est 
onvergente et, �a l'aide de (
), 
al
uler sa

valeur.

(e) Pour n �xé non nul, on désigne par xk les ra
ines de tn et par Ak des nombres réels

(0 ≤ k ≤ n− 1). Pour tout f ∈ C on note

Sn(f) =

n−1∑

k=0

Akf(xk) et Rn(f) =

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx− Sn(f).

(α) Montrer que l'on peut déterminer les Ak de manière unique de sorte que pour

tout polyn�me P de degré ≤ n− 1 on ait Rn(P ) = 0.

(β) Montrer que pour 1 ≤ p ≤ n− 1 on a

∑n−1
k=0 Tp(xk) = 0.

En déduire que Ak = π
n pour tout k.

(γ) Montrer que Rn(P ) = 0 pour tout polyn�me de degré ≤ 2n− 1.

(f) Soient f ∈ C et P un polyn�me. En supposant ‖f − p‖ < ε, donner un majorant

de |Rn(f)| lorsque n→ +∞. En déduire

lim
n→+∞

Sn(f) =

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx.

6.10. Le but du problème est d'établir quelques résultats sur la formule appro
hée∫ 1

−1
f(x)dx ≃

∫ 1

−1
Pn(x)dx où Pn(x) est le polyn�me d'interpolation de degré n de f

aux points de T
heby
hev xi = cos θi, tels que θi =
(2i+1)
2n+2

π, 0 ≤ i ≤ n.
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(a) Ave
 les notations de II 4.3, montrer que le polyn�mes li de Lagrange sont donnés
par

li(x) =
(−1)i sin θi
n+ 1

tn+1(x)

x− xi
, 0 ≤ i ≤ n.

(b) Pour x ∈ [−1, 1] et n ∈ N on note

an(x) =

∫ 1

−1

cos(nArc cosx)− cos(nArc cos y)

x− y
dy.

Montrer que an est un polyn�me de degré n et que l'on a

∫ 1

−1

Pn(x)dx =
n∑

i=0

ωif(xi) ave
 ωi =
(−1)i sin θi
n+ 1

an+1(xi).

(
) Cal
uler an+1(x)− an−1(x) ; en déduire la valeur de

an+1(x)− 2xan(x) + an−1(x).

(d) En distinguant deux 
as suivant la parité de n, montrer l'égalité

sin θ an(cos θ) = 2 sin nθ − 4
∑

1≤q<n
2

1

4q2 − 1
sin (n− 2q)θ.

(e) En déduire l'expression de ωi :

ωi =


2− 4

∑

1≤q≤n+1

2

1

4q2 − 1
cos 2qθi




n+ 1
.

Montrer l'inégalité ωi > 0.

(f) On �xe n = 10. É
rire un programme en langage informatique qui permet de


al
uler tous les 
oe�
ients ωi.





Chapitre IV

Méthodes itératives pour la résolution d'équations

Les méthodes itératives, et en parti
ulier la méthode de Newton, �gurent parmi

les méthodes numériques les plus puissantes permettant la résolution appro
hée des

équations de toute nature. L'idée de 
es méthodes est de partir d'une valeur appro
hée

grossière de la solution, et d'en améliorer la pré
ision par une appli
ation itérée d'un

algorithme bien 
hoisi.

1. Prin
ipe des méthodes itératives

1.1. Le théorème du point �xe

Soit (E, d) un espa
e métrique 
omplet et ϕ : E → E une appli
ation 
ontinue. On dit

que a ∈ E est un point �xe de ϕ si ϕ(a) = a. On dit que ϕ est 
ontra
tante si ϕ est

lips
hitzienne de rapport k < 1, 
'est-�a-dire s'il existe k < 1 tel que

∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y).

Théorème. Soit ϕ : E → E une appli
ation 
ontra
tante d'un espa
e métrique


omplet dans lui-même. Alors ϕ admet un point �xe unique a ∈ E. De plus, pour tout
point initial x0 ∈ E, la suite itérée (xp) dé�nie par xp+1 = ϕ(xp) 
onverge vers a.

Uni
ité du point �xe. Si ϕ avait deux points �xes a 6= b, alors d(ϕ(a), ϕ(b)) = d(a, b)
et d(a, b) 6= 0, don
 ϕ ne pourrait être 
ontra
tante, 
ontradi
tion.

Existen
e du point �xe. Soit x0 ∈ E un point initial quel
onque et (xp) la suite

itérée asso
iée. On a alors

d(xp, xp+1) = d(ϕ(xp−1), ϕ(xp)) ≤ k d(xp−1, xp)

d'où par ré
urren
e d(xp, xp+1) ≤ kpd(x0, x1). Pour tout entier q > p il vient

d(xp, xq) ≤
q−1∑

l=p

d(xl, xl+1) ≤
( q−1∑

l=p

kl
)
d(x0, x1)

ave


q−1∑

l=p

kl ≤
+∞∑

l=p

kl =
kp

1− k
. On a don


d(xp, xq) ≤
kp

1− k
d(x0, x1), ∀p < q
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e qui montre que (xp) est une suite de Cau
hy. Comme (E, d) est 
omplet, la suite

(xp) 
onverge vers un point limite a ∈ E. L'égalité xp+1 = ϕ(xp) et la 
ontinuité de ϕ
impliquent �a la limite a = ϕ(a).

Estimation de la vitesse de 
onvergen
e. L'inégalité

d(xp, a) = d(ϕ(xp−1), ϕ(a)) ≤ k d(xp−1, a)

implique par ré
urren
e

d(xp, a) ≤ kpd(x0, a).

La 
onvergen
e est don
 exponentiellement rapide. Lorsque E = Rm, on dit parfois

qu'il s'agit d'une 
onvergen
e linéaire, dans le sens où le nombre de dé
imales exa
tes

de xp 
roît au moins linéairement ave
 p.

Généralisation. Le théorème pré
édent reste entièrement valable si on rempla
e

l'hypothèse que ϕ est 
ontra
tante par l'hypothèse que ϕ est 
ontinue et qu'il existe une


ertaine itérée ϕm = ϕ ◦ . . . ◦ ϕ qui soit 
ontra
tante.

En e�et, dans 
e 
as, l'hypothèse que ϕm soit 
ontra
tante implique que ϕm admet un

unique point �xe a. On a don
 ϕm(a) = a et en appliquant ϕ �a 
ette égalité on trouve

ϕm(ϕ(a)) = ϕm+1(a) = ϕ(ϕm(a)) = ϕ(a),

de sorte que ϕ(a) est en
ore un point �xe de ϕm. L'uni
ité du point �xe de ϕm

entraîne ϕ(a) = a. Par ailleurs, 
omme tout point �xe de ϕ est aussi un point �xe

de ϕm, 
e point �xe est né
essairement unique. En�n, pour tout point initial x0, la
sous-suite xmp = ϕmp(x0) = (ϕm)p(x0) (
orrespondant aux indi
es multiples de m)


onverge vers a. Il en résulte que xmp+r = ϕr(xmp) 
onverge aussi vers ϕ
r(a) = a pour

r = 0, 1, . . .m − 1, et on en déduit limq→+∞ xq = a. Voir aussi le problème 4.1 pour

une autre démonstration de 
es résultats.

1.2. Appli
ation �a la résolution d'équations

Comme première appli
ation élémentaire du résultat pré
édent, soit �a résoudre une

équation f(x) = 0 d'une variable réelle x. Supposons qu'on ait une fon
tion di�éren-

tiable f : [a, b] → R telle que disons f(a) < 0, f(b) > 0, et f stri
tement 
rois-

sante, 0 < m 6 f ′(x) 6 M sur [a, b]
(
dans le 
as opposé f(a) > 0, f(b) < 0, et

−M 6 f ′(x) < −m < 0 il su�ra de 
hanger f en −f
)
. Si on pose

ϕ(x) = x− Cf(x)

ave
 une 
onstante C 6= 0, il est 
lair que l'équation f(x) = 0 équivaut �a ϕ(x) = x et

don
 la résolution de l'équation f(x) = 0 se ramène �a re
her
her les points �xes de ϕ.
L'espa
e E = [a, b] est 
omplet, et il nous faut véri�er de plus

• que ϕ envoie bien E dans E,

• que ϕ est bien 
ontra
tante sur E.
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Or nous avons ϕ′(x) = 1− Cf ′(x), don
 1− CM 6 ϕ′(x) 6 1− Cm, et pour le 
hoix

C = 1/M , la fon
tion ϕ est bien 
ontra
tante dans le rapport k = 1−m/M . De plus

ϕ est 
roissante et on a ϕ(a) > a, ϕ(b) < b, don
 ϕ([a, b]) ⊂ [a, b]. Il en résulte que

toute suite itérative xp+1 = ϕ(xp) 
al
ulée �a partir d'un point x0 ∈ [a, b] quel
onque
va 
onverger vers l'unique solution de l'équation f(x) = 0.

La vitesse de 
onvergen
e peut être estimée par la suite géométrique (1−m/M)p, et on
voit qu'on a intérêt �a 
e que les bornes m et M de l'en
adrement m 6 f ′ 6 M soient

pro
hes, 
e qui est toujours possible si f ′
est 
ontinue et si l'en
adrement initial [a, b]

de la solution x 
her
hée est su�samment �n. L'objet de 
e 
hapitre est d'étudier et

de généraliser 
e type de te
hniques, pour des fon
tions d'une ou plusieurs variables.

2. Cas des fon
tions d'une variable

2.1. Points �xes attra
tifs et répulsifs

Notre obje
tif est i
i d'étudier le 
omportement itératif d'une fon
tion au voisinage de

ses points �xes. Soit I un intervalle fermé de R et ϕ : I → I une appli
ation de 
lasse

C1
. Soit a ∈ I un point �xe de ϕ. On peut distinguer trois 
as :

(1) |ϕ′(a)| < 1.

Soit k tel que |ϕ′(a)| < k < 1. Par 
ontinuité de ϕ′
, il existe un intervalle

E = [a − h, a + h] sur lequel |ϕ′| ≤ k, don
 ϕ est 
ontra
tante de rapport k sur

E ; on a né
essairement ϕ(E) ⊂ E et par 
onséquent

∀x0 ∈ [a− h, a+ h], lim
p→+∞

xp = a.

On dit que a est un point �xe attra
tif. Dans 
e 
as la 
onvergen
e de la suite (xp) est
au moins exponentiellement rapide : |xp − a| ≤ kp|x0 − a|.

Cas parti
ulier : ϕ′(a) = 0.

Supposons de plus que ϕ soit de 
lasse C2
et que |ϕ′′| ≤ M sur E. La formule de

Taylor donne

ϕ(x) = ϕ(a) + (x− a)ϕ′(a) +
(x− a)2

2!
ϕ′′(c)

= a+
1

2
ϕ′′(c)(x− a)2, c ∈ ]a, x[,

d'où |ϕ(x)−a| ≤ 1
2
M |x−a|2, soit en
ore 1

2
M |ϕ(x)−a| ≤

[
1
2
M |x−a|

]2
. Par ré
urren
e,

on en déduit su

essivement

1

2
M |xp − a| ≤

[1
2
M |x0 − a|

]2p

,

|xp − a| ≤ 2

M

[1
2
M |x0 − a|

]2p

.
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En parti
ulier si x0 est 
hoisi tel que |x0 − a| ≤ 1
5M , on obtient

|xp − a| ≤ 2

M
10−2p

;

on voit don
 que le nombre de dé
imales exa
tes double environ �a 
haque itération ; 10

itérations su�raient ainsi théoriquement pour obtenir plus de 1000 dé
imales exa
tes !

La 
onvergen
e est don
 i
i extraordinairement rapide.

Ce phénomène est appelé phénomène de 
onvergen
e quadratique, et le point �xe a est
alors appelé parfois point �xe superattra
tif.

(2) |ϕ′(a)| > 1.

Comme lim
x→0

∣∣∣ϕ(x)− ϕ(a)

x− a

∣∣∣ = |ϕ′(a)| > 1, on voit qu'il existe un voisinage [a− h, a+ h]

de a tel que

∀x ∈ [a− h, a+ h] \ {a}, |ϕ(x)− a| > |x− a|.
On dit alors que le point �xe a est répulsif. Dans 
e 
as, la dérivée ϕ′

est de signe


onstant au voisinage de a, don
 il existe h > 0 tel que la restri
tion ϕ|[a−h,a+h]
admette une appli
ation ré
iproque ϕ−1

dé�nie sur ϕ([a−h, a+h]), qui est un intervalle

ontenant ϕ(a) = a. L'équation ϕ(x) = x peut se ré
rire x = ϕ−1(x) au voisinage de

a, et 
omme (ϕ−1)′(a) = 1/ϕ′(a), le point a est un point �xe attra
tif pour ϕ−1
.

(3) |ϕ′(a)| = 1.

On est i
i dans un 
as douteux, 
omme le montrent les deux exemples suivants dans

lesquels a = 0, ϕ′(a) = 1 :

Exemple 1. ϕ(x) = sin x, x ∈
[
0, π2

]
. On a i
i sin x < x pour tout x ∈

]
0, π2

]
.

Pour tout x0 ∈
]
0, π

2

]
la suite itérée (xp) est stri
tement dé
roissante minorée, don



onvergente. La limite l véri�e l = sin l, don
 l = 0.

Exemple 2. ϕ(x) = sinh x, x ∈ [0,+∞[. Comme sinh x > x pour tout x > 0, on voit

que le point �xe 0 est répulsif et que ∀x0 > 0, lim
p→+∞

xp = +∞.

2.2. Comportement graphique

Nous voulons dé
rire i
i un peu plus �nement le 
omportement de la suite itérative

xp+1 = ϕ(xp) au voisinage d'un point �xe attra
tif a. On suppose don
 ϕ de 
lasse C1

et |ϕ′(a)| < 1. On peut de nouveau distinguer plusieurs 
as.

(1) ϕ′(a) > 0.

Par 
ontinuité de ϕ′
on va avoir 0 < ϕ′(x) < 1 au voisinage de a, don
 il existe un

voisinage [a−h, a+h] sur lequel x 7→ ϕ(x) et x 7→ x−ϕ(x) sont stri
tement 
roissantes,

par suite

x < ϕ(x) < ϕ(a) = a pour x ∈ [a− h, a[

a = ϕ(a) < ϕ(x) < x pour x ∈ ]a, a+ h],
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e qui implique en parti
ulier que ϕ([a − h, a + h] ⊂ [a − h, a + h]. Il est fa
ile de

voir dans 
e 
as que la suite itérative xp+1 = ϕ(xp) va être stri
tement 
roissante

pour x0 ∈ [a − h, a[ et stri
tement dé
roissante si x0 ∈ ]a, a + h]. On obtient alors

typiquement un graphe

〈〈
en es
alier

〉〉
:

x

y

a− h a a+ h

y = x

y = ϕ(x)

x0 x1 ... xp x0x1

ϕ(x0)

(2) ϕ′(a) < 0.

Par 
ontinuité de ϕ′
on va avoir −1 < ϕ′(x) < 0 sur un voisinage [a−h, a+h] de a, sur

lequel ϕ est don
 stri
tement dé
roissante. Si x < a, alors ϕ(x) > ϕ(a) = a, tandis que
si x > a, on ϕ(x) < ϕ(a) = a. Comme ϕ ◦ϕ est stri
tement 
roissante (de dérivée < 1)
sur [a−h, a+h], le 
as (1) montre que les suites x2p et x2p+1 sont monotones de limite

Il s'agit don
 de suites adja
entes, et on obtient un graphe

〈〈
en es
argot

〉〉
:



100 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

x

y

a− h a a+ h

y = x

y = ϕ(x)

x0 x1x2 x3xp xp+1

ϕ(xp)

(3) ϕ′(a) = 0.

En général, on ne va rien pouvoir 
on
lure. Cependant, si ϕ est de 
lasse C2
et

ϕ′′(a) 6= 0, alors le point a est un extremum lo
al. On 
hoisira h assez petit pour

que ϕ′′
ne 
hange pas de signe et |ϕ′| < 1 sur [a − h, a + h]. Alors, si ϕ′′(a) < 0

(resp. ϕ′′(a) > 0), le point a est un maximum lo
al (resp. un minimum lo
al), et pour

x0 ∈ [a−h, a+h]r{a} quel
onque, il est fa
ile de voir que la suite (xp) est stri
tement


roissante (resp. dé
roissante), mis �a part peut-être pour le terme initial x0. On aboutit

en
ore �a un graphe en es
alier.

2.3. Exemple de résolution d'équation

Soit �a résoudre l'équation f(x) = x3 − 4x + 1 = 0, x ∈ R. On a f ′(x) = 3x2 − 4 et

l'étude de f donne :

x −∞ − 2√
3

2√
3

+∞

f ′(x) + 0 − 0 −

f(x) 1 + 16
3
√
3

+∞
ր ց ր

−∞ 1− 16
3
√
3
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−2 −1 0 1 2 x

−2

1

4

y
y = f(x)

a1 a2 a3
2√
3

L'équation f(x) = 0 admet don
 3 ra
ines réelles a1 < a2 < a3. le 
al
ul de quelques
valeurs de f donne

−2, 5 < a1 < −2, 0 < a2 < 0, 5, 1, 5 < a3 < 2.

L'équation f(x) = 0 peut se ré
rire x = ϕ(x) ave
 ϕ(x) = 1
4 (x

3+1). On a ϕ′(x) = 3
4 x

2
,

d'où :

• sur [−2, 5 ; −2], ϕ′ ≥ ϕ′(2) = 3.

• sur [0 ; 0, 5], 0 ≤ ϕ′ ≤ 0, 1875.

• sur [1, 5 ; 2], ϕ′ ≥ ϕ′(1, 5) = 1, 6875.

Seul a2 est un point �xe attra
tif de ϕ. L'intervalle [0 ; 0, 5] est né
essairement stable

par ϕ puisqu'il 
ontient un point �xe et que ϕ est 
ontra
tante et 
roissante. Pour tout

x0 ∈ [0 ; 0, 5] on aura don
 a2 = lim
p→+∞

xp.

Pour obtenir a1 et a3, on peut itérer la fon
tion ϕ
−1(x) = 3

√
4x− 1, qui est 
ontra
tante

au voisinage de 
es points.

Il sera numériquement plus e�
a
e de ré
rire l'équation sous la forme x2 − 4 + 1
x
= 0,

soit x = ϕ+(x) ou x = ϕ−(x) ave


ϕ+(x) =

√
4− 1

x
, ϕ−(x) = −

√
4− 1

x
,

suivant que x est ≥ 0 ou ≤ 0. on a alors ϕ′
± = ± 1

2x2

(
4− 1

x

)−1/2
, de sorte que

0 ≤ ϕ′
+ ≤ ϕ′

+(1, 5) ≃ 0, 122 sur [1, 5 ; 2],

ϕ′
−(−2) ≃ −0, 059 ≤ ϕ′ ≤ 0 sur [−2, 5 ; −2] ;

La 
onvergen
e sera don
 assez rapide. Nous allons voir qu'il existe en fait une méthode

générale plus e�
a
e et plus systématique.
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2.4. Méthode de Newton

On 
her
he �a évaluer numériquement la ra
ine a d'une équation f(x) = 0, en supposant

qu'on dispose d'une valeur grossière x0 de 
ette ra
ine.

a

x1 x0 x

f
y

L'idée est de rempla
er la 
ourbe représentative de f par sa tangente au point x0 :

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

L'abs
isse x1 du point d'interse
tion de 
ette tangente ave
 l'axe y = 0 est donnée par

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
;

x1 est en général une meilleure approximation de a que x0. On est don
 amené �a itérer

la fon
tion

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Supposons que f soit de 
lasse C2
et que f ′(a) 6= 0. La fon
tion ϕ est alors de 
lasse

C1
au voisinage de a et

ϕ′(x) = 1− f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
,


e qui donne ϕ(a) = a, ϕ′(a) = 0. La ra
ine a de f(x) = 0 est don
 un point �xe

superattra
tif de ϕ. Le résultat suivant donne une estimation de l'é
art |xp − a|.

Théorème. On suppose que f est de 
lasse C2
sur l'intervalle I = [a−r, a+r] et que

f ′ 6= 0 sur I. SoitM = max
x∈I

∣∣∣∣
f ′′(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ et h = min
(
r, 1
M

)
. Alors pour tout x ∈ [a−h, a+h]

on a |ϕ(x)− a| ≤M |x− a|2, et pour tout point initial x0 ∈ [a− h, a+ h]

|xp − a| ≤ 1

M
(M |x0 − a|)2p

.
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Démonstration. Introduisons la fon
tion u(x) = f(x)/f ′(x). La fon
tion f est

monotone sur I, nulle en a, don
 f a même signe que f ′(a)(x − a), 
e qui entraîne

que u(x) a même signe que x− a. De plus

u′(x) = 1− f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
= 1− f ′′(x)

f ′(x)
u(x),

don
 |u′(x)| ≤ 1 +M |u(x)| sur I. Cette inégalité permet d'obtenir le

Lemme 1. On a |u(x)| ≤ 1
M (eM|x−a| − 1) sur I.

Montrons-le par exemple pour x ≥ a. Posons v(x) = u(x)e−Mx
. Il vient u′(x) ≤

1 +Mu(x), d'où
v′(x) = (u′(x)−Mu(x))e−Mx ≤ e−Mx.

Comme v(a) = u(a) = 0, on en déduit par intégration

v(x) ≤ 1

M
(e−Ma − e−Mx),

soit en
ore u(x) ≤ 1
M (eM(x−a) − 1). Le lemme 1 est don
 démontré.

Lemme 2. Pour |t| ≤ 1, e|t| − 1 ≤ 2|t|.

En e�et la fon
tion exponentielle est 
onvexe, don
 sur tout intervalle la 
ourbe est

située sous sa 
orde. Sur l'intervalle [0, 1], 
e
i donne et ≤ 1 + (e− 1)t, d'où le lemme

2 puisque e− 1 < 2.

On peut maintenant é
rire ϕ′(x) = u(x) f
′′(x)
f ′(x) , et le lemme 1 implique

|ϕ′(x)| ≤M |u(x)| ≤ eM|x−a| − 1.

Grâ
e au lemme 2, on obtient |ϕ′(x)| ≤ 2M |x− a| pour |x− a| ≤ min
(
r, 1
M

)
. Comme

ϕ(a) = a, on voit par intégration que pour tout x ∈ [a− h, a+ h] on a

|ϕ(x)− a| ≤M |x− a|2,

soit en
ore M |ϕ(x)− a| ≤ (M |x− a|)2. L'estimation M |xp − a| ≤ (M |x0 − a|)2p s'en
déduit aussit�t par ré
urren
e.

Exemple. Pour la fon
tion f(x) = x3 − 4x+ 1 du § 2.3, on a

ϕ(x) = x− x3 − 4x+ 1

3x2 − 4
=

2x3 − 1

3x2 − 4
.
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Par itération de ϕ, on obtient alors les valeurs suivantes :

x0 −2 0 2

x1 −2, 125 0, 25 1, 875

x2 −2, 114975450 0, 254098361 1, 860978520

x3 −2, 114907545 0, 254101688 1, 860805877

x4 −2, 114907541 = x3 1, 860805853

x5 = x4 = x4

Ce
i donne des valeurs appro
hées de a1, a2, a3 �a 10−9
près environ. Le nombre

d'itérations né
essaires pour obtenir une pré
ision de 10−9
par la méthode de Newton

est typiquement 3 ou 4 (10−23

= 10−8
, 10−24

= 10−16 . . .). Le le
teur pourra véri�er

que le nombre d'itérations requises ave
 les fon
tions ϕ du § 2.3 est nettement plus

élevé (de 8 �a 20 suivant les 
as).

2.4. Méthode de la sé
ante

Dans 
ertaines situations, la dérivée f ′
est très 
ompliquée ou même impossible �a

expli
iter (
'est le 
as par exemple si la fon
tion f est le résultat d'un algorithme


omplexe). On ne peut alors utiliser telle quelle la méthode de Newton.

L'idée est de rempla
er f ′
par le taux d'a

roissement de f sur un petit intervalle.

Supposons qu'on dispose de deux valeurs appro
hées x0, x1 de la ra
ine a de l'équation
f(x) = 0 (fournies par un en
adrement x0 < a < x1).

sé
ante

f
y

0

x0 x2

a x1 x

Le taux d'a

roissement de f sur l'intervalle [x0, x1] est

τ1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
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et l'équation de la sé
ante traversant le graphe de f aux points d'abs
isse x0 et x1 est

y = τ1(x− x1) + f(x1).

On obtient ainsi une nouvelle approximation x2 de a en 
al
ulant l'abs
isse de

l'interse
tion de la sé
ante ave
 l'axe Ox :

x2 = x1 −
f(x1)

τ1
.

On va bien entendu itérer 
e pro
édé �a partir des nouvelles valeurs appro
hées x1 et

x2, 
e qui 
onduit �a poser

τp =
f(xp)− f(xp−1)

xp − xp−1
, xp+1 = xp −

f(xp)

τp
.

La méthode est don
 tout �a fait analogue �a 
elle de Newton, �a 
e
i près que l'on a

rempla
é la dérivée f ′(xp) par le taux d'a

roissement τp de f sur l'intervalle [xp, xp−1].
On notera que l'algorithme itératif ne peut démarrer que si on dispose déj�a de deux

valeurs appro
hées x0, x1 de a.

In
onvénient de la méthode. Lorsque xp et xp−1 sont trop voisins, le 
al
ul de

f(xp) − f(xp−1) et xp − xp−1 donne lieu �a un phénomène de 
ompensation et don
 �a

une perte de pré
ision sur le 
al
ul de τp. Étudions l'erreur 
ommise. La formule de

Taylor-Lagrange �a l'ordre 2 au point xp donne

f(xp−1)− f(xp) = (xp−1 − xp)f
′(xp) +

1

2
(xp−1 − xp)

2f ′′(c),

τp − f ′(xp) =
1

2
(xp−1 − xp)f

′′(c) = O(|xp − xp−1|)

après division de la première ligne par xp−1 − xp.

Supposons par ailleurs que le 
al
ul des f(xi) soit e�e
tué ave
 une erreur d'arrondi

de l'ordre de ε. Le 
al
ul de τp est alors a�e
té d'une erreur absolue de l'ordre de

ε
|xp−xp−1| . Il est inutile de 
ontinuer �a 
al
uler τp dès que 
ette erreur dépasse l'é
art

|τp − f ′(xp)|, 
e qui a lieu si

ε
|xp−xp−1| > |xp − xp−1| 
'est-�a-dire |xp − xp−1| <

√
ε.

Dans la pratique, si l'on dispose d'une pré
ision absolue ε = 10−10
par exemple, on

arrête le 
al
ul de τp dès que |xp−xp−1| <
√
ε = 10−5

; on poursuit alors les itérations

ave
 τp = τp−1 jusqu'�a l'obtention de la 
onvergen
e (
'est-�a-dire |xp+1 − xp| < ε).

D'un point de vue théorique, la 
onvergen
e de la suite est assurée par le résultat


i-dessous, qui donne simultanément une estimation pré
ise pour |xp − a|.

Théorème. On suppose f de 
lasse C2
et de dérivée f ′ 6= 0 sur l'intervalle

I = [a − r, a + r]. On introduit les quantités Mi, i = 1, 2, et les réels K, h tels

que

Mi = max
x∈I

|f (i)(x)|, mi = min
x∈I

|f (i)(x)|,

K =
M2

2m1

(
1 +

M1

m1

)
, h = min

(
r,

1

K

)
.
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Soit en�n (sp) la suite de Fibona

i, dé�nie par sp+1 = sp + sp−1 ave
 s0 = s1 = 1.
Alors quel que soit le 
hoix des points initiaux x0, x1 ∈ [a− h, a+ h] distin
ts, on a

|xp − a| ≤ 1

K
[K max(|x0 − a|, |x1 − a|)]sp.

Remarque. On véri�e fa
ilement que sp ∼ 1√
5

(
1+

√
5

2

)p+1
; 
e
i montre que le nombre

de dé
imales exa
tes 
roît environ du fa
teur

1+
√
5

2 ≃ 1, 618 �a 
haque itération. La


onvergen
e est don
 tout juste un peu moins rapide que dans le § 2.4.

Démonstration.* Le le
teur pourra omettre 
ette démonstration sans 
ompromettre la


ompréhension de la suite du 
hapitre. On 
onsidère le taux d'a

roissement τ(x, y) de
f sur I × I dé�ni par {

τ(x, y) = f(y)−f(x)
y−x si y 6= x

τ(x, y) = f ′(x) si y = x.

Pour tous (x, y) ∈ I × I, on peut é
rire

τ(x, y) =

∫ 1

0

f ′(x+ t(y − x))dt

et le théorème de dérivation sous le signe somme montre que

∂τ

∂x
(x, y) =

∫ 1

0

(1− t)f ′′(x+ t(y − x))dt,

∂τ

∂y
(x, y) =

∫ 1

0

tf ′′(x+ t(y − x))dt.

Comme f ′
est de signe 
onstant sur I et 
omme

∫ 1

0

(1 − t)dt =
1

2
, on en déduit les

inégalités

|τ(x, y)| ≥ m1,
∣∣∣∂τ
∂x

∣∣∣ ≤ 1

2
M2,

∣∣∣∂τ
∂y

∣∣∣ ≤ 1

2
M2.

Il en résulte en parti
ulier

|τ(x, y)− f ′(x)| = |τ(x, y)− τ(x, x)| =
∣∣∣
∫ y

x

∂τ

∂y
(x, t)dt

∣∣∣ ≤ 1

2
M2|y − x|.

La suite (xp) est dé�nie par la formule de ré
urren
e xp+1 = ψ(xp, xp−1) où ψ est la

fon
tion de 
lasse C1
telle que

ψ(x, y) = x− f(x)

τ(x, y)
.

Posons hp = xp − a. On a

hp+1 = ψ(xp, xp−1)− a = ψ(a+ hp, a+ hp−1)− ψ(a, a)
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et en parti
ulier h2 = ψ(a+h1, a+ h0)−ψ(a, a). En intégrant sur [0, 1] la dérivée de
la fon
tion t 7→ ψ(a+ th1, a+ th0), on trouve

h2 =

∫ 1

0

[
h1

∂ψ

∂x
(a+ th1, a+ th0) + h0

∂ψ

∂y
(a+ th1, a+ th0)

]
dt.

Des 
al
uls immédiats donnent

∂ψ

∂x
= 1− f ′(x)τ(x, y)− f(x)∂τ

∂x

τ(x, y)2
=
τ(x, y)− f ′(x)

τ(x, y)
+ f(x)

∂τ
∂x

τ(x, y)2
,

∂ψ

∂y
= f(x)

∂τ
∂y

τ(x, y)2
.

Comme |f(x)| = |f(x)− f(a)| ≤M1|x− a|, les inégalités 
i-dessus impliquent

∣∣∣∣
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ ≤
M2|y − x|

2m1
+M1|x− a| M2

2m2
1

,

∣∣∣∣
∂ψ

∂y

∣∣∣∣ ≤M1|x− a| M2

2m2
1

.

Pour (x, y) = (a+ th1, a+ th0), on a |y − x| ≤ (|h0|+ |h1|)t et |x− a| = |h1|t, d'où
∣∣∣∣
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ ≤
[
M2

2m1
(|h0|+ |h1|) +

M1M2

2m2
1

|h1|
]
t,

∣∣∣∣
∂ψ

∂y

∣∣∣∣ ≤
M1M2

2m2
1

|h1|t,

|h2| ≤
(
M2

2m1
+
M1M2

2m2
1

)
|h1|(|h0|+ |h1|)

∫ 1

0

tdt

=
K

2
|h1|(|h0|+ |h1|) ≤ K|h1|max(|h0|, |h1|).

Comme |h0|, |h1| ≤ h ≤ 1
K , on voit que |h2| ≤ |h1|. De même

|hp+1| ≤ K|hp|max(|hp|, |hp−1|),

et 
e
i entraîne par ré
urren
e que la suite (|hp|)p≥1 est dé
roissante :

|hp| ≤ |hp−1| ≤ . . . ≤ |h1| ≤ 1
K implique |hp+1| ≤ |hp|. On en déduit

|hp+1| ≤ K|hp||hp−1| pour p ≥ 2.

L'inégalité |hp| ≤ 1
K

[K max(|h0|, |h1|)]sp est triviale si p = 0 ou p = 1, résulte de

l'estimation déj�a vue pour h2 si p = 2, et se généralise fa
ilement par ré
urren
e pour

p ≥ 3. Le théorème est démontré.

3. Cas des fon
tions de Rm
dans Rm
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3.1. Préliminaires : rayon spe
tral d'un endomorphisme

Soit E un espa
e ve
toriel de dimension m sur R et u un endomorphisme de E.

Dé�nition. On appelle spe
tre de u la famille (λ1, . . . , λm) de ses valeurs pro-

pres réelles ou 
omplexes, 
omptées ave
 multipli
ités ( = ra
ines du polyn�me


ara
téristique). On appelle rayon spe
tral de u, noté ρ(u), la quantité

ρ(u) = max
1≤i≤m

|λi|.

Étant donné une norme N sur E, on peut d'autre part asso
ier �a u sa norme |||u|||N en

tant qu'opérateur linéaire sur E :

|||u|||N = sup
x∈E\{0}

N(u(x))

N(x)
.

On notera N (resp. Ne) l'ensemble des normes (resp. des normes eu
lidiennes) dé�nies

sur E.

Théorème. Soit u un endomorphisme quel
onque de E. Alors

(1) Pour tout N ∈ N, ρ(u) ≤ |||u|||N .

(2) ρ(u) = inf
N∈N

|||u|||N = inf
N∈Ne

|||u|||N .

(3) Pour tout N ∈ N, ρ(u) = lim
p→+∞

|||up|||1/pN .

Remarque. Considérons l'espa
e R2
muni de sa norme eu
lidienne 
anonique et ua

l'endomorphisme de matri
e

(
0 a
0 1

)
, a ∈ R. On a ρ(ua) = 1 et pourtant la norme

|||ua||| n'est pas bornée quand |a| → +∞ ; l'inégalité (1) n'a don
 pas de ré
iproque.

Pour m = dim E ≥ 2, le rayon spe
tral n'est pas une norme sur L(E,E) ; il ne véri�e
d'ailleurs pas l'inégalité triangulaire, 
omme le montre l'exemple suivant : si u, v sont

les endomorphismes de matri
es

Mat(u) =

(
0 1
0 0

)
et Mat(v) =

(
0 0
1 0

)
,

on a ρ(u) = ρ(v) = 0, mais ρ(u+ v) = 1.

Démonstration

∗
. Une base de E étant �xée, on peut identi�er E �a Rm et u �a une

matri
e A 
arrée m ×m. Observons d'abord que si (λ1, . . . , λm) est le spe
tre de A,
alors le spe
tre de Ap est (λp1, . . . , λ

p
m). On a don


ρ(Ap) = ρ(A)p.
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(1) Soit λ une valeur propre de A. Si λ ∈ R, soit X un ve
teur propre asso
ié,

X 6= 0. Les égalités AX = λX , N(AX) = |λ|N(X) entraînent bien |λ| ≤ |||A|||N .
Supposons maintenant que λ = α + iβ soit une valeur propre 
omplexe non réelle de

A. Soit Z = X + iY un ve
teur 
olonne 
omplexe, propre pour la valeur propre λ.
L'égalité AZ = λZ = (α + iβ)(X + iY ) donne pour les parties réelles et imaginaires

les égalités AX = αX − βY , AY = βX + αY d'où

{
A(αX + βY ) = (α2 + β2)X

A(−βX + αY ) = (α2 + β2)Y.

Il s'ensuit

(α2 + β2)N(X) ≤ |||A|||NN(αX + βY ) ≤ |||A|||N(|α|N(X) + |β|N(Y )),

(α2 + β2)N(Y ) ≤ |||A|||NN(−βX + αY ) ≤ |||A|||N(|α|N(Y ) + |β|N(X)).

Après addition et simpli�
ation par N(X) +N(Y ) on obtient

|λ|2 = α2 + β2 ≤ |||A|||N(|α|+ |β|) ≤ 2|λ| |||A|||N ,

d'où |λ| ≤ 2|||A|||N . Par 
onséquent ρ(A) ≤ 2|||A|||N . D'après la remarque initiale et le

résultat pré
édent appliqué �a Ap, il vient

ρ(A)p = ρ(Ap) ≤ 2|||Ap|||N ≤ 2|||A|||pN
soit ρ(A) ≤ 21/p|||A|||N . En faisant tendre p vers +∞, la 
on
lusion attendue

ρ(A) ≤ |||A|||N s'ensuit.

(2) D'après (1) et l'in
lusion Ne ⊂ N on obtient

ρ(A) ≤ inf
N∈N

|||A|||N ≤ inf
N∈Ne

|||A|||N .

Il su�t don
 de voir que inf
N∈Ne

|||A|||N ≤ ρ(A).

Pour 
ela, 
onsidérons A 
omme un endomorphisme de Cm, dé�ni par une matri
e

�a 
oe�
ients réels. Il existe une base (e1, . . . , em) de Cm dans laquelle A devient

triangulaire supérieure :

A′ =



a11 . . . a1m

.

.

. aij
.

.

.

0 amm


 , j ≥ i, aii = λi.

Si on rempla
e la base (e1, . . . , em) par la base

(ẽj) = (e1, εe2, ε
2e3, . . . , ε

m−1em)

ave
 ε > 0 petit, on voit que le 
oe�
ient aij de A est rempla
é par εj−iaij . Pour les

oe�
ients au-dessus de la diagonale on a j > i, don
 εj−i est petit. Dans une base


onvenable (ẽ1, ẽ2, . . . , ẽm) de Cm, la matri
e A se transforme don
 en une matri
e

Ã = D + T
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où D est diagonale de valeurs propres λ1, . . . , λm et T stri
tement triangulaire

supérieure ave
 des 
oe�
ients O(ε) arbitrairement petits. Soit Nh la norme her-

mitienne sur Cm ayant (ẽ1, . . . , ẽm) pour base orthonormée et Ne la norme eu
lidienne

induite sur Rm (restri
tion de Nh �a Rm). On a alors

|||A|||Ne
≤ |||Ã|||Nh

≤ |||D|||Nh
+ |||T |||Nh

.

Comme |||D|||Nh
= ρ(A) et 
omme |||T |||Nh

= O(ε) peut être rendue arbitrairement

petite, il vient

inf
N∈Ne

|||A|||Ne
≤ ρ(A).

(3) On a d'une part ρ(A) = ρ(Ap)1/p ≤ |||Ap|||1/pN .

Inversement, étant donné ε > 0, on peut 
hoisir grâ
e �a (2) une norme eu
lidienne

Nε ∈ Ne telle que |||A|||Nε
≤ ρ(A) + ε. Comme toutes les normes sur l'espa
e de

dimension �nie des matri
es 
arrées m ×m sont équivalentes, il existe une 
onstante

Cε ≥ 1 telle que |||B|||N ≤ Cε|||B|||Ne
pour toute matri
e B. Pour B = Ap, on en déduit

|||Ap|||N ≤ Cε|||Ap|||Nε
≤ Cε|||A|||pNε

≤ Cε(ρ(A) + ε)p,

|||Ap|||1/pN ≤ C1/p
ε (ρ(A) + ε).

Comme lim
p→+∞

C1/p
ε = 1, il existe pε ∈ N tel que

p ≥ pε → |||Ap|||1/pN ≤ ρ(A) + 2ε,

et le théorème est démontré.

3.2. Critère d'attra
tivité

Soit Ω un ouvert de Rm et ϕ : Ω → Rm une fon
tion de 
lasse C1
. Soit N = ‖ ‖ une

norme �xée sur Rm. On note ϕ′(x) ∈ L(Rm,Rm) l'appli
ation linéaire tangente au

point x ∈ Ω, de sorte que

ϕ(x+ h)− ϕ(x) = ϕ′(x) · h+ ‖h‖ε(h), lim
h→0

ε(h) = 0.

Lemme.

(1) Si ϕ est k-lips
hizienne sur Ω relativement �a la norme N , alors |||ϕ′(x)|||N ≤ k pour

tout x ∈ Ω.

(2) Si Ω est 
onvexe et si |||ϕ′(x)|||N ≤ k pour tout x ∈ Ω, alors ϕ est

k-lips
hitzienne sur Ω relativement �a N .

Démonstration
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(1) Pour tout δ > 0, il existe r > 0 tel que ‖h‖ ≤ r → ‖ε(h)‖ ≤ δ. Par linéarité de

ϕ′(x), on a

|||ϕ′(x)|||N = sup
‖h‖=r

‖ϕ′(x) · h‖
‖h‖ ;

or ϕ′(x) · h = ϕ(x+ h) − ϕ(x)− ‖h‖ε(h),

‖ϕ′(x) · h‖ ≤ ‖ϕ(x+ h)− ϕ(x)‖+ ‖h‖ ‖ε(h)‖
≤ k‖h‖+ ‖h‖ ‖ε(h)‖ ≤ (k + δ)‖h‖.

Il vient don
 |||ϕ′(x)|||N ≤ k + δ, et 
e quel que soit δ > 0.

(2) Inversement, si Ω est 
onvexe, on peut é
rire

ϕ(y)− ϕ(x) = ψ(1)− ψ(0) =

∫ 1

0

ψ′(t)dt ave


ψ(t) = ϕ(x+ t(y − x)), ψ′(t) = ϕ′(x+ t(y − x)) · (y − x).

On en déduit

ϕ(y)− ϕ(x) =

∫ 1

0

ϕ′(x+ t(y − x)) · (y − x)dt,

‖ϕ(y)− ϕ(x)‖ ≤
∫ 1

0

|||ϕ′(x+ t(y − x))|||N‖y − x‖dt ≤ k‖y − x‖.

Théorème. Soit a ∈ Ω un point �xe de ϕ. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) Il existe un voisinage fermé V de a tel que ϕ(V ) ⊂ V et une norme N sur Rn telle

que ϕ|V soit 
ontra
tante pour N .

(ii) ρ(ϕ′(a)) < 1.

On dit alors que le point �xe a est attra
tif.

Démonstration. Si ϕ|V est 
ontra
tante de rapport k < 1 alors d'après la partie (1) du

lemme on a

ρ(ϕ′(a)) ≤ |||ϕ′(a)|||N ≤ k < 1.

Inversement, si ρ(ϕ′(a)) < 1, il existe une norme eu
lidienne N telle que |||ϕ′(a)|||N < 1.
Par 
ontinuité de ϕ′

, il existe une boule fermée V = B(a, r), r > 0, telle que

supV |||ϕ′|||N = k < 1. Comme V est 
onvexe, ϕ est alors 
ontra
tante de rapport

k sur V ; en parti
ulier ϕ(V ) ⊂ B(a, kr) ⊂ V .

Remarque. Si ϕ est de 
lasse C2
et si ϕ′(a) = 0, la formule de Taylor montre qu'il

existe une 
onstante M ≥ 0 telle que

‖ϕ(x)− a‖ ≤M‖x− a‖2, x ∈ B(a, r).

Le phénomène de 
onvergen
e quadratique a don
 en
ore lieu i
i.
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3.3. Méthode de Newton-Raphson

Soit �a résoudre une équation f(x) = 0 où f : Ω → Rm est une appli
ation de 
lasse C2

dé�nie sur un ouvert Ω ⊂ Rm. On 
her
he �a évaluer numériquement une solution a du
système f(x) = 0, 
onnaissant une valeur appro
hée grossière x0 de a. Comme dans la

méthode de Newton usuelle, l'idée est d'approximer f par sa partie linéaire au point

x0 :

f(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) + o(‖x− x0‖)

On résout alors l'équation f(x0) + f ′(x0) · (x − x0) = 0. Si f ′(x0) ∈ L(Rn,Rm) est
inversible, on a une solution unique x1 telle que x1 − x0 = −f ′(x0)−1 · f(x0), soit

x1 = x0 − f ′(x0)
−1 · f(x0).

On va don
 itérer i
i l'appli
ation de 
lasse C1

ϕ(x) = x− f ′(x)−1 · f(x).

Théorème. On suppose que f est de 
lasse C2
, que f(a) = 0 et que l'appli
ation

linéaire tangente f ′(a) ∈ L(Rm,Rm) est inversible. Alors a est un point �xe superat-

tra
tif de ϕ.

Démonstration. Cal
ulons un développement limité �a l'ordre 2 de ϕ(a + h) quand h
tend vers 0. On a

f(a+ h) = f ′(a) · h+
1

2
f ′′(a) · (h)2 + o(‖h‖2)

= f ′(a) ·
[
h+

1

2
f ′(a)−1 · (f ′′(a) · (h)2) + o(‖h‖2)

]
.

f ′(a+ h) = f ′(a) + f ′′(a) · h+ o(‖h‖)

= f ′(a) ◦
[
Id + f ′(a)−1 ◦ (f ′′(a) · h) + o(‖h‖)

]
,

f ′(a+ h)−1 = [ ]−1 ◦ f ′(a)−1

=
[
Id− f ′(a)−1 ◦ (f ′′(a) · h) + o(‖h‖

]
◦ f ′(a)−1,

f ′(a+ h)−1 · f(a+ h)

=
[
Id− f ′(a)−1 ◦ (f ′′(a) · h) + o(‖h‖)

]
·
[
h+

1

2
f ′(a)−1 · (f ′′(a) · (h)2) + o(‖h‖)

]

= h− 1

2
f ′(a)−1 · (f ′′(a) · (h)2) + o(‖h‖)2,

d'où �nalement

ϕ(a+ h) = a+ h− f ′(a+ h)−1 · f(a+ h)

= a+
1

2
f ′(a)−1 · (f ′′(a) · (h)2) + o(‖h‖2).
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On en déduit ϕ′(a) = 0 et ϕ′′(a) = f ′(a)−1 ◦ f ′′(a). En parti
ulier

‖ϕ(a+ h) − a‖ ≤ 1

2
(M + ε(h))‖h‖2

où M = |||ϕ′′(a)|||. Le théorème est démontré.

Exemple. Soit �a résoudre le système

{
x2 + xy − 2y2 = 4

xex + yey = 0.

On 
ommen
e par tra
er les 
ourbes C1 : x2 + xy − 2y2 = 4 et C2 : xex + yey = 0 de

manière �a obtenir graphiquement une approximation grossière des solutions.

C1 est une hyperbole d'asymptotes x2+xy−2y2 = (x−y)(x+2y) = 0 ; 
ette hyperbole

passe par les points

(
2
0

)
et

(
−2
0

)
.

La 
ourbe C2 est symétrique par rapport �a la droite y = x ; de plus x, y sont

né
essairement de signe opposés. Supposons par exemple x ≤ 0, y ≥ 0. Comme

la fon
tion y 7→ yey est stri
tement 
roissante de [0,+∞[ sur [0,+∞[, �a 
haque point

x ≤ 0 
orrespond un unique point y ≥ 0. Ce point y est la solution de xex + yey = 0,
et peut par exemple s'obtenir par itération de la fon
tion

ϕ(x) = y − xex + yey

(1 + y)ey
=
y2 − xex−y

1 + y
,

fournie par la méthode de Newton appliquée �a la variable y. Pour x = 0, on a y = 0 ;

en dé
rémentant x par pas de 0, 1 ave
 
omme valeur initiale de y0 la valeur de la

solution y trouvée pour la valeur x pré
édente, on obtient la 
ourbe C2.

y =
 x

y = − x/2

S

−2 1 2 x

y

1

C1

C2
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On voit que le système pré
édent admet une solution S

(
a
b

)
unique, ave


(
a
b

)
≃

(
−2
0, 2

)
très grossièrement. Pour obtenir une valeur appro
hée plus pré
ise, on


her
he �a résoudre l'équation f

(
x
y

)
=

(
0
0

)
ave


f

(
x
y

)
=

(
x2 + xy − 2y2 − 4

xex + yey

)
.

L'appli
ation linéaire tangente �a f est donnée par

f ′
(
x
y

)
=

( ∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

)
=

(
2x+ y x− 4y

(x+ 1)ex (y + 1)ey

)

La 
ondition f ′(S) inversible signi�e que les tangentes

∂fi
∂x

(S)(x− a) +
∂fi
∂y

(S)(y − b) = 0, i = 1, 2,

aux 
ourbes C1, C2 au point S sont distin
tes. C'est bien le 
as i
i. On obtient

[
f ′
(
x
y

)]−1

=
1

∆(x, y)

(
(x+ 1)ey −x+ 4y

−(x+ 1)ex 2x+ y

)

ave
 ∆(x, y) = (2x+ y)(y+1)ey − (x− 4y)(x+1)ex. On est alors amené �a 
al
uler les

itérés

(
xp+1

yp+1

)
= ϕ

(
xp
yp

)
ave


ϕ

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 1

∆(x, y)

(
(y + 1)ey −x+ 4y

−(x+ 1)ex 2x+ y

)(
x2 + xy − 2y2 − 4

xex + yey

)

Partant du point initial

(
x0
y0

)
=

(
−2
0, 2

)
, on trouve

p xp yp

0 −2 0, 2

1 −2, 130690999 0, 205937784

2 −2, 126935837 0, 206277868

3 −2, 126932304 0, 206278156

4 −2, 126932304 0, 206278156

d'où S =

(
a

b

)
≃
(−2, 126932304

0, 206278156

)
.
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4. Le théorème des fon
tions impli
ites

Nous allons i
i exploiter le théorème du point �xe pour démontrer quelques résultats

fondamentaux du 
al
ul di�érentiel. Notre obje
tif est d'obtenir aussi des estimations

quantitatives pour 
es théorèmes, par
e que 
es estimations sont souvent né
essaires

pour majorer les erreurs 
ommises dans les 
al
uls numériques.

4.1. Le théorème d'inversion lo
ale

Nous 
ommençons par un lemme de perturbation, qui s'applique dans un espa
e

numérique Rm muni d'une norme N quel
onque.

Lemme de perturbation. Soit f : B(x0, r) → Rm une appli
ation dé�nie sur une

boule de rayon r dans Rm, telle que

f(x) = x+ u(x)

où u est une appli
ation 
ontra
tante de rapport k < 1 (〈〈 petite perturbation de

l'identité

〉〉). Alors

(1) f est un homéomorphisme de B(x0, r) sur un ouvert V = f(B(x0, r)) de Rm ;

(2) f est (1 + k)-lips
hitzienne et son appli
ation ré
iproque f−1 : V → B(x0, r) est
(1− k)−1

lips
hitzienne ;

(3) l'image V satisfait l'en
adrement

B(f(x0), (1− k)r) ⊂ V ⊂ B(f(x0), (1 + k)r).

Démonstration. Quitte �a e�e
tuer des translations, en remplaçant la fon
tion f par

f̃(x) = f(x + x0) − f(x0) et u par ũ(x) = u(x + x0) − u(x0), on peut supposer que

x0 = 0 et f(0) = u(0) = 0. On a de façon évidente

‖x2 − x1‖ − ‖u(x2)− u(x1)‖ 6 ‖f(x2)− f(x1)‖ 6 ‖x2 − x1‖+ ‖u(x2)− u(x1)‖
=⇒ (1− k)‖x2 − x1‖ 6 ‖f(x2)− f(x1)‖ 6 (1 + k)‖x2 − x1‖.

Il en résulte que f est inje
tive et (1 + k)-lips
hitzienne, et que ‖f(x)‖ 6 (1 + k)‖x‖.
Par suite f est une bije
tion de B(0, r) sur son image V , et

V = f(B(0, r)) ⊂ B(0, (1 + k)r).

Pour y ∈ Rm donné, l'équation y = f(x) se ré
rit y = x+u(x), soit en
ore x = y−u(x).
Ce
i nous amène �a 
onsidérer les points �xes de l'appli
ation

ϕ(x) = y − u(x).

De même que u, 
'est une appli
ation k-lips
hitzienne sur la boule B(0, r), et 
omme

‖ϕ(x)‖ 6 ‖y‖+ k‖x‖,
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on voit que ϕ envoie toute boule fermée B(0, r′) ⊂ B(0, r) dans B(0, r′) dès lors que
‖y‖ 6 (1 − k)r′, et 
e
i quel que soit r′ < r. Le théorème du point �xe appliqué �a

l'espa
e 
omplet E = B(0, r′) implique que ϕ possède un point �xe ϕ(x) = x unique,


'est-�a-dire que l'équation f(x) = y détermine un unique anté
édent x ∈ B(0, r′). On
en déduit que f(B(0, r′)) ⊃ B(0, (1− k)r′). Comme r′ < r peut être pris arbitraire, on
a bien

V = f(B(0, r)) ⊃ B(0, (1− k)r).

Ce
i démontre déj�a (3). En se plaçant en un point x1 ∈ B(x0, r) quel
onque et en

remplaçant r par ε > 0 petit, on voit que l'image f(B(x1, ε)) 
ontient un voisinage

B(f(x1), (1− k)ε) de f(x1), par suite V = f(B(x0, r)) est un ouvert. En�n, l'inégalité

de gau
he dans l'en
adrement de Lips
hitz de f implique

(1− k)‖f−1(y2)− f−1(y1)‖ 6 ‖y2 − y1‖

pour tous y1, y2 ∈ V , 
e qui entraîne que f−1
est 
ontinue (1− k)−1

-lips
hitzienne et

que f est un homéomorphisme de B(x0, r) sur V . Le lemme est démontré.

Théorème d'inversion lo
ale. Soit f : Ω → Rm une appli
ation de 
lasse Ck

dé�nie sur un ouvert Ω de Rm ave
 k > 1. Étant donné un point x0 ∈ Ω, on suppose

que l'appli
ation linéaire tangente ℓ = f ′(x0) ∈ L(Rm,Rm) est inversible. Alors

(1) Il existe un voisinage U = B(x0, r) de x0 tel que V = f(U) soit un ouvert de Rm

et f un di�éomorphisme de 
lasse Ck de U sur V .

(2) Pour tout y = f(x), x ∈ U , la di�érentielle de g = f−1
est donnée par

g′(y) = (f ′(x))−1
, soit g′(y) = (f ′(g(y)))−1

ou en
ore

(f−1)′(y) = (f ′(f−1(y)))−1 ∈ L(Rm,Rm).

(3) On suppose k > 2. Si B(x0, r0) ⊂ Ω et si M est un majorant de f ′′
sur B(x0, r0),

on peut 
hoisir U = B(x0, r) ave
 r = min(r0,
1
2M

−1|||ℓ−1|||−1).

Démonstration. L'appli
ation u(x) = ℓ−1(f(x))− x est de 
lasse C1
et on a u′(x0) =

ℓ−1 ◦ f ′(x0) − Id = 0 dans L(Rm,Rm). Par 
ontinuité de u′, il existe une boule

B(x0, r) sur laquelle |||u′(x)||| 6 k < 1, 
e qui entraîne que u est 
ontra
tante de

rapport k. Le lemme pré
édent montre alors que f̃(x) = ℓ−1 ◦ f(x) = x+ u(x) dé�nit

un homéomorphisme lips
hitzien de U = B(x0, r) sur Ṽ = f̃(V ), don
 f = ℓ ◦ f̃ est un

homéomorphisme lips
hitzien de U sur V = ℓ(Ṽ ), la 
onstante de Lips
hitz de f étant

majorée par K = (1+ k)|||l||| et 
elle de g = f−1 = f̃−1 ◦ ℓ−1
par K ′ = (1− k)−1|||ℓ−1|||.

Maintenant, si f est de 
lasse C2
et |||f ′′||| 6M sur la boule B(x0, r0) ⊂ Ω, nous avons

u′′ = ℓ−1 ◦ f ′′
, don
 |||u′′||| 6 M |||ℓ−1||| et le théorème des a

roissements �nis nous

donne |||u′(x)||| 6 M |||ℓ−1|||‖x − x0‖ sur B(x0, r0). Pour r = min(r0,
1
2M

−1|||ℓ−1|||−1),
on voit que |||u′||| 6 k = 1

2
sur B(x0, r) et on peut appliquer 
e qui pré
ède.

Pour tous y, η ∈ V et x = g(y), ξ = g(x) ∈ U = B(x0, r), l'hypothèse de

di�érentiablilité de f au point x implique

η − y = f(ξ)− f(x) = f ′(x)(ξ − x) + ε(ξ − x)‖ξ − x‖
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ave
 limh→0 ε(h) = 0. Comme ℓ−1◦f ′(x) = Id+u′(x) où |||u′(x)||| 6 k < 1 sur B(x0, r),
l'appli
ation linéaire ℓ−1 ◦ f ′(x) est bien inversible. Par 
onséquent f ′(x) l'est aussi, et
nous pouvons é
rire

ξ − x = f ′(x)−1
(
η − y − ε(ξ − x)‖ξ − x‖

)
,

soit

g(η)− g(y) = f ′(x)−1(η − y)− f ′(x)−1
(
ε(g(η)− g(y)

)
‖g(η)− g(y)‖

ave
 limη→y f
′(x)−1

(
ε(g(η) − g(y)

)
= 0 et ‖g(η) − g(y)‖ 6 K ′‖η − y‖. On voit ainsi

que g = f−1
est bien di�érentiable au point y et que g′(y) = f ′(x)−1 = f ′(g(y))−1

.

L'inversion d'une matri
e étant une opération 
ontinue (et même indé�niment di�éren-

tiable), on en déduit que g′ est 
ontinue sur V , 
'est-�a-dire que g est de 
lasse C1
.

Si f est de 
lasse Ck, k > 2, on véri�e par ré
urren
e que g est aussi de 
lasse Ck : f ′

est de 
lasse Ck−1
, g l'est aussi par hypothèse de ré
urren
e, don
 g′ est de 
lasse Ck−1

,


'est-�a-dire que g est de 
lasse Ck. Le théorème est démontré.

4.2.

∗
Le théorème des fon
tions impli
ites et ses variantes

Nous allons reformuler le théorème d'inversion lo
ale pour en tirer di�érentes variantes

et di�érentes 
onséquen
es géométriques. La variante la plus importante est le

théorème des fon
tions impli
ites.

Théorème des fon
tions impli
ites. Soit Ω un ouvert de Rp ×Rm et f : Ω → Rm

une appli
ation de 
lasse Ck, k > 1. On se donne un point (x0, y0) ∈ Ω ⊂ Rp × Rm,
et on suppose que

(i) f(x0, y0) = 0 ;

(ii) la matri
e des dérivées partielles f ′
y(x0, y0) =

( ∂fi
∂yj

(x0, y0)
)
16i,j6m

est inversible dans L(Rm,Rm).

Alors il existe un voisinage U × V de (x0, y0) dans Ω sur lequel f ′
y(x, y) est inversible,

et une appli
ation g : U → V de 
lasse Ck telle que

〈〈
l'équation impli
ite

〉〉 f(x, y) = 0
pour (x, y) ∈ U ×V soit équivalente �a y = g(x), x ∈ U . La dérivée de g est donnée par

la formule

g′(x) = −f ′
y(x, g(x))

−1 ◦ f ′
x(x, g(x)).

Autrement dit, le théorème des fon
tions impli
ites dit que l'ensemble des solutions de

l'équation f(x, y) = 0 dans U × V peut être

〈〈
expli
ité

〉〉

omme le graphe y = g(x)

d'une fon
tion g : U → V de 
lasse Ck, l�a où f ′
y(x, y) est inversible.

Remarque 1. On voit immédiatement que le théorème des fon
tions impli
ites


ontient le théorème d'inversion lo
ale. Il su�t de poser F (x, y) = x − f(y),
(x, y) ∈ Ω̃ = Rm × Ω ⊂ Rm × Rm pour obtenir l'existen
e de la fon
tion ré
iproque

y = g(x) de f au voisinage de tout point y0 ∈ Ω où f ′(y0) est inversible.
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Démonstration. En sens inverse, nous allons montrer que le théorème d'inversion lo
ale

implique fa
ilement le théorème des fon
tions impli
ites (
e sont don
 des théorèmes

〈〈
équivalents

〉〉
). Ave
 les hypothèses faites sur f , 
onsidérons

F : Ω → Rp × Rm, (x, y) 7→ F (x, y) = (x, f(x, y)).

Nous avons F (x0, y0) = (x0, 0) et la matri
e de la di�érentielle de F est donnée par

F ′(x, y) =

(
Id 0

f ′
x(x, y) f ′

y(x, y)

)
.

Ce
i permet de voir aussit�t que F ′(x, y) ∈ L(Rp+m,Rp+m) est inversible en tout point

où f ′
y(x, y) ∈ L(Rp,Rp) l'est, ave


F ′(x, y)−1 =

(
Id 0

−f ′
y(x, y)

−1 ◦ f ′
x(x, y) f ′

y(x, y)
−1

)
.

En parti
ulier, F ′(x0, y0) est inversible par hypothèse.

Le théorème d'inversion lo
ale montre que F est un di�éomorphisme de 
lasse Ck d'un
voisinage T̃ = U1 × V1 de (x0, y0) sur un voisinage W̃ de (x0, 0) dans Rp ×Rm (Quitte

�a rétré
ir T̃ on peut supposer que T̃ est un produit de boules ouvertes). L'appli
ation

H = F−1 : W̃ → U1 × V1, (u, v) 7→ (x, y) = H(u, v) est la solution de l'équation

F (x, y) = (x, f(x, y)) = (u, v) pour (x, y) ∈ Ũ1 × V1, don
 x = u et on voit que H

est de la forme H(u, v) = (u, h(u, v)) pour une 
ertaine fon
tion h : W̃ → V1. Pour

(x, y) ∈ U1 × V1 et (x, v) ∈ W̃ , nous avons l'équivalen
e

f(x, y) = v ⇔ y = h(x, v).

La fon
tion g(x) = h(x, 0) donne don
 pré
isément y = g(x) 
omme solution

del'équation f(x, y) = 0 lorsque (x, y) ∈ U1 × V1 et (x, 0) ∈ W̃ . Dé�nissons U 
omme

l'ensemble des x ∈ U1 tels que (x, 0) ∈ W̃ et V = V1. Nous obtenons ainsi U, V qui

sont des voisinages ouverts de x0 et y0 respe
tivement, et une appli
ation g : U → V
de 
lasse Ck qui répond �a la question. De plus g′(x) = h′x(x, 0) est la dérivée partielle

en x de la 
omposante h dans H ′(x, 0) = F ′(H(x, 0))−1 = F ′(x, g(x))−1
, 
'est-�a-dire

g′(x) = −f ′
y(x, g(x))

−1 ◦ f ′
x(x, g(x)).

Remarque 2. D'un point de vue numérique, le 
al
ul de y = g(x) au voisinage de x0
pourra se faire en utilisant la méthode de Newton-Raphson appliquée �a la fon
tion y 7→
f(x, y), 
'est-�a-dire en 
al
ulant les itérés su

essifs

yp+1 = yp − f ′
y(x, yp)

−1(f(x, yp)) �a partir de la valeur appro
hée y0.

Nous abordons maintenant des énon
és plus géométriques.

Dé�nition. Soit Ω un ouvert de Rm et f : Ω → Rp une appli
ation de 
lasse Ck,
k > 1. On dit que
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(1) f est une immersion en un point x0 ∈ Ω si f ′(x0) ∈ L(Rm,Rp) est inje
tive (
e qui
implique m 6 p) ;

(2) f est une submersion en un point x0 ∈ Ω si f ′(x0) ∈ L(Rm,Rp) est surje
tive

(
e qui implique m > p) ;

(3) f est de rang 
onstant si le rang de f ′(x) pour x ∈ Ω est un entier r 
onstant

(
e qui implique r 6 min(m, p)).

La stru
ture lo
ale de telles appli
ations est dé
rite respe
tivement par les trois

théorèmes suivants.

Théorème des immersions. Si f est une immersion en un point x0 ∈ Ω, il

existe un voisinage U de x0 dans Rm, un voisinage V de y0 = f(x0) dans Rp et

un Ck-di�éomorphisme ψ : V → U × T de V sur un voisinage U × T de (x0, 0) dans
Rp = Rm × Rp−m tel que ψ ◦ f(x) = (x, 0) sur U .

Autrement dit, au di�éomorphisme ψ près dans l'espa
e d'arrivée, f̃ = ψ ◦ f s'identi�e

�a l'inje
tion triviale x 7→ (x, 0) au voisinage de x0.

Démonstration du théorème des immersions. Choisissons des ve
teurs linéairement

indépendants (a1, . . . ap−m) de Rp de sorte qu'on ait une dé
omposition en somme

dire
te

Rp = Im f ′(x0)⊕
⊕

16i6p−m
Rai.

C'est possible puisque dim Im f ′(x0) = m d'après l'inje
tivité de f ′(x0). Nous

dé�nissons

Ψ : Ω× Rp−m → Rp, Ψ(x, t) = f(x) +
∑

16i6p−m
tiai.

Comme ∂Ψ(x, t)/∂ti = ai, il est 
lair que ImΨ′(x0, 0) 
ontient �a la fois Im f ′(x0) et les
ai, don
 Ψ

′(x0, 0) est surje
tive. Mais 
omme Ψ est une appli
ation de Rp dans Rp, 
e
i
entraîne que Ψ′(x0, 0) est inversible. Par 
onséquent Ψ dé�nit un Ck-di�éomorphisme

d'un voisinage U × T de (x0, 0) sur un voisinage V de y0 = f(x0). Nous avons

Ψ(x, 0) = f(x) par dé�nition de Ψ, don
 ψ = Ψ−1
répond �a la question.

Théorème des submersions. Si f est une submersion en un point x0 ∈ Ω, il

existe un voisinage U de x0 dans Rm, un voisinage V de y0 = f(x0) dans Rp et un

Ck-di�éomorphisme ϕ : U → V × S de U sur un voisinage V × S de (y0, 0) dans

Rm = Rp × Rm−p
tel que f ◦ ϕ−1(y, s) = y sur V × S.

Autrement dit, au di�éomorphisme ϕ près dans l'espa
e de départ, f̃ = f ◦ ϕ−1

s'identi�e �a la proje
tion triviale (y, s) 7→ y au voisinage de (y0, 0).

Démonstration du théorème des submersions. Soit (a1, . . . , am) une base de Rm 
hoisie

de telle sorte que (ap+1, . . . , am) soit une base de Ker f ′(x0). Nous dé�nissons

ϕ : Ω → Rp × Rm−p, ϕ(x) = (f(x), sp+1, . . . , sm)
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où (s1, . . . , sm) désignent les 
oordonnées de x dans la base (ai), 
'est-�a-dire x =
∑
siai.

Le noyau Kerϕ′(x0) est l'interse
tion du noyau Ker f ′(x0) ave
 le sous-espa
e sp+1 =
. . . = sm = 0 engendré par (a1, . . . , ap), et 
omme 
es espa
es sont supplémentaires

on a Kerϕ′(x0) = {0}. Ce
i montre que ϕ′(x0) est inje
tive, et don
 bije
tive. Par


onséquent ϕ est un Ck-di�éomorphisme d'un voisinage U de x0 sur un voisinage V ×S
de (y0, 0) = (f(x0), 0) (quitte �a rétré
ir 
es voisinages, on peut toujours supposer que

le voisinage d'arrivée est un produit). On voit alors que f = π◦ϕ où π est la proje
tion

sur les p-premières 
oordonnées, de sorte que f ◦ ϕ−1 = π : (y, sp+1, . . . , sm) 7→ y. Le
théorème est démontré.

Théorème du rang. Si f est de rang 
onstant r sur Ω et si x0 ∈ Ω, il existe

un voisinage U de x0 dans Rm, un voisinage V de y0 = f(x0) dans Rp, un Ck-
di�éomorphisme ϕ : U → Q×S de U sur un voisinage Q×S de 0 dans Rm = Rr×Rm−r

,

et un Ck-di�éomorphisme ψ : V → Q × T de V sur un voisinage Q × T de 0 dans

Rp = Rp × Rp−r, tels que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) ∈ Rp sur Q× S.

Autrement dit, aux di�éomorphismes ϕ, ψ près �a la fois au départ et �a l'arrivée,

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1
s'identi�e �a l'appli
ation linéaire 
anonique de rang r

(∗) (x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) ∈ Rm 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) ∈ Rp

au voisinage de 0, et on a le diagramme 
ommutatif

U
f−→ V

≃
yϕ ≃

yψ

Q× S
f̃
−→ Q× T

où f̃ est l'appli
ation linéaire (∗).

Démonstration du théorème du rang. On 
onstruit des di�éomorphismes ϕi entre

ouverts de Rm et ψi entre ouverts de Rp de façon �a

〈〈
simpli�er

〉〉
progressivement f :

U
f−→ V

yϕ1

yψ1

U1

f1−→ V1yϕ2

yψ2

U2

f2−→ V2.

Le premier niveau (ϕ1, ψ1) 
onsiste simplement en des 
hangements a�nes de 
oordon-

nées : on 
hoisit respe
tivement x0 et y0 = f(x0) 
omme nouvelles origines dans Rm et

Rp, ainsi que de nouvelles bases (a1, . . . , am) et (b1, . . . , bp) de sorte que (ar+1, . . . , am)
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soit une base du noyau de Ker f ′(x0) et bj = f ′(x0)(aj), 1 6 j 6 r. Dans 
es nouveaux
repères, la matri
e de f ′(x0) devient par 
onstru
tion la matri
e de rang r




1 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1 . . .
0 . . . 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 . . . 0



.

Ce
i est pré
isément la matri
e de la dérivée f ′
1(0) de f1 = ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1

1 �a l'origine.

En parti
ulier, si π : Rp → Rr est la proje
tion sur les r-premières 
oordonnées, alors

π ◦ f1 est une submersion de Rm dans Rr en 0, et d'après le théorème des submersions

on peut trouver un Ck-di�éomorphisme ϕ2 de Rm �a l'origine tel que

π ◦ f1 ◦ ϕ−1
2 (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr)

près de 0. Par 
onséquent nous avons une é
riture

f1 ◦ ϕ−1
2 (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, hr+1(x), . . . , hp(x))

au voisinage de 0. Or, par hypothèse, f1 ◦ϕ−1
2 = ψ1 ◦ f ◦ϕ−1

1 ◦ϕ−1
2 est une appli
ation

de rang 
onstant r, et la matri
e de son appli
ation linéaire tangente




1 . . . 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1 . . .
0 . . . ∂hr+1/∂xr+1 . . . ∂hr+1/∂xm
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . ∂hp/∂xr+1 . . . ∂hp/∂xm




ne peut être de rang r que si ∂hi/∂xj = 0 pour i, j > r, 
e qui signi�e que hr+1, . . . , hp
sont en fait des fon
tions des seules variables x1, . . . , xr. On a don
 une appli
ation de

rang 
onstant r

(x1, . . . , xr) 7→ (x1, . . . , xr, hr+1(x1, . . . , xr), . . . , hp(x1, . . . , xr))

au voisinage de 0. En d'autres termes, 
'est une immersion de Rr dans Rp en 0, et
d'après le théorème des immersions il existe un Ck-di�éomorphisme ψ2 de Rp en 0 tel

que

ψ2(x1, . . . , xr, hr+1(x1, . . . , xr), . . . , hp(x1, . . . , xr)) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

près de 0. Il s'ensuit que

ψ2 ◦ f1 ◦ ϕ−1
2 (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

au voisinage de 0. L'existen
e de petits voisinages U2 = Q× S et V2 = Q× T est alors

immédiate, et le théorème du rang 
onstant est démontré ave
 ϕ = ϕ2◦ϕ1, ψ = ψ2◦ψ1,

U = ϕ−1(U2), V = ψ−1(V2).
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5. Problèmes

5.1. Soit (E, d) un espa
e métrique et ϕ : E → E une appli
ation 
ontinue telle que

l'itérée ϕm = ϕ ◦ . . . ◦ ϕ soit 
ontra
tante, ave
 
onstante de Lips
hitz k ∈ ]0, 1[ et
m ∈ N⋆.

(a) On 
onvient de noter ϕ0 = IdE . Véri�er que la formule

d′(x, y) = max
06i6m−1

k−i/md(ϕi(x), ϕi(y))

dé�nit une distan
e sur E, topologiquement équivalente �a la distan
e d (
'est-�a-dire
que les ouverts pour d et d′ sont les mêmes). Montrer que (E, d′) est 
omplet dès

que (E, d) est 
omplet.

(b) Montrer que ϕ est lips
hitzienne de rapport k1/m pour d′. En déduire que ϕ admet

un point �xe unique a, et que, pour tout point initial x0 ∈ E, il existe une 
onstante
C telle que la suite des itérés xp = ϕ(xp−1) véri�e d(xp, a) 6 C kp/m.

5.2. On 
onsidère la fon
tion f telle que

f(x) = x ln (x), x ∈ [1,+∞[.

On se propose d'étudier des algorithmes itératifs permettant de 
al
uler l'image

ré
iproque f−1(a) pour un réel a ∈ [0,+∞[ �xé quel
onque.

(a) Montrer que f est une bije
tion de [1,+∞[ sur [0,+∞[.

(b) On pose ϕ(x) = a
ln (x) . Pour a = e, 
al
uler expli
itement f−1(a).

Pour quelles valeurs de a 6= e le pro
édé itératif xp+1 = ϕ(xp) 
onverge-t-il lorsque
la valeur initiale x0 est 
hoisie assez voisine de f−1(a) ?

(
) Soit xp+1 = ψ(xp) l'algorithme itératif fourni par la méthode de Newton pour la

résolution de l'équation x ln (x)− a = 0.

(α) Étudier les variations de la fon
tion ψ et tra
er sommairement la 
ourbe

représentative de ψ.

(β) Étudier la 
onvergen
e de la suite (xp) pour a ∈ [0,+∞[ et x0 ∈ [1,+∞[
quel
onques.

(γ) Évaluer f−1(2) par 
e pro
édé �a l'aide d'une 
al
ulette. On donnera les

approximations su

essives obtenues.

5.3. On 
onsidère la fon
tion

f(x) = exp(exp(− cos(sin(x+ ex)))) + x3.

On donne f(0, 1) ≃ 1, 737 ; f(0, 2) ≃ 1, 789 �a 10−3
près. É
rire un programme

permettant de résoudre l'équation f(x) = 7/4 �a la pré
ision ε = 10−10
, 
e
i au
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moyen d'une méthode itérative adaptée (qui permet d'éviter des 
al
uls formels trop


ompliqués). La justi�
ation de la 
onvergen
e n'est pas demandée.

5.4. On se propose d'étudier le 
omportement des itérés d'une fon
tion au voisinage

d'un point �xe, dans le 
as 
ritique où la dérivée vaut 1 en 
e point.

Soit ϕ : R+ → R+ une fon
tion de 
lasse C1
. On suppose que ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1,

et que ϕ admet un développement limité

ϕ(x) = x− axk + xkε(x)

ave


a > 0, k > 1, lim
x→0+

ε(x) = 0.

(a) Montrer qu'il existe h > 0 tel que pour tout x0 ∈ ]0, h] la suite itérée xp+1 = ϕ(xp)

onverge vers 0.

(b) On pose up = xmp où m ∈ R. Déterminer un équivalent de up+1 − up en fon
tion

de xp.

(
) Montrer qu'il existe une valeur de m pour laquelle up+1 − up possède une limite

�nie non nulle. En déduire un équivalent de xp.

(d) Pour ϕ(x) = sin x et x0 = 1, estimer le nombre d'itérations né
essaires pour

atteindre xp < 10−5
.

5.5. Dans tout 
e problème, on travaille sur un intervalle [a, b] �xé.

(a) Soit g : [a, b] → R une fon
tion de 
lasse C2
telle que g(a) = g(b) = 0, g′′(x) > 0

pour tout x dans ]a, b[. Démontrer

• que g(x) ne s'annule en au
un x de ]a, b[,

• puis que g(x) < 0 pour tout x dans ]a, b[.

[Raisonner par l'absurde et utiliser le théorème de Rolle.℄

(b) Soit f : [a, b] → R une fon
tion de 
lasse C2
telle que f(a) < 0, f(b) > 0, f ′(x) > 0

et f ′′(x) > 0 pour tout x dans ]a, b[.

Démontrer

(α) qu'il existe c (unique) dans ]a, b[ tel que f(c) = 0 ;

(β) qu'il existe m1 et m2 tels que

0 < m1 ≤ f ′(x), 0 < f ′′(x) ≤ m2 pour tout x dans [a, b[.

(
) On 
onserve désormais les hypothèses de la question (b), et on se propose de

〈〈

al
uler

〉〉 c. Soit p le polyn�me de degré 1 tel que p(a) = f(a), p(b) = f(b),
et soit c1 dans ]a, b[ tel que p(c1) = 0.
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(α) Démontrer que a < c1 < c [appliquer la question (a) �a g(x) = f(x)− p(x)].

(β) Établir la majoration

|f(c1)| ≤
1

2
m2|(c1 − a)(c1 − b)|.

(d) Soit (cn), n ≥ 0, la suite ré
urrente dé�nie de la façon suivante :

• on pose c0 = a ;

• pour tout n ≥ 0 (et cn étant déj�a dé�nie) on note pn l'unique polyn�me de degré

1 tel que pn(cn) = f(cn), pn(b) = f(b) ; et on dé�nit cn+1 par pn(cn+1) = 0.

(α) Mettre expli
itement 
ette ré
urren
e sous la forme cn+1 = ϕ(cn).

(β) Démontrer que (cn) est une suite stri
tement 
roissante 
ontenue dans l'inter-

valle [a, c].

(γ) Démontrer que la suite (cn) 
onverge vers c, et que, pour tout n ≥ 0, on a

|cn − c| ≤ f(cn)

m1
.

(e) Programmation d'un exemple. On pose f(x) = x4 + x− 1.

Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une ra
ine c et une seule dans l'intervalle
[0, 1]. É
rire un programme permettant de 
al
uler c �a 10−8

près.

5.6. On 
onsidère l'appli
ation ϕ : R2 → R2
dé�nie par

ϕ

(
x
y

)
=

(
X
Y

)
,





X = −x+
3

2
y +

5

4

Y = −1

2
x+ y2 +

3

4

(a) Déterminer les points �xes de ϕ.

(b) Ces points �xes sont-ils attra
tifs ?

(
) Soit B le point �xe non attra
tif de ϕ. Montrer que ϕ admet une appli
ation

ré
iproque ψ : V → W de 
lasse C∞
, où V,W sont des voisinages de B. Le point

B est-il attra
tif pour ψ ?

5.7. On 
her
he �a résoudre numériquement le système d'équations

(S)

{
y ln y − x ln x = 3

x4 + xy + y3 = a

où x, y > 0 et où a est un paramètre réel.
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(a) Étudier sommairement les variations de la fon
tion x 7→ x ln x et montrer que

pour a ≥ 31 le système (S) n'a pas de solution (x, y) telle que x < 1. Montrer que

pour x ≥ 1 la solution y de la première équation est fon
tion 
roissante de x et en

déduire que le système (S) admet une solution (x, y) unique pour a ≥ 31.

(b) Montrer que la solution (x, y) est telle que

y = x+
3

1 + ln c
�ù c ∈ ]x, y[.

En déduire un équivalent de x et y en fon
tion de a quand a tend vers +∞. Pouvez-

vous ra�ner 
et équivalent et donner un développement plus pré
is ?

(
) É
rire l'algorithme permettant de résoudre le système (S) au moyen de la méthode

de Newton. On prendra a = 104.

5.8. Soit A une algèbre unitaire normée de dimension �nie sur R, par exemple l'algèbre

des matri
es 
arrées m×m. Soit u ∈ A un élément inversible.

(a) Montrer qu'il existe des réels α, β tels que l'appli
ation ϕ(x) = αx+βxux admette

x = u−1

omme point �xe superattra
tif.

(b) Pour les valeurs de α, β trouvées au (a), montrer que l'on a l'inégalité

|||ϕ′(x)||| ≤ 2‖u‖ ‖x − u−1‖. En déduire que la suite itérée xp+1 = ϕ(xp) 
onverge
vers u−1

dès que x0 ∈ B(u−1, r) ave
 r < 1
2‖u‖ .

(
) On suppose u = e− v ave
 e = élément unité de A et λ = ‖v‖ < 1. Montrer que u

est inversible et que u−1 =
+∞∑

k=0

vk. Déterminer un entier n ∈ N tel que l'algorithme

du (b) 
onverge pour x0 = e+ v + . . .+ vn.

(d) On suppose i
i que A est 
ommutative (exemple : A = R ou A = C). Cher
her

un algorithme permettant de déterminer une ra
ine 
arrée de u (s'il en existe), en

utilisant uniquement additions et multipli
ations (Indi
ation : 
onsidérer ψ(x) =
αx+ βux3).

Si A = R, 
omment peut-on 
hoisir x0 pour être assuré d'obtenir la 
onvergen
e ?

5.9

∗
. On suppose f : Ω → Rp de 
lasse Ck, k > 2, où Ω est un ouvert de Rm × Rp.

Soit (x0, y0) ∈ Ω un point tel que f(x0, y0) = 0 et ℓ = f ′
y(x0, y0) inversible. Donner des

estimations pré
ises de la taille des voisinages U , V intervenant dans le théorème des

fon
tions impli
ites en fon
tion de |||ℓ|||, |||ℓ−1||| et de bornes sur les dérivées premières

et se
ondes de f sur un voisinage B(x0, r0)×B(y0, r
′
0) ⊂ Ω.





Chapitre V

Équations di�érentielles, Résultats fondamentaux

Le but de 
e 
hapitre est de démontrer les théorèmes généraux d'existen
e et d'uni
ité

des solutions pour les équations di�érentielles ordinaires. Il s'agit du 
hapitre 
entral

de la théorie, de 
e fait né
essairement assez abstrait. Sa bonne 
ompréhension est

indispensable en vue de la le
ture des 
hapitres ultérieurs.

1. Dé�nitions. Solutions maximales et globales

1.1. Équation di�érentielle ordinaire du premier ordre

Soit U un ouvert de R× Rm et

f : U → Rm

une appli
ation 
ontinue. On 
onsidère l'équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y), (t, y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm.

Dé�nition. Une solution de (E) sur un intervalle I ⊂ R est une fon
tion dérivable

y : I → Rm telle que

(i) (∀t ∈ I) (t, y(t)) ∈ U

(ii) (∀t ∈ I) y′(t) = f(t, y(t)).

L'

〈〈
in
onnue

〉〉
de l'équation (E) est don
 en fait une fon
tion. Le quali�
atif

〈〈
ordinaire

〉〉
pour l'équation di�érentielle (E) signi�e que la fon
tion in
onnue y dépend

d'une seule variable t (lorsqu'il y a plusieurs variables ti et plusieurs dérivées ∂y/∂ti,
on parle d'équations aux dérivées partielles).

É
riture en 
oordonnées. É
rivons les fon
tions �a valeurs dans Rm en termes de

leurs fon
tions 
omposantes, 
'est-�a-dire

y = (y1, . . . , ym), f = (f1, . . . , fm).

L'équation (E) apparaît 
omme un système di�érentiel du premier ordre �a m fon
tions

in
onnues y1, . . . , ym :

(E)





y′1(t) = f1(t, y1(t), . . . , ym(t))

. . .

y′m(t) = fm(t, y1(t), . . . , ym(t)).
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Problème de Cau
hy. Étant donné un point (t0, y0) ∈ U , le problème de Cau
hy


onsiste �a trouver une solution y : I → Rm de (E) sur un intervalle I 
ontenant t0 dans
son intérieur, telle que y(t0) = y0.

Interprétation physique. Dans de nombreuses situations 
on
rètes, la variable t
représente le temps et y = (y1, . . . , ym) est une famille de paramètres dé
rivant l'état

d'un système matériel donné. L'équation (E) traduit physiquement la loi d'évolution

du système 
onsidéré en fon
tion du temps et de la valeur des paramètres. Résoudre

le problème de Cau
hy revient �a prévoir l'évolution du système au 
ours du temps,

sa
hant qu'en t = t0 le système est dé
rit par les paramètres y0 = (y0,1, . . . , y0,m). On
dit que (t0, y0) sont les données initiales du problème de Cau
hy.

1.2. Cas de la dimension un (m = 1)

Si on note x = t, l'équation (E) se ré
rit

(E) y′ =
dy

dx
= f(x, y), (x, y) ∈ U ⊂ R× R.

U

x0 x

y

y0

y(x)

Résoudre le problème de Cau
hy revient �a trouver une

〈〈

ourbe intégrale

〉〉
de (E)

passant par un point donné (x0, y0) ∈ U .

Champ des tangentes. A tout point M = (x0, y0), on asso
ie la droite DM passant

par M et de 
oe�
ient dire
teur f(x0, y0) :

DM : y − y0 = f(x0, y0)(x− x0)

L'appli
ation M → DM est appelée 
hamp des tangentes asso
ié �a l'équation (E). Une


ourbe intégrale de (E) est une 
ourbe di�érentiable C qui a pour tangente en 
haque

point M ∈ C la droite DM du 
hamp des tangentes. L'exemple 
i-dessous 
orrespond

�a l'équation y′ = f(x, y) = x− y2.
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1 x0

1

y

M

DM

C

Lignes iso
lines de (E). Par dé�nition, 
e sont les 
ourbes

Γp : f(x, y) = p


orrespondant �a l'ensemble des points M où la droite DM a une pente donnée p.

La 
ourbe Γ0 joue un r�le intéressant. On a en e�et un régionnement de U :

U = U+ ∪ U− ∪ Γ0 où

U+ = {M ∈ U ; f(M) > 0}, U− = {M ∈ U ; f(M) < 0}.

Les 
ourbes intégrales sont 
roissantes dans U+, dé
roissantes dans U−, stationnaires
(souvent extrêmales) sur Γ0.

Exemple. Les lignes iso
lines de l'équation y′ = f(x, y) = x − y2 sont les paraboles

x = y2 + p.
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0 x

y

1

1

U+

U−
Γ0

Γ3/2

1.3. Solutions maximales

Nous introduisons d'abord le 
on
ept de prolongement d'une solution. L'expression

solution maximale est alors entendue impli
itement au sens de la relation d'ordre fournie

par le prolongement des solutions.

Dé�nition 1. Soient y : I → Rm, ỹ : Ĩ → Rm des solutions de (E). On dit que ỹ est

un prolongement de y si Ĩ ⊃ I et ỹ|I = y.

Dé�nition 2. On dit qu'une solution y : I → Rm est maximale si y n'admet pas de

prolongement ỹ : Ĩ → Rm ave
 Ĩ % I.

Théorème. Toute solution y se prolonge en une solution maximale ỹ (pas né
essaire-
ment unique).

Démonstration.* Supposons que y soit dé�nie sur un intervalle I = |a, b| (
ette notation
désigne un intervalle ayant pour bornes a et b, in
luses ou non dans I). Il su�ra de

montrer que y se prolonge en une solution ỹ : |a, b̃| → Rm (b̃ ≥ b) maximale �a droite,
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'est-�a-dire qu'on ne pourra plus prolonger ỹ au del�a de b̃. Le même raisonnement

s'appliquera �a gau
he.

Pour 
ela, on 
onstruit par ré
urren
e des prolongements su

essifs y(1), y(2) . . . de y
ave
 y(k) : |a, bk[→ Rm. On pose y(1) = y, b1 = b. Supposons y(k−1) déj�a 
onstruite

pour un indi
e k ≥ 1. On pose alors

ck = sup{c ; y(k−1) se prolonge sur |a, c[ }.
On a ck ≥ bk−1. Par dé�nition de la borne supérieure, il existe bk tel que bk−1 ≤ bk ≤ ck
et un prolongement y(k) : |a, bk[→ Rm de y(k−1) ave
 bk arbitrairement voisin de ck ;

en parti
ulier, on peut 
hoisir

ck − bk <
1
k

si ck < +∞,

bk > k si ck = +∞.

La suite (ck) est dé
roissante, 
ar l'ensemble des prolongements de y(k−1) 
ontient

l'ensemble des prolongements de y(k) ; au niveau des bornes supérieures on a don


ck ≥ ck+1. Si ck < +∞ �a partir d'un 
ertain rang, les suites

b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bk ≤ . . . ≤ ck ≤ ck−1 ≤ . . . ≤ c1

sont adja
entes, tandis que si ck = +∞ quel que soit k on a bk > k. Dans les deux 
as,

on voit que

b̃ = lim
k→+∞

bk = lim
k→+∞

ck.

Soit ỹ : |a, b̃| → Rm le prolongement 
ommun des solutions y(k), éventuellement

prolongé au point b̃ si 
ela est possible. Soit z : |a, c| → Rm un prolongement de

ỹ. Alors z prolonge y(k−1) et par dé�nition de ck il s'ensuit c ≤ ck. A la limite il vient

c ≤ c̃, 
e qui montre que la solution ỹ est maximale �a droite.

1.4. Solutions globales

On suppose i
i que l'ouvert U est de la forme U = J × Ω où J est un intervalle de R
et Ω un ouvert de Rm.

Dé�nition. Une solution globale est une solution dé�nie sur l'intervalle J tout entier.

0 J t

Ω

y
U

y(1)

y(2)
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Attention. Toute solution globale est maximale, mais la ré
iproque est fausse !

Sur le s
héma 
i-dessus par exemple, y(1) est globale tandis que y(2) est maximale mais

non globale.

Donnons un exemple expli
ite de 
ette situation.

Exemple. (E) y′ = y2 sur U = R× R.

Cher
hons les solutions t→ y(t) de (E).

• On a d'une part la solution y(t) = 0.

• Si y ne s'annule pas, (E) s'é
rit

y′

y2 = 1, d'où par intégration

− 1

y(t)
= t+ C, y(t) = − 1

t+ C
.

Cette formule dé�nit en fait deux solutions, dé�nies respe
tivement sur ]−∞,−C[ et
sur ] − C,+∞[ ; 
es solutions sont maximales mais non globales. Dans 
et exemple

y(t) = 0 est la seule solution globale de (E).

1.5. Régularité des solutions

Rappelons qu'une fon
tion de plusieurs variables est dite de 
lasse Ck si elle admet des

dérivées partielles 
ontinues jusqu'�a l'ordre k.

Théorème. Si f : R × Rm ⊃ U → Rm est de 
lasse Ck, toute solution de (E)

y′ = f(t, y) est de 
lasse Ck+1
.

Démonstration. On raisonne par ré
urren
e sur k.

• k = 0 : f 
ontinue.

Par hypothèse y : I → Rm est dérivable, don
 
ontinue.

Par 
onséquent y′(t) = f(t, y(t)) est 
ontinue, don
 y est de 
lasse C1
.

• Si le résultat est vrai �a l'ordre k − 1, alors y est au moins de 
lasse Ck. Comme f
est de 
lasse Ck, il s'ensuit que y′ est de 
lasse Ck 
omme 
omposée de fon
tions de


lasse Ck, don
 y est de 
lasse Ck+1
.

Cal
ul des dérivées su

essives d'une solution y. On suppose pour simpli�er

m = 1. En dérivant la relation y′(x) = f(x, y(x)) il vient

y′′(x) = f ′
x(x, y(x)) + f ′

y(x, y(x))y
′(x),

y′′ = f ′
x(x, y) + f ′(x, y)f(x, y) = f [1](x, y)

ave
 f [1] = f ′
x + f ′

yf . Notons de manière générale l'expression de la dérivée k-ième

y(k) en fon
tion de x, y sous la forme

y(k) = f [k−1](x, y) ;
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d'après 
e qui pré
ède f [0] = f , f [1] = f ′
x + f ′

yf . En dérivant une nouvelle fois, on

trouve

y(k+1) = (f [k−1])′x(x, y) + (f [k−1])′y(x, y) y
′

= (f [k−1])′x(x, y) + (f [k−1])′y(x, y) f(x, y).

On obtient don
 les relations de ré
urren
e

y(k+1) = f [k](x, y)

f [k] = (f [k−1])′x + (f [k−1])′y f, ave
 f [0] = f.

En parti
ulier, le lieu des points d'in�exion des 
ourbes intégrales est 
ontenu dans la


ourbe f [1](x, y) = 0.

2. Théorème d'existen
e des solutions

Dans tout 
e paragraphe, on 
onsidère une équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y)

où f : U → Rm est 
ontinue et U est un ouvert de R× Rm.

2.1. Équivalen
e du problème de Cau
hy ave
 la résolution d'une équation

intégrale

Le lemme très simple 
i-dessous montre que la résolution de (E) est équivalente �a la

résolution d'une équation intégrale :

Lemme. Une fon
tion y : I → Rm est une solution du problème de Cau
hy de données

initiales (t0, y0) si et seulement si

(i) y est 
ontinue et (∀t ∈ I) (t, y(t)) ∈ U ,

(ii) (∀t ∈ I) y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(u, y(u))du.

En e�et si y véri�e (i) et (ii) alors y est di�érentiable et on a y(t0) = y0, y
′(t) =

f(t, y(t)). Inversement, si 
es deux relations sont satisfaites, (ii) s'en déduit par

intégration.

2.2. Cylindres de sé
urité

Pour résoudre l'équation di�érentielle (E), on va plut�t 
her
her �a 
onstruire des

solutions de l'équation intégrale 2.1 (ii), et en premier lieu, on va montrer qu'une

solution passant par un point (t0, y0) ∈ U ne peut s'éloigner

〈〈
trop vite

〉〉
de y0.

On note ‖ ‖ une norme quel
onque sur Rm et B(x, r) (resp. B(x, r)) la boule ouverte
(resp. fermée) de 
entre x et de rayon r dans Rm. Comme U est supposé ouvert, il

existe un 
ylindre

C0 = [t0 − T0, t0 + T0]×B(y0, r0)
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de longueur 2T0 et de rayon r0 assez petit, tel que C0 ⊂ U . L'ensemble C0 est fermé

borné dans Rm+1
, don
 
ompa
t. Ce
i entraîne que f est bornée sur C0, 
'est-�a-dire

M = sup
(t,y)∈C0

‖f(t, y)‖ < +∞.

Soit C = [t0 − T, t0 + T ]×B(y0, r0) ⊂ C0 un 
ylindre de même diamètre que C0 et de

demi-longueur T ≤ T0.

Dé�nition. On dit que C est un 
ylindre de sé
urité pour l'équation (E) si toute

solution y : I → Rm du problème de Cau
hy y(t0) = y0 ave
 I ⊂ [t0 − T, t0 + T ] reste

ontenue dans B(y0, r0).

0 t0 − T0 t t0 t0 + T0 t

2T

2T0

C0

C

y(t)

y0

Rm

U

r0

Sur le s
héma 
i-dessus, C est un 
ylindre de

sé
urité mais C0 n'en est pas un : la solution y
〈〈
s'é
happe

〉〉
de C0 avant le temps t0 + T0.

Supposons que la solution y s'é
happe de C sur l'intervalle [t0, t0+T ]. Soit τ le premier

instant où 
ela se produit :

τ = inf {t ∈ [t0, t0 + T ] ; ‖y(t)− y0‖ > r0}.

Par dé�nition de τ on a ‖y(t) − y0‖ ≤ r pour t ∈ [t0, τ [, don
 par 
ontinuité de y
on obtient ‖y(τ) − y0‖ = r0. Comme (t, y(t)) ∈ C ⊂ C0 pour t ∈ [t0, τ ], il vient
‖y′(t)‖ = ‖f(t, y(t))‖ ≤M et

r0 = ‖y(τ)− y0‖ =
∥∥∥
∫ τ

t0

y′(u)du
∥∥∥ ≤M(τ − t0)
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don
 τ − t0 ≥ r0/M . Par 
onséquent si T ≤ r0/M , au
une solution ne peut s'é
happer

de C sur [t0 − T, t0 + T ].

Corollaire. Pour que C soit un 
ylindre de sé
urité, il su�t de prendre

T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
.

Le 
hoix T = min
(
T0,

r0
M

)

onvient par exemple.

Remarque. Si C ⊂ C0 est un 
ylindre de sé
urité, toute solution du problème de

Cau
hy y : [t0 − T, t0 + T ] → Rm véri�e ‖y′(t)‖ ≤ M , don
 y est lips
hitzienne de

rapport M .

2.3. Solutions appro
hées. Méthode d'Euler

On 
her
he �a 
onstruire une solution appro
hée de (E) sur un intervalle [t0, t0+T ]. On
se donne pour 
ela une subdivision

t0 < t1 < t2 . . . < tN−1 < tN = t0 + T.

Les pas su

essifs sont notés

hn = tn+1 − tn, 0 ≤ n ≤ N − 1,

et on pose

hmax = max(h0, . . . , hN−1).

La méthode d'Euler (ou méthode de la tangente) 
onsiste �a 
onstruire une solution

appro
hée y a�ne par mor
eaux 
omme suit. Soit yn = y(tn). On 
onfond la 
ourbe

intégrale sur [tn, tn+1] ave
 sa tangente au point (tn, yn) :

y(t) = yn + (t− tn)f(tn, yn), t ∈ [tn, tn+1].

Partant de la donnée initiale y0, on 
al
ule don
 yn par ré
urren
e en posant

{
yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

tn+1 = tn + hn, 0 ≤ n ≤ N − 1.

La solution appro
hée y s'obtient graphiquement en tra�
ant pour 
haque n les segments

joignant les points (tn, yn), (tn+1, yn+1).
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t0 t1 t2 t3 . . . tN = t0 + T t

y0

y1

y2

y3

y

On 
onstruit de même une solution appro
hée sur [t0−T, t0] en prenant des pas hn < 0.

Proposition 1. Si C = [t0 − T, t0 + T ] × B(y0, r0) est un 
ylindre de sé
urité tel

que T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
, toute solution appro
hée y donnée par la méthode d'Euler est


ontenue dans la boule B(y0, r0).

Démonstration. On véri�e par ré
urren
e sur n que

{
y([t0, tn]) ⊂ B(y0, r0)

‖y(t)− y0‖ ≤M(t− t0) pour t ∈ [t0, tn].

C'est trivial pour n = 0. Si 
'est vrai pour n, alors on a en parti
ulier (tn, yn) ∈ C,
don
 ‖f(tn, yn)‖ ≤M , et par 
onséquent

‖y(t)− yn‖ = (t− tn)‖f(tn, yn)‖ ≤M(t− tn)

pour t ∈ [tn, tn+1]. Par hypothèse de ré
urren
e

‖yn − y0‖ = ‖y(tn)− y0‖ ≤M(tn − t0).

L'inégalité triangulaire entraîne alors ∀t ∈ [tn, tn+1] :

‖y(t)− y0‖ ≤M(t− tn) +M(tn − t0) ≤M(t− t0).

En parti
ulier ‖y(t)− y0‖ ≤MT ≤ r0, d'où

y([t0, tn+1]) ⊂ B(y0, r0).

Dé�nition. Soit y : [a, b] → Rm une fon
tion de 
lasse C1
par mor
eaux (
e
i signi�e

qu'il existe une subdivision a = a0 < a1 < . . . < aN = b de [a, b] telle que pour tout

n la restri
tion y[an,an+1] soit de 
lasse C1
; on suppose don
 seulement la 
ontinuité
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et l'existen
e d'une dérivée �a droite et �a gau
he de y aux points an). On dit que y est

une solution ε-appro
hée de (E) si

(i) (∀t ∈ [a, b]) (t, y(t)) ∈ U ;

(ii) (∀n), (∀t ∈ ]an, an+1[) ‖y′(t)− f(t, y(t))‖ ≤ ε.

Autrement dit, y est une solution ε-appro
hée si y véri�e (E) ave
 une erreur ≤ ε.

Majoration de l'erreur pour les solutions appro
hées d'Euler. Soit ωf le

module de 
ontinuité de f sur C, dé�ni par

ωf (u) = max{‖f(t1, y1)− f(t2, y2)‖ ; |t1 − t2|+ ‖y1 − y2‖ ≤ u}

où u ∈ [0,+∞[ et où les points (t1, y1), (t2, y2) par
ourent C. Comme C est 
ompa
t,

la fon
tion f est uniformément 
ontinue sur C, par 
onséquent

lim
u→0+

ωf (u) = 0.

On suppose dans la suite que C = [t0−T, t0+T ]×B(y0, r0) est un 
ylindre de sé
urité

tel que T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
.

Proposition 2. Soit y : [t0 − T, t0 + T ] → Rm une solution appro
hée 
onstruite

par la méthode d'Euler ave
 pas maximum hmax. Alors l'erreur ε véri�e ε ≤ ωf ((M +
1)hmax).

En parti
ulier, l'erreur ε tend vers 0 quand hmax tend vers 0.

Démonstration. Majorons par exemple ‖y′(t) − f(t, y(t))‖ pour t ∈ [t0, t0 + T ], où y
est la solution appro
hée asso
iée �a la subdivision t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T . Pour
t ∈ ]tn, tn+1[, on a y′(t) = f(tn, yn) et

‖y(t)− yn‖ = (t− tn)‖f(tn, yn)‖ ≤Mhn,

|t− tn| ≤ hn.

Par dé�nition de ωf , il vient

‖f(tn, yn)− f(t, y(t))‖ ≤ ωf (Mhn + hn),

‖y′(t)− f(t, y(t))‖ ≤ ωf ((M + 1)hmax.

Montrons �nalement un résultat sur la 
onvergen
e des solutions appro
hées.

Proposition 3. Soit y(p) : [t0 − T, t0 + T ] → Rm une suite de solutions

εp-appro
hées 
ontenues dans le 
ylindre de sé
urité C, telles que y(p)(t0) = y0 et

limp→+∞ εp = 0. On suppose que y(p) 
onverge uniformément sur [t0 − T, t0 + T ] vers
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une fon
tion y. Alors y est une solution exa
te du problème de Cau
hy pour l'équation

(E).

Démonstration. Comme ‖y′(p)(t)− f(t, y(p)(t)‖ ≤ εp, il vient après intégration

‖y(p)(t)− y0 −
∫ t

t0

f(u, y(p)(u))du‖ ≤ εp|t− t0|.

Si δp = max
[t0−T,t0+T ]

‖y − y(p)‖, on voit que

‖f(u, y(p)(u))− f(u, y(u))‖ ≤ ωf (δp)

tend vers 0, d'où, grâ
e �a la 
onvergen
e uniforme :

y(t)− y0 −
∫ t

t0

f(u, y(u))du = 0, ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ].

Comme la limite uniforme y est 
ontinue, le lemme du début du § 2 entraîne que y est
une solution exa
te de (E).

2.4. Théorème d'As
oli

Il s'agit d'un résultat préliminaire de nature topologique que nous allons formuler

dans le 
adre général des espa
es métriques. Si (E, δ) et (F, δ′) sont des espa
es

métriques, rappelons que par dé�nition une suite d'appli
ations ϕ(p) : E → F 
onverge

uniformément vers ϕ : E → F si la distan
e uniforme

d(ϕ(p), ϕ) = sup
x∈E

δ′(ϕ(p)(x), ϕ(x))

tend vers 0 quand p tend vers +∞.

Théorème (As
oli). On suppose que E, F sont des espa
es métriques 
ompa
ts. Soit

ϕ(p) : E → F une suite d'appli
ations k-lips
hitziennes, où k ≥ 0 est une 
onstante

donnée. Alors on peut extraire de ϕ(p) une sous-suite ϕ(pn) uniformément 
onvergente,

et la limite est une appli
ation k-lips
hitzienne.

Soit Lipk(E, F ) l'ensemble des appli
ations E → F lips
hitziennes de rapport k. Une
autre manière d'exprimer le théorème d'As
oli est la suivante.

Corollaire. Si E, F sont 
ompa
ts, alors (Lipk(E, F ), d) est un espa
e métrique


ompa
t.

Démonstration. On 
onstruit par ré
urren
e des parties in�nies

S0 = N ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃ Sn−1 ⊃ Sn ⊃ . . .
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telles que la sous-suite (ϕ(p))p∈Sn
ait des os
illations de plus en plus faibles.

Supposons Sn−1 
onstruite, n ≥ 1. Comme E, F sont 
ompa
ts, il existe des

re
ouvrements �nis de E (resp. de F ) par des boules ouvertes (Bi)i∈I , resp. (B′
j)j∈J ,

de rayon

1
n . Notons I = {1, 2, . . . , N} et xi le 
entre de Bi. Soit p un indi
e �xé. Pour

tout i = 1, . . . , N il existe un indi
e j = j(p, i) tel que ϕ(p)(xi) ∈ B′
j(p,i).

On 
onsidère l'appli
ation

Sn−1 −→ JN , p 7−→ (j(p, 1), . . . , j(p,N)).

Comme Sn−1 est in�ni et que JN est �ni, l'un des éléments (l1, . . . , lN) ∈ JN admet

pour image ré
iproque une partie in�nie de Sn−1 : on note Sn 
ette partie. Ce
i signi�e
que pour tout p ∈ Sn on a (j(p, 1), . . . , j(p,N)) = (l1, . . . , lN ) et don
 ϕ(p)(xi) ∈ B′

li
.

En parti
ulier

(∀p, q ∈ Sn) δ′(ϕ(p)(xi), ϕ(q)(xi)) ≤ diamB′
li
≤ 2

n
.

Soit x ∈ E un point quel
onque. Il existe i ∈ I tel que x ∈ Bi, d'où δ(x, xi) <
1
n
.

L'hypothèse que les ϕ(p) sont k-lips
hitziennes entraîne

δ′(ϕ(p)(x), ϕ(p)(xi)) <
k

n
, δ′(ϕ(q)(x), ϕ(q)(xi)) <

k

n
.

L'inégalité triangulaire implique alors (∀p, q ∈ Sn)

δ′(ϕ(p)(x), ϕ(q)(x)) ≤
2

n
+ 2

k

n
=

2k + 2

n
.

Désignons par pn le n-ième élément de Sn. Pour N ≥ n on a pN ∈ SN ⊂ Sn, don


δ′(ϕ(pn)(x), ϕ(pN )(x)) ≤
2k + 2

n
. (∗)

Ce
i entraîne que ϕ(pn)(x) est une suite de Cau
hy dans F pour tout x ∈ E. Comme F
est 
ompa
t, F est aussi 
omplet, don
 ϕ(pn)(x) 
onverge vers une limite ϕ(x). Quand

N → +∞, (∗) implique �a la limite d(ϕ(pn), ϕ) ≤ 2k+2
n . On voit don
 que ϕ(pn) 
onverge

uniformément vers ϕ. Il est fa
ile de voir que ϕ ∈ Lipk(E, F ).

Exer
i
e. On pose E = [0, π], F = [−1, 1], ϕp(x) = cos px. Cal
uler

∫ π

0

(ϕp(x)− ϕq(x))
2dx

et en déduire que d(ϕp, ϕq) ≥ 1 si p 6= q. L'espa
e

Lip (E, F ) =
⋃

k≥0
Lipk(E, F )

est-il 
ompa
t ?
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2.5. Théorème d'existen
e (Cau
hy-Peano-Arzela)

L'idée est d'utiliser le théorème d'As
oli pour montrer l'existen
e d'une sous-suite

uniformément 
onvergente de solutions appro
hées. On obtient ainsi le

Théorème. Soit C = [t0 − T, t0 + T ] × B(y0, r0) ave
 T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
un


ylindre de sé
urité pour l'équation (E) : y′ = f(t, y). Alors il existe une solution

y : [t0 − T, t0 + T ] → B(y0, r0) de (E) ave
 
ondition initiale y′(t0) = y0.

Démonstration. Soit y(p) la solution appro
hée donnée par la méthode d'Euler en

utilisant la subdivision ave
 pas 
onstant h = T/p des intervalles [t0, t0 + T ] et

[t0 − T, t0]. Cette solution est εp-appro
hée ave
 erreur εp ≤ ωf ((M + 1)T/p) tendant
vers 0. Chaque appli
ation y(p) : [t0 − T, t0 + T ] → B(y0, r0) est lips
hitzienne de

rapport M , don
 d'après le théorème d'As
oli on peut extraire de (y(p)) une sous-suite
(y(pn)) 
onvergeant uniformément vers une limite y. D'après la proposition 3 du § 2.3,
y est une solution exa
te de l'équation (E).

Corollaire. Par tout point (t0, y0) ∈ U , il passe au moins une solution maximale

y : I → Rm de (E). De plus, l'intervalle de dé�nition I de toute solution maximale est

ouvert (mais en général, il n'y a pas uni
ité de 
es solutions maximales).

On vient de voir en e�et qu'il existe une solution lo
ale z dé�nie sur un intervalle

[t0 − T, t0 + T ]. D'après le théorème du § 1.3, z se prolonge en une solution maximale

y = z̃ : |a, b| → Rm. Si y était dé�nie au point b, il existerait une solution

y(1) : [b− ε, b+ ε] → Rm du problème de Cau
hy ave
 donnée initiale (b, y(b)) ∈ U . La
fon
tion ỹ : |a, b+ ε] → Rm 
oïn
idant ave
 y sur |a, b] et ave
 y(1) sur [b, b+ ε] serait
alors un prolongement stri
t de y, 
e qui est absurde.

Exemple. Pour donner un exemple de non uni
ité, il su�t de 
onsidérer l'équation

y′ = 3|y|2/3. Le problème de Cau
hy de 
ondition initiale y(0) = 0 admet alors au

moins 2 solutions maximales :

y(1)(t) = 0, y(2)(t) = t3, t ∈ R.

2.6. Critère de maximalité des solutions

Nous allons voir i
i une 
ondition géométrique né
essaire et su�sante permettant

d'a�rmer qu'une solution est maximale.

Théorème. U un ouvert de R×Rm et y : I = [t0, b[ → Rm une solution de l'équation

(E) y′ = f(t, y), où f est une fon
tion 
ontinue sur U . Alors y(t) peut se prolonger au
del�a de b si et seulement si il existe un 
ompa
t K ⊂ U tel que la 
ourbe t 7→ (t, y(t)),
t ∈ [t0, b[, reste 
ontenue dans K.

Autrement dit, y est non prolongeable au del�a du temps b si et seulement si (t, y(t))
s'é
happe de tout 
ompa
t K de U quand t → b−. La 
onséquen
e suivante est

immédiate.
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Critère de maximalité. Une solution y : ]a, b[ → Rm de (E) est maximale si

et seulement si t 7→ (t, y(t)) s'é
happe de tout 
ompa
t K de U quand t → a+
ou quand t → b−. Puisque les 
ompa
ts sont les parties fermées bornées, 
e
i

signi�e en
ore que (t, y(t)) s'appro
he du bord de U ou tend vers ∞, 
'est-�a-dire

|t|+ ‖y(t)‖+ 1/d
(
(t, y(t)), ∂U)→ +∞ quand t→ a+ ou t→ b−.

Démonstration du théorème. La 
ondition de prolongement est évidemment né
essaire,

puisque si y(t) se prolonge �a [t0, b], alors l'image du 
ompa
t [t0, b] par l'appli
ation

ontinue t 7→ (t, y(t)) est un 
ompa
t K ⊂ U .

Inversement, supposons qu'il existe un 
ompa
t K de U tel que (t, y(t)) ∈ K pour tout

t ∈ [t0, b[. Posons
M = sup

(t,y)∈K
‖f(t, y)‖ < +∞

qui est �ni par 
ontinuité de |f‖ et 
ompa
ité de K. Ce
i entraîne que t 7→ y(t) est
lips
hitzienne sur [t0, b[, don
 uniformément 
ontinue, et le 
ritère de 
au
hy montre

que la limite ℓ = limt→b− y(t) existe. Nous pouvons prolonger y par 
ontinuité en b en
posant y(b) = ℓ, et nous avons (b, y(b)) ∈ K ⊂ U puisque K est fermé. La relation

y′(t) = f(t, y(t))montre alors que y est de 
lasse C1
sur [t0, b]. Maintenant, le théorème

d'existen
e lo
ale des solutions implique qu'il existe une solution lo
ale z d problème

de Cau
hy de donnée initiale z(b) = ℓ = y(b) sur un intervalle [b− ε, b+ ε]. On obtient

alors un prolongement ỹ de y sur [t0, b+ ε] en posant ỹ(t) = z(t) pour t ∈ [b, b+ ε]. Le
théorème est démontré.

3. Théorème d'existen
e et d'uni
ité de Cau
hy-Lips
hitz

Reprenons les notations du début du § 2. On suppose i
i en outre que f est lo
alement

lips
hitzienne en y : 
ela signi�e que pour tout point (t0, y0) ∈ U il existe un 
ylindre

C0 = [t0 − T0, t0 + T0] × B(y0, r0) ⊂ U et une 
onstante k = k(t0, y0) ≥ 0 tels que f
soit k-lips
hitzienne en y sur C0 :

(
∀(t, y1), (t, y2) ∈ C0

)
‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ k‖y1 − y2‖.

Remarque. Pour que f soit lo
alement lips
hitzienne en y sur U , il su�t que f
admette des dérivées partielles

∂fi
∂yj

, 1 ≤ i, j ≤ m, 
ontinues sur U . Soit en e�et

A = max
1≤i,j≤m

sup
(t,y)∈C0

∣∣∣∣
∂fi
∂yj

(t, y)

∣∣∣∣ .

Le nombre A est �ni puisque C0 est 
ompa
t. Le théorème des a

roissement �nis

appliqués �a fi sur C0 donne

fi(t, y1)− fi(t, y2) =
∑

j

∂fi
∂yj

(t, ξ)(y1,j − y2,j)

ave
 ξ ∈ ]y1, y2[. On a don


max
i

|fi(t, y1)− f(t, y2)| ≤ mA ·max
j

|y1,j − y2,j|.
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Sous 
es hypothèses sur f , nous allons montrer que la solution du problème de Cau
hy

est né
essairement unique, et que de plus toute suite de solutions ε-appro
hées ave


ε tendant vers 0 
onverge né
essairement vers la solution exa
te. Compte tenu de

l'importan
e de 
es résultats, nous donnerons ensuite une deuxième démonstration

assez di�érente basée sur le théorème du point �xe (
hapitre IV, § 1.1).

3.1. Lemme de Gronwall. Convergen
e et uni
ité lo
ales

Soit C0 = [t0−T0, t0+T0]×B(y0, r0) ⊂ U un 
ylindre sur lequel f est k-lips
hitzienne
en y et soit M = supC0

‖f‖. On se donne ε > 0 et on 
onsidère des solutions y(1) et
y(2) respe
tivement ε1-appro
hée et ε2-appro
hée du problème de Cau
hy de donnée

initiale (t0, y0), ave
 ε1, ε2 ≤ ε.

On a alors ‖y′(i)(t)‖ ≤M + ε, et un raisonnement analogue �a 
elui du § 2.1 montre que

les graphes de y(1), y(2) restent 
ontenus dans le 
ylindre

C = [t0 − T, t0 + T ]×B(y, r0) ⊂ C0

dès que T ≤ min
(
T0,

r0
M+ε

)
, 
e qu'on suppose désormais.

Lemme de Gronwall. Sous les hypothèses pré
édentes, on a

‖y(2)(t)− y(1)(t)‖ ≤ (ε1 + ε2)
ek|t−t0| − 1

k
, ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ].

Démonstration. Quitte �a 
hanger l'origine du temps on peut supposer t0 = 0 et, par

exemple, t ∈ [0, T ]. Posons alors

v(t) =

∫ t

0

‖y(2)(u)− y(1)(u)‖du.

Comme y(i) satisfait l'équation di�érentielle �a εi près, on obtient par soustra
tion

‖y′(2)(t)− y′(1)(t)‖ ≤ ‖f(t, y(2)(t)− f(t, y(1)(t)‖+ ε1 + ε2

≤ k‖y(2)(t)− y(1)(t)‖+ ε1 + ε2,

en utilisant l'hypothèse que f est k-lips
hitzienne en y. De plus

y(2)(t)− y(1)(t) =

∫ t

0

(y′(2)(u)− y′(1)(u))du

puisque y(2)(0) = y(1)(0) = y0. On en déduit

‖y(2)(t)− y(1)(t)‖ ≤ k

∫ t

0

‖y(2)(u)− y(1)(u)‖du+ (ε1 + ε2)t (∗)


'est-�a-dire

v′(t) ≤ kv(t) + (ε1 + ε2)t.



Chap. V � Équa di�, fondements, §3. Théorème de Cau
hy-Lips
hitz 143

Après soustra
tion de kv(t) et multipli
ation par e−kt, on trouve

(v′(t)− kv(t))e−kt =
d

dt
(v(t)e−kt) ≤ (ε1 + ε2)te

−kt.

Grâ
e �a une nouvelle intégration (noter que v(0) = 0), il vient

v(t)e−kt ≤
∫ t

0

(ε1 + ε2)ue
−kudu = (ε1 + ε2)

1− (1 + kt)e−kt

k2
,

v(t) ≤ (ε1 + ε2)
ekt − (1 + kt)

k2
,

tandis que la première inégalité intégrée (∗) donne

‖y(2)(t)− y(1)(t)‖ ≤ kv(t) + (ε1 + ε2)t ≤ (ε1 + ε2)
ekt − 1

k
.

Le 
as où t ∈ [−T, 0] s'obtient par un 
hangement de variable t 7→ −t.

Théorème (Cau
hy-Lips
hitz). Si f : U → Rm est lo
alement lips
hitzienne en y,
alors pour tout 
ylindre de sé
urité C = [t0−T, t0 +T ]×B(y0, r0) 
omme 
i-dessus, le

problème de Cau
hy ave
 
ondition initiale (t0, y0) admet une unique solution exa
te

y : [t0 − T, t0 + T ] → U . De plus, toute suite y(p) de solutions εp-appro
hées ave
 εp
tendant vers 0 
onverge uniformément vers la solution exa
te y sur [t0 − T, t0 + T ].

Existen
e. Soit y(p) une suite quel
onque de solutions εp appro
hées ave
 lim εp = 0,
par exemple 
elles fournies par la méthode d'Euler. Le lemme de Gronwall montre que

d(y(p), y(q)) ≤ (εp + εq)
ekT − 1

k
sur [t0 − T, t0 + T ],

par 
onséquent y(p) est une suite de Cau
hy uniforme. Comme les fon
tions y(p) sont

toutes �a valeurs dans B(y0, r0) qui est un espa
e 
omplet, y(p) 
onverge vers une limite

y. Cette limite y est une solution exa
te de l'équation (E) d'après la proposition 3 du

§ 2.3.

Uni
ité. Si y(1), y(2) sont deux solutions exa
tes, le lemme de Gronwall ave
 ε1 = ε2 =
0 montre que y(1) = y(2).

3.2.* Autre démonstration (par le théorème du point �xe)

Soit C = [t0−T, t0+T ]×B(y0, r0) ⊂ C0 ave
 T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
un 
ylindre de sé
urité

pour (E).

Notons F = C([t0 − T, t0 + T ], B(y0, r0)) l'ensemble des appli
ations 
ontinues de

[t0 − T, t0 + T ] dans B(y0, r0), muni de la distan
e d de la 
onvergen
e uniforme.

A toute fon
tion y ∈ F, asso
ions la fon
tion φ(y) dé�nie par

φ(y)(t) = y0 +

∫ t

t0

f(u, y(u))du, t ∈ [t0 − T, t0 + T ].
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D'après le lemme du § 2.1, y est une solution de (E) si et seulement si y est un point

�xe de φ. On va don
 essayer d'appliquer le théorème du point �xe. Observons que

‖φ(y)(t)− y0‖ =
∥∥∥
∫ t

t0

f(u, y(u))du
∥∥∥ ≤M |t− t0| ≤MT ≤ r0,

don
 φ(y) ∈ F. L'opérateur φ envoie don
 F dans F. Soient maintenant y, z ∈ F et

y(p) = φp(y), z(p) = φp(z). On a

‖y(1)(t)− z(1)(t)‖ =
∥∥∥
∫ t

t0

(f(u, y(u))− f(u, z(u))) du
∥∥∥

≤
∣∣∣
∫ t

t0

k‖y(u)− z(u)‖du
∣∣∣ ≤ k|t− t0| d(y, z).

De même

‖y(2)(t)− z(2)(t)‖ ≤
∣∣∣
∫ t

0

k‖y1(u)− z1(u)‖ du
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ t

t0

k · k|u− t0|d(y, z)du
∣∣∣ = k2

|t− t0|2
2

d(y, z).

Par ré
urren
e sur p, on véri�e aussit�t que

‖y(p)(t)− z(p)(t)‖ ≤ kp
|t− t0|p

p!
d(y, z),

en parti
ulier

d(φp(y), φp(z)) = d(y(p), z(p)) ≤
kpT p

p!
d(y, z) (∗)

et φp est lips
hitzienne de rapport

kpTp

p! sur F. Comme limp→+∞
kpTp

p! = 0, il existe

p assez grand tel que

kpTp

p!
< 1 ; pour une telle valeur de p, φp est une appli
ation


ontra
tante de F dans F. Par ailleurs, F est un espa
e métrique 
omplet. Le théorème

du point �xe démontré au 
hapitre IV (dans sa version généralisée au 
as d'appli
ations

dont une itérée est 
ontra
tante) montre alors que φ admet un point �xe unique y. Nous
avons don
 bien redémontré le théorème de Cau
hy-Lips
hitz a�rmant l'existen
e et

d'uni
ité de la solution du problème de Cau
hy.

Remarque. D'après (∗), on voit que pour toute fon
tion z ∈ F la suite itérée

z(p) = ϕp(z) 
onverge uniformément vers la solution exa
te y du problème de Cau
hy.

3.3. Uni
ité globale

Le théorème d'uni
ité lo
ale entraîne fa
ilement un résultat d'uni
ité globale, au moyen

d'un

〈〈
raisonnement de 
onnexité

〉〉
.

Théorème. Soient y(1), y(2) : I → Rm deux solutions de (E), ave
 f lo
alement

lips
hitzienne en y. Si y(1) et y(2) 
oïn
ident en un point de I, alors y(1) = y(2) sur I.
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Démonstration. Supposons y(1)(t0) = y(2)(t0) en un point t0 ∈ I. Montrons par exemple

que y(1)(t) = y(2)(t) pour t ≥ t0. S'il n'en est pas ainsi, 
onsidérons le premier instant

t̃0 où y(1) et y(2) bifurquent :

t̃0 = inf{t ∈ I ; t ≥ t0 et y(1)(t) 6= y(2)(t)}

On a par dé�nition y(1)(t) = y(2)(t) pour t ∈ [t0, t̃0[ et par 
ontinuité il s'ensuit que

y(1)(t̃0) = y(2)(t̃0). Soit ỹ0 
e point et soit C̃ = [t̃0 − T̃ , t̃0 + T̃ ]×B(ỹ0, r̃0) un 
ylindre

de sé
urité de 
entre (t̃0, ỹ0). Le théorème d'uni
ité lo
ale implique que y(1) = y(2) sur

[t̃0 − T̃ , t̃0 + T̃ ], 
e qui 
ontredit la dé�nition de t̃0. L'uni
ité est démontrée.

Corollaire. Si f est lo
alement lips
hitzienne en y sur U , pour tout point (t0, y0) ∈ U
il passe une solution maximale y : I → Rm et une seule.

Interprétation géométrique. Le théorème d'uni
ité signi�e géométriquement que

des 
ourbes intégrales distin
tes ne peuvent se 
ouper.

Exemple. y′ = 3|y|2/3 sur U = R× R.

Déterminons l'ensemble des solutions maximales. On a i
i f(t, y) = 3|y|2/3, ∂f
∂y =

signe (y) × 2|y|−1/3
pour y 6= 0. La dérivée y 6= 0 la dérivée

∂f
∂y est 
ontinue sur les

demi-plans y > 0 et y < 0, mais dis
ontinue en y = 0. La fon
tion f est lo
alement

lips
hitzienne en y sur {y > 0} et {y < 0}, mais il est fa
ile de voir qu'elle ne l'est pas

au voisinage de tout point (t0, 0) ∈ R×{0} (on a vu d'ailleurs qu'il n'y a pas d'uni
ité

lo
ale en 
es points). Sur {y > 0} (resp. sur {y < 0}) l'équation équivaut �a

1

3
y′y−

2
3 = 1 (resp. − 1

3
y′(−y)− 2

3 = −1)

d'où y
1
3 = t + C1 (resp. (−y)− 1

3 = −(t + C2)) soit y(t) = (t + Ci)
3
. Si y est une

solution maximale dans U = R× R, alors y′ ≥ 0, don
 y est 
roissante. Notons

a = inf{t, y(t) = 0}, b = sup{t ; y(t) = 0}.

Si a 6= −∞, on a y(a) = 0 et y(t) < 0 pour t < a, don
 y(t) = (t − a)3. De même

y(t) = (t− b)3 pour t > b si b 6= +∞.
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a′ a b t

(t0, y0)

y

On voit que pour tout point (t0, y0) il passe une in�nité de solutions maximales : si

y0 > 0, b = t0 − y
1/3
0 est imposé, mais le 
hoix de a ∈ [−∞, b] est arbitraire. Noter que


e phénomène se produit bien qu'on ait uni
ité lo
ale au point (t0, y0) !

3.4. Conditions su�santes d'existen
e de solutions globales

Nous donnons i
i des 
onditions su�santes d'existen
e pour les solutions globales,

reposant sur des hypothèses de 
roissan
e de f(t, y) lorsque ‖y‖ tend vers +∞. On

peut 
ependant obtenir des 
onditions su�santes nettement plus faibles (voir l'exer
i
e

(b) 
i-dessous, ainsi que le problème 5.9).

Théorème. Soit f : U → Rm une appli
ation 
ontinue sur un ouvert produit

U = J × Rm, où J ⊂ R est un intervalle ouvert. On fait l'une ou l'autre des deux

hypothèses suivantes :

(1) Il existe une fon
tion 
ontinue k : J → R+ telle que pour tout t ∈ J �xé,

l'appli
ation y 7→ f(t, y) soit lips
hitzienne de rapport k(t) sur Rm.

(2) Il existe des fon
tions c, k : J → R+ 
ontinues telles que l'appli
ation y 7→ f(t, y)
satisfasse une 
roissan
e linéaire �a l'in�ni du type

‖f(t, y)‖ 6 c(t) + k(t)‖y‖.

Alors toute solution maximale de l'équation di�érentielle y′ = f(t, y) est globale (
'est-
�a-dire dé�nie sur J tout entier ).

Démonstration. Il est évident que l'hypothèse (1) entraîne l'hypothèse (2) (ave


c(t) = ‖f(t, 0)‖), il su�rait don
 de donner la preuve pour (2). Cependant, il y a

une démonstration sensiblement plus simple sous l'hypothèse (1).

Démonstration sous l'hypothèse (1). Soit (t0, y0) ∈ J × Rm, et [t0 − T, t0 + T ′]
un intervalle 
ompa
t quel
onque 
ontenu dans J . Reprenons la démonstration du

théorème de Cau
hy-Lips
hitz.
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Comme U = J × Rm, on peut 
hoisir un 
ylindre de sé
urité de rayon r0 = +∞.

L'appli
ation φ dé�nie au § 3.2 opère don
 sur l'espa
e 
omplet

F = C([t0 − T, t0 + T ′],Rm).

Soit

K = max
t∈[t0−T,t0+T ′]

k(t).

L'appli
ation f est par hypothèse K-lips
hitzienne en y sur [t0 − T, t0 + T ′] × Rm.
D'après le raisonnement du § 3.2, l'appli
ation φp est lips
hitzienne de rapport

1
p! K

p(max(T, T ′))p sur F, don
 
ontra
tante pour p assez grand. Ce
i implique que la

solution (unique) du problème de Cau
hy est dé�nie sur tout intervalle [t0−T, t0+T ′] ⊂
J .

Démonstration sous l'hypothèse (2). L'idée est d'utiliser le 
ritère de maximalité des

solutions démontré au 2.6. Supposons qu'on ait une solution y : [t0, b[ → Rm ave


t0, b ∈ J (autrement dit, telle que b ne soit pas la borne supérieure de J). Posons

C = supt∈[t0,b] c(t) et K = supt∈[t0,b] k(t). Nous obtenons

‖y′(t)‖ = ‖f(t, y(t))‖ 6 C +K‖y(t)‖.

On utilise alors un raisonnement de type lemme de Gronwall pour majorer la

norme ‖y(t)‖. Nous avons y(t) = y(t0) +
∫ t
t0
y′(u) du, don


‖y(t)‖ 6 v(t) = ‖y(t0)‖+
∫ t

t0

‖y′(u)‖ du ave


v′(t) = ‖y′(t)‖ 6 C +K‖y(t)‖ 6 C +Kv(t).

Ce
i donne la majoration

d

dt

(
v(t)e−K(t−t0)) =

(
v′(t)−K v(t)

)
e−K(t−t0) 6 Ce−K(t−t0).

Par intégration sur [t0, t], on obtient

v(t)e−K(t−t0) − v(t0) 6
C

K
(1− e−K(t−t0)),

et 
omme v(t0) = ‖y(t0)‖, il vient

sup
t∈[t0,b[

‖y(t)‖ 6 sup
t∈[t0,b[

v(t) 6 R =
C

K

(
eK(b−t0) − 1

)
+ ‖y(t0)‖eK(b−t0).

Par 
onséquent (t, y(t)) dé
rit une partie 
ompa
te K = [t0, b] × B(0, R) dans U =
J × Rm, et y ne peut être une solution maximale. Toute solution maximale est don


globale.

[
Le le
teur pourra étudier l'exer
i
e 5.9 pour un généralisation �a une hypothèse

de 
roissan
e plus faible que (2), tenant 
ompte uniquement de la

〈〈
dire
tion radiale

〉〉

du ve
teur f(t, y)
]
.
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Exer
i
es.

(a) Montrer que toute solution maximale de l'équation di�érentielle y′ = t
√
t2 + y2,

(t, y) ∈ R× R, est globale.

(b) On dé�nit f : R → R par f(y) = e si y ≤ e et f(y) = y ln y si y ≥ e. Montrer

que f n'est pas lips
hitzienne au voisinage de 0. Déterminer expli
itement les solutions

maximales de l'équation y′ = f(y). Les 
onditions su�santes du théorème pré
édent

sont-elles né
essaires ?

4. Équations di�érentielles d'ordre supérieur �a un

4.1. Dé�nitions

Un système di�érentiel d'ordre p dans Rm est une équation de la forme

(E) y(p) = f(t, y, y′, . . . , y(p−1))

où f : U → Rm est une appli
ation 
ontinue dé�nie sur un ouvert U ⊂ R× (Rm)p.

Une solution de (E) sur un intervalle I ⊂ R est une appli
ation y : I → Rm p-fois
dérivable, telle que

(i) (∀t ∈ I) (t, y(t), y′(t), . . . , y(p−1)(t)) ∈ U ,

(ii) (∀t ∈ I) y(p)(t) = f(t, y(t), y(t′), . . . , y(p−1)(t)).

Le résultat suivant se démontre par ré
urren
e d'une manière entièrement analogue �a


elle utilisée pour les équations di�érentielles d'ordre 1. Le détail de l'argument est

laissé au le
teur.

Régularité des solutions. Si f est de 
lasse Ck, les solutions y sont de 
lasse Ck+p.

4.2. Système di�érentiel d'ordre un asso
ié

Il est 
lair que le système (E) est équivalent au système di�érentiel d'ordre 1

(E1)





dY0

dt
= Y1

dY1

dt = Y2

. . .
dYp−2

dt = Yp−1

dYp−1

dt = f(t, Y0, Y1, . . . , Yp−1)

si l'on pose Y0 = y, Y1 = y′, . . .. Le système (E1) peut en
ore s'é
rire

(E1) Y ′ = F (T, Y )

ave


Y = (Y0, Y1, . . . , Yp−1) ∈ (Rm)p

F = (F0, F1, . . . , Fp−1) : U → (Rm)p

F0(t, Y ) = Y1, . . . , Fp−2(t, Y ) = Yp−1,

Fp−1(t, Y ) = f(t, Y ).
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Tout système di�érentiel (E) d'ordre p dans Rm est don
 équivalent �a un système

di�érentiel (E1) d'ordre 1 dans (Rm)p. Il en résulte que les théorèmes d'existen
e et

d'uni
ité démontrés pour les systèmes d'ordre 1 sont en
ore vrais pour les systèmes

d'ordre p, ave
 des preuves qui sont des transpositions dire
tes du 
as d'ordre 1. En

voi
i les prin
ipaux énon
és :

4.3. Théorème d'existen
e

Théorème de Cau
hy-Peano-Arzela. Pour tout point (t0, y0, y1, . . . , yp−1) ∈ U le

problème de Cau
hy de 
onditions initiales

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y
(p−1)(t0) = yp−1

admet au moins une solution maximale y : I → Rm, dé�nie sur un intervalle ouvert.

Remarque très importante. On voit ainsi que pour un système d'ordre p, la


ondition initiale requiert non seulement la donnée de la valeur y0 de y au temps

t0, mais également la donnée de ses (p− 1) premières dérivées.

4.4. Théorème d'existen
e et d'uni
ité

Théorème de Cau
hy-Lips
hitz. Si de plus f est lo
alement lips
hitzienne en

(y0, . . . , yp−1) sur U , 
'est-�a-dire si ∀(t0, y0, . . . , yp−1) ∈ U il existe un voisinage

[t0 − T0, t0 + T0]×B(y0, r0)× . . .×B(yp−1, rp−1) 
ontenu dans U sur lequel

‖f(t, z0, . . . , zp−1)− f(t, w0, . . . , wp−1)‖ ≤ k(‖z0 − w0‖+ . . .+ ‖zp−1 − wp−1‖),

alors le problème de Cau
hy 4.3 admet une solution maximale et une seule.

4.5. Solutions globales

Théorème. Si U = J × (Rm)p et s'il existe une fon
tion k : J → R+ 
ontinue telle

que (∀t ∈ J)

‖f(t, z0, . . . , zp−1)− f(t, w0, . . . , wp−1)‖ ≤ k(t)(‖z0 − w0‖+ . . .+ ‖zp−1 − wp−1‖),

alors les solutions maximales sont dé�nies sur J tout entier.

5. Problèmes

5.1. On 
onsidère l'équation di�érentielle y′ = y2 − x.

(a) Quelles sont les lignes iso
lines ?
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On notera I0 l'iso
line 
orrespondant �a la pente nulle.

Soit P−
l'ensemble des points du plan où la pente des solutions est stri
tement

négative. Dé
rire P−
. Montrer que si une solution entre dans P−

, alors elle y reste

(
'est-�a-dire : si une solution y(x) a un point (x0, y(x0)) dans P
−
, alors si x1 > x0,

(x1, y(x1)) ∈ P
−
).

(b) Étudier et tra
er le graphe de la 
ourbe I ensemble des points d'in�exion des

solutions de l'équation di�érentielle. Quelles sont les régions du plan où y′′ > 0,
respe
tivement y′′ < 0 ?

On notera I1 la partie de I extérieure �a P−
, et I2 la partie de I qui se trouve dans

P−
.

(
) Soit C une 
ourbe solution ren
ontrant I1 en un point (x, y).

(α) Montrer qu'en 
e point, la pente de I1 est stri
tement inférieure �a la pente de

C.

(β) En déduire que C ne 
oupe I1 qu'en 
e point, que C ne ren
ontre pas P
−
, et

que C n'a qu'un point d'in�exion.

(γ) Montrer que C possède 2 bran
hes in�nies �a dire
tion asymptotique verti
ale.

(δ) Soit (x0, y0) un point de C. Comparer en 
e point, la pente de C et la pente

de la solution de l'équation di�érentielle y′ = y2

2 . En déduire que les bran
hes

in�nies de C 
orrespondent �a des asymptotes verti
ales.

(d) Soit D une 
ourbe solution ren
ontrant I0.

(α) Montrer que D possède une asymptote verti
ale.

(β) Montrer que D a un point d'in�exion et un seul.

(γ) Montrer que lorsque x→ ∞, D est asymptote �a I0.

(e) Soit A (resp. B) l'ensemble des points de l'axe Oy par où passe une 
ourbe solution

qui ren
ontre I1 (resp. I0).

(α) Montrer qu'il existe a tel que A = {0} × ]a,+∞[.

(β) Montrer qu'il existe b tel que B = {0} × ]−∞, b[.

(γ) Montrer que a = b. Quelle est l'allure de la solution passant par le point de


oordonnées (0, a) ?

5.2. On 
onsidère l'équation di�érentielle y′ = f(t, y), où f et

∂f
∂y

sont 
ontinues. Soit

α une fon
tion réelle dé�nie sur un intervalle [t0, t1[ où t1 peut éventuellement être

in�ni ; on suppose α 
ontinue et dérivable par mor
eaux.

On dit que α est une barrière inférieure [respe
tivement : supérieure℄ pour l'équation

di�érentielle si α′(t) < f(t, α(t)) [resp : α′(t) > f(t, α(t))] pour tout t tel que α′(t)
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existe, et, aux points où α n'est pas dérivable, pour la dérivée �a gau
he et pour la

dérivée �a droite.

(a) Montrer que si α est une barrière inférieure pour t0 ≤ t ≤ t1 et si u est une

solution de l'équation di�érentielle véri�ant α(t0) ≤ u(t0), alors α(t) < u(t) pour
tout t ∈ ]t0, t1[. Montrer un résultat analogue pour une barrière supérieure.

(b) On suppose que α est une barrière inférieure sur [t0, t1[, que β est une barrière

supérieure sur [t0, t1[, et que α(t) < β(t) pour tout t ∈ [t0, t1[. L'ensemble des

points (t, x) tels que t0 ≤ t ≤ t1 et α(t) ≤ x ≤ β(t) est appelé entonnoir.

(α) Montrer que si une solution u de l'équation di�érentielle est telle que (s, u(s))
soit dans l'entonnoir pour un s ∈ [t0, t1[, alors (t, u(t)) est dans l'entonnoir pour
tout t ∈ [s, t1[.

(β) Si α est une barrière inférieure et β une barrière supérieure, et si α(t) > β(t)
pour t ∈ [t0, t1[, on dit que l'ensemble des (t, x) tels que t0 ≤ t ≤ t1 et

α(t) ≥ x ≥ β(t) est un anti-entonnoir.

Montrer qu'il existe une solution u(t) de l'équation di�érentielle, telle que

β(t) ≤ u(t) ≤ α(t) pour tout t ∈ [t0, t1[.

(
) Dans la suite du problème, on prend f(t, y) = sin(ty). On se restreindra aux

solutions véri�ant y > 0.

(α) Déterminer les iso
lines 
orrespondant aux pentes −1, 0, 1.

(β) Pour quelles valeurs de t 
es iso
lines sont-elles des barrières inférieures ?

supérieures ? Quels sont les entonnoirs formés par 
es iso
lines ?

(γ) Soit u une solution de l'équation di�érentielle ; soit γ la fon
tion 
ontinue,

dérivable par mor
eaux, dé�nie pour t ≥ 0 par : γ(0) = u(0) > 0 ; γ est a�ne

de pente 1 depuis t = 0 jusqu'�a 
e que son graphe ren
ontre la première iso
line

de pente 0, puis γ est a�ne de pente 0 jusqu'�a l'iso
line de pente 0 suivante,

puis γ est a�ne de pente 1 jusqu'�a l'iso
line de pente 0 suivante, et ainsi de

suite. Montrer que le graphe de γ ren
ontre la droite y = t.

(δ) Montrer que γ est une barrière supérieure.

(ε) En déduire que toute solution de l'équation di�érentielle ren
ontre la droite

y = t, puis reste dans un entonnoir.

(ζ) Dessiner l'allure des solutions de l'équation di�érentielle y′ = sin(ty).

5.3. On 
onsidère l'équation (appelée équation de Van der Pol) :

(E)

{
x′(t) = y(t)− x3(t) + x(t),
y′(t) = −x(t), t ∈ R.

(a) Montrer que le problème de Cau
hy 
orrespondant admet une solution globale

unique (on pourra utiliser le résultat de l'exer
i
e 5.9).
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(b) On appelle traje
toire asso
iée �a une solution de (E), l'ensemble par
ouru dans

le plan Eu
lidien par le point de 
oordonnées (x(t), y(t)) lorsque t par
ourt R.
Montrer que les traje
toires asso
iées �a deux solutions distin
tes de (E) 
oïn
ident

ou n'ont au
un point 
ommun ; montrer que par 
haque point du plan passe une

traje
toire et une seule ; montrer que si une traje
toire a un point double (
'est-

�a-dire 
orrespondant �a deux valeurs distin
tes de t), les solutions asso
iées de (E)
sont périodiques (et tous les points sont alors doubles). Quelles sont les traje
toires

réduites �a un point ?

(
) Montrer que la 
ourbe symétrique d'une traje
toire par rapport �a (0, 0) est en
ore
une traje
toire.

(d) On 
onsidère maintenant les sous-ensembles du plan

D+ = {(0, y) ; y > 0); D− = {(0, y) ; y < 0} ;

E1 = {(x, y) ; x > 0 et y > x3 − x)}; Γ+ = {(x, x3 − x) ; x > 0)} ;

E2 = {(x, y) ; x > 0 et y < x3 − x} ;

E3 = {(x, y) ; x < 0 et y < x3 − x}; Γ− = {(x, x3 − x) ; x < 0} ;

E4 = {(x, y) ; x < 0 et y > x3 − x}.

Soit (x(t), y(t)) une solution de (E) ; montrer que, si (x(t0), y(t0)) ∈ D+
, il existe

t4 > t3 > t2 > t1 > t0 tels que (x(t), y(t)) ∈ Ei pour t ∈ ]ti−1, ti[, i = 1, 2, 3, 4, et
(x(t1), y(t1)) ∈ Γ+

, (x(t2), y(t2)) ∈ D−
, (x(t3), y(t3)) ∈ Γ−

; (x(t4), y(t4)) ∈ D+
.

(e) Soit y0 > 0 et t0 ∈ R ; il existe une solution de (E) telle que (x(t0), y(t0)) = (0, y0) ;
on pose σ(y0) = y(t2) ; montrer que σ(y0) ne dépend que de y0 (et non de t0) et
que σ est une appli
ation monotone 
ontinue de R+

dans R−
.

(f) En utilisant le (
), montrer que (0, y0) appartient �a la traje
toire d'une solution

périodique si et seulement si σ(y0) = −y0.

(g) Soit β > 0 tel que pour la solution de (E) véri�ant (x(t0), y(t0)) = (0, β) on ait

(x(t1), y(t1)) = (1, 0). Montrer que pour y0 < β, on a σ(y0)
2 − y20 > 0 (regarder∫ t2

t0

d

dt
[x(t)2 + y(t)2]dt).

(h) Soit y0 grand. Soit C la 
ourbe formée des ar
s suivants :

• le segment (0, y0), (1, y0) ;

• l'ar
 de 
er
le de 
entre O passant par (1, y0) et 
oupant (y = x3−x) en (x1, y1)
ave
 x1 > 1.

• le segment (x1, y1), (x1, 0).

• l'ar
 de 
er
le de 
entre O passant par (x1, 0) et 
oupant (x = 1) en (x′1, y
′
1).

• la tangente en (x′1, y
′
1) �a 
et ar
 de 
er
le qui re
oupe Oy en (0, y2).

Montrer que la solution de (E) passant par (0, y0) est �a l'intérieur de C. En déduire

que σ(y0)
2 − y20 < 0.
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(i) En déduire qu'il existe une traje
toire et une seule 
orrespondant �a des solutions

périodiques de (E). Montrer que les traje
toires non réduites �a (0, 0) 
onvergent
asymptotiquement vers 
ette traje
toire quand t tend vers +∞.

5.4. Soit t une variable réelle ≥ 0. On 
onsidère le problème de Cau
hy

y′ = ty, y(0) = 1.

(a) Démontrer que pour tout T > 0, 
e problème admet une solution et une seule

sur [0, T ], et indiquer 
omment la méthode d'Euler permet d'en trouver une

approximation.

(b) Déduire de 
e qui pré
ède la formule

y(t) = lim
N→+∞

PN (t) avec PN (t) =

N−1∏

n=0

(
1 +

nt2

N2

)

(
) Pour α > 0, étudier les variations de la fon
tion f(x) = x ln (1+α/x) sur ]0,+∞[ ;
on montrera que f ′′(x) < 0.

En déduire l'en
adrement

(
1 +

t2

N

) n
N ≤ 1 +

nt2

N2
≤
(
1 +

t2

N2

)n
si 0 ≤ n ≤ N − 1.

(d) Cal
uler la limite du (b), et en déduire y(t).

5.5. On 
onsidère l'équation di�érentielle

y′ = |y|−3/4y + t sin
(π
t

)
= f(t, y)

où le se
ond membre est dé�ni sur R2
�a l'aide de prolongements par 
ontinuité. On

note Y (t) la solution appro
hée dé�nie sur R, obtenue par la méthode d'Euler pour le

pas h = 1
n+1/2 où n ∈ N∗

, et véri�ant Y (0) = 0. On suppose dans un premier temps

que n est pair.

(a) Cal
uler Y (h), Y (2h) et Y (3h).

Démontrer les inégalités Y (3h) > h3/2

2 > (3h)3/2

16 .

(b) Déterminer c > 0 tel que 0 < t < c on ait

1
2
t3/8 − t > 1

10
t3/8. En supposant

de plus h ≤ t et c assez petit véri�er

(t+h)3/2−t3/2
h

< 8
5
t3/8 (on pourra utiliser la

formule de Taylor).

(
) On suppose que pour m ∈ N∗
on a mh < c et Y (m, h) > (mh)3/2

16
.
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Démontrer les inégalités

f(mh, Y (mh)) > Y (mh)1/4 −mh >
1

2
(mh)3/8 −mh >

1

10
(mh)3/8.

En déduire Y ((m+ 1)h) > ((m+1)h)3/2

16
.

Montrer que si p entier véri�e 0 < ph ≤ c, on a

Y (ph) >
(ph)3/2

16
.

(d) On suppose i
i que n est impair. Cal
uler Y (h), Y (2h) et Y (3h). Montrer l'inégalité

Y (3h) < − (3h)3/2

16
.

On suppose que pour mh < c on a Y (mh) < − (mh)3/2

16 ; montrer 
omme 
i-dessus

que Y ((m+ 1)h) < − ((m+1)h)3/2

16 , puis que Y (ph) < − (ph)3/2

16 pour tout entier p tel
que 0 < ph ≤ c.

(e) Pour 0 < t < c, montrer que les solutions appro
hées Y (t) ne tendent vers au
une
limite n tend vers +∞.

5.6. Soit le système di�érentiel dans R2
dé�ni par

(S)





dx

dt
= 2(x− ty)

dy

dt
= 2y.

(a) Déterminer la 
ourbe intégrale qui passe par le point (x0, y0) au temps t = 0.

(b) On utilise la méthode d'Euler ave
 pas 
onstant h, démarrant au temps t0 = 0.
Soit (xn, yn) le point atteint au temps tn = nh (n ∈ N).

(α) É
rire la relation qui lie (xn+1, yn+1) �a (xn, yn).

(β) Cal
uler expli
itement (xn, yn) en fon
tion de n, h, x0, y0.

(γ) Sans utiliser les théorèmes généraux du 
ours, véri�er que la solution appro
hée

qui interpole linéairement les points (xn, yn) 
onverge sur R+ vers la solution

exa
te de (S).

5.7. Soit f : [a, b]× R → R une fon
tion 
ontinue et lips
hitzienne de rapport k en sa

deuxième variable. On dé�nit une suite de fon
tions yn : [a, b] → R en posant y0(t) = λ
et

yn+1(t) = λ+

∫ t

a

f(u, yn(u))du, n ∈ N.
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On sait d'après V 3.2 que yn 
onverge uniformément vers la solution exa
te de l'équation

y′ = f(t, y) telle que y(a) = λ. On étudie i
i le 
as parti
ulier de l'équation

dy

dt
= −2y + t, t ∈ [0,+∞[.

(a) Montrer que yn peut s'é
rire sous la forme

yn(t) = λPn(t) +Qn(t)

où Pn, Qn sont des polyn�mes que l'on expli
itera.

(b) Cal
uler limn→+∞ Pn et limn→+∞Qn. Véri�er 
e résultat en résolvant dire
tement

l'équation.

5.8. Soit T un réel positif et f : [0, T ]×R → R une appli
ation 
ontinue lips
hitzienne

de rapport k en la deuxième variable. On 
onsidère l'équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y).

Soit un réel h ∈ ]0, T [. On dira que z est une solution retardée de retard h si z est une
fon
tion 
ontinue sur [0, T ], dérivable sur ]h, T ] et si

z′(t) = f(t, z(t− h)), ∀t ∈ ]h, T ].

(a) Soit y0 un réel �xé. Montrer que (E) admet une solution retardée de retard h et

une seule, notée zh, telle que zh(t) = y0 pour tout t ∈ [0, h].

(b) Soit z une solution retardée de retard h. On pose

A = max
t∈[0,T ]

|f(t, 0)|, m(t) = max
u∈[0,t]

|z(u)|.

(α) Montrer que pour tout t ∈ [h, T ] on a

m(t) ≤ m(h) +

∫ t

h

(A+ km(u))du.

(β) En déduire que

m(t) ≤
(A
k
+m(h)

)
ek(t−h) − A

k
, ∀t ∈ [h, T ].

[Indi
ation : étudier la dérivée de la fon
tion M(t) = e−kt
∫ t
h
(A+ km(u))du.]

(γ) Montrer qu'il existe une 
onstante B indépendante de h, que l'on expli
itera,

telle que ‖zh‖∞ ≤ B pour tout h > 0, si zh désigne la solution retardée du (a).
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(
) On se propose i
i d'étudier la 
onvergen
e de zh quand h tend vers 0.

(α) Montrer que les fon
tions zh sont C-lips
hitziennes ave
 une 
onstante C
indépendante de h.

(β) Soit y la solution exa
te (non retardée) de (E) telle que y(0) = y0. On pose

δ(t) = max
u∈[0,t]

|zh(u)− y(u)|.

Montrer que δ véri�e l'inégalité intégrale

δ(t) ≤ δ(h) +

∫ t

h

(kCh+ kδ(u))du.

où C est la 
onstante de la question (
) α).

(γ) En déduire une majoration de ‖δ‖∞ et 
on
lure.

(d) On 
onstruit maintenant une méthode de résolution appro
hée de (E) utilisant les

solutions retardées zh. Pour tout entier n ∈ N, n ≤ T/h, on pose

tn = nh, zn = zh(tn) ;

dans la formule

zn+1 = zn +

∫ tn+1

tn

f(t, zh(t− h))dt

on rempla
e la valeur exa
te de l'intégrale par sa valeur appro
hée 
al
ulée au

moyen de la méthode des trapèzes élémentaires.

(α) É
rire la relation de ré
urren
e dé�nissant la suite (zn).

(β) Exprimer l'erreur de 
onsistan
e relative �a une solution exa
te y ; en 
al
uler

un développement limité �a l'ordre 2 en fon
tion de h et des dérivées partielles

de f au point (t, y). Quel est l'ordre de la méthode ? (voir 
hapitre VIII pour

les dé�nitions).

5.9. Soit J un intervalle ouvert de R et f : J × Rm → Rm une appli
ation 
ontinue.

On se propose de démontrer que toute solution maximale de l'équation di�érentielle

y′ = f(t, y) est globale si f véri�e l'hypothèse suivante :

(H) Il existe des fon
tions a, b : I → R+ 
ontinues telles que

〈f(t, y), y〉 ≤ a(t)‖y‖2 + b(t), ∀(t, y) ∈ J × Rm,

où 〈 , 〉 et ‖ ‖ désignent respe
tivement le produit s
alaire et la norme eu
lidienne

standards sur Rm.

(a) Soit y : [t0, t1[→ Rm une solution maximale �a droite passant par un point (t0, y0)
et soit r(t) = ‖y(t)‖2. Montrer que r′(t) ≤ 2a(t)r(t) + 2b(t).
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En déduire que ‖y(t)‖2 ≤ ρ(t) où ρ : J → R est la solution (toujours globale) de

l'équation linéaire ρ′ = 2a(t)ρ+ 2b(t), telle que ρ(t0) = ‖y0‖2.
[Indi
ation : soit A(t) une primitive de a(t) ; étudier le signe de la dérivée de

(r(t)− ρ(t))e−2A(t)
.

(b) Déterminer un majorant expli
ite de ‖y(t)‖ lorsque a et b sont des 
onstantes.

(
) On suppose que t1 < sup J . Montrer que y(t), y′(t) sont bornées sur [t0, t1[ et que

es fon
tions se prolongent par 
ontinuité en t1. Montrer que 
e
i 
onduit �a une


ontradi
tion. Con
lure.





Chapitre VI

Méthodes de résolution expli
ite

On se propose d'étudier un 
ertain nombre de types 
lassiques d'équations di�érentielles

du premier et du se
ond ordre pour lesquelles on sait ramener le 
al
ul des solutions �a

des 
al
uls de primitives. Ce
i fournira l'o

asion d'illustrer les résultats généraux du


hapitre V par des exemples.

1. Équations du premier ordre

1.1. Remarques générales

On 
onsidère une équation di�érentielle

(E)
dy

dx
= f(x, y)

où f : U → R est une fon
tion 
ontinue sur un ouvert U ⊂ R2
, lo
alement lips
hitzienne

en y.

Les di�érentes solutions de l'équation (E) s'é
rivent en général sous la forme

y = ϕ(x, λ)

où λ est un paramètre réel : on dit parfois que la solution

〈〈
générale

〉〉
dépend d'un

seul paramètre. Pour 
omprendre 
e phénomène, il su�t d'appliquer le théorème de

Cau
hy-Lips
hitz : si on 
her
he les solutions dé�nies au voisinage d'un point x0, on
sait qu'il existe une solution y et une seule telle que y(x0) = y0 ; on peut don
 
hoisir

λ = y0 pour paramétrer les solutions. Dans la pratique, le paramètre λ apparaît souvent

omme 
onstante d'intégration.

Il arrive parfois qu'en plus de la solution générale on ait des solutions parti
ulières

y = ψ0(x), y = ψ1(x), . . . qui ne s'obtiennent pour au
une valeur de λ : on dit que 
e

sont des solutions singulières (ou 
ourbes intégrales singulières) de (E).

On va maintenant dé
rire une situation un peu plus générale qui se ramène au 
as

d'une équation du type 
onsidéré 
i-dessus.

Systèmes di�érentiels autonomes dans un ouvert U ⊂ R2
. On suppose donné

un 
hamp de ve
teurs dans U , 
'est-�a-dire une appli
ation 
ontinue

M

(
x
y

)
7→ −→

V (M)

(
a(x, y)
b(x, y)

)
, M ∈ U.

On appelle système autonome asso
ié au 
hamp de ve
teurs

−→
V (M) le système di�éren-

tiel

(S)
d
−→
M

dt
=

−→
V (M) ⇔





dx

dt
= a(x, y)

dy

dt
= b(x, y)

.
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Si

−→
V (M) représente un 
hamp de ve
teurs vitesse (asso
ié par exemple �a l'é
oule-

ment d'une nappe de �uide sur une surfa
e plane), résoudre (S) revient �a 
her
her la

traje
toire et la loi du mouvement des parti
ules de �uide en fon
tion du temps. Le

mot

〈〈
autonome

〉〉
signi�e que le 
hamp de ve
teurs ne dépend pas du temps t (
as d'un

é
oulement stationnaire).

Si t 7→M(t) est solution, toute fon
tion t 7→M(t+T ) obtenue par un dé
alage dans le

temps est en
ore solution. Dans l'ouvert U ′ =
{
M(x, y) ; a(x, y) 6= 0

}
on a (S) ⇒ (E)

où

(E)
dy

dx
=
b(x, y)

a(x, y)
= f(x, y).

Résoudre (E) permet de trouver la traje
toire des parti
ules (mais pas la loi du

mouvement en fon
tion du temps).

1.2. Équations �a variables séparées

Ce sont les équations dans lesquelles on peut regrouper x, dx d'une part et y, dy d'autre
part. Nous allons examiner 3 
as.

a) Équations y′
= f(x), ave
 f : I → R 
ontinue.

Les solutions sont données par

y(x) = F (x) + λ, λ ∈ R,

où F est une primitive de f sur I. Les 
ourbes intégrales se déduisent les unes des

autres par translations dans la dire
tion Oy.

b) Équations y′
= g(y), ave
 g : J → R 
ontinue.

L'équation peut se ré
rire

dy
dx = g(y), ou en
ore

dy
g(y) = dx �a 
ondition que g(y) 6= 0.

• Notons yj les ra
ines de g(y) = 0 dans l'intervalle J . Alors y(x) = yj est une solution
(singulière) évidente de l'équation.

• Dans l'ouvert U = {(x, y) ∈ R× J ; g(y) 6= 0}, on a

(E) ⇔ dy

g(y)
= dx.

Les solutions sont données par

G(y) = x+ λ, λ ∈ R

où G est une primitive quel
onque de

1
g sur 
ha
un des intervalles ouverts [yj, yj+1[

délimités par les ra
ines de g. Dans 
haque bande R× ]yj, yj+1[, les 
ourbes intégrales
se déduisent les unes des autres par translations dans la dire
tion Ox ; 
e
i est �a relier

au fait que les lignes iso
lines sont les droites y = m = 
onstante.
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Comme G′ = 1
g et que g est de signe 
onstant sur ]yj, yj+1[, on en déduit que G est

une appli
ation stri
tement monotone bije
tive

G : ]yj, yj+1[ → ]aj, bj[

ave
 aj ∈ [−∞,+∞[, bj ∈ ] − ∞,+∞]. On peut don
 (au moins théoriquement)

exprimer y en fon
tion de x :

y = G−1(x+ λ), λ ∈ R.

Supposons par exemple g > 0, et par suite G 
roissante sur ]yj, yj+1[.

• Si

∫ yj+ε
yj

dy
g(y) diverge, on a aj = −∞, par 
onséquent x = G(y) − λ → −∞ quand

y → yj + 0. Dans 
e 
as, la 
ourbe est asymptote �a la droite y = yj .

• Si

∫ yj+ε
yj

dy
g(y) 
onverge, alors aj ∈ R et x → aj − λ quand y → yj + 0, ave
 de plus

y′ = g(y) → 0 ; la 
ourbe vient rejoindre la droite y = yj au point (aj − λ, yj) et

admet la droite y = yj pour tangente en 
e point. Cette situation montre qu'il n'y a

pas uni
ité du problème de Cau
hy en 
as de 
onvergen
e de l'intégrale.

Exer
i
e. Véri�er que

∫
dy
g(y) est bien toujours divergente en tout point yj tel que

g(yj) = 0, lorsque g est lo
alement lips
hitzienne.

L'allure des 
ourbes intégrales est la suivante (dans le s
héma 
i-dessous, on suppose

qu'il y a 
onvergen
e en y2 − 0, divergen
e en y1 ± 0 et y2 + 0) :

x

y

y = y2

y = y1

g(y) < 0

g(y) > 0

g(y) < 0
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) Cas général des équations �a variables séparées.

(E) y′ = f(x)g(y) ave
 f, g 
ontinues.

• Si g(yj) = 0, la fon
tion 
onstante y(x) = yj est solution singulière.

• Sur l'ouvert U = {(x, y) ; g(y) 6= 0} on a

(E) ⇔ dy

g(y)
= f(x)dx

d'où G(y) = F (x) + λ, λ ∈ R, où F est une primitive de f et G une primitive

de 1/g. Comme G est 
ontinue stri
tement monotone sur 
haque intervalle [yj, yj+1[,
l'appli
ation G admet une appli
ation ré
iproque G−1

et on obtient

y = G−1(F (x) + λ).

Exemple. Soit l'équation y′ =

√
1− y2

1− x2
. Le domaine de dé�nition est la réunion

{|x| < 1 et |y| ≤ 1} ∪ {|x| > 1 et |y| ≥ 1}.

On va don
 se pla
er dans l'ouvert

U = {|x| < 1 et |y| < 1} ∪ {|x| > 1 et |y| > 1}.

• Dans le 
arré {|x| < 1 et |y| < 1} l'équation s'é
rit :

dy√
1− y2

=
dx√
1− x2

,

d'où Arcsin y = Arcsinx+ λ, λ ∈ R. Comme Ar
sin est une bije
tion de ]− 1, 1[ sur]
− π

2 ,
π
2

[
, on a né
essairement λ ∈ ]− π, π[. On doit avoir de plus

Arcsinx ∈
]
− π

2
,
π

2

[
∩
]
− π

2
− λ,

π

2
− λ
[
=





]
− π

2
,
π

2
− λ
[

si λ ≥ 0,

]
− π

2
− λ,

π

2

[
si λ ≤ 0.

De même Arcsin y est dans

]
− π

2
+ λ, π

2

[
si λ ≥ 0, et dans

]
− π

2
, π
2
+ λ

[
si λ ≤ 0.

Les 
ourbes intégrales admettent pour équation

y = sin(Arcsinx+ λ) = x cos λ+
√

1− x2 sin λ

ave


x ∈ ]− 1, cos λ[, y ∈ ]− cos λ, 1[ si λ ≥ 0,

x ∈ ]− cos λ, 1[, y ∈ ]− 1, cos λ[ si λ ≤ 0.
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L'équation 
i-dessus implique (y − x cos λ)2 + x2 sin2 λ = sin2 λ, don
 les 
ourbes

intégrales sont des ar
s d'ellipse.

• L'ouvert {|x| > 1 et |y| > 1} est formé de 4 
omposantes 
onnexes. Plaçons-nous par

exemple dans {x > 1 et y > 1}. On a

(E) ⇔ dy√
y2 − 1

=
dx√
x2 − 1

,

d'où Argcosh y = Argcoshx + λ, λ ∈ R. Argcosh est une bije
tion de ]1,+∞[ sur
]0,+∞[ ; en raisonnant 
omme 
i-dessus, on obtient

y = x cosh λ+
√
x2 − 1 sinh λ

ave


x ∈ ]1,+∞[, y ∈ ] cosh λ,+∞[ si λ ≥ 0,

x ∈ ] cosh λ,+∞[, y ∈ ]1,+∞[ si λ ≤ 0,

par suite (y−x cosh λ)2−x2 sinh2 λ+sinh2 λ = 0, 
e qui est l'équation d'une 
onique.

Comme

√
x2 − 1 = |x|

√
1− 1

x2 = |x| − 1
2|x| +O

(
1
x3

)
, on voit que la 
onique admet des

asymptotes y = (cosh λ± sinh λ)x = e±λx (pour la bran
he x > 1 qui nous intéresse,


'est y = eλx). On a don
 a�aire �a des ar
s d'hyperbole.

λ =
 0

y = e
λ′ x

x 
=

 −
 c

os
 λ

′
x 

=
 c

os
 λ

y 
=

 e
λ x

0−1 1 cosh λ′

y = − cos λ
y = cos λ′

cosh λ

x

y

1

−1

On a �guré i
i λ > 0, λ′ < 0.
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1.3. Cas où l'on 
onnaît une

〈〈
intégrale première

〉〉

Supposons qu'on 
her
he �a résoudre une équation

(E) y′ = f(x, y)

ou un système di�érentiel

(S)





dx

dt
= a(x, y)

dy

dt
= b(x, y)

dans un ouvert U ⊂ R2
. Dans les deux 
as on a une é
riture sous forme di�érentielle :

(E) ⇔ f(x, y)dx− dy = 0,

(S) ⇒ b(x, y)dx− a(x, y)dy = 0.

Dé�nition. On dit qu'une fon
tion V : U → R de 
lasse C1
est une intégrale première

si (E) (respe
tivement (S)) implique

dV = V ′
x(x, y)dx+ V ′

y(x, y)dy = 0.

Dans 
e 
as, les 
ourbes intégrales y = ϕ(x) véri�ent

V ′
x(x, ϕ(x)) + V ′

y(x, ϕ(x))ϕ
′(x) =

d

dx
[V (x, ϕ(x)] = 0.

Les 
ourbes intégrales sont don
 
ontenues dans les lignes de niveau V (x, y) = λ, où
λ ∈ R est une 
onstante.

−−→
gradV

V (x, y) = λ

En tout point où

−−→
gradV 6= −→

0 , la ligne de niveau 
orrespondante possède une tangente

perpendi
ulaire �a

−−→
gradV . Le 
hamp des tangentes est dirigé par le ve
teur

~k

(
1

f(x, y)

)
, resp. ~k

(
a(x, y)
b(x, y)

)
dans le 
as de (E) (resp. (S)).
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La 
ondition d'orthogonalité

−−→
gradV ⊥ ~k équivaut �a la proportionnalité de l'équation

V ′
xdx+ V ′

ydy = 0 �a l'équation di�érentielle (E) (ou (S)). On peut don
 énon
er :

Propriété 
ara
téristique. V est une intégrale première si et seulement si

−−→
gradV

est orthogonal au 
hamp des tangentes de l'équation di�érentielle 
onsidérée.

Exemple. Soit y′ = y
x+y2 sur U = {x+ y2 6= 0}. L'équation se ré
rit

(E) ydx− (x+ y2)dy = 0.

Cette di�érentielle n'est pas une di�érentielle exa
te dV = Pdx+Qdy (on devrait avoir

∂P
∂y

= ∂Q
∂x

, 
e qui n'est pas le 
as). On observe néanmoins que

d
(x
y

)
=
ydx− xdy

y2
.

Multiplions alors l'équation (E) par

1
y2
, en se plaçant dans l'ouvert y 6= 0 :

(E) ⇔ ydx− xdy

y2
− dy = 0 ⇔ d

(x
y
− y
)
= 0.

Les 
ourbes intégrales y sont don
 données par

x

y
− y = λ ⇔ x = y2 + λy.

Ce sont des ar
s de la parabole d'axe y = −λ
2
et de sommet

(
−λ2/4
−λ/2

)
, délimités par

les points tels que x+ y2 = 2y2 + λy = 0, 
'est-�a-dire

(
0
0

)
et le sommet, qui doivent

être ex
lus. Par ailleurs, y = 0 est une solution singulière, fournissant deux solutions

maximales pour x ∈ ]−∞, 0[ et x ∈ ]0,+∞[ respe
tivement.

Remarque. On dit que

1
y2

est un

〈〈
fa
teur intégrant

〉〉
de la forme di�érentielle

ydx− (x+ y2)dy = 0.
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x

y

−λ

1

1

1.4. Équations linéaires du premier ordre

Ce sont les équations de la forme

(E) y′ = a(x)y + b(x)

où a, b : I → R (ou C) sont des fon
tions 
ontinues.

Supposons qu'on 
onnaisse une solution parti
ulière y(1) de l'équation (E). Alors on

obtient par soustra
tion y′ − y′(1) = a(x)(y − y(1)), 
'est-�a-dire que z = y − y(1) véri�e
l'équation linéaire

〈〈
sans se
ond membre

〉〉

(E0) z′ = a(x)z.

Inversement, si z est solution de (E0), alors y = y(1) + z est solution de (E).

Théorème 1. La solution générale de (E) s'é
rit

y = y(1) + z

où y(1) est une solution parti
ulière de (E) et où z est la solution générale de (E0).

a) Solutions de (E0)

Comme f(x, z) = a(x)z est 
ontinue et de dérivée partielle ∂f∂z (x, z) = a(x) 
ontinue, on
sait que le problème de Cau
hy admet une solution unique en tout point (x0, z0) ∈ I×R.
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Or z(x) ≡ 0 est 
lairement solution de (E0). D'après l'uni
ité, au
une autre solution

ne peut s'annuler en un quel
onque point x0 ∈ I. Si z 6= 0, on peut don
 é
rire

z′

z
= a(x),

ln |z| = A(x) + C, C ∈ R,

où A est une primitive de a sur I. On en déduit

|z(x)| = eCeA(x),

z(x) = ε(x)eCeA(x) avec ε(x) = ±1.

Comme z est 
ontinue et ne s'annule pas, le signe de z ne 
hange pas, d'où

z(x) = λeA(x)

ave
 λ = ±eC . Inversement, toute fon
tion

z(x) = λeA(x), λ ∈ R

et visiblement solution de (E0). On peut don
 énon
er :

Théorème 2. Les solutions maximales de (E0) : z′ = a(x)z forment un espa
e

ve
toriel de dimension 1, ayant pour base x 7→ eA(x)
.

b) Re
her
he d'une solution parti
ulière y(1) de (E).

Si au
une solution évidente n'apparaît, on peut utiliser la méthode dite de variation

des 
onstantes, 
'est-�a-dire que l'on 
her
he y(1) sous la forme

y(1)(x) = λ(x)eA(x),

où λ est di�érentiable. Il vient

y′(1)(x) = λ(x)a(x)eA(x) + λ′(x)eA(x)

= a(x)y(1)(x) + λ′(x)eA(x).

y(1) est don
 solution de (E) si on prend

λ′(x)eA(x) = b(x),

λ′(x) = b(x)e−A(x),

λ(x) =

∫ x

x0

b(t)e−A(t), x0 ∈ I.

On obtient ainsi la solution parti
ulière

y(1)(x) = eA(x)

∫ x

x0

b(t)e−A(t)dt
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telle que y(1)(x0) = 0. La solution générale est donnée d'après le théorème 1 par

y(x) = eA(x)
(
λ+

∫ x

x0

b(t)e−A(t)dt
)
.

La solution du problème de Cau
hy y(x0) = y0 est obtenue pour λ = e−A(x0)y0.

Exer
i
e. Propriétés géométriques liées aux équations linéaires (
f. s
héma).

(a) Si y(1), y(2), y(3) sont trois solutions d'une équation linéaire, montrer que la

fon
tion y(3) − y(2) est proportionnelle �a y(2) − y(1).

(b) Montrer qu'une équation y′ = f(x, y) est linéaire si et seulement si le 
hamp des

tangentes a la propriété suivante : pour tout x0 �xé, les tangentes aux di�érents

points (x0, y) sont 
on
ourantes ou toutes parallèles.

x

y

x0

1.5. Équations se ramenant �a des équations linéaires

a) Équations de Bernoulli

Ce sont les équations de la forme

(E)
dy

dx
= p(x)y + q(x)yα, α ∈ R \ {1},

ave
 p, q : I → R 
ontinues (pour α = 1, (E) est linéaire).

On se pla
e dans le demi-plan supérieur U = R × ]0,+∞[= {(x, y) ; y > 0}. En

multipliant par y−α, on obtient

(E) ⇔ y−α
dy

dx
= p(x)y1−α + q(x)
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Posons z = y1−α ; alors

dz
dx = (1− α)y−α dydx , d'où

(E) ⇔ 1

1− α

dz

dx
= p(x)z + q(x)

On est don
 ramené �a une équation linéaire en z.

b) Équations de Ri

ati

Ce sont les équations de la forme

(E) y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x)

ave
 a, b, c : I → R 
ontinues, 
'est-�a-dire que f(x, y) est un polyn�me de degré ≤ 2 en

y. Montrons que l'on sait résoudre (E) dès que l'on 
onnaît une solution parti
ulière

y(1). Posons y = y(1) + z. Il vient

y′(1) + z′ = a(x)(y2(1) + 2y(1)z + z2) + b(x)(y(1) + z) + c(x)

= a(x)y2(1) + b(x)y(1) + c(x) + (2a(x)y(1) + b(x))z + a(x)z2.

Comme y′(1) se simpli�e, on en déduit

z′ = (2a(x)y(1)(x) + b(x)) + a(x)z2.

C'est une équation linéaire de Bernoulli ave
 α = 2. On la ramène �a une équation

linéaire en posant w = z1−α = 1
z .

Exemple. Soit l'équation (1− x3)y′ + x2y + y2 − 2x = 0.

On remarque que y(1)(x) = x2 est solution parti
ulière. En posant y = x2 + z on se

ramène �a

(1− x3)z′ + 3x2z + z2 = 0

puis, après division par z2, �a

−(1− x3)w′ + 3x2w + 1 = 0 avec w =
1

z
,

soit

w′ =
3x2

1− x3
w +

1

1− x3
, si x 6= 1.

L'équation linéaire sans se
ond membre

w′

w
= 3x2

1−x3 donne

ln |w| = − ln |1− x3|+ C, d'où w =
λ

1− x3
.

La méthode de variation des 
onstantes 
onduit �a

λ′

1− x3
=

1

1− x3
soit λ′ = 1, λ(x) = x.
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La solution générale de l'équation linéaire 
omplète est don


w(x) =
x+ λ

1− x3
,

d'où y = x2 + z = x2 + 1
w = x2 + 1−x3

x+λ , soit en
ore

y(x) =
λx2 + 1

x+ λ
= λx− λ2 +

1 + λ3

x+ λ
.

Pour λ = −1, on obtient la droite y = −x− 1. Pour λ 6= −1, il s'agit d'une hyperbole
(y − λx + λ2)(x + λ) = 1 + λ3, admettant pour asymptotes les droites x = −λ et

y = λx − λ2. La solution singulière y(1)(x) = x2 est la solution limite obtenue quand

|λ| tend vers +∞.

x

y

1

1

1.6. Équations homogènes

Une équation homogène est une équation qui peut se mettre sous la forme

(E) y′ = f
(y
x

)
où f : I → R est 
ontinue.

C'est le 
as par exemple des équations y′ = P (x,y)
Q(x,y)

où P,Q sont des polyn�mes

homogènes de même degré d : une division par xd au numérateur et au dénominateur

nous ramène �a y′ = P (1,y/x)
Q(1,y/x)

.

Méthode. On pose z = y
x
, 
'est-�a-dire y = xz. Il vient

y′ = z + xz′ = f(z),
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don
 z satisfait l'équation �a variables séparées

z′ =
f(z)− z

x
.

• On a d'une part les solutions singulières

z(x) = zj , y(x) = zjx (droites passant par 0),

où {zj} est l'ensemble des ra
ines de f(z) = z.

• Pour f(z) 6= z on peut é
rire

dz

f(z)− z
=
dx

x
,

F (z) = ln |x|+ C = ln (λx), λ ∈ R∗,

où F est une primitive de z 7→ 1/(f(z) − z) sur ]zj , zj+1[. On en déduit que

z = F−1(ln (λx)), d'où la famille de 
ourbes intégrales

Cλ : y = xF−1(ln (λx)),

dé�nies dans le se
teur angulaire zj <
y
x < zj+1, λx > 0.

En 
as de divergen
e de F aux points zj , zj+1, on a F−1 : ] − ∞,+∞[→]zj, zj+1[
monotone bije
tive et

y
x → zj ou zj+1 quand x → 0 ou ∞. On a don
 d'une part une

bran
he in�nie de dire
tion asymptotique y = zj+1x (resp. y = zjx) et une tangente

y = zjx (resp. y = zj+1x) au point 0 si F est 
roissante (resp. dé
roissante). Noter

que la droite y = zjx n'est pas né
essairement asymptote : voir l'exemple 
i-dessous.

Observons en�n que les lignes iso
lines sont les droites y = mx, la pente 
orrespondante
étant f(m). Le 
hamp des tangentes est don
 invariant par les homothéties de 
entre

O. Ce
i permet de voir que l'homothétique d'une 
ourbe intégrale est en
ore une 
ourbe

intégrale.

Exer
i
e. Véri�er que Cλ = h1/λ(C1) où hλ(x, y) = (λx, λy).
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f (m) = m y = z
1 x

y = z 2
x

x

y
iso
line y = mx
pente f(m)

Exemple. L'équation xy′(2y − x) = y2 peut se ré
rire

y′ =
y2

x(2y − x)
si x 6= 0, y 6= x

2
.

y′ est don
 une fon
tion rationnelle en x, y dont le numérateur et le dénominateur sont

des polyn�mes homogènes de degré 2. En divisant le numérateur et dénominateur par

x2 on obtient

y′ =
(y/x)2

2y/x− 1
.

Posons z = y
x
, soit y = xz. Il vient

y′ = xz′ + z =
z2

2z − 1
,

xz′ =
z2

2z − 1
− z =

z − z2

2z − 1
=
z(1− z)

2z − 1
.

• Solutions singulières :

z = 0, z = 1,

y = 0, y = x.

• Pour z 6= 0, z 6= 1 l'équation se ré
rit

2z − 1

z(1− z)
dz =

dx

x
.
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La fon
tion

2z − 1

z(1− z)
=
z − (1− z)

z(1− z)
=

1

1− z
− 1

z

admet pour primitive

− ln |1− z| − ln |z| = − ln |z(1− z)|,

d'où le 
al
ul des 
ourbes intégrales :

ln |z(1− z)| = − ln |x|+ C,

z(1− z) =
λ

x
,

y

x

(
1− y

x

)
=
λ

x
,

y(x− y) = λx.

Les 
ourbes intégrales sont don
 des 
oniques. On peut mettre l'équation sous la forme

(y − λ)(x− y − λ) = λ2


'est-�a-dire XY = λ ave
 X = x − y − λ et Y = y − λ. Il s'agit d'une hyperbole

d'asymptotes y = λ, y = x− λ (parallèles aux dire
tions asymptotiques y = 0, y = x
données par les droites intégrales singulières).

Exer
i
e. Montrer que 
haque hyperbole passe par (0, 0) ave
 tangente x = 0.

x

y

Autre Méthode de résolution. Utilisation des 
oordonnées polaires.
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Pour r > 0 et θ ∈ R on pose {
x = r cos θ

y = r sin θ
.

Il vient

dy

dx
=
dr sin θ + r cos θ dθ

dr cos θ − r sin θ dθ
=
dr tan θ + r dθ

dr − r tan θ dθ
.

L'équation (E) y′ = f
(
y
x

)
se transforme alors en

dr tan θ + r dθ = (dr − r tan θ dθ)f(tan θ),

dr(f(tan θ)− tan θ) = rdθ(1 + tan θ f(tan θ)),

dr

r
=

1 + tan θ f(tan θ)

f(tan θ)− tan θ
dθ.

On aboutit don
 �a une équation �a variables séparées r, θ. Les intégrales singulières


orrespondent aux droites θ = θj telles que f(tan θj) = tan θj .

Exer
i
e. Résoudre y′ = x+y
x−y �a l'aide des deux méthodes proposées. Quelle est la

nature des 
ourbes intégrales ?

2. Équations du premier ordre non résolues en y′

2.1. Dé�nitions et premières propriétés

On appelle équation du premier ordre non résolue en y′ une équation de la forme

(E) f(x, y, y′) = 0

où (x, y, p) 7→ f(x, y, p) est une fon
tion de 
lasse C1
dans un ouvert U ⊂ R3

. Plaçons-

nous au voisinage d'un point (x0, y0) ∈ R2
. On suppose que l'équation f(x0, y0, p) = 0

admet des ra
ines p1, p2, . . . , pN et que 
es ra
ines sont simples, 
'est-�a-dire

∂f

∂p
(x0, y0, pj) 6= 0.

D'après le théorème des fon
tions impli
ites, on sait alors qu'il existe un voisinage V de

(x0, y0), un réel h > 0 et une fon
tion gj : V → ]pj−h, pj+h[ de 
lasse C1
, 1 ≤ j ≤ N ,

tels que pour tout (x, y, p) ∈ V× ]pj − h, pj + h[ on ait

f(x, y, p) = 0 ⇔ p = gj(x, y).

L'équation di�érentielle f(x, y, y′) = 0 nous amène alors �a résoudre dans V les N
équations di�érentielles

(Ej) y′ = gj(x, y).

Comme gj est de 
lasse C
1
, on voit que par tout point (x, y) ∈ V il passe exa
tement

N 
ourbes intégrales dont les pentes sont les ra
ines p de f(x, y, p) = 0.
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y

x

pente p1

pente p2

Remarque. Dans 
ette situation, il arrive fréquemment qu'on ait une famille de


ourbes intégrales Cλ admettant une enveloppe Γ, 
'est-�a-dire une 
ourbe Γ qui est

tangente en 
ha
un de ses points �a l'une des 
ourbes Cλ.

Γ
Cλ

La 
ourbe Γ est alors elle-même une 
ourbe intégrale, 
ar en 
haque point sa tangente

appartient au 
hamp des tangentes de l'équation (E) (elle 
oïn
ide ave
 la tangente de

l'une des 
ourbes Cλ). Γ est don
 une solution singulière. On notera qu'une telle 
ourbe

Γ doit satisfaire simultanément les deux équations f(x, y, y′) = 0 et ∂f/∂p(x, y, y′) = 0 :

haque point (x, y) ∈ Γ est en e�et limite d'une suite de points en lesquels deux

tangentes du 
hamp viennent se 
onfondre, de sorte que p = y′ est ra
ine double de

f(x, y, p) = 0. En parti
ulier les hypothèses faites 
i-dessus pour appliquer le théorème

des fon
tions impli
ites ne sont pas satisfaites si (x0, y0) ∈ Γ.

Méthode de Résolution. Pour résoudre les équations di�érentielles non résolues en

y′, le prin
ipe général est de 
her
her une paramétrisation de x, y, y′ en fon
tion d'un

paramètre t qui sera alors 
hoisi 
omme nouvelle variable.

2.2. Cas des équations non résolues in
omplètes

a) Équations du type (E) : f(x, y′
) = 0

Supposons que l'équation f(x, p) = 0 admette une paramétrisation de 
lasse C1
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{
x = ϕ(t)

p = ψ(t).

On a alors

dx = ϕ′(t) dt

dy = y′ dx = ψ(t) dx = ψ(t)ϕ′(t) dt

On en déduit

y =

∫ t

t0

ψ(u)ϕ′(u)du+ λ = ρ(t) + λ,


e qui donne une paramétrisation des 
ourbes intégrales :

{
x = ϕ(t)

y = ρ(t) + λ.

b) Équations du type (E) : f(y, y′
) = 0,


onnaissant une paramétrisation

{
y = ϕ(t)

y′ = ψ(t).

On obtient dy = ϕ′(t)dt = ψ(t)dx, d'où dx = ϕ′(t)
ψ(t)

dt. Les 
ourbes intégrales sont

paramétrées par {
x = ρ(t) + λ

y = ϕ(t)

ave
 ρ(t) =

∫ t

t0

ϕ′(u)

ψ(u)
du.

2.3. Équations homogènes non résolues

Ce sont les équations pouvant être mises sous la forme

(E) f
(y
x
, y′
)
= 0.

Supposons qu'on 
onnaisse une paramétrisation

{ y
x
= ϕ(t)

y′ = ψ(t).

On a alors

y = xϕ(t),
{
dy = ϕ(t)dx+ xϕ′(t)dt

dy = ψ(t) dx,

d'où (ψ(t)− ϕ(t)) dx = xϕ′(t) dt.
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• On a d'une part des solutions singulières 
orrespondant aux ra
ines tj de

ψ(t) = ϕ(t), donnant des droites

y = xϕ(tj).

• D'autre part, pour t 6= tj on obtient

dx

x
=

ϕ′(t)

ψ(t)− ϕ(t)
dt,


e qui donne par intégration de ϕ′/(ψ − ϕ) :

ln |x| = ρ(t) + C,
{
x = λeρ(t)

y = xϕ(t) = λϕ(t)eρ(t)
, λ ∈ R.

Il est 
lair sur 
es dernières formules que les 
ourbes intégrales se déduisent les unes

des autres par les homothéties de 
entre O.

Exemple. Soit l'équation x2(y + 3xy′) = (y + xy′)3.
En divisant par x3 on trouve

y

x
+ 3y′ =

(y
x
+ y′

)3
,


'est don
 une équation homogène non résolue en y′. On obtient une paramétrisation

en posant { y
x
+ y′ = t

y
x + 3y′ = t3,

d'où {
y
x = 1

2 (3t− t3) (∗)
y′ = 1

2
(t3 − t).

En di�érentiant y = 1
2
(3t− t3)x on obtient

dy =
1

2
(3− 3t2)dt · x+

1

2
(3t− t3) dx

= y′ dx =
1

2
(t3 − t) dx,

d'où l'équation

(t3 − 2t)dx =
1

2
(3− 3t2)dt · x,

dx

x
=

3(1− t2)

2t(t2 − 2)
dt.

• Solutions singulières : t(t2 − 2) = 0 ⇔ t = 0,
√
2,−

√
2. En remplaçant dans (∗) on

obtient les droites

y = 0, y =

√
2

2
x, y = −

√
2

2
x.
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• Solution générale :

1− t2

t(t2 − 2)
=

1− t2

2
− t2

2

t(t2 − 2)
= − 1

2t
− t

2(t2 − 2)
,

3(1− t2)

2t(t2 − 2)
dt = −3

4

dt

t
− 3

4

tdt

t2 − 2
.

On en déduit

ln |x| = −3

4
ln |t| − 3

8
ln |t2 − 2|+ C,

{
x = λ|t|−3/4|t2 − 2|−3/8

y = y
x · x = λ

2 (3t− t3)|t|−3/4|t2 − 2|−3/8.

x

y

Exer
i
e. Montrer que par tout point (x, y) tel que |y| < |x| il passe exa
tement trois


ourbes intégrales, alors qu'il n'en passe qu'une si |y| > |x|. Combien en passe-t-il si

|y| = |x| ? [Indi
ation : étudier le nombre de valeurs de t et y′ asso
iées �a une valeur

donnée de y/x].

2.4. Équations de Lagrange (ou équations �a iso
lines re
tilignes)

Cher
hons �a déterminer les équations di�érentielles dont les 
ourbes iso
lines sont des

droites. La 
ourbe iso
line y′ = p sera une droite y = a(p)x+ b(p) (pour simpli�er, on

é
arte le 
as des droites parallèles �a y′Oy). L'équation di�érentielle 
orrespondante est

don


(E) y = a(y′)x+ b(y′).
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On supposera que a, b sont au moins de 
lasse C1
.

Méthode de Résolution. On 
hoisit p = y′ 
omme nouvelle variable paramétrant


haque 
ourbe intégrale ; 
e
i est légitime �a 
ondition que y′ ne soit pas une 
onstante
sur un mor
eau de la 
ourbe intégrale 
onsidérée. Dans le 
as 
ontraire, si y′ = p0 =

onstante, la 
ourbe intégrale est 
ontenue dans la droite y = a(p0)x + b(p0), 
e qui

n'est 
ompatible ave
 la 
ondition y′ = p0 que si a(p0) = p0.

• On a don
 des solutions singulières y = pjx + b(pj) où les pj sont les ra
ines de

a(p) = p.

• Solution générale :

y = a(p)x+ b(p),
{
dy = a(p)dx+ (a′(p)x+ b′(p))dp

dy = y′dx = pdx.

Il vient

(p− a(p))dx = (a′(p)x+ b′(p))dp,

et pour p 6= a(p) on aboutit �a

dx

dp
=

1

p− a(p)
(a′(p)x+ b′(p)) ;


'est une équation linéaire en la fon
tion x(p). La solution générale sera de la forme

{
x(p) = x(1)(p) + λz(p), λ ∈ R,

y(p) = a(p)(x(1)(p) + λz(p)) + b(p).

Exer
i
e. Résoudre l'équation 2y − x(y′ + y′3) + y′2 = 0.

2.5. Équations de Clairaut

C'est le 
as parti
ulier des équations de Lagrange dans lequel a(p) = p pour toute

valeur de p, soit

(E) y = y′x+ b(y′).

Les droites

Dp : y = px+ b(p)

qui étaient pré
édemment des solutions singulières forment maintenant une famille

générale de solutions.

Montrons que les droites Dp possèdent toujours une enveloppe Γ. Une telle 
ourbe Γ
admet par dé�nition une paramétrisation (x(p), y(p)) telle que Γ soit tangente �a Dp au
point (x(p), y(p)).
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(x(p), y(p))

Γ

Dp

Le ve
teur tangent (x′(p), y′(p)) �a Γ doit avoir même pente p que Dp, d'où y′(p) =
px′(p). Par ailleurs (x(p), y(p)) ∈ Dp, don


y(p) = px(p) + b(p).

En di�érentiant, il vient

y′(p) = px′(p) + x(p) + b′(p).

Ce
i implique x(p) + b′(p) = 0, d'où la paramétrisation 
her
hée de l'enveloppe :

Γ

{
x(p) = −b′(p)
y(p) = −pb′(p) + b(p).

Si b est de 
lasse C2
, on a y′(p) = −pb′′(p) = px′(p) de sorte que Γ est bien l'enveloppe

des droites Dp. La 
ourbe Γ est une solution singulière de (E).

Exer
i
e. Résoudre l'équation (xy′ − y)(1 + y′2) + 1 = 0.

3. Problèmes géométriques 
onduisant �a des équations dif-

férentielles du premier ordre

3.1. Équation di�érentielle asso
iée �a une famille de 
ourbes

On 
onsidère le problème suivant :

Problème. Etant donné une famille de 
ourbes

Cλ : h(x, y, λ) = 0, λ ∈ R,

existe-t-il une équation di�érentielle du premier ordre dont les 
ourbes Cλ soient les


ourbes intégrales ?

• Cas parti
ulier. On suppose que les 
ourbes Cλ sont les lignes de niveau d'une

fon
tion V de 
lasse C1
:

Cλ : V (x, y) = λ, λ ∈ R.
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Alors les 
ourbes Cλ sont solutions de l'équation di�érentielle

(E) V ′
x(x, y)dx+ V ′

y(x, y)dy = 0.

• Cas général. Si l'équation h(x, y, λ) = 0 peut se mettre sous la forme λ = V (x, y),
on est ramené au 
as pré
édent. Sinon on é
rit que sur 
haque Cλ on a

{
h(x, y, λ) = 0

h′x(x, y, λ)dx+ h′y(x, y, λ)dy = 0,

et on essaie d'éliminer λ entre les 2 équations pour obtenir une équation ne faisant plus

intervenir que x, y, dx, dy.

Exemple. Soit Cλ la famille des hyperboles équilatères de 
entre O passant par le

point A(1, 0).

y 
=

 m
x

y = − 1
m x

A′ (−1, 0) 0 x

y

A (1, 0)

Cλ

Les asymptotes de Cλ sont alors des droites orthogonales passant par O, soit

y = mx, y = − 1

m
x, m ∈ R∗.

Posons X = y −mx, Y = y + 1
m x. L'équation de l'hyperbole 
her
hée s'é
rit

XY = C (
onstante),

(y −mx)(y +
1

m
x
)
= C,

y2 − x2 +
( 1

m
−m

)
xy = C.

En faisant x = 1, y = 0 on trouve C = −1, d'où l'équation

Cλ : y2 − x2 + λxy + 1 = 0, λ ∈ R,
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ave
 λ = 1
m −m (noter que m 7→ 1

m −m est surje
tive de R∗
sur R). Sur Cλ on a :

λ =
x2 − y2 − 1

xy
,

dλ = 0 =
(2xdx− 2ydy)xy − (x2 − y2 − 1)(xdy + ydx)

x2y2
.

L'équation di�érentielle des 
ourbes Cλ est don


(E) : (2x2y − x2y + y3 + y)dx+ (−2xy2 − x3 + xy2 + x)dy = 0,

(E) : (x2 + y2 + 1)ydx− (x2 + y2 − 1)xdy = 0.

3.2. Re
her
he des traje
toires orthogonales �a une famille de 
ourbes

Soient (Cλ), (Γµ) deux familles de 
ourbes.

Dé�nition. On dit que Cλ et Γλ sont orthogonales si les tangentes �a Cλ et Γµ sont

orthogonales en tout point de Cλ ∩ Γµ, quels que soient λ et µ.

Cλ

Γµ

Problème. Etant donné une famille de 
ourbes Cλ, trouver la famille (Γµ) des 
ourbes
qui sont orthogonales aux Cλ.

Pour 
ela, on suppose que l'on 
onnaît une équation di�érentielle (E) satisfaite par les


ourbes Cλ, et on 
her
he l'équation di�érentielle (E

⊥
) des 
ourbes orthogonales Γµ.

Distinguons quelques 
as.

• (Cλ) satisfait (E) : y
′ = f(x, y).

En un point (x, y) donné, la pente de la tangente �a Cλ est y′ = f(x, y). La pente de la

tangente �a Γµ est don
 −1/f(x, y). Les 
ourbes (Γµ) sont don
 solutions de

(E⊥) : y′ = − 1

f(x, y)
.
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• (Cλ) satisfait (E) :
d
−→
M

dt
=

−→
V (M) ⇔





dx

dt
= a(x, y)

dy

dt
= b(x, y)

.

La tangente �a Cλ est portée par

−→
V (M), 
elle de (Γµ) est don
 portée par le ve
teur

orthogonal

−→
V (M)⊥

(
−b(x, y)
a(x, y)

)
. Par suite (Γµ) est solution de

(E⊥)





dx

dt
= −b(x, y)

dy

dt
= a(x, y)

• (Cλ) satisfait (E) : α(x, y)dx+ β(x, y)dy = 0.

Alors (Γµ) véri�e (E
⊥
) : −β(x, y)dx+ α(x, y)dy = 0.

Cas parti
ulier. Supposons que les 
ourbes Cλ sont les lignes de niveau V (x, y) = λ
de la fon
tion V . Elles véri�ent alors

(E) V ′
x(x, y)dx+ V ′

y(x, y)dy = 0.

Leurs traje
toires orthogonales (Γµ) sont les lignes de 
hamp du gradient

−−→
gradV :

(E⊥)





dx

dt
= V ′

x(x, y)

dy

dt
= V ′

y(x, y)

Exemple. Soit Cλ : y2 − x2 + λxy + 1 = 0 (
f. § 3.1).
Nous avons vu que Cλ véri�e

(E) : (x2 + y2 + 1)ydx− (x2 + y2 − 1)xdy = 0.

Don
 Γµ véri�e

(E⊥) : (x2 + y2 − 1)xdx+ (x2 + y2 + 1)ydy = 0

⇔ (x2 + y2)(xdx+ ydy)− xdx+ ydy = 0.

Une intégrale première apparaît immédiatement :

d
[1
4
(x2 + y2)2 − x2

2
+
y2

2

]
= 0

Les 
ourbes Γµ sont don
 les lignes de niveau

(x2 + y2)2 − 2x2 + 2y2 = µ, µ ∈ R,
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e qui peut en
ore s'é
rire

(x2 + y2 + 1)2 − 4x2 = µ+ 1,

(x2 − 2x+ 1 + y2)(x2 + 2x+ 1 + y2) = µ+ 1,

((x− 1)2 + y2)((x+ 1)2 + y2) = µ+ 1,

MA ·MA′ = C =
√
µ+ 1,

ave


M

(
x
y

)
, A

(
A
0

)
, A′

(
−1
0

)
.

Les 
ourbesMA·MA′ = C s'appellent des ovales de Cassini. Leur allure est la suivante.

x

y

3.3. Courbe de poursuite du 
hien

Nous présentons i
i la 
élèbre

〈〈

ourbe du 
hien

〉〉

omme exemple de 
ourbe de

poursuite. Voi
i le problème : un 
hien et son maître se dépla
ent l'un et l'autre �a

des vitesses s
alaires 
onstantes V (pour le 
hien) et v (pour le maître), ave
 V > v.
On suppose que le maître se dépla
e en ligne droite, disons sur l'axe Ox, dans la

dire
tion positive, suivant la loi x = vt. A l'instant t = 0, le 
hien se trouve au point

x = 0 y = r0, �a distan
e r0 du maître. Le 
hien 
her
he �a rejoindre son maître en

pointant son ve
teur vitesse

−→
V en dire
tion du maître. Le problème est de déterminer

la loi du mouvement C(t) du 
hien.
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−→
V

−→
V

M0 = O
M(t)

(
vt
0

)
x

y

α

C0

(
0
r0

)

C(t)

(
x(t)
y(t)

)

Notons α l'angle (non orienté) α = (Ox,
−−→
CM) et r = ‖−−→CM‖ ; on a bien entendu

α = α(t) et r = r(t). Comme d'habitude en Physique, on désignera par des points

surlignants les dérivées temporelles ṙ(t) = dr/dt, α̇(t) = dα/dt, . . . . A l'instant t, la
position et la vitesse du 
hien sont données par

{
x(t) = vt− r cosα, ẋ(t) = v − ṙ cosα+ rα̇ sinα = V cosα,

y(t) = r sinα, ẏ(t) = ṙ sinα+ rα̇ cosα = −V sinα,

Ces équations fournissent aisément l'expression de ṙ et rα̇ :

{
ṙ = v cosα− V,

rα̇ = −v sinα.

En prenant le quotient on élimine dt et on trouve don


dr

r dα
= −cotanα+

V

v

1

sinα
.

Notons λ = V/v > 1 le rapport des vitesses respe
tives du 
hien et du maître. Après

intégration, et 
ompte tenu de 
e que r = r0 et α = π/2 quand t = 0, il vient

ln r = − ln sinα + λ ln tan(α/2) +Cte =⇒ r = r0
tan(α/2)λ

sinα

Nous en déduisons

dα

dt
= α̇ = −v sinα

r
= − v

r0
(sinα)2 tan(α/2)−λ.
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En posant θ = tan(α/2) et sinα = 2 sin
α

2
cos

α

2
=

2θ

1 + θ2
, on trouve

dt = −r0
v

tan(α/2)λ

(sinα)2
dα = − r0

2v
(1 + θ2)θλ−2dθ,

t =
r0
2v

(1− θλ−1

λ− 1
+

1− θλ+1

λ+ 1

)


ompte tenu du fait que θ = 1 en t = 0. Par substitution dans les expressions de x et

y, et d'après l'égalité tanα = 2θ/(1− θ2), on obtient les équations paramétriques de la

〈〈

ourbe du 
hien

〉〉
, �a savoir





x =
r0
2

(1− θλ−1

λ− 1
+

1− θλ+1

λ+ 1

)
− r0

2
(1− θ2)θλ−1

y = r0θ
λ

t =
r0
2v

(1− θλ−1

λ− 1
+

1− θλ+1

λ+ 1

)
, θ ∈ [0, 1].

Au terme de la poursuite (y = θ = 0), le maître a par
ouru la distan
e

x =
λ

λ2 − 1
r0 pendant le temps t =

λ

λ2 − 1

r0
v
.

C0

(
0
r0

)

M(t)

(
vt
0

)

x

y

λ = V/v = 10 3, 0 2, 0 1, 5 1, 25

Remarque. Les équations ont en
ore un sens lorsque t < 0. On a dans 
e 
as

α ∈ ]π/2, π[ , θ ∈ ]1,+∞[ , le 
hien se trouve dans le quadrant x > 0, y > r0 et se dirige
vers le maître qui par
ourt de son 
�té la demi-droite x < 0.
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4. Équations di�érentielles du se
ond ordre

4.1. Remarques générales

On 
onsidère une équation di�érentielle

(E) y′′ = f(x, y, y′)

où f : U → R, U ⊂ R3
, est une appli
ation 
ontinue lo
alement lips
hitzienne en ses

deuxième et troisième variables.

La solution générale y dé�nie au voisinage d'un point x0 dépend alors de deux

paramètres λ, µ ∈ R qui apparaissent le plus souvent 
omme des 
onstantes d'intégra-

tion :

y(x) = ϕ(x, λ, µ).

Le théorème de Cau
hy-Lips
hitz montre qu'on peut 
hoisir y0 = y(x0), y1 = y′(x0)

omme paramètres.

Il existe très peu de 
as où on sait résoudre expli
itement une équation du se
ond ordre :

même les équations linéaires du se
ond ordre sans se
ond membre ne se résolvent pas

expli
itement en général.

4.2. Équations in
omplètes du se
ond ordre

a) Équations du type (E) : y′′
= f(x, y′

)

Si on 
onsidère la nouvelle fon
tion in
onnue v = y′, (E) se ramène �a l'équation du

premier ordre

v′ = f(x, v).

La solution générale de 
ette dernière sera de la forme v(x, λ), λ ∈ R, et on obtient

don


y(x) =

∫ x

x0

v(t, λ)dt+ µ, µ ∈ R.

b) Équations du type (E) : y′′
= f(y, y′

)

La méthode 
onsiste �a prendre y 
omme nouvelle variable et v = y′ 
omme variable

fon
tion in
onnue (en la variable y).

• Il peut y avoir des solutions 
onstantes y(x) = y0, auquel 
as y ne peut être 
hoisi


omme variable. On a don
 des solutions singulières

y(x) = yj , avec f(yj , 0) = 0.

• Cas général

y′′ =
dy′

dx
=
dy

dx
· dy

′

dy
= v

dv

dy
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L'équation se ramène alors �a l'équation du premier ordre

v
dv

dy
= f(y, v).

La résolution de 
ette dernière donne une solution générale v(y, λ), λ ∈ R. On doit

ensuite résoudre

y′ = v(y, λ) ⇔ dy

v(y, λ)
= dx,

d'où la solution générale

∫
dy

v(y, λ)
= x+ µ, µ ∈ R.


) Équations du type (E) : y′′
= f(y)

C'est un 
as parti
ulier du 
as b) pré
édent, mais on peut i
i pré
iser davantage la

méthode de résolution. On a en e�et

y′y′′ = f(y)y′,

et en intégrant il vient

1
2 y

′2 = ϕ(y)+λ, λ ∈ R, où ϕ est une primitive de f . On obtient

don


y′ =±
√
2(ϕ(y) + λ),

± dy√
2(ϕ(y) + λ)

= dx,

±
∫ y

y0

du√
2(ϕ(u) + λ)

= x+ µ, µ ∈ R.

Interprétation physique. On étudie la loi du mouvement d'un point matériel M de

masse m astreint �a se dépla
er sur une 
ourbe (C). On suppose que la 
omposante

tangentielle

−→
FT de la for
e

−→
F qui s'exer
e sur M ne dépend que de la position de M ,

repérée par son abs
isse 
urviligne y sur (C).

(C)

M

−→
FT

−→
F

−→
FN

y
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Par hypothèse, il existe une fon
tion f telle que FT = f(y). Le prin
ipe fondamental

de la dynamique donne

FT = mγT = m
d2y

dt2
,

d'où

(E) my′′ = f(y)

ave
 y′′ = d2y/dt2. On en déduit my′y′′−f(y)y′ = 0, don
 1
2 my

′2−ϕ(y) = λ, où ϕ est

une primitive de f . La quantité

1
2 my

′2 = Ec est �l'énergie 
inétique� de la parti
ule

tandis que

−ϕ(y) = −
∫
f(y)dy = −

∫
−→
FT (M) · d−→M = −

∫
−→
F (M) · d−→M

est �l'énergie potentielle� Ep. L'énergie totale

Et = Ec + Ep =
1

2
my′2 − ϕ(y)

est 
onstante quel que soit le mouvement du point M . On dit que U(y, y′) =
1
2 my

′2 − ϕ(y) est une �intégrale première� de (E) (dans le sens que 
'est une relation

di�érentielle obtenue �a l'aide d'une première intégration de l'équation du se
ond ordre,

une deuxième intégration restant né
essaire pour établir la loi du mouvement). Si Et

désigne l'énergie totale, la loi du mouvement est donnée par

t− t0 = ±
√
m/2

∫ y

y0

du√
Et + ϕ(u)

au voisinage de tout donnée initiale (t0, y0, y
′
0) telle que

1
2my

′2
0 = Et + ϕ(y0) > 0.

Complément. Supposons que la fon
tion f : R → R soit de 
lasse C1
, stri
tement

dé
roissante et telle que f(0) = 0 ; on a don
 en parti
ulier f(y) > 0 pour y < 0 et

f(y) < 0 pour y < 0 (physiquement, 
e
i signi�e que la for
e est une �for
e de rappel�

vers la position neutre y = 0, dont l'intensité s'a

roît ave
 la distan
e �a la position

neutre). Alors les solutions maximales t 7→ y(t) sont périodiques. Pour le voir, posons
par exemple ϕ(u) =

∫ u
0
f(y)dy et observons que ϕ est une fon
tion 
on
ave négative

ou nulle, passant par un maximum en ϕ(0) = 0. Comme

1
2my

′2 − ϕ(y) = Et ave


y′2 > 0 et −ϕ(y) > 0 si y 6= 0, les solutions non triviales n'existent que pour une valeur

Et > 0 de l'énergie totale, et elles véri�ent |y′| 6
√
2Et/m et −ϕ(y) 6 Et. De plus,

si a < 0, b > 0 sont les uniques réels négatif et positif tels que ϕ(a) = ϕ(b) = −Et,

on a a 6 y(t) 6 b pour tout t. Ce
i implique déj�a que les solutions maximales sont

dé�nies sur R tout entier [si par exemple une solution maximale n'était dé�nie que

sur un intervalle ouvert ]t1, t2[, le 
ritère de Cau
hy uniforme montrerait que y se

prolonge par 
ontinuité �a droite en t1 et �a gau
he en t2, puisque y est lips
hitzienne

de rapport ≤
√
2Et/m, et de même y′ et y′′ se prolongeraient grâ
e �a la relation

y′′ = 1
mf(y) ; l'existen
e de solutions lo
ales au voisinage de t1 et t2 
ontredirait alors

la maximalité de y℄. La relation 1
2
my′2−ϕ(y) = Et montre que y′ 6= 0 lorsque a < y < b
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(
ar on a alors −ϕ(y) < Et). Par 
ontinuité, la fon
tion y′ est don
 de signe 
onstant
sur tout intervalle de temps où a < y < b. La solution expli
ite donnée plus haut

montre que y est alternativement 
roissant de a �a b puis dé
roissant de b �a a, ave

demi-période

T

2
=
√
m/2

∫ b

a

du√
Et + ϕ(u)

,

et, en 
hoisissant t0 tel que y(t0) = min y = a, on a les relations

t = t0 +
√
m/2

∫ y

a

du√
Et + ϕ(u)

+ nT, t ∈ [t0 + nT, t0 + nT + T/2],

t = t0 −
√
m/2

∫ y

a

du√
Et + ϕ(u)

+ (n+ 1)T, t ∈ [t0 + nT + T/2, t0 + (n+ 1)T ].

On observera que l'intégrale donnant la période T est 
onvergente, 
ar on a ϕ′(a) =
f(a) > 0, ϕ′(b) = f(b) < 0, de sorte que Et + ϕ(u) ∼ f(a)(u− a) au voisinage de a, et
de même au voisinage de b.

Exemple. Mouvement d'un pendule simple de massem suspendu �a un �l de longueur l.

l

θ

m

y
−→
T

−→
F

−→
FT

−→
P = m−→g

θ

On a i
i y = lθ et FT = P sin θ = −mg sin θ, d'où

mlθ′′ = −mg sin θ,

θ′′ = −g
l

sin θ.

L'énergie totale est

Et = Ec + Ep =
1

2
my′2 −mgl cos θ =

1

2
ml2θ′2 −mgl cos θ.

Les solutions t 7→ θ(t) véri�ent

θ′2 − 2g

l
cos θ = λ =

2Et

ml2
, λ ∈ R,

±
∫ θ

0

dϕ√
λ+ 2g

l
cos ϕ

= t− t0, t0 ∈ R.
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L'intégrale ne se 
al
ule pas expli
itement, sauf si λ = 2g
l , auquel 
as

t− t0 = ±
√
l

g

∫ θ

0

dϕ

2 cosϕ/2
= ±

√
l

g
ln tan

(θ
4
+
π

4

)
,

et le pendule atteint la position verti
ale haute θ = ±π en un temps in�ni. Dans

les autres 
as, les solutions maximales sont périodiques. Si λ < 2g/l, l'équation

di�érentielle implique cos θ ≥ −λl/2g > −1 et l'amplitude angulaire est don
 majorée

en valeur absolue par une amplitude maximale θm ∈ ]0, π[ telle que cos θm = −λl/2g ;

dans 
e 
as le mouvement est os
illatoire autour de la position d'équilibre θ = 0 (
e
i


orrespond �a la situation étudiée dans la remarque, ave
 une fon
tion f(θ) = − sin θ
stri
tement dé
roissante sur [−θm, θm]). La demi-période est donnée par

T

2
=

∫ θm

−θm

dϕ√
λ+ 2g

l cos ϕ
= 2

∫ θm

0

dϕ√
λ+ 2g

l cos ϕ
.

Si λ > 2g/l, on n'est plus dans la situation de la remarque, mais on a 
ependant en
ore

un mouvement périodique de demi-période

T

2
=

∫ π

0

dϕ√
λ+ 2g

l
cos ϕ

,

le pendule e�e
tuant des rotations 
omplètes sans jamais 
hanger de sens de rotation.

En physique, on s'intéresse généralement aux os
illations de faible amplitude du

pendule. Ce
i permet de faire l'approximation usuelle sin θ ≃ θ et on obtient alors les

solutions appro
hées 
lassiques θ = θm cos ω(t− t0) ave
 ω =
√
g/l. Nous reviendrons

sur 
ette question au paragraphe 2.4 du 
hapitre XI, et nous indiquerons en parti
ulier

une méthode permettant d'évaluer l'erreur 
ommise.

4.3. Équations linéaires homogènes du se
ond ordre

La théorie générale des équations et systèmes di�érentiels linéaires sera faite au 
hapitre

suivant. Indiquons un 
as où l'on peut se ramener �a un 
al
ul de primitives. Soit

(E) a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0.

Supposons qu'on 
onnaisse une solution parti
ulière y(1) de (E). On peut alors 
her
her

la solution générale par la méthode de variation des 
onstantes :

y(x) = λ(x)y(1)(x).

Il vient

a(x)
(
λ′′y(1) + 2λ′y′(1) + λy′′(1)

)
+ b(x)

(
λ′y(1) + λy′(1)

)
+ c(x)λy(1) = 0,

λ
(
a(x)y′′(1) + b(x)y′(1) + c(x)y(1)

)
+ λ′

(
2a(x)y′(1) + b(x)y(1)

)
+ λ′′a(x)y(1) = 0,

λ′
(
2a(x)y′(1) + b(x)y(1)

)
+ λ′′a(x)y(1) = 0.
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La fon
tion µ = λ′ est don
 solution d'une équation di�érentielle linéaire du premier

ordre, qui se peut se ré
rire

µ′

µ
=
λ′′

λ′
= −2

y′(1)
y(1)

− b(x)

a(x)
.

La solution générale est donnée par µ = αµ(1), α ∈ R, d'où λ = αλ(1) + β, β ∈ R, où
λ(1) est une primitive de µ(1). La solution générale de (E) est don
 :

y(x) = αλ(1)(x)y(1)(x) + βy(1)(x), (α, β) ∈ R2.

Les solutions forment un espa
e ve
toriel de dimension 2.

Exer
i
e. Résoudre x2(1− x2)y′′ + x3y′ − 2y = 0 en observant que y(1)(x) = x2 est

solution.

4.4.* Équations di�érentielles issues de problèmes variationnels

Les problèmes variationnels 
onduisent très souvent �a la résolution d'équations di�éren-

tielles du se
ond ordre. Avant de donner un exemple, nous allons résoudre un problème

variationnel général dans une situation simple. On 
onsidère un opérateur fon
tionnel

(
'est-�a-dire une fon
tion dont la variable est une fon
tion)

ϕ : C2([a, b]) → R

u 7→ ϕ(u) =

∫ b

a

F (x, u(x), u′(x))dx,

où F : [a, b] × R × R → R, (x, y, z) 7→ F (x, y, z) est une appli
ation de 
lasse C2
. Le

problème typique du 
al
ul des variations est de re
her
her les extrema de ϕ(u) lorsque
u dé
rit C2([a, b]) ave
 la

〈〈

ontrainte aux bornes

〉〉
suivante : les valeurs aux bornes

de l'intervalle u(a) = u1, u(b) = u2 sont �xées.

Soit h ∈ C2([a, b]) ave
 h(a) = h(b) = 0. Pour tout t ∈ R, la fon
tion u + th véri�e

la même 
ontrainte aux bornes que la fon
tion u. Si u est un extremum de ϕ sous

les 
onditions pré
isées plus haut, alors t = 0 est un extremum de la fon
tion d'une

variable réelle

ψh(t) = ϕ(u+ th) =

∫ b

a

F (x, u(x) + th(x), u′(x) + th′(x))dx.

On doit don
 avoir ψ′(0) = 0, et 
e
i quel que soit la fon
tion h ∈ C2([a, b]) véri�ant
h(a) = h(b) = 0. D'après le théorème de dérivation sous le signe somme il vient

ψ′
h(0) =

∫ b

a

(
h(x)F ′

y(x, u, u
′) + h′(x)F ′

z(x, u, u
′)
)
dx.

En intégrant par parties le terme en h′(x) on obtient

ψ′
h(0) =

∫ b

a

h(x)
(
F ′
y(x, u, u

′)− d

dx
F ′
z(x, u, u

′)
)
dx.
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Par densité de l'ensemble des fon
tions h 
onsidérées dans l'espa
e L1([a, b]) des

fon
tions intégrables sur [a, b], on aura don
 ψ′
h(0) = 0 pour tout h si et seulement

si u satisfait l'équation di�érentielle

(E) F ′
y(x, u, u

′)− d

dx

(
F ′
z(x, u, u

′)
)
= 0,

ou en
ore :

F ′
y(x, u, u

′)− F ′′
xz(x, u, u

′)− u′F ′′
yz(x, u, u

′)− u′′F ′′
zz(x, u, u

′) = 0.

Cette équation di�érentielle du se
ond ordre en u est appelée équation d'Euler-Lagrange

asso
iée au problème variationnel dé�ni par l'opérateur ϕ.

Appli
ation �a la 
haînette

∗
. On 
her
he �a déterminer la 
ourbe représentant la

position �a l'équilibre d'un �l souple inextensible de masse linéique µ = dm/ds 
onstante,
lorsque 
e �l est suspendu par ses extrémités en des points situés �a la même hauteur

(
ette 
ourbe est appelée

〈〈

haînette

〉〉
). On admettra 
omme physiquement évident

que la 
ourbe 
her
hée est symétrique et située dans le plan verti
al 
ontenant les

extrémités. Soit Oxy un repère orthonormé de 
e plan tel que Oy est la verti
ale

orienté vers le haut et passant par le point le plus bas de la 
ourbe, les extrémités

ayant pour 
oordonnées (±a, 0). Soit en�n s ∈ [−ℓ/2, ℓ/2] l'abs
isse 
urviligne mesurée

le long du �l ave
 le point le plus bas pris 
omme origine (ℓ désigne la longueur du

�l). La position d'équilibre 
orrespond �a la position la plus basse possible du 
entre de

gravité G. Par symétrie, on a (x étant 
hoisi 
omme variable) :

yG =
1

m/2

∫ a

0

y dm =
1

µℓ/2

∫ a

0

yµ ds =
2

ℓ

∫ a

0

y ds,

où m = µℓ est la masse du �l. Une intégration par parties donne

yG =
2

ℓ

[
ys
]a
0
− 2

ℓ

∫ a

0

s dy

= −2

ℓ

∫ a

0

s dy = −2

ℓ

∫ a

0

s
√
s′2 − 1 dx

ave
 s′ = ds/dx =
√
dx2 + dy2/dx. Le problème revient don
 �a déterminer les

fon
tions s = s(x) réalisant le maximum de l'opérateur

ϕ(s) =

∫ a

0

s
√
s′2 − 1 dx,

ave
 les 
ontraintes s(0) = 0, s(a) = ℓ/2. L'équation d'Euler-Lagrange appliquée �a

F (x, s, t) = s
√
t2 − 1 donne

√
s′2 − 1− d

dx

( ss′√
s′2 − 1

)
=
√
s′2 − 1− s′2 + ss′′√

s′2 − 1
+

ss′2s′′

(s′2 − 1)3/2
= 0.
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Après multipli
ation par (s′2 − 1)3/2 on obtient l'équation

(E) (s′2 − 1)2 − (s′2 − 1)(s′2 + ss′′) + ss′2s′′ = 1− s′2 + ss′′ = 0.

On résout 
ette équation grâ
e �a la méthode dé
rite au paragraphe 4.2.b), 
onsistant �a


hoisir s 
omme nouvelle variable et v = s′ 
omme nouvelle fon
tion in
onnue. Il vient

su

essivement

s′′ =
ds′

dx
=
ds

dx
· ds

′

ds
= v

dv

ds
,

(E) ⇒ 1− v2 + sv
dv

ds
= 0,

ds

s
=

vdv

v2 − 1
⇒ ln s =

1

2
ln(v2 − 1) + C,

s = λ
√
v2 − 1 = λ

√
s′2 − 1,

s′ =
ds

dx
=

√
1 +

s2

λ2
⇒ dx =

ds√
1 + s2/λ2

,

x = λ Argsinh
s

λ
⇒ s = λ sinh

x

λ
,

ds

dx
=

√
1 +

(dy
dx

)2
= ch

x

λ
⇒ dy

dx
= sinh

x

λ
.

On en déduit l'équation de la 
haînette, en tenant 
ompte du fait que y(a) = 0 :

y = λ
(
cosh

x

λ
− cosh

a

λ

)
.

Le paramètre λ se 
al
ule �a partir de la relation λ sinh a/λ = ℓ/2, obtenue en égalant

s(a) = ℓ/2.

Remarque. Notre raisonnement n'est pas parfaitement rigoureux dans la mesure où

F (x, s, t) = s
√
t2 − 1 est de 
lasse C2

seulement sur R×R×{|t| > 1}, alors que |s′| est
≥ 1 mais prend la valeur 1 pour x = 0 (on notera que ds/dx = 1/ cos θ où θ est l'angle
de la tangente �a la 
ourbe ave
 l'axe 0x). Supposons s′(x) > 1 pour x > 0, 
omme


'est le 
as pour la solution physique observée. Le raisonnement de dérivation sous la

signe somme et l'intégration par parties appliqués dans les 
onsidérations générale du

début fon
tionnent en
ore pour |t| petit si on suppose h(x) = 0 sur un voisinage de 0
(et aussi bien sûr h(a) = 0).

Ces fon
tions h sont en
ore denses dans L1([0, a]), don
 s doit e�e
tivement satisfaire

l'équation di�érentielle (E) sur ]0, a].

Cal
ul de géodésiques

∗∗
. Nous étudions i
i une autre appli
ation importante du


al
ul des variations, �a savoir le 
al
ul des géodésiques d'une surfa
e (ou d'une variété

de dimension plus grande). Si nous avons une surfa
e S ⊂ R3
donnée 
omme un graphe

z = h(x, y) d'une fon
tion h : Ω → R sur un ouvert Ω ⊂ R2
, l'élément de longueur

in�nitésimal de la surfa
e S est donné pour tout (x, y) ∈ Ω par

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dx2 + dy2 + (h′xdx+ h′ydy)
2

= (1 + h′ 2x )dx2 + 2h′xh
′
ydx dy + (1 + h′ 2y )dy2.
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Plus généralement, une métrique riemannienne sur un ouvert Ω ⊂ Rm est une

expression de l'élément de longueur in�nitésimal par une forme quadratique dé�nie

positive, dépendant du point x ∈ Ω 
onsidéré :

ds2 = q(x, dx) =
∑

16i,j6m

aij(x) dxidxj

(ave
 une matri
e symétrique (aij(x)) dé�nie positive). On supposera en outre que les


oe�
ients aij(x) sont su�samment réguliers, disons de 
lasse C2
. Étant donné une


ourbe γ : [a, b] → Ω de 
lasse C1
, sa longueur (riemannienne) est par dé�nition

ds = ‖γ′(t) dt‖q =
√
q
(
γ(t), γ′(t)dt

)
=

√ ∑

16i,j6m

aij(γ(t)) γ′i(t)γ
′
j(t) dt,

lg(γ) =

∫ b

a

ds =

∫ b

a

√ ∑

16i,j6m

aij(γ(t)) γ′i(t)γ
′
j(t) dt.

Pour deux points x, y ∈ Ω, la distan
e géodésique dq(x, y) est par dé�nition infγ lg(γ)
pour tous les 
hemins γ : [a, b] → Ω de 
lasse C1

d'extrêmités γ(a) = x, γ(b) = y.
Si un 
hemin réalise l'in�mum, on dit qu'il s'agit d'une géodésique de la métrique

riemannienne (on notera qu'en général un tel 
hemin n'existe pas né
essairement, et

s'il existe il peut ne pas être unique). Un problème fondamental est de déterminer

l'équation des géodésiques a�n entre autres de 
al
uler la distan
e géodésique. Pour


ela il est 
ommode d'introduire

〈〈
l'énergie d'un 
hemin

〉〉
qui est par dé�nition

E(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖2q dt =
∫ b

a

∑

16i,j6m

aij(γ(t)) γ
′
i(t)γ

′
j(t) dt.

L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz donne

(∫ b

a

‖γ′(t)‖q dt
)2

=
(∫ b

a

1 · ‖γ′(t)‖q dt
)2

6 (b− a)

∫ b

a

‖γ′(t)‖2q dt

soit lg(γ) 6
(
(b− a)E(γ)

)1/2
, ave
 égalité si et seulement si

ds

dt
= ‖γ′(t)‖q = Cte,


ondition qui peut toujours être réalisée en reparamétrisant le 
hemin γ par son abs
isse

urviligne s. Il en résulte que les 
hemins qui minimisent l'énergie sont exa
tement les

géodésiques paramétrées par l'abs
isse 
urviligne (�a un fa
teur 
onstant près). Or la

fon
tionnelle d'énergie γ 7→ E(γ) admet pour di�érentielle

E′(γ) · h =

∫ b

a

(∑

i,j,k

∂aij
∂xk

(γ(t)) γ′i(t)γ
′
j(t)hk(t) + 2

∑

i,j

aij(γ(t)) γ
′
i(t)h

′
j(t)
)
dt

=

∫ b

a

∑

k

hk(t)
(∑

i,j

∂aij
∂xk

(γ(t)) γ′i(t)γ
′
j(t)− 2

d

dt

∑

i

aik(γ(t)) γ
′
i(t)
)
dt
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après intégration par parties (on suppose bien sûr hj(a) = hj(b) = 0). Il en résulte

que le 
oe�
ient de 
haque terme hk(t) doit être identiquement nul. En multipliant

par −1/2 et en développant la dérivée d/dt, on obtient le système d'équations d'Euler-

Lagrange 
ara
térisant les géodésiques :

∑

i

aik(γ(t)) γ
′′
i (t) +

∑

i,j

(∂aik
∂xj

− 1

2

∂aij
∂xk

)
(γ(t)) γ′i(t)γ

′
j(t) = 0, 1 6 k 6 m.

5. Problèmes

5.1. On 
onsidère l'équation di�érentielle �a variables séparées

(Fα)
dy

dt
= yα + 1, α > 0.

(a) Exprimer la solution générale de (Fα) en introduisant la fon
tion auxiliaire

G(y) =

∫ y

0

dx

xα + 1

(b) Plus pré
isément :

• Déterminer (en distinguant les deux 
as 0 < α ≤ 1 et α > 1) le 
omportement

de G(y) sur [0,+∞[ ;

• en déduire dans 
haque 
as l'allure des solutions maximales de (Fα) ;

• traiter 
omplètement et expli
itement les deux 
as α = 1 et α = 2.

5.2. On 
onsidère l'équation di�érentielle

xy′ − y2 + (2x+ 1)y = x2 + 2x.

(a) Possède-t-elle une solution parti
ulière de type polyn�me ? En donner la solution

générale.

(b) Quelle est l'équation de l'iso
line de pente 0 dans le nouveau repère de ve
teurs de

base ((1, 1), (0, 1)) ? Dessiner 
ette iso
line en pré
isant les tangentes aux points

d'abs
isse 0 dans l'an
ien repère.

(
) Dessiner l'allure générale des solutions.

(d) Soit (x0, y0) un point de R2
. Combien passe-t-il de solutions maximales de 
lasse

C1
par (x0, y0) ? On pré
isera l'intervalle de dé�nition de 
es solutions et le 
as

é
héant on indiquera les solutions globales.
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5.3. On 
onsidère l'équation di�érentielle

dy

dt
= y2 − (2x− 1)y + x2 − x+ 1.

(a) Déterminer expli
itement les solutions de 
ette équation ; on pourra 
ommen
er

par 
her
her s'il existe des solutions polynomiales simples.

(b) Montrer que les 
ourbes intégrales maximales 
orrespondant �a des solutions non

polynomiales forment deux familles de 
ourbes se déduisant les unes des autres par

translations. Tra
er 
elles de 
es 
ourbes qui sont asymptotes �a l'axe y′Oy.

5.4. On 
onsidère l'équation di�érentielle (1) y′2 = yy′ + x, où y est une fon
tion de x
�a valeurs réelles, de 
lasse C1

par mor
eaux.

(a) Par quels points (x, y) de R2
passe-t-il une solution de (1) ? Faire un graphique.

(b) En paramétrant (1) par dy = tdx, montrer que y est solution d'une équation

di�érentielle (2) f
(
y, t, dy

dt

)
= 0.

(
) Intégrer (2) puis (1) ; on pourra poser t = tanϕ ave
 ϕ ∈
]
− π

2
, π
2

[
. On obtient

une famille de 
ourbes Cλ dépendant d'un paramètre λ.

(d) Pour λ = 0 pré
iser les limites quand ϕ → π
2 − 0 de x, y, y/x, puis pré
iser dx

dϕ et

dy
dϕ
. Quelle est la norme eu
lidienne du ve
teur

(
dx
dϕ
, dy
dϕ

)
? On se rappellera que

dy
dx

= tanϕ.

(e) On pose z(ϕ) =
√(

dx
dϕ

)2
+
(
dy
dϕ

)2
pour 0 ≤ ϕ ≤ π

2 . Etudier les variations de z(ϕ)

puis tra
er la 
ourbe C0.

5.5. On 
onsidère la famille de paraboles (Pλ) d'équation

Pλ : x = y2 + λy.

(a) Montrer que 
es 
ourbes sont solutions d'une équation di�érentielle du premier

ordre que l'on pré
isera.

(b) Déterminer la famille des 
ourbes orthogonales aux 
ourbes (Pλ).

5.6. On 
onsidère la famille de 
ourbes (Cλ) dans R2
dé�nies par l'équation

x2 − y2 + λy3 = 0,

où λ est un paramètre réel.

(a) Tra
er les 
ourbes (C0), (C1) dans un repère orthonormé Oxy (unité : 4 
m).

Quelle relation existe-t-il entre (C1) et (Cλ) ?
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(b) Montrer que les 
ourbes (Cλ) sont solutions d'une équation di�érentielle du premier

ordre.

(
) Déterminer l'équation des traje
toires orthogonales aux 
ourbes (Cλ). Quelle est

la nature de 
es 
ourbes ? Représenter la traje
toire orthogonale passant par le

point (1, 0) sur le même s
héma que (C0) et (C1).

5.7. On 
onsidère dans le plan eu
lidien R2
la famille de 
ourbes

(Cλ) x4 = y4 + λx.

(a) Déterminer l'équation di�érentielle véri�ée par la famille (Cλ).

(b) É
rire l'équation di�érentielle des traje
toires orthogonales aux 
ourbes (Cλ).

En observant que 
ette équation est d'un type 
lassique, déterminer l'équation des

traje
toires orthogonales.

5.8. On 
onsidère le problème de Cau
hy

(P) y′ = t2 + y2 + 1 ; y(0) = 0.

(a) Soient T et R deux réels > 0, et soit Ω(T,R) le re
tangle dé�ni par les inégalités

0 ≤ t ≤ T ; −R ≤ y ≤ R.

(α) Montrer que si la 
ondition

T 2 +R2 + 1 ≤ R/T

est véri�ée, alors Ω(T,R) est un re
tangle de sé
urité pour (P).

(β) Montrer que pour T > 0 su�samment petit, par exemple pour T < T0 =√√
2−1
2 , il existe R > 0 tel que Ω(T,R) soit un re
tangle de sé
urité pour (P).

(γ) Montrer que Ω(1/3, 2) est un re
tangle de sé
urité pour (P), et en déduire ave


pré
ision que (P) admet une solution y et une seule sur l'intervalle [0, 1/3].

(b) On va montrer que la solution y de (P) mise en éviden
e en (a) (γ) ne se prolonge
pas �a [0,+∞[. On introduit �a 
et e�et le problème de Cau
hy auxiliaire

(P1) z′ = z2 + 1, z(0) = 0,

où z désigne une nouvelle fon
tion in
onnue de t.

(α) Déterminer expli
itement l'unique solution z de (P1), et indiquer son intervalle

de dé�nition maximal.
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(β) Soit [0, T ] un intervalle sur lequel y et z soient simultanément dé�nies. Montrer

que u = y − z est solution d'un problème de Cau
hy

(P2) u′ = a(t)u+ b(t) ; u(0) = 0 ;

où b véri�e b(t) ≥ 0 pour tout t dans [0, T ]. En déduire que y(t) ≥ z(t) pour
tout t dans [0, T ].

(γ) Déduire de 
e qui pré
ède que si T ≥ π
2 , alors y ne se prolonge 
ertainement

pas jusqu'�a t = T .

(δ) Tra
er ave
 le maximum de pré
ision possible le graphe de y sur son intervalle

de dé�nition maximal [0, T1[ (forme du graphe au voisinage de 0 ; sens de

variation, 
onvexité ; asymptote ; et
. . .).

5.9

∗∗
. On appelle métrique de Poin
aré du disque unité D = {|z| < 1} du plan


omplexe la métrique riemannienne

ds2 =
|dz|2

(1− |z|2)2 =
dx2 + dy2

(1− (x2 + y2))2
, z = x+ iy.

(a) Montrer (ave
 les notations du § 4.4, et en gardant les fon
tions 
omplexes dans les


al
uls) que la di�érentielle de l'énergie est donnée par

E(γ) · h = 2Re

∫ b

a

( γ′(t)
(
1− γ(t)γ(t)

)2 h′(t) + 2
γ(t)γ′(t)γ′(t)
(
1− γ(t)γ(t)

)3 h(t)
)
dt.

En déduire que l'équation d'Euler-Lagrange des géodésiques est

γ′′(t) +
2γ′(t)2γ(t)

1− γ(t)γ(t)
= 0.

(b) Montrer que le 
hemin γ(t) = tanh(kt) (qui dé
rit le diamètre ] − 1, 1[ du disque)

est solution de l'équation pour tout k ∈ R∗
+.

(
) Montrer que si t 7→ γ(t) est solution, alors t 7→ λγ(t) est en
ore solution pour tout

nombre 
omplexe λ de module 1, et également que ha ◦ γ est solution, pour toute

homographie 
omplexe ha de la forme

ha(z) =
z + a

1 + az
, a ∈ D.

(d) En utilisant un argument d'uni
ité des solutions du problème de Cau
hy, montrer

que les géodésiques sont toutes données par γ(t) = ha(λ tanh(kt)), a ∈ D, |λ| = 1,
k ∈ R∗

+ [on pourra 
al
uler γ(0) et γ′(0)℄.

(e) Montrer que les traje
toires des géodésiques sont les diamètres et les ar
s de 
er
le

orthogonaux au 
er
le unité |z| = 1.





Chapitre VII

Systèmes di�érentiels linéaires

Les systèmes di�érentiels linéaires ont une grande importan
e pratique, 
ar de nom-

breux phénomènes naturels peuvent se modéliser par de tels systèmes, au moins en

première approximation. On sait d'autre part résoudre 
omplétement les systèmes �a


oe�
ients 
onstants, le 
al
ul des solutions se ramenant �a des 
al
uls d'algèbre linéaire

(diagonalisation ou triangulation de matri
es). Dans toute la suite, K désigne l'un des


orps R ou C.

1. Généralités

1.1. Dé�nition

Un système di�érentiel linéaire du premier ordre dans Km est une équation

(E)
dY

dt
= A(t)Y +B(t)

où Y (t) =



y1(t)
.

.

.

ym(t)


 ∈ Km est la fon
tion in
onnue et où

A(t) = (aij(t))1≤i,j≤m ∈Mm(K), B(t) =



b1(t)
.

.

.

bm(t)


 ∈ Km

sont des fon
tions 
ontinues données :

A : I →Mm(K) = {matri
es 
arrées m×m sur K},
B : I → Km,

dé�nies sur un intervalle I ⊂ R.

On observe que la fon
tion f(t, Y ) = A′t)Y + B(t) est 
ontinue sur I × Km et

lips
hitzienne en Y de rapport

k(t) = |||A(t)|||.

D'après le 
ritère V 3.4 sur l'existen
e de solutions globales, on peut énon
er :

Théorème. Par tout point (t0, V0) ∈ I ×Km il passe une solution maximale unique,

dé�nie sur I tout entier.
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1.2. Cas d'un système linéaire sans se
ond membre

On entend par l�a un système linéaire ave
 B = 0 identiquement :

(E0)
dY

dt
= A(t)Y.

Soit S l'ensemble des solutions maximales. Alors pour tous Y(1), Y(2) ∈ S et tous

s
alaires λ1, λ2 ∈ K on a λ1Y(1) + λ2Y(2) ∈ S, don
 S est un K-espa
e ve
toriel.

Considérons l'appli
ation d'évaluation au temps t0 :

φt0 : S → Km

Y 7→ Y (t0).

φt0 est un isomorphisme linéaire, la surje
tivité provenant du théorème d'existen
e, et

l'inje
tivité du théorème d'uni
ité relatif au problème de Cau
hy.

Conséquen
e. L'ensemble S des solutions maximales est un espa
e ve
toriel de

dimension m sur K.

1.3. Cas général

Revenons au système linéaire le plus général :

(E)
dY

dt
= A(t)Y +B(t).

On sait qu'il existe au moins une solution globale Y(1). Si Y est une solution

quel
onque, il est 
lair que Z = Y − Y(1) satisfait l'équation sans se
ond membre

(E0) : dZ/dt = A(t)Z, et ré
iproquement. Par 
onséquent, l'ensemble des solutions

maximales est donné par

Y(1) + S = {Y(1) + Z ; Z ∈ S},

où S est l'ensemble des solutions maximales de l'équation sans se
ond membre (E0)
asso
iée. L'ensemble Y(1) + S des solutions est un translaté de S, 
'est don
 un espa
e

a�ne de dimension m sur K, admettant S 
omme dire
tion ve
torielle.

2. Systèmes di�érentiels linéaires �a 
oe�
ients 
onstants

Ce sont les systèmes de la forme

(E)
dY

dt
= AY +B(t)

où la matri
e A = (aij) ∈Mn(K) est indépendante de t.
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2.1. Solutions exponentielles élémentaires de

dY

dt
= AY

On 
her
he une solution de la forme Y (t) = eλtV où l ∈ K, V ∈ Km sont des 
onstantes.

Cette fon
tion est solution si et seulement si λeλtV = eλtAV , soit

AV = λV.

On est don
 amené �a 
her
her les valeurs propres et les ve
teurs propres de A.

Cas simple : A est diagonalisable.

Il existe alors une base (V1, . . . , Vm) de Km 
onstituée de ve
teurs propres de A, de
valeurs propres respe
tives λ1, . . . , λm. On obtient don
 m solutions linéairement

indépendantes

t 7→ eλjtVj , 1 ≤ j ≤ m.

La solution générale est donnée par

Y (t) = α1e
λ1tV1 + . . .+ αme

λmtVm, αj ∈ K.

Lorsque A est n'est pas diagonalisable, on a besoin en général de la notion

d'exponentielle d'une matri
e. Toutefois le 
as des systèmes 2×2 �a 
oe�
ients 
onstants

est su�samment simple pour qu'on puisse faire les 
al
uls

〈〈
�a la main

〉〉
. Le le
teur

pourra se reporter au § X 2.2 pour une étude approfondie de 
e 
as.

2.2. Exponentielle d'une matri
e

La dé�nition est 
alquée sur 
elle de la fon
tion exponentielle 
omplexe usuelle, 
al
ulée

au moyen du développement en série entière.

Dé�nition. Si A ∈M(K), on pose eA =

+∞∑

n=0

1

n!
An.

MunissonsMn(K) de la norme ||| ||| des opérateurs linéaires sur Km asso
iée �a la norme

eu
lidienne (resp. hermitienne) de Rm (resp. Cm). On a alors

||| 1
n!

An||| ≤ 1

n!
|||A|||n,

de sorte que la série

∑
1
n! A

n
est absolument 
onvergente. On voit de plus que

|||eA||| ≤ e|||A|||.

Propriété fondamentale. Si A,B ∈Mm(K) 
ommutent (AB = BA), alors

eA+B = eB · eB .
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Véri�
ation. On 
onsidère la série produit

∑
1
p! A

p ·
∑

1
q! B

q
, dont le terme général

est

Cn =
∑

p+q=n

1

p!q!
ApBq =

1

n!

n∑

p=0

n!

p!(n− p)!
ApBn−p =

1

n!
(A+B)n

d'après la formule du bin�me (noter que 
ette formule n'est vraie que si A et B

ommutent). Comme les séries de eA et eB sont absolument 
onvergentes, on en déduit

eA · eB =

+∞∑

n=0

Cn = eA+B .

On voit en parti
ulier que eA est une matri
e inversible, d'inverse e−A.

Remarque.La propriété fondamentale tombe en défaut lorsque A et B ne 
ommutent

pas. Le le
teur pourra par exemple 
al
uler eA · eB et eA+B
ave


A =

(
0 0
θ 0

)
et B =

(
0 −θ
0 0

)
,

ave
 θ ∈ R. Que remarque-t-on ?

Méthode générale de 
al
ul dans Mn(C). Toute matri
e A ∈ Mn(C) peut

être mise sous forme de blo
s triangulaires 
orrespondant aux di�érents sous-espa
es


ara
téristiques de A. Il existe don
 une matri
e de passage P , dont les 
olonnes sont

onstituées par des ve
teurs formant des bases des sous-espa
es 
ara
téristiques, telle

que

T = P−1AP

soit une matri
e triangulaire de la forme

T =




T1
0

T2
.

.

.

0 Ts



, Tj =




λj ∗ . . . ∗

0 λj
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ∗
0 . . . 0 λj



,

où λ1, . . . , λs sont les valeurs propres distin
tes de A. On a alors de fa�
on évidente

Tn =




Tn1
0

Tn2
.

.

.

0 Tns


 , eT =




eT1

0

eT2

.

.

.

0 eTs



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Comme A = PTP−1
, il vient An = PTnP−1

, d'où

eA = PeTP−1 = P




eT1

0

eT2

.

.

.

0 eTs


P−1

On est don
 ramené �a 
al
uler l'exponentielle eB lorsque B est un blo
 triangulaire de

la forme

B =




λ ∗ . . . ∗
0 λ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ∗
0 . . . 0 λ


 = λI +N ∈Mp(K),

où I est la matri
e unité et N une matri
e nilpotente N =




0 ∗
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0




triangulaire

supérieure. La puissan
e Nn

omporte n diagonales nulles �a partir de la diagonale

prin
ipale (
elle-
i in
luse), en parti
ulier Nn = 0 pour n ≥ p. On obtient don


eN = I +
1

1!
N + . . .+

1

(p− 1)!
Np−1 =




1 ∗ . . . ∗
0 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ∗
0 . . . 0 1


 .

Comme I et N 
ommutent, il vient �nalement

eB = eλIeN = eλeN (car eλI = eλI).

Formule. det (eA) = exp(tr(A)).

Véri�
ation. Dans le 
as d'un blo
 triangulaire B ∈Mp(K), on trouve

det (eB) = (eλ)pdet (eN ) = epλ = exp(tr(B)).

On en déduit don


det (eT ) = det (eT1) . . .det (eTs) = exp(tr(T1) + . . .+ tr(Ts)) = exp(tr(T ))

Comme A = PTP−1
et eA = PeTP−1

, on a �nalement

det (eA) = det (eT ), tr(A) = tr(T ) =
∑

valeurs propres.
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2.3. Solution générale du système sans se
ond membre

dY

dt
= AY

L'une des propriétés fondamentales de l'exponentiation des matri
es réside dans le fait

qu'elle est intimement liée �a la résolution des équations linéaires �a 
oe�
ients 
onstants

dY/dt = AY .

Théorème. La solution Y telle que Y (t0) = V0 est donnée par

Y (t) = e(t−t0)A · V0, ∀t ∈ R.

Démonstration. On a Y (t0) = e0 · V0 = IV0 = V0.

D'autre part, la série entière

etA =

+∞∑

n=0

1

n!
tnAn

est de rayon de 
onvergen
e +∞. On peut don
 dériver terme �a terme pour tout t ∈ R :

d

dt
(etA) =

+∞∑

n=1

1

(n− 1)!
tn−1An =

+∞∑

p=0

1

p!
tpAp+1,

d

dt
(etA) = A · etA = etA ·A.

Par 
onséquent, on a bien

dY

dt
=

d

dt

(
e(t−t0)A · V0

)
= Ae(t−t0)A · V0 = AY (t).

En prenant t0 = 0, on voit que la solution générale est donnée par Y (t) = etA · V ave


V ∈ Km.

Le 
al
ul de etA se ramène au 
as d'un blo
 triangulaire B = λI +N ∈ Mp(C). Dans

e 
as on a etB = eλtIetN = eλtetN , ave


etN =

p−1∑

n=0

tn

n!
Nn =




1 Q12(t) . . . Q1p(t)

1 Q23(t)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 Qp−1 p(t)

0 1




où Qij(t) est un polyn�me de degré ≤ j − i, ave
 Qij(0) = 0. Les 
omposantes de

Y (t) sont don
 toujours des fon
tions exponentielles-polyn�mes

∑
1≤j≤s Pj(t)e

λjt
où

λ1, . . . , λs sont les valeurs propres 
omplexes de A (même si K = R).
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2.4. Solution générale de

dY

dt
= AY + B(t)

Si au
une solution évidente n'apparaît, on peut utiliser la méthode de variation des


onstantes, 
'est-�a-dire qu'on 
her
he une solution parti
ulière sous la forme

Y (t) = etA · V (t)

où V est supposée di�érentiable. Il vient

Y ′(t) = AetA · V (t) + etA · V ′(t)

= AY (t) + etA · V ′(t).

Il su�t don
 de 
hoisir V telle que etA · V ′(t) = B(t), soit par exemple

V (t) =

∫ t

t0

e−uAB(u)du, t0 ∈ I.

On obtient ainsi la solution parti
ulière

Y (t) = etA
∫ t

t0

e−uAB(u)du =

∫ t

t0

e(t−u)AB(u)du,

qui est la solution telle que Y (t0) = 0. La solution générale du problème de Cau
hy

telle que Y (t0) = V0 est don


Y (t) = e(t−t0)A · V0 +
∫ t

t0

e(t−u)AB(u)du.

Exemple. Une parti
ule de masse m et de 
harge éle
trique q se dépla
e dans R3

sous l'a
tion d'un 
hamp magnétique

−→
B et d'un 
hamp éle
trique

−→
E uniformes et

indépendants du temps. Quelle est la traje
toire de la parti
ule ?

Si

−→
V et

−→γ désignent respe
tivement la vitesse et l'a

élération, la loi de Lorentz et le

prin
ipe fondamental de la dynamique donnent l'équation

−→
F = m−→γ = q

−→
V ∧ −→

B + q
−→
E ,

d'où

−→γ =
d
−→
V

dt
=

q

m

−→
V ∧ −→

B +
q

m

−→
E .

Il s'agit d'un système linéaire où la matri
e A (�a 
oe�
ients 
onstants) est la matri
e

de l'appli
ation linéaire

−→
V 7→ q

m

−→
V ∧ −→

B . On 
onfondra dans la suite A ave
 
ette

appli
ation linéaire. Un 
al
ul simple montre que

A2(
−→
V ) =

( q
m

)2
(
−→
V ∧ −→

B ) ∧ −→
B = −

( q
m

)2
B2PB(

−→
V )

où B = ‖−→B‖ et où PB désigne le proje
tion orthogonale sur la plan ve
toriel de ve
teur

normal

−→
B . Le s
héma est le suivant :
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−→
V ∧ −→

B

−→
V

−→
B

PB(
−→
V )

QB(
−→
V )

(
−→
V ∧ −→

B ) ∧ −→
B

On observe pour le 
al
ul que

−→
V ∧ −→

B = PB(
−→
V ) ∧ −→

B . On en déduit alors fa
ilement

A2p(
−→
V ) = (−1)p

( q
m

)2p
B2pPB(

−→
V ), p ≥ 1

A2p+1(
−→
V ) = (−1)p

( q
m

)2p+1

B2p−→V ∧ −→
B,


ette dernière relation étant en
ore valable pour p = 0. En notant ω = q
m
B, on en

déduit

etA(
−→
V ) =

−→
V +

+∞∑

p=1

(−1)p
ω2pt2p

(2p)!
PB(

−→
V ) +

+∞∑

p=0

(−1)p
ω2p+1t2p+1

(2p+ 1)!

1

B

−→
V ∧ −→

B

=
−→
V − PB(

−→
V ) + cos ωt PB(

−→
V ) + sin ωt

1

B

−→
V ∧ −→

B.

En l'absen
e de 
hamp éle
trique, les équations du mouvement sont données par

−→
V = QB(

−→
V0) + cos ωt PB(

−→
V 0) + sin ωt

1

B

−→
V0 ∧ −→

B

−−−→
M0M = tQB(

−→
V0) +

1

w
sin ωt PB(

−→
V0) +

1− cos ωt

ωB

−→
V 0 ∧ −→

B

où M0,
−→
V0 désignent la position et la vitesse en t = 0 et QB la proje
tion orthogonale

sur la droite R ·−→B . Il est fa
ile de voir qu'il s'agit d'un mouvement héli
o

�

�dal uniforme

de pulsation ω, tra
é sur un 
ylindre d'axe parallèle �a

−→
B et de rayon R = ‖PB(−→V0)‖/ω.

En présen
e d'un 
hamp éle
trique

−→
E , le 
al
ul est aisé si

−→
E est parallèle �a

−→
B . On a

don
 dans 
e 
as une solution parti
ulière évidente

−→
V = t q

m

−→
E , d'où les lois générales

des vitesses et du mouvement :

−→
V = QB(

−→
V0) + t

q

m

−→
E + cos ωt PB(

−→
V0) + sin ωt

1

B

−→
V 0 ∧ −→

B ,

−−−→
M0M =

(
tQB(

−→
V0) + t2

q

2m

−→
E
)
+

1

ω
sin ωt PB(

−→
V0) +

1− cos ωt

ωB

−→
V0 ∧ −→

B.
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Le mouvement est en
ore tra
é sur un 
ylindre �a base 
ir
ulaire et sa pulsation est


onstante, mais le mouvement est a

éléré dans la dire
tion de l'axe.

Dans le 
as général, on dé
ompose

−→
E =

−→
E// +

−→
E⊥ en ses 
omposantes parallèles et

orthogonales �a

−→
B , et on observe qu'il existe un ve
teur

−→
U orthogonal �a

−→
B et

−→
E⊥, tel

que

−→
U ∧ −→

B =
−→
E⊥. L'équation di�érentielle devient

d
−→
V

dt
=

q

m
(
−→
V +

−→
V ) ∧ −→

B +
q

m

−→
E//

de sorte que

−→
V +

−→
U satisfait l'équation di�érentielle 
orrespondant �a un 
hamp

éle
trique parallèle �a

−→
B . En substituant

−→
V +

−→
U �a

−→
V et

−→
V0+

−→
U �a

−→
V0 dans les formules,

on obtient

−→
V +

−→
U = QB(

−→
V 0) + t

q

m

−→
E// + cos ωt

(
PB(

−→
V0

)
+

−→
U )

+ sin ωt
1

B
(
−→
V0 ∧ −→

B +
−→
E⊥),

−−−→
M0M = t

(
QB(

−→
V0

)
−−→
U ) + t2

q

2m

−→
E// +

sin ωt

ω

(
PB(

−→
V0

)
+

−→
U )

+
1− cos ωt

ωB
(
−→
V0 ∧ −→

B +
−→
E⊥).

Il s'agit en
ore d'un mouvement de type héli
o

�

�dal a

éléré, mais 
ette fois le mouve-

ment n'est plus tra
é sur un 
ylindre.

−→
B

−→
B

−→
E

−→
B

−→
E

3. Équations di�érentielles linéaires d'ordre p à 
oe�
ients


onstants

On 
onsidère i
i une équation di�érentielle sans se
ond membre

(E) apy
(p) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0

où y : R → K, t 7→ y(t) est la fon
tion in
onnue, et où les aj ∈ K sont des 
onstantes,

ap 6= 0.
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D'après le paragraphe V 4.2, on sait que l'équation (E) est équivalente �a un système

di�érentiel (S) d'ordre 1 dans Kp, qui est le système linéaire sans se
ond membre

Y ′ = AY ave


A =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
.

.

.

0 0 0 . . . 1
c0 c1 c2 . . . cp−1



, cj = −aj

ap
.

Grâ
e au § 1.1, on peut don
 énon
er :

Théorème. L'ensemble S des solutions globales de (E) est un K-espa
e ve
toriel de

dimension p.

Pla�
ons-nous maintenant sur le 
orps C (si K = R, les solutions réelles s'obtiennent
simplement en prenant la partie réelle et la partie imaginaire des solutions 
omplexes).

Cher
hons les solutions exponentielles de la forme

y(t) = eλt, λ ∈ C.

Comme y(j)(t) = λjeλt, on voit que y est solution de (E) si et seulement si λ est ra
ine

du polyn�me 
ara
téristique

P (λ) = apλ
p + . . .+ a1λ+ a0.

3.1. Cas où P a toutes ses ra
ines simples

Si P possède p ra
ines distin
tes λ1, . . . , λp, on obtient p solutions distin
tes

t 7→ eλjt, 1 ≤ j ≤ p.

On verra plus loin que 
es solutions sont linéairement indépendantes sur C. L'ensemble

des solutions est don
 l'espa
e ve
toriel de dimension p des fon
tions

y(t) = α1e
λ1t + . . .+ αpe

λpt, αj ∈ C.

3.2. Cas où P a des ra
ines multiples

On peut alors é
rire

P (λ) = ap

s∏

j=1

(λ− λj)
mj

où mj est la multipli
ité de la ra
ine λj , ave


m1 + . . .+ms = p.
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Considérons l'opérateur di�érentiel

P
( d
dt

)
=

p∑

i=0

ai
di

dti
.

On voit que l'équation di�érentielle étudiée peut se ré
rire

(E) P
( d
dt

)
y = 0

et on a d'autre part la formule

P
( d
dt

)
eλt = P (λ)eλt, ∀λ ∈ C.

Comme les dérivées partielles

d
dt et

d
dλ 
ommutent d'après le théorème de S
hwarz, on

obtient

P
( d
dt

)
(tqeλt) = P

( d
dt

)( dq

dλq
eλt
)
=

dq

dλq

(
P
( d
dt

)
eλt
)
=

dq

dλq

(
P (λ)eλt

)
,

d'où, grâ
e �a la formule de Leibnitz :

P
( d
dt

)
(tqeλt) =

q∑

i=0

CiqP
(i)(λ)eλt.

Comme λj est ra
ine de multipli
ité mj , on a P (i)(λj) = 0 pour 0 ≤ i ≤ mj − 1, et
P (mj)(λj) 6= 0. On en déduit

P
( d
dt

)(
tqeλjt

)
= 0, 0 ≤ q ≤ mj − 1.

L'équation (E) admet don
 les solutions

y(t) = tqeλjt, 0 ≤ q ≤ mj−1, 1 ≤ j ≤ s

soit au total m1 + . . .+ms = p solutions.

Lemme. Si λ1, . . . , λs ∈ C sont des nombres 
omplexes deux �a deux distin
ts, alors

les fon
tions

yj,q(t) = tqeλjt, 1 ≤ j ≤ s, q ∈ N

sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Considérons une 
ombinaison linéaire �nie

∑
αj,qyj,q = 0, αj,q ∈ C.

Si les 
oe�
ients sont non tous nuls, soit N le maximum des entiers q tels qu'il existe
j ave
 αj,q 6= 0. Supposons par exemple α1,N 6= 0. On pose alors

Q(λ) = (λ− λ1)
N (λ− λ2)

N+1 . . . (λ− λs)
N+1
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Il vient Q(i)(λj) = 0 pour j ≥ 2 et 0 ≤ i ≤ N , tandis que Q(i)(λ1) = 0 pour 0 ≤ i < N
et Q(N)(λ1) 6= 0. On en déduit

Q
( d
dt

)
(tqeλjt) =

q∑

i=0

CiqQ
(i)(λj)t

q−ieλjt

= 0 pour 0 ≤ q ≤ N, 1 ≤ j ≤ s,

sauf si q = N , j = 1, auquel 
as

Q
( d
dt

)
(tNeλ1t) = Q(N)(λ1)e

λ1t.

En appliquant l'opérateur Q
(
d
dt

)
�a la relation

∑
αj,qt

qeλjt = 0 on obtient alors

α1,NQ
(N)(λ1)e

λ1t = 0, 
e qui est absurde puisque α1,N 6= 0 et Q(N)(λ1) 6= 0. Le

lemme est démontré. On peut don
 énon
er :

Théorème. Lorsque le polyn�me 
ara
téristique P (λ) a des ra
ines 
omplexes

λ1, . . . , λs de multipli
ités respe
tives m1, . . . , ms, l'ensemble S des solutions est le C-
espa
e ve
toriel de dimension p ayant pour base les fon
tions

t 7→ tqeλjt, 1 ≤ j ≤ s, 0 ≤ q ≤ mj − 1.

3.3. Équations linéaires d'ordre p ave
 se
ond membre

Soit �a résoudre l'équation di�érentielle

(E) apy
(p) + . . .+ a1y

′ + a0y = b(t),

où b : I → C est une fon
tion 
ontinue donnée. On 
ommen
e par résoudre l'équation

sans se
ond membre

(E0) apy
(p) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0.

Soit (v1, . . . , vp) une base des solutions de (E0). On 
her
he alors une solution

parti
ulière de (E).

Dans un 
ertain nombre de 
as, une solution simple peut être trouvée rapidement. Par

exemple, si b est un polyn�me de degré d et si a0 6= 0, l'équation (E) admet une solution

polynomiale y de degré d, que l'on peut re
her
her par identi�
ation des 
oe�
ients.

Si b(t) = αeλt et si λ n'est pas ra
ine du polyn�me 
ara
téristique, l'équation admet

pour solution (α/P (λ))eλt. Si b est une fon
tion exponentielle-polyn�me, (E) admet

une solution du même type (noter que les fon
tions trigonométriques se ramènent �a 
e


as).

En général, le prin
ipe 
onsiste �a appliquer la méthode de variation des 
onstantes au

système di�érentiel (S) d'ordre 1 asso
ié �a (E).
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Si on pose y = y0, y
′ = y1, . . . , y

(p−1) = yp−1, l'équation (E) équivaut au système

(S)





y′0 = y1
.

.

.

y′p−2 = yp−1

y′p−1 = − 1
ap

(a0y0 + a1y1 + . . .+ ap−1yp−1) +
1
ap

b(t).

Ce système linéaire peut se ré
rire (S): Y ′ = AY +B(t) ave


Y =




y0
.

.

.

yp−1


 et B(t) =




0
.

.

.

0
1
ap
b(t).




Le système homogène (S0) Y
′ = AY admet pour base de solutions les fon
tions

V1 =




v1
v′1
.

.

.

v
(p−1)
1


 V2 =




v2
v′2
.

.

.

v
(p−1)
2


 . . . Vp =




vp
v′p
.

.

.

v
(p−1)
p


 .

On 
her
he alors une solution parti
ulière de (S) sous la forme

Y (t) = α1(t)V1(t) + . . .+ αp(t)Vp(t).

Comme V ′
j = AVj , il vient

Y ′(t) =
∑

αj(t)V
′
j (t) +

∑
α′
j(t)Vj(t)

= AY (t) +
∑

α′
j(t)Vj(t).

Il su�t don
 de 
hoisir les αj tels que
∑
α′
j(t)Vj(t) = B(t), 
'est-�a-dire





α′
1(t)v1(t) + . . .+ α′

p(t)vp(t) = 0

. . .

α′
1(t)v

(p−2)
1 (t) + . . .+ α′

p(t)v
(p−2)
p (t) = 0

α′
1(t)v

(p−1)
1 (t) + . . .+ α′

p(t)v
(p−1)
p (t) = 1

ap
b(t).

On obtient ainsi un système linéaire de p équations par rapport aux p in
onnues

α′
1(t), . . . , α

′
p(t). Le déterminant de 
e système est non nul pour tout t ∈ R (les

ve
teurs V1(t), . . . , Vp(t) sont linéairement indépendants, 
ar si une 
ombinaison linéaire

Y = β1V1+ . . .+βpVp est telle que Y (t) = 0, alors Y ≡ 0 d'après le théorème d'uni
ité,

don
 β1 = . . . = βp = 0).
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La résolution de 
e système permet de 
al
uler α′
1, . . . , α

′
p, puis α1, . . . , αp par intégra-

tion, d'où la solution parti
ulière 
her
hée :

y(t) = α1(t)v1(t) + . . .+ αp(t)vp(t).

Exemple. (E) y′′ + 4y = tan t, ave
 t ∈
]
− π

2
,
π

2

[
.

• On 
ommen
e par résoudre l'équation sans se
ond membre

(E0) y′′ + 4y = 0.

Le polyn�me 
ara
téristique est P (λ) = λ2 + 4, et possède deux ra
ines simples 2i et
−2i. L'équation (E0) admet pour base de solutions les fon
tions t 7→ e2it, t 7→ e−2it

,

ou en
ore :

t 7→ cos 2t, t 7→ sin 2t.

• On 
her
he ensuite une solution parti
ulière de (E) en posant

y(t) = α1(t) cos 2t+ α2(t) sin 2t.

Ce
i 
onduit �a résoudre le système

{
α′
1(t) cos 2t+ α′

2(t) sin 2t = 0

α′
1(t) · (−2 sin 2t) + α′

2(t) · (2 cos 2t) = tan t.

Le déterminant du système étant égal �a 2, on obtient





α′
1(t) = −1

2
tan t sin 2t = − sin2 t = −1

2
(1− cos 2t)

α′
2(t) =

1

2
tan t cos 2t =

1

2
tan t(2 cos2 t− 1) = sin 2t− 1

2
tan t,





α1(t) = − t

2
+

1

4
sin 2t

α2(t) = −1

4
cos 2t+

1

2
ln (cos t),

d'où la solution parti
ulière

y(t) = − t

2
cos 2t+

1

2
sin 2t ln (cos t).

La solution générale est don


y(t) = − t

2
cos 2t+

1

2
sin 2t ln (cos t) + α1 cos 2t+ α2 sin 2t.
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4. Systèmes di�érentiels linéaires �a 
oe�
ients variables

L'objet de 
e paragraphe (avant tout théorique) est de généraliser les résultats du § 2
au 
as des systèmes linéaires �a 
oe�
ients variables.

4.1. Résolvante d'un système linéaire

Considérons une équation linéaire sans se
ond membre

(E0) Y ′ = A(t)Y

où A : R ⊃ I →Mm(K) est une matri
e m×m sur K �a 
oe�
ients 
ontinus.

Soit S l'ensemble des solutions maximales de (E0). Pour tout t0 ∈ I, on sait que

Φt0 : S −→ Km, Y 7−→ Y (t0)

est un isomorphisme K-linéaire. Pour tout 
ouple (t, t0) ∈ I2, on dé�nit

R(t, t0) = Φt ◦Φ−1
t0

: Km
Φ−1
t0−→ S

Φt−→Km

V 7−→ Y 7−→ Y (t).

On a don
 R(t, t0) · V = Y (t), où Y est la solution telle que Y (t0) = V . Comme

R(t, t0) est un isomorphisme Km → Km, il sera identi�é �a la matri
e inversible qui lui


orrespond 
anoniquement dans Mm(K).

Dé�nition. R(t, t0) s'appelle la résolvante du système linéaire (E0).

Pour tout ve
teur V ∈ Km, on a ave
 les notations 
i-dessus

(
d

dt
R(t, t0)

)
· V =

d

dt

(
R(t, t0) · V )

=
dY

dt
= A(t)Y (t) = A(t)R(t, t0) · V.

On en déduit don


d
dt R(t, t0) = A(t)R(t, t0).

Propriétés de la résolvante.

(i) ∀t ∈ I, R(t, t) = Im (matri
e unité m×m).

(ii) ∀(t0, t1, t2) ∈ I3, R(t2, t1)R(t1, t0) = R(t2, t0).

(iii) R(t, t0) est la solution dans Mm(K) du système di�érentiel

dM

dt
= A(t)M(t)
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où M(t) ∈Mm(K) véri�e la 
ondition initiale M(t0) = Im.

(i) et (ii) sont immédiats �a partir de la dé�nition de R(t, t0) et (iii) résulte de 
e qui

pré
ède. Retenons en�n que la solution du problème de Cau
hy

Y ′ = A(t)Y avec Y (t0) = V0

est donnée par

Y (t) = R(t, t0) · V0.

Remarque. Le système dM/dt = A(t)M(t) peut paraître plus 
ompliqué que le

système initial puisqu'on a m2
équations s
alaires au lieu de m (on passe de Km �a

Mm(K)). Il est néanmoins parfois utile de 
onsidérer 
e système plut�t que l'équation

initiale, par
e que tous les objets sont dans Mm(K) et qu'on peut exploiter la stru
ture

d'algèbre de Mm(K).

Exemple. Supposons que

A(t)A(u) = A(u)A(t) pour tous t, u ∈ I. (∗)

Alors

R(t, t0) = exp

(∫ t

t0

A(u)du

)
.

Pour le voir, il su�t de montrer que M(t) = exp

(∫ t

t0

A(u)du

)
satisfait la 
ondition

(iii) 
i-dessus. Il est 
lair queM(t0) = Im. Par ailleurs l'hypothèse de 
ommutation (∗)

entraîne que

∫ b

a

A(u)du et

∫ d

c

A(u)du 
ommutent pour tous a, b, c, d ∈ I, le produit

étant égal dans les deux 
as �a

∫∫

[a,b]×[c,d]

A(u)A(v)dudv

par le théorème de Fubini. On a don


M(t+ h) = exp

(∫ t

t0

A(u)du+

∫ t+h

t

A(u)du

)

= exp

(∫ t+h

t

A(u)du

)
M(t).

Or

∫ t+h

t

A(u)du = hA(t) + o(h), don
 utilisant le développement en série de

l'exponentielle on trouve

M(t+ h) = (Im + hA(t) + o(h))M(t)

=M(t) + hA(t)M(t) + o(h),
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e qui montre bien que dM/dt = A(t)M(t).

En parti
ulier, si U et V sont des matri
es 
onstantes qui 
ommutent et si A(t) =
f(t)U + g(t)V pour des fon
tions s
alaires f, g, alors l'hypothèse (∗) est satisfaite. On
a don


R(t, t0) = exp

(∫ t

t0

f(u)du · U +

∫ t

t0

g(u)du · V
)

= exp

(∫ t

t0

f(u)du · U
)
exp

(∫ t

t0

g(u)du · V
)
.

Exer
i
e 1. Utiliser la dernière remarque de l'exemple pour 
al
uler la résolvante

asso
iée aux matri
es

A(t) =

(
a(t) −b(t)
b(t) a(t)

)
, resp. A(t) =




1 0 cos2 t
0 1 cos2 t
0 0 sin2 t


 .

Exer
i
e 2. Résoudre le système linéaire

{ dx
dt

= 1
t
x+ ty

dy
dt = y

où A(t) =

(
1/t t
0 1

)

et en déduire la formule donnant la résolvante R(t, t0).
Montrer que dans 
e 
as on a

R(t, t0) 6= exp

(∫ t

t0

A(u)du

)
.

L'exer
i
e 2 montre que 
'est le plus souvent la résolution du système qui permet

de déterminer la résolvante, et non pas l'inverse 
omme pourrait le laisser 
roire la

terminologie.

4.2. Wronskien d'un système de solutions

On va voir i
i qu'on sait toujours 
al
uler le déterminant d'un système de solutions,

ou 
e qui revient au même, le déterminant de la résolvante, même lorsque la résolvante

n'est pas 
onnue.

Dé�nition. Le Wronskien d'un système de m solutions Y1, Y2, . . . , Ym de (E0) est

W (t) = det (Y1(t), . . . , Ym(t))
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Posons Vj = Yj(t0). Alors Yj(t) = R(t, t0) · Vj , d'où

W (t) = det (R(t, t0)) · det (V1, . . . , Vm).

On est don
 ramené �a 
al
uler la quantité

∆(t) = det (R(t, t0)),

et pour 
ela on va montrer que ∆(t) véri�e une équation di�érentielle simple. On a

∆(t+ h) = det (R(t+ h, t0)) = det (R(t+ h, t)R(t, t0))

= det (R(t+ h, t))∆(t).

Comme R(t, t) = Im et

d
du R(u, t)|u=t = A(t)R(t, t) = A(t), la formule de Taylor donne

R(t+ h, t) = Im + hA(t) + o(h),

det (R(t+ h, t)) = det (Im + hA(t)) + o(h).

Lemme. Si A = (aij) ∈Mm(K), alors

det (Im + hA) = 1 + α1h+ . . .+ αmh
m

ave
 α1 = tr A =
∑

1≤i≤m
aii.

En e�et dans det (Im + hA) le terme diagonal est

(1 + ha11) . . . (1 + hamm) = 1 + h
∑

aii + h2 . . .

et les termes non diagonaux sont multiples de h2.

Le lemme entraîne alors

det (R(t+ h, t)) = 1 + h tr (A(t)) + o(h),

∆(t+ h) = ∆(t) + h tr (A(t))∆(t) + o(h).

On en déduit

∆′(t) = tr (A(t))∆(t),

et 
omme ∆(t0) = det (R(t0, t0)) = det Im = 1, il vient :

det R(t, t0) = ∆(t) = exp

(∫ t

t0

tr A(u)du

)
,

W (t) = exp

(∫ t

t0

tr A(u)du

)
det (V1, . . . , Vm).



Chap. VII � Systèmes di�érentiels linéaires, §5. Problèmes 219

4.3. Méthode de variation des 
onstantes

Soit �a résoudre le système di�érentiel linéaire

(E) Y ′ = A(t)Y +B(t),

et soit R(t, t0) la résolvante du système linéaire sans se
ond membre

(E0) Y ′ = A(t)Y.

On 
her
he alors une solution parti
ulière de (E) sous la forme

Y (t) = R(t, t0) · V (t)

où V est supposée di�érentiable. Il vient

dY

dt
=
( d
dt

R(t, t0)
)
· V (t) +R(t, t0) · V ′(t)

= A(t)R(t, t0) · V (t) +R(t, t0) · V ′(t)

= A(t)Y (t) +R(t, t0) · V ′(t).

Il su�t don
 de prendre R(t, t0) · V ′(t) = B(t), 
'est-�a-dire

V ′(t) = R(t0, t) ·B(t),

V (t) =

∫ t

t0

R(t0, u) ·B(u)du,

Y (t) = R(t, t0) · V (t) =

∫ t

t0

R(t, t0)R(t0, u) ·B(u)du,

Y (t) =

∫ t

t0

R(t, u)B(u)du.

On obtient ainsi la solution parti
ulière telle que Y (t0) = 0. La solution telle que

Y (t0) = V0 est donnée par

Y (t) = R(t, t0) · V0 +
∫ t

t0

R(t, u)B(u)du.

Dans le 
as où A(t) = A est �a 
oe�
ients 
onstants on retrouve la formule du § 2.4,

dans laquelle R(t, t0) = e(t−t0)A, et la formule du Wronskien équivaut �a l'identité déj�a


onnue

det (e(t−t0)A) = exp ((t− t0) tr A).
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5. Problèmes

5.1. Soient b et c deux fon
tions 
ontinues sur un intervalle �xé T = [0, τ [. Soit (S) le
système di�érentiel linéaire �a 
oe�
ients 
onstants et ave
 se
ond membre

{
x′ = y + b(t)

y′ = 2x− y + c(t)

et soit (S0) le système sans se
ond membre asso
ié (pour lequel b(t) = c(t) = 0).

(a) É
rire la matri
e A de (S0), et 
al
uler e
tA
.

(b) Déterminer la solution générale du système (S0).

(
) Déterminer la solution générale du système (S) pour b(t) = 0, c(t) = e−t.

5.2. Soit t une variable réelle ≥ 0. On 
onsidère le système di�érentiel linéaire

(S)

{
x′ = 2y

y′ = x− y

(a) É
rire la matri
e A de (S), montrer qu'elle a deux valeurs propres réelles λ et µ
(λ > µ) et déterminer les sous-espa
es propres 
orrespondants.

(b) On pose ex =

(
1
0

)
, ey =

(
0
1

)
, et on note respe
tivement vλ =

(
xλ
yλ

)
et

vµ =

(
xµ
yµ

)
les ve
teurs propres asso
iés �a λ et µ tels que yλ = yµ = 1.

Cal
uler xλ, xµ. Déterminer la matri
e de passage P de l'an
ienne base (ex, ey) �a
la nouvelle base (vλ, vµ), et 
al
uler sa matri
e inverse P−1

.

(
) On pose etA =

(
a(t) b(t)
c(t) d(t)

)
. Cal
uler expli
itement a(t), b(t), c(t), d(t).

Donner la solution du système (S) véri�ant les 
onditions initiales x(0) = x0,
y(0) = y0.

(d) Soit T (x0, y0) la traje
toire t 7→
(
x(t)
y(t)

)
= M(t) 
orrespondant aux 
onditions

initiales M(0) =

(
x0
y0

)
.

(α) Pour quelles positions de M(0) 
ette traje
toire T (x0, y0) est-elle une demi-

droite ?

(β) Pour quelles positions de M(0) tend-elle vers 0 quand t→ +∞ ?

(γ) Indiquer sur un même �gure :
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• la forme des traje
toires T (x0, 0) partant d'un point (x0, 0), x0 > 0,
de l'axe des x ;

• la forme des traje
toires T (0, y0) partant d'un point (0, y0), y0 > 0,
de l'axe des y.

5.3. On note t une variable réelle, et on 
onsidère les deux matri
es

B =

(
0 1

1 0

)
, C =

(
1 1

0 1

)
.

(a) Pour tout n ≥ 0, 
al
uler expli
itement Bn et Cn, et en déduire etB et etC .

(b) Mêmes questions pour la matri
e

A =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 .

On pose maintenant T = [0,+∞[ ; on note bi(t) (1 ≤ i ≤ 4) quatre fon
tions


ontinues sur T , et on 
onsidère le système di�érentielle linéaire ave
 se
ond membre

(S)





y′1 = y2 + b1(t)
y′2 = y1 + b2(t)
y′3 = y3 + y4 + b3(t)
y′4 = y4 + b4(t) .

On note (S0) le système sans se
ond membre asso
ié �a (S).

(
) É
rire la solution de (S0) 
orrespondant �a des 
onditions initiales yi(0) = vi, les vi
(1 ≤ i ≤ 4) étant quatre 
onstantes données.

(d) Indiquer 
omment on peut alors résoudre (S) par la méthode dite de variation des


onstantes, et appliquer 
ette méthode au 
as parti
ulier

b1(t) = 1, b2(t) = b3(t) = 0, b4 = et.

5.4. On 
onsidère l'équation linéaire du 3

e
ordre

(E) y′′′ + y′′ + y′ + y = cos t,

où y désigne une fon
tion in
onnue de la variable t ≥ 0.

(a) Déterminer la solution générale de l'équation sans se
ond membre asso
iée �a (E).

(b) A l'aide de la méthode de variation des 
onstantes, déterminer la solution générale

de l'équation (E).
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(
) Montrer que (E) admet une solution et une seule de la forme At cos t+Bt sin t :
la déterminer expli
itement, et tra
er son graphe.

5.5. On 
onsidère dans R2
le système di�érentiel





dx

dt
= tx− y

dy

dt
= x+ ty

où x, y sont des fon
tions réelles de la variable réelle t.

(a) Résoudre le problème de Cau
hy de donnée initiale (x0, y0) au temps t0 = 0 (on

pourra poser z = x+ iy).

(b) Même question pour le système





dx

dt
= tx− y + t cos t− t3 sin t

dy

dt
= x+ ty + t sin t+ t3 cos t.

5.6. On 
onsidère un système di�érentiel X ′ = A(t)X où A(t) est une matri
e �a

2 lignes et 2 
olonnes �a 
oe�
ients de période 2π, bornés et 
ontinus par mor
eaux.

(a) Montrer que l'appli
ation qui �a M ∈ R2
asso
ie la position �a l'instant s de la

solution X(t) de X ′ = A(t) véri�ant X(0) = M est une appli
ation linéaire

bije
tive. On désignera par Us 
et endormorphisme et on notera V = U2π.

(b) Montrer que l'équation X ′ = A(t)X admet une solution 2π-périodique non

identiquement nulle si et seulement si 1 est valeur propre de V ; 
omment peut-on

interpréter le fait que V admette pour valeur propre une ra
ine k-ième de l'unité ?

(
) On 
onsidère l'équation di�érentielle y′′ + f(t)y = 0 où f est une fon
tion 2π-
périodique �a valeurs rélles. Mettre 
ette équation sous la forme d'un système du

premier ordre.

(d) On supposera dorénavant que

f(t) =

{
(w + ε)2 si t ∈ [0, π[

(w − ε)2 si t ∈ [π, 2π[

où 0 < ε < w sont des 
onstantes. Déterminer Uπ ; montrer que V se met sous

la forme B ◦ Uπ où l'on déterminera la matri
e B (on pourra utiliser que f est


onstante sur [π, 2π[ ainsi que sur [0, π[). Véri�er que detV = 1.
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(e) Montrer qu'alors une des valeurs propres de V est inférieure �a 1 en module et que

l'équation y′′+ f(t)y = 0 admet une solution bornée (non identiquement nulle) sur

[0,+∞[ et une solution bornée (non identiquement nulle) sur ] − ∞, 0[ ; �a quelle


ondition admet-elle une solution bornée (non identiquement nulle) sur R ?

(f) Montrer que la tra
e de V s'é
rit

−∆ cos 2πε+ (2 +∆) cos 2πw

où

w + ε

w − ε
+
w − ε

w + ε
= 2(1 +∆).

En déduire que si w n'est pas la moitié d'un entier et si ε est assez petit, toutes

les solutions de y′′ + f(t)y = 0 sont bornées. Que passe-t-il si w est la moitié d'un

entier ?





Chapitre VIII

Méthodes numériques �a un pas

L'obje
tif de 
e 
hapitre est de dé
rire un 
ertain nombre de méthodes permettant de

résoudre numériquement le problème de Cau
hy de 
ondition initiale y(t0) = y0 pour

une équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y),

où f : [t0, t0 + T ]× R → R est une fon
tion su�samment régulière. Nous avons 
hoisi

i
i d'exposer le 
as des équations unidimensionnelles dans le seul but de simpli�er

les notations ; le 
as des systèmes dans Rm est tout �a fait identique, �a 
ondition de


onsidérer y 
omme une variable ve
torielle et f 
omme une fon
tion ve
torielle dans

les algorithmes qui vont être dé
rits.

Étant donné une subdivision t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T de [t0, t0 + T ], on 
her
he �a

déterminer des valeurs appro
hées y0, y1, . . . , yN des valeurs y(tn) prises par la solution
exa
te y. On notera les pas su

essifs

hn = tn+1 − tn, 0 ≤ n ≤ N − 1,

et

hmax = max (hn)

le maximum du pas.

On appelle méthode �a un pas une méthode permettant de 
al
uler yn+1 �a partir de la

seule valeur antérieure yn. Une méthode �a r pas est au 
ontraire une méthode qui utilise

les r valeurs antérieures yn, . . . , yn−r+1 (valeurs qui doivent don
 être mémorisées) a�n

de faire le 
al
ul de yn+1.

1. Dé�nition des méthodes �a un pas, exemples

1.1. Dé�nitions

Les méthodes �a un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s'é
rire

sous la forme

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), 0 ≤ n < N,

où Φ : [t0, t0 + T ] × R × R → R est une fon
tion que l'on supposera 
ontinue. Dans

la pratique, la fon
tion Φ(t, y, h) peut n'être dé�nie que sur une partie de la forme

[t0, t0+T ]×J×[0, δ] où J est un intervalle de R (de sorte en parti
ulier que [t0, t0+T ]×J
soit 
ontenu dans le domaine de dé�nition de l'équation di�érentielle).

Exemple. La méthode d'Euler est la méthode �a un pas asso
iée �a la fon
tion

Φ(t, y, h) = f(t, y), et dé�nie par la formule de ré
urren
e yn+1 = yn + hnf(tn, yn)
(voir 
hapitre V, § 2.3).
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Dé�nition. L'erreur de 
onsistan
e en relative �a une solution exa
te z est l'erreur

en = z(tn+1)− yn+1, 0 ≤ n < N

produite par appli
ation de l'algorithme yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) �a partir de la

valeur yn = z(tn). Autrement dit, 
ette erreur mesure l'é
art entre la valeur exa
te

z(tn+1) au temps tn+1, et la valeur appro
hée yn+1 issue de la valeur yn = z(tn) prise

omme valeur initiale au temps tn (une seule étape de l'algorithme est don
 mise en

jeu). En termes de la fon
tion Φ, on a

en = z(tn+1)− z(tn)− hnΦ(tn, z(tn), hn).

z

en

tn tn+1 = tn + hn t

yn

yn+1

z(tn+1)

y

Comme le montre le s
héma 
i-dessous, l'erreur de 
onsistan
e n'a a priori que peu

de rapport ave
 l'erreur globale θn = max
06j6n

|z(tj) − yj| résultant d'un 
al
ul de n

valeurs su

essives y1, . . . , yn �a partir de la donnée initiale y0 = z(t0) (qui est �a vrai

dire la seule erreur intéressant réellement le numéri
ien). On imagine 
ependant, et

nous reviendrons l�a-dessus plus en détail au § 2, que |θn| sera de l'ordre de grandeur de
|e0|+|e1|+· · ·+|en−1|, sous des hypothèses 
onvenables de régularité pour la fon
tion f .
C'est pourquoi l'évaluation de en va gouverner l'évaluation de l'erreur globale.
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t0 t1 t2 t3 t4 t

e0

e1

e2

e3

y

y0
y1

y2

y3

y4

z
z1 z2 z3

θ4

[Les fon
tions z, z1, z2, z3 représentent i
i les solutions exa
tes passant par les points

(t0, y0) et (tj , yj), j = 1, 2, 3℄.

1.2. Retour sur la méthode d'Euler

Soit z une solution exa
te de l'équation (E). On a au premier ordre l'approximation

z(tn+1) = z(tn + hn) ≃ z(tn) + hnz
′(tn) = z(tn) + hnf(tn, z(tn)).

Comme on l'a déj�a vu au 
hapitre V, 
e
i 
onduit �a l'algorithme

{
yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

tn+1 = tn + hn.

Par dé�nition de l'erreur de 
onsistan
e, on a en = z(tn + hn)− yn+1 où

yn+1 = z(tn) + hnf(tn, z(tn)) = z(tn) + hnz
′(tn).

La formule de Taylor-Lagrange donne

en = z(tn + hn)− (z(tn) + hnz
′(tn)) =

1

2
h2nz

′′(tn) + o(h2n),

pourvu que z soit de 
lasse C2
. C'est bien le 
as si f est de 
lasse C1

, et on sait alors

que

z′′(t) = f [1](t, z(t)) où f [1] = f ′
t + f ′

yf.

On en déduit par 
onséquent

en =
1

2
h2nf

[1](tn, yn) + o(h2n).

Cette erreur en h2n est relativement importante, �a moins que le pas hn ne soit 
hoisi

très petit, 
e qui augmente 
onsidérablement le volume des 
al
uls �a e�e
tuer. On va

don
 essayer de 
onstruire des méthodes permettant de réduire l'erreur de 
onsistan
e

en.
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1.3. Méthode de Taylor d'ordre p

Supposons que f soit de 
lasse Cp. Alors toute solution exa
te z est de 
lasse Cp+1
, et

sa dérivée k-ième est z(k)(t) = f [k−1](t, z(t)). La formule de Taylor d'ordre p implique

z(tn + hn) = z(tn) +

p∑

k=1

1

k!
hknf

[k−1](tn, z(tn)) + o(hpn).

Lorsque hn est assez petit, l'approximation est d'autant meilleure que p est plus grand.
On est don
 amené �a 
onsidérer l'algorithme suivant, appelé méthode de Taylor d'ordre

p :




yn+1 = yn +

p∑

k=1

1

k!
hknf

[k−1](tn, yn)

tn+1 = tn + hn.

D'après la dé�nition générale des méthodes �a un pas, 
et algorithme 
orrespond au


hoix Φ(t, y, h) =
∑p
k=1

1
k! h

k−1f [k−1](t, y). Cal
ulons l'erreur de 
onsistan
e en. En

supposant yn = z(tn), la formule de Taylor d'ordre p+ 1 donne

en = z(tn+1)− yn+1 = z(tn + hn)−
p∑

k=0

1

k!
hknz

(k)(tn)

=
1

(p+ 1)!
hp+1
n f [p](tn, yn) + o(hp+1

n ).

L'erreur est don
 maintenant de l'ordre de hp+1
n . On dira d'une manière générale qu'une

méthode est d'ordre p si l'erreur de 
onsistan
e est en hp+1
n 
haque fois que f est de


lasse Cp au moins. La méthode d'Euler est le 
as parti
ulier p = 1 de la méthode de

Taylor.

Remarque. Dans la pratique, la méthode de Taylor sou�re de deux in
onvénients

graves qui en font généralement dé
onseiller l'utilisation pour p ≥ 2 :

• Le 
al
ul des quantités f [k]
est souvent 
omplexe et 
oûteux en temps ma
hine. Il

faut aussi pouvoir évaluer expli
itement f [k]
, 
e qui n'est pas toujours le 
as (par

exemple, si f est une donnée expérimentale dis
rétisée).

• La méthode suppose a priori que f soit très régulière ; les erreurs risquent don
 de

ne pas pouvoir être 
ontr�lées si 
ertaines dérivées de f présentent des dis
ontinuités

ou une mauvaise 
ontinuité (pentes élevées).

1.4. Méthode du point milieu

Cette méthode est dé
rite par le s
héma suivant.
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y

z(t+ h)

z(t)

t t+ h/2 t+ h t

ε

z

L'idée est que la 
orde de la fon
tion z sur [t, t+ h] a une pente voisine de z′
(
t + h

2

)
,

alors que dans la méthode d'Euler on approxime brutalement 
ette pente par z′(t). On
é
rit don
 :

z(t+ h) ≃ z(t) + hz′
(
t+

h

2

)
. (∗)

Si z est de 
lasse C3
, il vient

z(t+ h) = z(t) + hz′(t) +
1

2
h2z′′(t) +

1

6
h3z′′′(t) + o(h3),

z′
(
t+

h

2

)
= z′(t) +

1

2
hz′′(t) +

1

8
h2z′′′(t) + o(h2).

L'erreur 
ommise est don


ε = z(t+ h)− z(t)− hz′
(
t+

h

2

)
=

1

24
h3z′′′(t) + o(h3),

soit une erreur en h3 au lieu de h2 dans la méthode d'Euler. On par ailleurs

z′
(
t+

h

2

)
= f

(
t+

h

2
, z
(
t+

h

2

))
.

Comme la valeur de z
(
t+ h

2

)
n'est pas 
onnue, on l'approxime par

z
(
t+

h

2

)
≃ z(t) +

h

2
f(t, z(t)), (∗∗)

d'où en dé�nitive

z(t+ h) ≃ z(t) + hf
(
t+

h

2
, z(t) +

h

2
f(t, z(t))

)
.
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L'algorithme du point milieu est asso
ié au 
hoix

Φ(t, y, h) = f
(
t+

h

2
, y +

h

2
f(t, y)

)

et donne lieu au s
héma numérique



yn+ 1
2
= yn +

hn
2
f(tn, yn)

pn = f
(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

)

yn+1 = yn + hnpn

tn+1 = tn + hn.

Cal
ulons l'erreur de 
onsistan
e : en = z(tn+1) − yn+1, ave
 yn = z(tn). On a

en = εn + ε′n où les erreurs

εn = z(tn+1)− z(tn)− hnz
′
(
tn +

hn
2

)
,

ε′n = hnz
′
(
tn +

hn
2

)
− (yn+1 − z(tn))

= hn

(
f
(
tn +

hn
2
, z
(
tn +

hn
2

))
− f

(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

))

proviennent respe
tivement des approximations (∗) et (∗∗). D'après le 
al
ul fait plus
haut

εn =
1

24
h3nz

′′′(tn) + o(h3n) =
1

24
h3nf

[2](tn, yn) + o(h3n).

D'autre part

z
(
tn +

hn
2

)
− yn+ 1

2
= z
(
tn +

hn
2

)
−
(
z(tn) +

hn
2
z′(tn)

)

=
1

8
h2nz

′′(tn) + o(h2n) =
1

8
h2nf

[1](tn, yn) + o(h2n).

D'après le théorème des a

roissements �nis appliqué en y, on a

f
(
tn +

hn
2
, z
(
tn +

hn
2

))
− f

(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

)

= f ′
y

(
tn +

hn
2
, cn

)(
z
(
tn +

hn
2

)
− yn+ 1

2

)

=
(
f ′
y(tn, yn) + o(hn)

)(1
8
h2nf

[1](tn, yn) + o(h2n)
)

=
1

8
h2nf

′
yf

[1](tn, yn) + o(h2n),

d'où

ε′n =
1

8
h3nf

′
yf

[1](tn, yn) + o(h3n).

On en déduit

en = εn + ε′n =
1

24
h3n

(
f [2] + 3f ′

yf
[1]
)
(tn, yn) + o(h3n).

La méthode du point milieu est don
 d'ordre 2.
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1.5.* Méthode du point milieu modi�é

Si on observe les algorithmes pré
édents, on voit que la seule opération éventuel-

lement 
oûteuse en temps de 
al
ul est l'évaluation de la fon
tion f(t, y), le reste


onsistant en un petit nombre d'additions ou de multipli
ations. On mesure don
 le


oût d'une méthode d'ordre donné par le nombre d'évaluations de la fon
tion f qu'elle

ré
lame �a 
haque pas. Pour des méthodes d'ordres di�érents la 
omparaison ne tient

pas, puisqu'une méthode d'ordre plus élevé exige �a pré
ision égale un nombre de pas

nettement inférieur.

Dans la méthode du point milieu, on va modi�er le 
al
ul su

essif de f(tn, yn) et de
la pente intermédiaire pn = f

(
tn +

hn

2 , yn+ 1
2

)
en introduisant l'algorithme suivant, qui

fait l'é
onomie de l'évaluation de f(tn, yn) :





ỹn+ 1
2
= ỹn +

hn
2
p̃n−1

p̃n = f
(
tn +

hn
2
, ỹn+ 1

2

)

ỹn+1 = ỹn + hnp̃n

tn+1 = tn + hn.

On a don
 modi�é légèrement le 
al
ul de yn+ 1
2
en rempla�
ant la pente f(tn, yn) par

la pente p̃n−1 
al
ulée �a l'étape antérieure. Il s'ensuit naturellement que les valeurs yn
sont elles aussi modi�ées en des valeurs ỹn.

Remarque. Le démarrage (étape n = 0) présente une di�
ulté 
ar la pente p̃−1 n'a

pas été évaluée. On résout 
ette di�
ulté en initialisant p̃−1 = f(t0, y0). On observera

que la méthode du point milieu modi�é est en fait une méthode �a 2 pas (les étapes n
et n− 1 sont utilisées pour 
al
uler ỹn+1).

Évaluons maintenant l'erreur de 
onsistan
e ẽn = z(tn+1) − ỹn+1, en supposant

ỹn = z(tn). On peut é
rire

ẽn = (z(tn+1)− yn+1) + (yn+1 − ỹn+1) = en + ε′′n,

où en est l'erreur de 
onsistan
e de la méthode du point milieu standard (on suppose

don
 aussi yn = z(tn) pour la 
al
uler). Il vient

ε′′n = yn+1 − ỹn+1 = hn

(
f
(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

)
− f

(
tn +

hn
2
, ỹn+ 1

2

))
.

yn+ 1
2
− ỹn+ 1

2
=
hn
2

(
f(tn, yn)− p̃n−1

)

=
hn
2

(
f(tn, yn)− f

(
tn−1 +

hn−1

2
, ỹn− 1

2

))
.
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Or tn −
(
tn−1 +

hn−1

2

)
=

hn−1

2 et

yn − ỹn− 1
2
= yn −

(
ỹn−1 +

hn−1

2
p̃n−2

)

= yn −
(
ỹn − hn−1p̃n−1 +

hn−1

2
p̃n−2

)

= hn−1

(
p̃n−1 −

1

2
p̃n−2

)

=
1

2
hn−1f(tn, yn) + o(hn−1) ;

�a la troisième ligne on utilise le fait que yn = ỹn = z(tn), et �a la quatrième le fait que

p̃n−i = f(tn−i + hn−i/2, ỹn−i+1/2) 
onverge vers f(tn, yn) pour i = 1, 2 lorsque hmax

tend vers 0. Grâ
e �a la formule de Taylor pour les fon
tions de 2 variables, il vient

f(tn, yn)− f
(
tn−1 +

hn−1

2
, ỹn− 1

2

)

=
hn−1

2
f ′
t(tn, yn) +

1

2
hn−1f(tn, yn)f

′
y(tn, yn) + o(hn−1)

=
1

2
hn−1(f

′
t + ff ′

y)(tn, yn) + o(hn−1)

=
1

2
hn−1f

[1](tn, yn) + o(hn−1),

d'où

yn+ 1
2
− ỹn+ 1

2
=

1

4
hnhn−1f

[1](tn, yn) + o(hnhn−1).

On en déduit �nalement

ε′′n = hnf
′
y

(
tn +

hn
2
, cn

)(
yn+ 1

2
− ỹn+ 1

2

)
=

1

4
h2nhn−1

(
f ′
yf

[1]
)
(tn, yn) + o(h2nhn−1),

d'où l'erreur de 
onsistan
e

ẽn =
1

24
h3n

(
f [2] + 3f ′

yf
[1]
)
(tn, yn) +

1

4
h2nhn−1(f

′
yf

[1])(tn, yn) + o(h3n + h2nhn−1).

La méthode du point milieu modi�é est don
 en
ore une méthode d'ordre 2 (mais 
e

n'est pas une méthode �a un pas !).

2. Étude générale des méthodes �a un pas

2.1. Méthodes 
onsistantes, stables et 
onvergentes

La première notion que nous introduisons a trait au problème de l'a

umulation des

erreurs de 
onsistan
e (a

umulation purement théorique dans le sens où on tient pas


ompte du fait que la solution 
al
ulée s'é
arte de la solution exa
te, 
f. s
hémas du

§ 1.1).
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Dé�nition 1. On dit que la méthode est 
onsistante si pour toute solution exa
te z

la somme des erreurs de 
onsistan
e relatives �a z, soit
∑

0≤n≤N
|en|, tend vers 0 quand

hmax tend vers 0.

Une autre notion fondamentale est la notion de stabilité. Dans la pratique, le 
al
ul

ré
urrent des points yn est en e�et entâ
hé d'erreurs d'arrondi εn. Pour que les


al
uls soient signi�
atifs, il est indispensable que la propagation de 
es erreurs reste


ontr�lable. On est amené �a la dé�nition suivante.

Dé�nition 2. On dit que la méthode est stable s'il existe une 
onstante S ≥ 0, appelée

onstante de stabilité, telle que pour toutes suites (yn), (ỹn) dé�nies par

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), 0 ≤ n < N

ỹn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + εn, 0 ≤ n < N

on ait

max
0≤n≤N

|ỹn − yn| ≤ S
(
|ỹ0 − y0|+

∑

0≤n<N
|εn|
)
.

Autrement dit, une petite erreur initiale |ỹ0 − y0| et de petites erreurs d'arrondi εn
dans le 
al
ul ré
urrent des ỹn provoquent une erreur �nale max |ỹn − yn| 
ontr�lable.
Une dernière notion importante en pratique est la suivante.

Dé�nition 3. On dit que la méthode est 
onvergente si pour toute solution exa
te z,
la suite yn telle que yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) véri�e

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| → 0

quand y0 → z(t0) et quand hmax → 0.

La quantité max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| s'appelle l'erreur globale (de la suite yn 
al
ulée par

rapport �a la solution exa
te z). C'est évidemment 
ette erreur qui importe dans la

pratique.

Cal
ul de l'erreur globale. Posons ỹn = z(tn). Par dé�nition de l'erreur de


onsistan
e (
f. § 2.1) on a

ỹn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + en.

Si la méthode est stable, de 
onstante de stabilité S, l'erreur globale est don


max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ S
(
|y0 − z(t0)|+

∑

0≤n<N
|en|
)
.
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Corollaire. Si la méthode est stable et 
onsistante, elle est 
onvergente.

En e�et

∑
0≤n<N |en| tend vers 0 quand hmax tend vers 0, puisque la méthode est


onsistante par hypothèse.

2.2. Condition né
essaire et su�sante de 
onsistan
e

Soit z une solution exa
te de l'équation (E) et soient

en = z(tn+1)− z(tn)− hnΦ(tn, z(tn), hn)

les erreurs de 
onsistan
e 
orrespondantes. D'après le théorème des a

roissements

�nis, il existe cn ∈ ]tn, tn+1[ tel que

z(tn+1)− z(tn) = hnz
′(cn) = hnf(cn, z(cn))

d'où

en = hn(f(cn, z(cn))− Φ(tn, z(tn), hn)) = hn(αn + βn)

ave


αn = f(cn, z(cn))− Φ(cn, z(cn), 0),

βn = Φ(cn, z(cn), 0)− Φ(tn, z(tn), hn).

Comme la fon
tion (t, h) 7→ Φ(t, z(t), h) est 
ontinue sur [t0, t0 + T ] × [0, δ] qui est

ompa
t, elle y est uniformément 
ontinue. Par 
onséquent, pour tout ε > 0, il existe
η > 0 tel que hmax ≤ η → |βn| ≤ ε. Pour hmax ≤ η on a don


∣∣∣∣∣∣
∑

0≤n<N
|en| −

∑

0≤n<N
hn|αn|

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

0≤n<N
hn|βn| ≤ ε

∑
hn = Tε.

On en déduit

lim
hmax→0

∑

0≤n<N
|en| = lim

hmax→0

∑

0≤n<N
hn|αn|

=

∫ t0+T

t0

|f(t, z(t))− Φ(t, z(t), 0)|dt


ar

∑
hn|αn| est une somme de Riemann de l'intégrale pré
édente. Par dé�nition, la

méthode est 
onsistante si et seulement si lim
∑

|en| = 0 pour toute solution exa
te

z. On en déduit :

Théorème. La méthode �a 1 pas dé�nie par la fon
tion Φ est 
onsistante si et

seulement si

∀(t, y) ∈ [t0, t0 + T ]× R, Φ(t, y, 0) = f(t, y).

Il résulte de 
e théorème que les méthodes �a un pas déj�a mentionnées sont bien


onsistantes.
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2.3. Condition su�sante de stabilité

Pour pouvoir majorer l'erreur globale dé
rite au § 2.1, il faut savoir estimer d'une part

la 
onstante de stabilité S, et d'autre part la somme

∑
0≤n<N |en|. Le résultat suivant

permet d'évaluer S.

Théorème. Pour que la méthode soit stable, il su�t que la fon
tion Φ soit

lips
hitzienne en y, 
'est-�a-dire qu'il existe une 
onstante Λ ≥ 0 telle que

∀t ∈ [t0, t0 + T ], ∀(y1, y2) ∈ R2
, ∀h ∈ R on ait

|Φ(t, y1, h)− Φ(t, y2, h)| ≤ Λ|y1 − y2|.

Dans 
e 
as, on peut prendre pour 
onstante de stabilité S = eΛT .

Démonstration. Considérons deux suites (yn), (ỹn) telles que

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn),

ỹn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + εn.

Par di�éren
e, on obtient

|ỹn+1 − yn+1| ≤ |ỹn − yn|+ hnΛ|ỹn − yn|+ |εn|.

En posant θn = |ỹn − yn|, il vient

θn+1 ≤ (1 + Λhn)θn + |εn|.

Lemme de Gronwall (
as dis
ret). Soient des suites hn, θn ≥ 0 et εn ∈ R telles que

θn+1 ≤ (1 + Λhn)θn + |εn|. Alors

θn ≤ eΛ(tn−t0)θ0 +
∑

0≤i≤n−1

eΛ(tn−ti+1)|εi|.

Le lemme se véri�e par ré
urren
e sur n. Pour n = 0, l'inégalité se réduit �a θ0 ≤ θ0.
Supposons maintenant l'inégalité vraie �a l'ordre n. On observe que

1 + Λhn ≤ eΛhn = eΛ(tn+1−tn).

Par hypothèse on a

θn+1 ≤ eΛ(tn+1−tn)θn + |εn|
≤ eΛ(tn+1−t0)θ0 +

∑

0≤i≤n−1

eΛ(tn+1−ti+1)|εi|+ |εn|.

L'inégalité 
her
hée s'ensuit �a l'ordre n+ 1.
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Comme tn − t0 ≤ T et tn − ti+1 ≤ T , le lemme de Gronwall implique

max
0≤n≤N

θn ≤ eΛT
(
θ0 +

∑

0≤i≤N−1

|εi|
)

Par dé�nition de θn, on a don


max
0≤n≤N

|ỹn − yn| ≤ eΛT
(
|ỹ0 − y0|+

∑

0≤n≤N
|εn|
)
,

et le théorème est démontré.

Remarque. Dans la pratique, l'hypothèse lips
hitzienne faite sur Φ est très rarement

satisfaite globalement pour y1, y2 ∈ R et h ∈ R (ne serait-
e que par
e que le domaine

de dé�nition de Φ est peut-être plus petit). Par 
ontre 
ette hypothèse est souvent

satisfaite si on se restreint �a des y1, y2 ∈ J et |h| ≤ δ où J est un intervalle fermé borné

assez petit. Dans 
e 
as, la 
onstante de stabilité S = eΛT est valable pour des suites

yn, ỹn ∈ J et pour hmax ≤ δ.

Exemples. Supposons que la fon
tion f soit lips
hitzienne de rapport k en y et


al
ulons Λ, S pour les di�érentes méthodes déj�a présentées.

• Dans la méthode d'Euler, Φ(t, y, h) = f(t, y). On peut prendre Λ = k, S = ekT .

• Dans la méthode du point milieu, on a

Φ(t, y, h) = f
(
t+

h

2
, y +

h

2
f(t, y)

)
.

On en déduit

|Φ(t, y1, h)− Φ(t, y2, h)| ≤ k
∣∣∣y1 +

h

2
f(t, y1)−

(
y2 +

h

2
f(t, y2)

)∣∣∣

≤ k
(
|y1 − y2|+

h

2
|f(t, y1)− f(t, y2)|

)

≤ k
(
|y1 − y2|+

h

2
k|y1 − y2|

)
= k

(
1 +

1

2
hk
)
|y1 − y2|.

On peut prendre i
i Λ = k
(
1 + 1

2 hmax k
)
, d'où

S = exp
(
kT
(
1 +

1

2
hmaxk

))
.

Si hmax est petit (par rapport �a 1/k2T ), 
ette 
onstante est du même ordre de grandeur

que dans la méthode d'Euler.

Corollaire. Lorsque f est lips
hitzienne en y, les méthodes d'Euler et du point milieu

sont 
onvergentes.

Le le
teur observera l'analogie des te
hniques utilisées pour obtenir 
e 
orollaire ave



elles utilisées au 
hapitre V, § 3.1.
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2.4. In�uen
e de l'ordre de la méthode sur l'erreur globale

Nous allons voir i
i que l'ordre d'une méthode numérique a une in�uen
e déterminante

sur la pré
ision que 
ette méthode permet d'atteindre. La dé�nition de l'ordre que

nous allons donne prend l'erreur de 
onsistan
e 
omme point de départ (le le
teur

prendra garde au dé
alage d'une unité entre l'ordre et l'exposant de hn dans l'erreur

de 
onsistan
e ! )

Dé�nition. On dit qu'une méthode �a 1 pas est d'ordre ≥ p si pour toute solution

exa
te z d'une équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y) où f est de 
lasse Cp,

il existe une 
onstante C ≥ 0 telle que l'erreur de 
onsistan
e relative �a z véri�e

|en| ≤ Chp+1
n , ∀n, 0 ≤ n < N.

Elle est dite d'ordre p (exa
tement) si elle est d'ordre ≥ p mais pas d'ordre ≥ p+ 1.

Rappelons que l'erreur de 
onsistan
e est donnée par

en = z(tn+1)− yn − hnΦ(tn, yn, hn) où yn = z(tn).

Supposons que Φ soit de 
lasse Cp. La formule de Taylor donne alors

Φ(tn, yn, hn) =

p∑

l=0

1

l!
hln
∂lΦ

∂hl
(tn, yn, 0) + o(hpn).

Si f est de 
lasse Cp, la solution z est de 
lasse Cp+1
don


z(tn+1)− yn = z(tn + h) − z(tn)

=

p+1∑

k=1

1

k!
hknz

(k)(tn) + o(hn+1
n )

=

p∑

l=0

1

(l + 1)!
hl+1
n f [l](tn, yn) + o(hp+1

n ).

On en déduit aussit�t

en =

p∑

l=0

1

l!
hl+1
n

( 1

l + 1
f [l](tn, yn)−

∂lΦ

∂hl

(
tn, yn, 0)

)
+ o(hp+1

n )

Conséquen
e. La méthode est d'ordre ≥ p si et seulement si Φ est telle que

∂lΦ

∂hl
(t, y, 0) =

1

l + 1
f [l](t, y), 0 ≤ l ≤ p− 1.
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Sous 
ette hypothèse, l'erreur en se réduit �a

en =
1

p!
hp+1
n

( 1

p+ 1
f [p](tn, yn)−

∂pΦ

∂hp
(tn, yn, 0)

)
+ o(hp+1

n ).

Remarque. De 
e qui pré
ède on déduit les équivalen
es

Méthode 
onsistante ⇔ Φ(t, y, 0) = f(t, y) ⇔ Méthode d'ordre ≥ 1.

L'utilisation de la formule de Taylor ave
 reste de Lagrange implique l'existen
e de

points τn ∈ ]tn, tn+1[ et ηn ∈ ]0, hmax[ tels que

en = hp+1
n

(
1

(p+ 1)!
f [p](τn, z(τn))−

1

p!

∂pΦ

∂hp
(tn, z(tn), ηn)

)
.

Ce
i permet (au moins théoriquement) de trouver une 
onstante C dans la majoration

de l'erreur de 
onsistan
e : on peut prendre

C =
1

(p+ 1)!
‖f [p](t, z(t))‖∞ +

1

p!
‖∂

pΦ

∂hp
(t, z(t), h)‖∞

où les normes ‖ ‖∞ sont étendues aux (t, h) ∈ [t0, t0 + T ]× [0, hmax].

Majoration de l'erreur globale. Compte tenu de la majoration supposée satisfaite

pour en, on a

∑

0≤n<N
|en| ≤

∑
Chp+1

n ≤ C
∑

hnh
p
max ≤ CThpmax.

Si la méthode est stable ave
 
onstante de stabilité S, on obtient don
 la majoration

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ S(|y0 − z(t0)|+ CThpmax).

L'erreur initiale |y0 − z(t0)| est généralement négligeable. L'erreur globale donnée

par une méthode stable d'ordre p est don
 de l'ordre de grandeur de hpmax ave
 une


onstante de proportionnalité SCT (on retiendra que l'ordre est égal �a l'exposant de

hmax dans la majoration de l'erreur globale, alors que l'erreur de 
onsistan
e, elle, est

en hp+1
n ).

Si la 
onstante SCT n'est pas trop grande (disons ≤ 102), une méthode d'ordre 3 ave


pas maximum hmax = 10−2
permet d'atteindre une pré
ision globale de l'ordre de 10−4

.
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2.5. In�uen
e des erreurs d'arrondi

L'erreur globale 
al
ulée au § 2.4 est une erreur théorique, 
'est-�a-dire qu'elle ne tient

pas 
ompte des erreurs d'arrondi qui se produisent inévitablement en pratique. Dans la

réalité l'ordinateur va 
al
uler non pas la suite ré
urrente yn, mais une valeur appro
hée

ỹn de yn dans laquelle interviendront

• une erreur d'arrondi ρn sur Φ(tn, ỹn, hn),

• une erreur d'arrondi σn sur le 
al
ul de ỹn+1.

En dé�nitive, on aura

ỹn+1 = ỹn + hn(Φ(tn, ỹn, hn) + ρn) + σn

= ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + hnρn + σn.

Il se peut également que ỹ0 di�ère légèrement de la valeur théorique y0 : ỹ0 = y0 + ε0.

Hypothèse. ∀n, |ρn| ≤ ρ, |σn| ≤ σ.

Les 
onstantes ρ, σ dépendent des 
ara
téristiques de l'ordinateur et de la pré
ision

des opérations arithmétiques (si les réels sont 
odés sur 6 o
tets, on a typiquement

ρ = 10−9
, σ = 10−10

, |ε0| ≤ 10−10
).

Si la méthode est stable ave
 
onstante de stabilité S, on en déduit

max
0≤n≤N

|ỹn − yn| ≤ S
(
|ε0|+

∑

0≤n<N
(hn|ρn|+ |σn|)

)

≤ S(|ε0|+ Tρ+Nσ).

A 
ette erreur due aux arrondis s'ajoute l'erreur globale théorique

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ SCThpmax si y0 = z(t0).

L'erreur totale 
ommise est don


max
0≤n≤N

|ỹn − z(tn)| ≤ S(|ε0|+ Tρ+Nσ + CThpmax)

Supposons le pas hn = h 
onstant pour simpli�er. On a alors N = T
h et l'erreur est

majorée par

E(h) = S(|ε0|+ Tρ+
T

h
σ + CThp) = S(|ε0|+ Tρ) + ST

(σ
h
+ Chp

)

L'étude de E(h) donne la 
ourbe suivante, ave
 un minimum de E(h) réalisé en

hopt =
(
σ
pC

) 1
p+1

.
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E(h)

hopt h

Typiquement, pour une méthode d'ordre p = 2 où pC ≃ 10, on obtient hopt ≃ 10−3
.

Si on prend un pas plus petit, l'erreur augmente ! Ce
i est dû au fait que le nombre de

pas N = T
h augmente, et ave
 lui les erreurs d'arrondi, lorsque le pas h diminue. Les

erreurs d'arrondi l'emportent alors sur l'erreur globale théorique SCThp. L'expérien
e
numérique suivante 
on�rme 
es prévisions théoriques.

Exemple. Considérons le problème de Cau
hy y′ = y ave
 donnée y0 = 1 en t0 = 0.
La solution exa
te est y(t) = et, d'où y(1) = e ≃ 2, 7182818285. Si l'on utilise la

méthode du point milieu ave
 pas 
onstant h, on obtient l'algorithme

yn+1 = (1 + h+ h2/2)yn, y0 = 1.

L'erreur de 
onsistan
e est donnée par en ∼ h3yn/6, d'où en ≤ Ch3 ave
 C = e/6 sur

[0, T ] = [0, 1]. Par ailleurs, on peut au mieux espérer σ = 10−11
, 
e qui donne

hopt ≥
(
10−11

2 · e/6

)1/3

≃ 2, 224 · 10−4, Nopt =
T

hopt
< 4500.

Un 
al
ul sur un ordinateur disposant d'une pré
ision relative maximale des réels de
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10−11
environ nous a donné en fait les résultats suivants :

Nombre de pas Valeur yN asso
iée Erreur y(1)− yN

N = 10 2,7140808465 4, 2 · 10−3

N = 100 2,7182368616 4, 5 · 10−5

N = 500 2,7182800146 4, 8 · 10−6

N = 1000 2,7182813650 4, 6 · 10−7

N = 2000 2,7182816975 1, 3 · 10−7

N = 3000 2,7182817436 8, 5 · 10−8

N = 4000 2,7182817661 6, 2 · 10−8

N = 4400 2,7182817882 4, 0 · 10−8

N = 5000 2,7182817787 5, 0 · 10−8

N = 6000 2,7182817607 6, 8 · 10−8

N = 7000 2,7182817507 7, 8 · 10−8

N = 10000 2,7182817473 8, 1 · 10−8

N = 20000 2,7182817014 1, 3 · 10−7

Le nombre de pas optimal observé est Nopt ≃ 4400.

2.6. Problèmes bien posés, bien 
onditionnés, problèmes raides

L'objet de 
e paragraphe est de mettre en éviden
e les di�
ultés qui peuvent apparaître

dans la mise en ÷uvre des algorithmes de résolution numérique.

Dé�nition 1. On dit qu'un problème de Cau
hy est mathématiquement bien posé si

la solution est unique et dépend 
ontinûment de la donnée initiale.

Exemple. Considérons le problème de Cau
hy

{
y′ = 2

√
|y|, t ∈ [0,+∞[

y(0) = 0.

Ce problème admet les solutions y(t) = 0, y(t) = t2 et plus généralement

{
y(t) = 0, t ∈ [0, a]

y(t) = (t− a)2, t ∈ [a,+∞[.

L'utilisation de la méthode d'Euler yn+1 = yn + 2hn
√
yn va 
onduire aux solutions

appro
hées suivantes :

• si y0 = 0 y(t) = 0

• si y0 = ε y(t) ≃ (t+
√
ε)2 quand hmax → 0.
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Il n'y a i
i ni uni
ité, ni 
ontinuité de la solution. Le problème de Cau
hy est don


mathématiquement mal posé.

Les résultats du 
hapitre V § 3.2 (et 
eux �a venir du 
hapitre XI § 1.2) montrent que

le problème de Cau
hy est mathématiquement bien posé dès que f(t, y) est lo
alement

lips
hitzienne en y.

Dé�nition 2. On dit qu'un problème de Cau
hy est numériquement bien posé si la


ontinuité de la solution par rapport �a la donnée initiale est su�samment bonne pour

que la solution ne soit pas perturbée par une erreur initiale ou des erreurs d'arrondi

faibles.

Par l'expression

〈〈

ontinuité su�samment bonne

〉〉
, on entend en général l'existen
e

d'une 
onstante de Lips
hitz petite en regard de la pré
ision des 
al
uls. On notera

que la dé�nition 2 ne fait pas référen
e �a la méthode de 
al
ul utilisée.

Exemple 2. Soit le problème de Cau
hy

{
y′ = 3y − 1, t ∈ [0, 10]

y(0) = 1
3
.

La solution exa
te est y(t) = t + 1
3
. La donnée initiale ỹ(0) = 1

3
+ ε fournit

ỹ(t) = t+ 1
3 + εe3t. On a alors

ỹ(10)− y(10) = ε · e30 ≃ 1013ε.

Le problème est i
i mathématiquement bien posé, mais numériquement mal posé si la

pré
ision des 
al
uls est seulement de 10−10
. Le problème redevient numériquement

bien posé si la pré
ision des 
al
uls est de 10−20
.

Exemple 3. L'exemple suivant montre que même un problème numériquement bien

posé peut soulever des di�
ultés inattendues :

{
y′ = −150y + 30, t ∈ [0, 1],

y(0) = 1
5 .

La solution exa
te est y(t) = 1
5
et la donnée initiale ỹ(0) = 1

5
+ ε fournit ỹ(t) =

1
5 + εe−150t

. Comme 0 ≤ e−150t ≤ 1 sur [0, 1], le problème est numériquement bien

posé. La méthode d'Euler ave
 pas 
onstant h donne

yn+1 = yn + h(−150yn + 30) = (1− 150h)yn + 30h,

yn+1 −
1

5
= (1− 150h)(yn − 1

5
),

yn − 1

5
= (1− 150h)n

(
y0 −

1

5

)
.d'où

Supposons h = 1
50
. Une erreur initiale y0 = 1

5
+ ε 
onduit �a yn = 1

5
+ (−2)mε, d'où

pour t = 1

y50 =
1

5
+ 250ε ≃ 1

50
+ 1015ε!
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Pour que |yn| ne diverge pas vers +∞, il est né
essaire de prendre |1− 150h| ≤ 1, soit
150h ≤ 2, h ≤ 1

75
. Bien que le problème soit tout �a fait bien posé, on voit qu'il est

né
essaire de prendre un pas assez petit, et don
 de faire des 
al
uls plus 
oûteux que

d'ordinaire.

Dé�nition 3. On dit qu'un problème est bien 
onditionné si les méthodes numériques

usuelles peuvent en donner la solution en un temps raisonnable.

Un problème sera bien 
onditionné si la 
onstante de stabilité S n'est pas trop grande

(disons nettement < 1010 si la pré
ision des 
al
uls est 10−10
). Sinon, on dit qu'on a

a�aire �a un problème raide.

On sait qu'en général la 
onstante de stabilité S est majorée par eΛT . Dans un problème

raide, on peut avoir typiquement ΛT = 103, eΛT > 10400. Il existe des algorithmes

permettant de traiter 
ertains problèmes raides, mais nous n'aborderons pas 
ette

question. Le le
teur pourra 
onsulter sur 
e point le livre de Crouzeix-Mignot.

3. Méthodes de Runge-Kutta

3.1. Prin
ipe général

On 
onsidère un problème de Cau
hy

{
y′ = f(t, y), t ∈ [t0, t0 + T ]

y(t0) = y0

et on 
her
he �a dis
rétiser 
e problème par rapport �a une subdivision t0 < t1 < . . . <
tN = t0 + T . L'idée est de 
al
uler par ré
urren
e les points (tn, yn) en utilisant des

points intermédiaires (tn,i, yn,i) ave


tn,i = tn + cihn, 1 ≤ i ≤ q, ci ∈ [0, 1].

A 
ha
un de 
es points on asso
ie la pente 
orrespondante

pn,i = f(tn,i, yn,i).

Soit z une solution exa
te de l'équation. On a

z(tn,i) = z(tn) +

∫ tn,i

tn

f(t, z(t))dt

= z(tn) + hn

∫ ci

0

f(tn + uhn, z(tn + uhn))du

grâ
e au 
hangement de variable t = tn + uhn. De même

z(tn+1) = z(tn) + hn

∫ 1

0

f(tn + uhn, z(tn + uhn)du.
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On se donne alors pour 
haque i = 1, 2, . . . , q une méthode d'intégration appro
hée

(Mi)

∫ ci

0

g(t)dt ≃
∑

1≤j<i
aijg(cj),


es méthodes pouvant être a priori di�érentes. On se donne également une méthode

d'intégration appro
hée sur [0, 1] :

(M)

∫ 1

0

g(t)dt ≃
∑

1≤j≤q
bjg(cj).

En appliquant 
es méthodes d'intégration �a g(u) = f(tn + uhn, z(tn + uhn)), il vient

z(tn,i) ≃ z(tn) + hn
∑

1≤j<i
aijf(tn,j, z(tn,j)),

z(tn+1) ≃ z(tn) + hn
∑

1≤j≤q
bjf(tn,j, z(tn,j)).

La méthode Runge-Kutta 
orrespondante est dé�nie par l'algorithme








tn,i = tn + cihn

yn,i = yn + hn
∑

1≤j<i
aijpn,j

pn,i = f(tn,i, yn,i)


 1 ≤ i ≤ q

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hn
∑

1≤j≤q
bjpn,j .

On la représente 
onventionnellement par le tableau

(M1) c1 0 0 . . . 0 0

(M2) c2 a21 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 0

(Mq) cq aq1 aq2 . . . aqq−1 0

(M) b1 b2 . . . bq−1 bq

où les méthodes d'intégration appro
hées 
orrespondent aux lignes. On pose par


onvention aij = 0 pour j ≥ i.

Hypothèse. On supposera toujours que les méthodes d'intégration (Mi) et (M) sont

d'ordre 0 au moins, 
'est-�a-dire

ci =
∑

1≤j<i
aij , 1 =

∑

1≤j≤q
bj .
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En parti
ulier, on aura toujours

c1 = 0, tn,1 = tn, yn,1 = yn, pn,1 = f(tn, yn).

3.2. Exemples

Exemple 1. Pour q = 1, le seul 
hoix possible est

0
∣∣∣ 0∣∣∣ 1

On a i
i c1 = 0, a11 = 0, b1 = 1. L'algorithme est donné par





pn,1 = f(tn, yn)

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hnpn,1

Il s'agit de la méthode d'Euler.

Exemple 2. Pour q = 2, on 
onsidère les tableaux de la forme

0
∣∣∣ 0 0

α
∣∣∣ α 0∣∣∣∣∣ 1− 1

2α

1

2α

, où α ∈ ]0, 1].

L'algorithme s'é
rit i
i





pn,1 = f(tn, yn)

tn,2 = tn + αhn

yn,2 = yn + αhnpn,1

pn,2 = f(tn,2, yn,2)

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hn

((
1− 1

2α

)
pn,1 +

1
2α

pn,2

)
,

ou en
ore, sous forme 
ondensée :

yn+1 = yn + hn

((
1− 1

2α

)
f(tn, yn) +

1

2α
f(tn + αhn, yn + αhnf(t, yn))

)
.

C'est néanmoins la première formulation qui est la plus e�
a
e en pratique, puisqu'elle

requiert seulement deux évaluations de la fon
tion f au lieu de 3 pour la forme


ondensée.
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• Pour α = 1
2 , on retrouve la méthode du point milieu

yn+1 = yn + hnf
(
tn +

hn
2
, yn +

hn
2
f(tn, yn)

)
,

qui est basée sur la méthode d'intégration du point milieu :

(M)

∫ 1

0

g(t)dt ≃ g
(1
2

)
.

• Pour α = 1, on obtient la méthode de Heun :

yn+1 = yn + hn

(1
2
f(tn, yn) +

1

2
f(tn+1, yn + hnf(tn, yn))

)
,

qui repose sur la méthode d'intégration des trapèzes :

(M)

∫ 1

0

g(t)dt ≃ 1

2
(g(0) + g(1)).

Exemple 3. Méthode de Runge-Kutta

〈〈

lassique

〉〉
:

Il s'agit de la méthode dé�nie par le tableau

q = 4,

0
∣∣∣ 0 0 0 0

1
2

∣∣∣∣∣
1
2

0 0 0

1
2

∣∣∣ 0 1
2

0 0

1
∣∣∣ 0 0 1 0∣∣∣∣∣

1
6

2
6

2
6

1
6

L'algorithme 
orrespondant s'é
rit





pn,1 = f(tn, yn)

tn,2 = tn + 1
2
hn

yn,2 = yn + 1
2 hnpn,1

pn,2 = f(tn,2, yn,2)

yn,3 = yn + 1
2 hnpn,2

pn,3 = f(tn,2, yn,3) (noter que tn,3 = tn,2)

tn+1 = tn + hn (noter que tn,4 = tn+1)

yn,4 = yn + hnpn,3

pn,4 = f(tn+1, yn,4)

yn+1 = yn + hn

(
1
6
pn,1 +

2
6
pn,2 +

2
6
pn,3 +

1
6
pn,4

)
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On verra plus loin que 
ette méthode est d'ordre 4. Dans 
e 
as les méthodes

d'intégration (Mi) et (M) utilisées sont respe
tivement :

(M2)

∫ 1
2

0

g(t)dt ≃ 1

2
g(0) : re
tangles �a gau
he,

(M3)

∫ 1
2

0

g(t)dt ≃ 1

2
g
(1
2

)
: re
tangles �a droite,

(M4)

∫ 1

0

g(t)dt ≃ g
(1
2

)
: point milieu,

(M)

∫ 1

0

g(t)dt ≃ 1

6
g(0) +

2

6
g
(1
2

)
+

2

6
g
(1
2

)
+

1

6
g(1) : Simpson.

3.3. Stabilité des méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes �a un pas

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn)

ave
 Φ(tn, yn, hn) =
∑

1≤j≤q
bjpn,j . La fon
tion Φ est dé�nie de manière expli
ite par





Φ(t, y, h) =
∑

1≤j≤q
bjf(t+ cjh, yj) avec

yi = y + h
∑

1≤j<i
aijf(t+ cjh, yj), 1 ≤ i ≤ q.

(∗)

Supposons que f soit k-lips
hitzienne en y. On va montrer que Φ est alors également

lips
hitzienne. Soit z ∈ R et supposons Φ(t, z, h) et zi dé�nis �a partir de z 
omme dans

la formule (∗).

Lemme. Soit α = max
i

( ∑

1≤j≤i
|aij|

)
. Alors

|yi − zi| ≤ (1 + (αkh) + (αkh)2 + . . .+ (αkh)i−1)|y − z|.

On démontre le lemme par ré
urren
e sur i. Pour i = 1, on a y1 = y, z1 = z et le

résultat est évident. Supposons l'inégalité vraie pour tout j < i. Alors

|yi − zi| ≤ |y − z|+ h
∑

j<i

|aij | · k ·max
j<i

|yj − zj |,

|yi − zi| ≤ |y − z|+ αkhmax
j<i

|yj − zj |.

Par hypothèse de ré
urren
e il vient

max
j<i

|yj − zj | ≤ (1 + αkh+ . . .+ (αkh)i−2)|y − z|,
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et l'inégalité s'ensuit �a l'ordre i.

La formule (∗) entraîne maintenant

|Φ(t, y, h)− Φ(t, z, h)| ≤
∑

1≤j≤q
|bj| k |yj − zj | ≤ Λ|y − z| ave


Λ = k
∑

1≤j≤q
|bj|(1 + (αkhmax) + . . .+ (αkhmax)

j−1).

Corollaire. Les méthodes de Runge-Kutta sont stables, ave
 
onstante de stabilité

S = eΛT .

Remarque. Dans le 
as fréquent où les 
oe�
ients bj sont ≥ 0, on a la relation

Λ ≤ k(1 + (αkhmax) + . . .+ (αkhmax)
q−1).

Si les 
oe�
ients aij sont eux-mêmes ≥ 0, on a α = max
i
ci.

Lorsque hmax est assez petit devant 1/αk, la 
onstante de stabilité est don
 de l'ordre

de grandeur de ekT . Ces observations montrent que les méthodes de Runge-Kutta

dé
rites dans les exemples 1, 2, 3 du § 3.3 possèdent une ex
ellente stabilité (il est

fa
ile de voir que ekT est la borne inférieure possible pour S, quelle que soit la méthode

utilisée : 
onsidérer pour 
ela l'équation y′ = ky).

3.4. Ordre des méthodes de Runge-Kutta

Pour déterminer l'ordre, on peut appliquer le 
ritère du § 2.4 
onsistant �a évaluer les

dérivées

∂lΦ
∂hl (t, y, 0) : l'ordre est au moins égal �a p si et seulement si 
ette dérivée

est égale �a

1
l+1 f [l](t, y) pour l ≤ p − 1. Grâ
e �a la formule (∗) du § 3.3, on obtient

fa
ilement les dérivées su

essives de Φ :

• Φ(t, y, 0) =
∑

1≤j≤q
bjf(t, y) = f(t, y).

Les méthodes de Runge-Kutta sont don
 toujours d'ordre ≥ 1 (
'est-�a-dire 
onsis-

tantes).

• ∂Φ

∂h
(t, y, h) =

∑

j

bj

(
cjf

′
t(t+ cjh, yj) + f ′

y(t+ cjh, yj)
∂yj
∂h

)
,

∂yi
∂h

=
∑

j<i

aijf(t+ cjh, yj) + h
∑

j<i

aij

(
cjf

′
t + f ′

y

∂yj
∂h

)
.

Pour h = 0, on obtient don


∂yi
∂h

∣∣∣
h=0

=
(∑

j<i

aij

)
f(t, y) = cif(t, y)

∂Φ

∂h
(t, y, 0) =

∑

j

bjcj(f
′
t + f ′

yf)(t, y) =
(∑

bjcj

)
f [1](t, y).
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D'après le § 2.4, la méthode est d'ordre ≥ 2 si et seulement si

∑
bjcj =

1
2 .

• ∂2Φ

∂h2
(t, y, h) =

∑

j

bj

(
c2jf

′′
tt + 2cjf

′′
ty

∂yj
∂h

+ f ′′
yy

(∂yj
∂h

)2
+ f ′

y

∂2yj
∂h2

)
,

∂2yi
∂h2

= 2
∑

j<i

aij

(
cjf

′
t + f ′

y

∂yj
∂h

)
+ h

∑

j<i

aij

(
c2jf

′′
tt + . . .

)
.

Pour h = 0, il vient

∂2yi
∂h2

∣∣∣
h=0

= 2
∑

aijcj(f
′
t + f ′

yf)(t, y),

∂2Φ

∂h2
(t, y, 0) =

∑

j

bjc
2
j (f

′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2)(t, y) + 2
∑

i,j

biaijcjf
′
y(f

′
t + f ′

yf)(t, y).

Or f [2]
est donné par

f [2](t, y) = (f [1])′t + (f [1])′yf

= (f ′
t + f ′

yf)
′
t + (f ′

t + f ′
yf)

′
yf

= f ′′
tt + f ′′

tyf + f ′
yf

′
t + f ′′

tyf + f ′′
yyf

2 + f ′2
y f.

= (f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2) + f ′
y(f

′
t + f ′

yf).

La 
ondition

∂2Φ
∂h2 (t, y, 0) = 1

3 f
[2](t, y) se traduit en général par les 
onditions

∑

j

bjc
2
j =

1

3
,

∑

i,j

biaijcj =
1

6

(prendre respe
tivement f(t, y) = t2, puis f(t, y) = t + y pour obtenir 
es deux


onditions). Un 
al
ul analogue (pénible !) de

∂3Φ
∂h3 
onduirait au résultat suivant.

Théorème. La méthode de Runge-Kutta dé�nie par le tableau des 
oe�
ients ci, aij,
bj est

• d'ordre ≥ 2 ssi

∑
j
bjcj =

1

2
.

• d'ordre ≥ 3 ssi

∑
j
bjcj =

1

2
;
∑

j
bjc

2
j =

1

3
;
∑

i,j
biaijcj =

1

6
.

• d'ordre ≥ 4 ssi

∑
j
bjcj =

1

2
;
∑

j
bjc

2
j =

1

3
;
∑

j
bjc

3
j =

1

4
∑

i,j
biaijcj =

1

6
;
∑

i,j
biaijc

2
j =

1

12
;
∑

i,j
biciaijcj =

1

8
;

∑
i,j,k

biaijajkck =
1

12
.
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Pour la véri�
ation pratique, on notera que 
ertaines des expressions pré
édentes sont

des produits des matri
es C =



c1
.

.

.

cq



, A = (aij), B = (b1b2 . . . bq). Ainsi

∑

i,j

biaijcj = BAC,
∑

i,j,k

biaijajkck = BA2C.

Pour les exemples du § 3.2, on voit ainsi que la méthode d'Euler est d'ordre 1, et que les

méthodes de l'exemple 2 sont d'ordre 2. De plus, dans une méthode ave
 q = 2, il y a

a priori un seul 
oe�
ient aij non nul, �a savoir α = a21. On a alors c2 =
∑
j<2 a2j = α

et la méthode est d'ordre 2 au moins ssi

∑
bjcj = b2α = 1/2, soit b2 = 1/2α et

b1 = 1− b2 = 1− 1/2α. On voit don
 qu'il n'y avait pas d'autres 
hoix possibles pour

une méthode d'ordre 2 ave
 q = 2.

En�n, la méthode Runge-Kutta

〈〈

lassique

〉〉
présentée dans l'exemple 3 est d'ordre 4

(l'ordre n'est pas ≥ 5 
ar

∑
bjc

4
j 6= 1/5). C'est si l'on peut dire la

〈〈
méthode

reine

〉〉
des méthodes �a un pas : ordre élevé, grande stabilité (grâ
e �a la positivité

des 
oe�
ients, voir remarque �nale du § 3.3). Il existe des méthodes d'ordre en
ore

plus élevé (voir exer
i
e 5.4), mais leur plus grande 
omplexité les rend peut-être un

peu moins prati
ables.

4. Contr�le du pas

La manière la plus simple pour appliquer une méthode de résolution numérique 
onsiste

�a utiliser un pas 
onstant hn = h.

La prin
ipale di�
ulté est alors de déterminer hmax de façon que l'erreur globale ne

dépasse pas une 
ertaine toléran
e ε �xée �a l'avan
e ; on ne sait pas en e�et quelle

sera l'évolution de la solution étudiée, de sorte qu'il est di�
ile de prévoir a priori les

erreurs de 
onsistan
e.

L'utilisation d'algorithmes �a pas variables présente de 
e point de vue deux avantages

majeurs :

• l'adaptation du pas �a 
haque étape permet d'optimiser l'erreur 
ommise en fon
-

tion de la toléran
e pres
rite ε, sous réserve qu'on dispose d'une estimation

〈〈
instantanée

〉〉
de l'erreur de 
onsistan
e en.

• l'appro
he d'une dis
ontinuité ou d'une singularité de l'équation di�érentielle ne

peut se faire généralement qu'ave
 une rédu
tion importante du pas. Dans 
ette


ir
onstan
e, il 
onvient d'arrêter l'algorithme avant de traverser la dis
ontinuité,

faute de quoi les erreurs deviennent imprévisibles. Le 
al
ul du pas sert alors de test

d'arrêt.

4.1. Prin
ipe général du 
ontr�le

Soit [t0, t0 + T ] l'intervalle de temps 
onsidéré. On suppose �xée une toléran
e ε pour
l'erreur globale

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)|.
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Supposons également qu'on dispose d'un estimation S de la 
onstante de stabilité. En

négligeant l'erreur initiale |y0 − z(t0)| et les erreurs d'arrondi, on a alors

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ S
∑

0≤n<N
|en| = S

∑
hn

|en|
hn

≤ S
(∑

hn

)
max

( |en|
hn

)
≤ ST max

( |en|
hn

)
.

Il su�t don
 de 
hoisir les pas hn en sorte que

max
( |en|
hn

)
≤ δ =

ε

ST
;

|en|
hn

représente intuitivement l'erreur de 
onsistan
e par unité de temps, et 
'est 
e

rapport qu'il s'agit de 
ontr�ler.

Il est bien entendu impossible de déterminer exa
tement en, sinon on 
onnaîtrait du

même 
oup la solution exa
te par la formule z(tn+1) = yn+1 + en ! On va supposer

néanmoins qu'on dispose d'une estimation e∗n de en.

Dans la pratique, on se �xe un en
adrement [hmin, hmax] du pas (hmin est imposé par

les limitations du temps de 
al
ul et par l'a

roissement des erreurs d'arrondi quand

le pas diminue, 
f. § 2.5). On essaie alors de 
hoisir hn ∈ [hmin, hmax] de façon

que |e∗n|/hn ≤ δ, et si l'erreur est notablement inférieure on se permet d'augmenter

prudemment hn. Par exemple :

• si

1
3 δ ≤

|e∗n|
hn

≤ δ, alors hn+1 := hn ;

• si

|e∗n|
hn

< 1
3
δ, alors hn+1 := min(1.25hn, hmax) ;

• si

|e∗n|
hn

> δ, alors hn+1 := 0.8hn, ave
 arrêt de l'algorithme si hn+1 < hmin.

Ce dernier 
as peut 
orrespondre �a l'appro
he d'une dis
ontinuité, l'erreur augmentant


ontinuellement malgré la diminution du pas.

Pour l'initialisation du pas, on prend h0 = hmin, �a moins que l'on 
onnaisse une valeur

initiale plus appropriée.

4.2. Estimation du rapport |en|/hn

Pour estimer en, il n'est pas question d'utiliser les expressions analytiques des dérivées

∂lΦ
∂hl et f

[l]
, beau
oup trop 
oûteuses en temps de 
al
ul. On est don
 amené �a re
her
her

des estimations ad ho
, qui n'utilisent si possible que des quantités déj�a 
al
ulées par

l'algorithme, et qui ne ré
lament pas de nouvelle évaluation de f .

• Méthode d'Euler

Si pn = f(tn, yn), alors

pn+1 − pn = f(tn + hn, yn + hnf(tn, yn))− f(tn, yn)

= hnf
′
t(tn, yn) + hnf(tn, yn)f

′
y(tn, yn) + o(hn)

= hnf
[1](tn, yn) + o(hn).
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Comme en = 1
2 h

2
nf

[1](tn, yn) + o(h2n) on a une approximation de en donnée par

e∗n
hn

=
1

2
(pn+1 − pn).

Ce
i ne né
essite au
un 
al
ul supplémentaire puisque pn+1 est de toute fa�
on né
essaire

pour l'étape suivante.

• Méthode de Runge-Kutta d'ordre 2

0
∣∣∣ 0 0

α
∣∣∣ α 0∣∣∣∣∣ 1− 1

2α

1

2α

D'après le § 2.4 on a i
i

en = h3n

( 1

3!
f [2](tn, yn)−

1

2!

∂2Φ

∂h2
(tn, yn, 0)

)
+ o(h3n),

et les 
al
uls du § 3.4 donnent

en = h3n

(1
6
f [2] − α

4
(f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2)
)
(tn, yn) + o(h3n)

= h3n

((1
6
− α

4

)
(f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2) +
1

6
f ′
yf

[1]
)
+ o(h3n).

On est par ailleurs amené �a 
al
uler les quantités

pn,1 = f(tn, yn),

pn,2 = f(tn + αhn, yn + αhnpn,1),

pn+1,1 = f
(
tn + hn, yn + hn

((
1− 1

2α

)
pn,1 +

1

2α
pn,2

))
.

Des développements limités d'ordre 2 donnent après 
al
ul :

pn,2 − pn,1 = αhnf
[1] + α2 h

2
n

2
(f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2) + o(h2n),

pn+1,1 − pn,1 = hnf
[1] + hn

1

2α
(pn,2 − pn,1)f

′
y

+
h2n
2

(f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2) + o(h2n),

pn+1,1 − pn,1 −
1

α
(pn,2 − pn,1) = (1− α)

h2n
2

(f ′′
tt + 2f ′′

tyf + f ′′
yyf

2)

+
h2n
2
f ′
yf

[1] + o(h2n).
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On peut approximer très grossièrement en/hn par

e∗n
hn

=
1

3

(
pn+1,1 − pn,1 −

1

α
(pn,2 − pn,1)

)
.

Il n'y a pas de justi�
ation théorique sérieuse pour 
ela, l'idée est simplement que les

développements limités se ressemblent formellement.

• Méthode de Runge-Kutta 
lassique

Il n'y a pas i
i de méthode simple permettant d'évaluer en, même grossièrement. On

peut 
ependant observer que

en = h5n × (dérivées d'ordre ≤ 4 de f) ;

D'autre part, des 
al
uls analogues �a 
eux 
i-dessus montrent que les quantités

λn = pn,4 − 2pn,2 + pn,1 et µn = pn,3 − pn,2

sont de la forme

h2n × (dérivées d'ordre ≤ 2 de f).

Au lieu de 
omparer

|en|
hn

�a δ, on peut essayer de 
omparer

λ2n + µ2
n à δ

ou (plus rapide)

|λn|+ |µn| à δ′ =
√
δ =

√
ε

ST
,

quitte à ajuster éventuellement les valeurs de δ et δ′ par tatonnements.

Si l'on désire une évaluation plus pré
ise de en, il est né
essaire d'utiliser des te
hniques
plus élaborées, telles que les méthodes de Runge-Kutta emboîtées (voir par exemple le

livre de Crouzeix-Mignot, 
hapitre 5, § 6).

5. Problèmes

5.1. On étudie la méthode numérique (M) de résolution de l'équation di�érentielle

y′ = f(x, y) dé�nie par

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn),

Φ(t, y, h) = αf(t, y) + βf(t+
h

2
, y +

h

2
f(t, y)) + γf(t+ h, y + hf(t, h))

où α, β, γ sont des réels 
ompris entre 0 et 1.

(a) Pour quelles valeurs du triplet (α, β, γ) retrouve-t-on

• la méthode d'Euler ?
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• la méthode du point milieu ?

• la méthode de Heun ?

(b) Dans 
ette question et la suivante, on supposera que la fon
tion f(t, y) est de 
lasse
C∞

sur [t0, t0 + τ ] × R, et k-lips
hitzienne en y. Pour quelles valeurs de (α, β, γ)
la méthode proposée est-elle stable ?

(
) Quelles relations doivent satisfaire (α, β, γ) pour que la méthode soit


onsistante ? 
onvergente ? d'ordre ≥ 1 ? d'ordre ≥ 2 ?

La méthode (M) peut-elle être d'ordre supérieur ?

5.2. On 
onsidère la méthode de Runge-Kutta dé�nie par le tableau

0 0 0 0

1/4 1 0 0

3/4 −9/20 6/5 0

1 1/9 1/3 5/9

On 
onsidère l'équation y′ = f(t, y) = t + y + 1. Résoudre 
ette équation et 
al
uler

f [n](0, 0) pour tout n. Que peut-on dire de ∂nΦ/∂hn(0, 0; 0) ? Déterminer l'ordre de


ette méthode.

5.3. On se propose d'obtenir une borne expli
ite pour l'ordre p d'une méthode de

Runge-Kutta dont le nombre de points intermédiaires q est �xé.

(a) Dans l'espa
e ve
toriel Pn des polyn�mes à 
oe�
ients réels de degré inférieur ou

égal à n, on 
onsidère la forme bilinéaire

〈P,Q〉 =
∫ 1

0

P (x)Q(x)dx.

Déterminer la matri
e de 
ette forme bilinéaire dans la base 
anonique (1, x, ..., xn).
En déduire que la matri
e symétrique

M =




1 1/2 . . . 1/(n+ 1)
1/2 1/3 1/(n+ 2)

.

.

.

1/(n+ 1) 1/(n+ 2) 1/(2n+ 1)




est dé�nie positive et que detM > 0.

(b) On 
onsidère pour q ∈ N le système d'équations

(S)





b1 + b2 + . . . bq = 1

b1c1 + b2c2 + . . .+ bqcq = 1/2
.

.

.

b1c
2q
1 + . . .+ bqc

2q
q = 1/(2q + 1)
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où les bi et ci appartiennent à R∗
+. Dans R

q+1
on note F l'espa
e ve
toriel engendré

par les ve
teurs (1, cj, c
2
j , . . . , c

q
j), 1 ≤ j ≤ q.

(α) Quelle est la dimension maximum de F ?

(β) Montrer que si (S) avait une solution, les ve
teurs

V1 = (1 1/2 . . .1/(q + 1))

V2 = (1/2 1/3 . . .1/(q + 2))

Vq+1 = (1/(q + 1) . . .1/(2q + 1))

appartiendraient à F . En déduire que det(V1, V2, . . . , Vq+1) = 0 puis que le

système (S) est impossible.

(
) On 
onsidère une méthode de Runge-Kutta

c1
.

.

. A = (aij)

.

.

. 1 ≤ i, j ≤ q

cq

b1 . . . . . . bq

asso
iée à la méthode d'intégration (INT)

∫ 1

0

f(x)dx ≃
q∑

j=1

bjf(cj).

On suppose que 
ette méthode est d'ordre p.

(α) Montrer que (INT) est d'ordre p− 1.

(β) En déduire que p ≤ 2q.

5.4. On 
onsidère une méthode à un pas de la forme

(M) yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn)

qu'on suppose être d'ordre p. On se donne par ailleurs une méthode d'intégration

appro
hée

(I)

∫ 1

0

g(u)du ≃
∑

1≤j≤q
bjg(cj)

d'ordre p au moins (il en existe pour p quel
onque).

(a) On 
onsidère la méthode à un pas ave
 points intermédiaires tn,i = tn+cihn dé�nie


omme suit

(M′)







tn,i = tn + cihn
yn,i = yn + cihnΦ(tn, yn, cihn)
pn,i = f(tn,i, yn,i)


 1 ≤ i ≤ q

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hn
∑

1≤j≤q
bjpn,j .
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Montrer que (M

′
) est d'ordre ≥ p+ 1.

(b) Grâ
e à un raisonnement par ré
urren
e, montrer qu'il existe des méthodes de

Runge-Kutta d'ordre p arbitrairement élevé.



Chapitre IX

Méthodes à pas multiples

Comme dans le 
hapitre pré
édent, on s'intéresse à la résolution numérique du problème

de Cau
hy relatif à une équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y), (t, y) ∈ [t0, t0 + T ]× R.

Si (tn)0≤n≤N est une subdivision de [t0, t0 + T ] de pas su

essifs hn = tn+1 − tn, on
appelle méthode numérique à r + 1 pas toute méthode numérique de la forme

yn+1 = Ψ(tn, yn, hn ; . . . ; tn−r, yn−r, hn−r).

L'intérêt de 
es méthodes vient du fait qu'on peut obtenir un ordre élevé pour une


omplexité de 
al
ul nettement inférieure à 
elle des méthodes de Runge-Kutta. L'un

des problèmes essentiels, néanmoins, est de s'assurer que la stabilité numérique reste

su�samment bonne.

1. Une 
lasse de méthodes ave
 pas 
onstant

On suppose i
i que le pas hn = h est 
onstant. On s'intéresse aux méthodes à r+1 pas
permettant un 
al
ul ré
urrent des points (tn, yn) et des pentes fn = f(tn, yn) sous la
forme

(M)





yn+1 =
∑

0≤i≤r
αiyn−i + h

∑

0≤i≤r
βifn−i

tn+1 = tn + h

fn+1 = f(tn+1, yn+1)

où les αi, βi, 0 ≤ i ≤ r sont des 
onstantes réelles.

Démarrage de l'algorithme. Le point initial (t0, y0) étant donné, l'algorithme ne

peut démarrer que si les valeurs (y1, f1), . . . , (yr, fr) ont déjà été 
al
ulées.

Ce 
al
ul ne peut être fait que par une méthode à un pas pour (y1, f1), à au plus 2 pas

pour (y2, f2), . . . au plus r pas pour (yr, fr). L'initialisation des r premières valeurs

(yi, fi), 1 ≤ i ≤ r, sera généralement faite à l'aide d'une méthode de Runge-Kutta

d'ordre supérieur ou égal à 
elui de la méthode (M), ou à la rigueur un de moins (voir

le début du § 1.2 sur 
e point).

1.1. Erreur de 
onsistan
e et ordre

La dé�nition générale de l'erreur de 
onsistan
e pour une méthode à r + 1 pas est

la suivante (on ne suppose pas né
essairement dans 
ette dé�nition que le pas est


onstant).
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Dé�nition. Soit z une solution exa
te de l'équation (E). L'erreur de 
onsistan
e en
relative à z est l'é
art

en = z(tn+1)− yn+1, r ≤ n < N,

obtenu en 
al
ulant yn+1 à partir des r + 1 valeurs pré
édentes supposées exa
tes

yn = z(tn), . . . , yn−r = z(tn−r).
La méthode est dite d'ordre p si pour toute solution z il existe une 
onstante C telle

que

|en| ≤ Chnh
p
max.

Déterminons en dans le 
as de la méthode (M) 
i-dessus. On a

z(tn+1) = z(tn + h) =
∑

0≤k≤p

hk

k!
z(k)(tn) +O(hp+1)

dès que f est de 
lasse Cp (z est alors de 
lasse Cp+1
). Par ailleurs

yn−i = z(tn−i) = z(tn − ih) =
∑

0≤k≤p

(−ih)k
k!

z(k)(tn) +O(hp+1),

fn−i = f(tn−i, z(tn−i)) = z′(tn−i) = z′(tn − ih)

=
∑

0≤k≤p−1

(−ih)k
k!

z(k+1)(tn) +O(hp)

=
∑

0≤k≤p
k
(−ih)k−1

k!
z(k)(tn) +O(hp).

Il vient par 
onséquent

en = z(tn+1)− yn+1 = z(tn+1)−
∑

0≤i≤r
(αiyn−i + hβifn−i)

=
∑

0≤k≤p

hk

k!
z(k)(tn)

[
1−

∑

0≤i≤r
(αi(−i)k + kβi(−i)k−1)

]
+O(hp+1)

=
∑

0≤k≤p

hk

k!
z(k)(tn)

[
1− (−1)k

∑

0≤i≤r
ikαi − kik−1βi

]
+O(hp+1).

La méthode (M) est don
 d'ordre ≥ p si et seulement si elle véri�e les 
onditions

∑

0≤i≤r
ikαi − kik−1βi = (−1)k, 0 ≤ k ≤ p.

En parti
ulier, elle est d'ordre ≥ 1 (ou 
onsistante) si et seulement si

{
α0 + α1 + . . .+ αr = 1

α1 + . . .+ rαr − (β0 + . . .+ βr) = −1.

Pour qu'elle soit d'ordre ≥ p, la p-ième 
ondition s'expli
ite de la manière suivante :

α1 + 2pα2 + . . .+ rpαr − p(β1 + 2p−1β2 + . . .+ rp−1βr) = (−1)p.
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1.2. Stabilité

On dit qu'une méthode à pas multiples est stable si une petite perturbation des valeurs

initiales y0, . . . , yr et de petites erreurs εn dans le 
al
ul ré
urrent des valeurs yn+1,

r ≤ n < N , provoquent une erreur �nale 
ontr�lable. De façon pré
ise :

Dé�nition. On dit qu'une méthode à r + 1 pas est stable de 
onstante de stabilité S
si pour toutes suites yn, ỹn ave


yn+1 = Ψ(tn−i, yn−i, hn−i), r ≤ n < N,

ỹn+1 = Ψ(tn−i, ỹn−i, hn−i) + εn, r ≤ n < N,

alors

max
0≤n≤N

|ỹn − yn| ≤ S
(

max
0≤n≤r

|ỹn − yn|+
∑

r≤n<N
|εn|
)
.

En appliquant 
ette dé�nition à ỹn = z(tn), on voit que l'erreur globale de la suite yn
par rapport à la solution exa
te z(tn) admet la majoration

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ S
(

max
0≤n≤r

|yn − z(tn)|+
∑

r≤n<N
|en|
)
.

Si la méthode est d'ordre p ave
 |en| ≤ Chnh
p
max, alors on a

∑

r≤n<N
|en| ≤ CThpmax


ar

∑
hn = T . Pour la phase d'initialisation, il 
onvient don
 de 
hoisir une méthode


onduisant à une erreur d'initialisation max
0≤n≤r

|yn − z(tn)| de l'ordre de hpmax au plus.

Ce
i 
onduit à 
hoisir une méthode d'initialisation d'ordre ≥ p − 1. Il est toutefois

préférable de 
hoisir une méthode d'ordre ≥ p, 
ar l'erreur d'initialisation est alors

bornée par C′hp+1
max et don
 négligeable.

Condition né
essaire de stabilité. On 
her
he à déterminer les 
onditions né
es-

saires à la stabilité de la méthode (M) dé
rite au §1.1. Pour 
ela, on 
onsidère l'équation
di�érentielle la plus simple qui soit :

(E) y′ = 0.

La suite yn est alors dé�nie par

yn+1 =
∑

0≤i≤r
αiyn−i, n ≥ r.

L'ensemble des suites véri�ant 
ette relation de ré
urren
e est un espa
e ve
toriel de

dimension r + 1, 
ar 
haque suite est dé�nie de manière unique par la donnée de

(y0, y1, . . . , yr). On a de manière évidente des solutions parti
ulières

yn = λn,
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où λ est ra
ine du polyn�me 
ara
téristique

λr+1 − α0λ
r − α1λ

r−1 − . . .− αr = 0.

Soient λj les ra
ines 
omplexes de 
e polyn�me, etmj les multipli
ités 
orrespondantes.

On sait (par une théorie en tout point analogue à 
elle des équations di�érentielles

linéaires à 
oe�
ients 
onstants), qu'une base de l'espa
e ve
toriel des suites 
onsidérées

est formée des suites

n 7→ nqλnj , 0 ≤ q < mj .

Considérons maintenant la suite yn ≡ 0 et la suite ỹn = ελnj , 0 ≤ n ≤ N ave
 ε > 0
petit (on a i
i εn = 0, seule l'erreur d'initialisation intervient). Si la méthode (M) est

stable, on doit avoir

|ỹN − yN | = ε|λj |N ≤ S max
0≤n≤r

ε|λj |n,


e qui équivaut à

|λj|N ≤ S max(1, |λj|r).
Si l'on fait tendre h vers 0 et N = T

h
vers +∞, 
e
i n'est possible que pour |λj | ≤ 1.

Supposons maintenant que le polyn�me 
ara
téristique admette une ra
ine λj de

module |λj | = 1 et de multipli
ité mj ≥ 2. En regardant la suite ỹn = nλnj
on trouve

|ỹN − yN | = εN, max
0≤n≤r

|ỹn − yn| = εr


e qui 
ontredit la stabilité. On obtient don
 la 
ondition né
essaire suivante : |λj| ≤ 1
pour tout j, et si |λj | = 1 alors 
ette ra
ine doit être simple.

Condition su�sante de stabilité*. On va voir que la 
ondition né
essaire qui vient

d'être trouvée est en fait su�sante.

Théorème. On suppose que f(t, y) est k-lips
hitzienne en y. Alors la méthode (M)

est stable si et seulement si

λr+1 − α0λ
r − . . .− αr = 0

a toutes ses ra
ines de module ≤ 1 et si les ra
ines de module 1 sont simples.

Remarque. On observera que λ = 1 est toujours ra
ine dès que la méthode est


onsistante, puisqu'alors α0 + . . .+ αr = 1.

Démonstration. Soient deux suites yn, ỹn telles que

yn+1 =
∑

0≤i≤r
αiyn−i + hβifn−i

ỹn+1 =
∑

0≤i≤r
αiỹn−i + hβif̃n−i + εn





r ≤ n < N
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ave
 f̃n = f(tn, ỹn). Posons θn = ỹn − yn. Il vient |f̃n − fn| ≤ k|θn| et

θn+1 −
∑

0≤i≤r
αiθn−i = h

∑

0≤i≤r
βi(f̃n−i − fn−i) + εn.

Posons σn = θn − α0θn−1 − . . .− αrθn−r−1. On a don


|σn+1| ≤ kh
∑

0≤i≤r
|βi||θn−i|+ |εn|, r ≤ n ≤ N. (∗)

Pour exploiter 
ette inégalité, on 
her
he à majorer |θn+1| en fon
tion des |σi|. Pour


ela, on observe que la relation de dé�nition de σn équivaut à l'égalité formelle

∑
σnX

n = (
∑

θnX
n)(1− α0X − . . .− αrX

r+1)

ave
 la 
onvention σn = 0, θn = 0 pour n < 0. On a don
 inversement

∑
θnX

n =
1

1− α0X − . . .− αrXr+1

∑
σnX

n.

Considérons le développement en série en X = 0 :

1

1− α0X − . . .−Xr+1
=
∑

γnX
n.

Lemme. Sous les hypothèses du théorème, les 
oe�
ients γn sont bornés.

En e�et, si les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique sont les 
omplexes λj de multipli
ité

mj , on a

1− α0X − . . .− αrX
r+1 =

∏

j

(1− λjX)mj .

Il existe par 
onséquent une dé
omposition en éléments simples

1

1− α0X − . . .− αrXr+1
=

∑

j,q≤mj

cjq
(1− λjX)q

.

Par ré
urren
e sur q et par dérivation, on véri�e fa
ilement que

1

(1− λjX)q
=

+∞∑

n=0

(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ q − 1)

(q − 1)!
λnjX

n.

Les 
oe�
ients de 
ette dernière série admettent l'équivalent nq−1λnj /(q − 1)! et sont
don
 bornés si et seulement si |λj | < 1 ou bien |λj | = 1 et q = 1.

Notons Γ = sup
n∈N

|γn| < +∞. Comme γ0 = 1, on a toujours Γ ≥ 1. La relation

∑
θnX

n =
∑

γnX
n
∑

σnX
n
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équivaut à θn = γ0σn + γ1σn−1 + . . .+ γnσ0, d'où

|θn| ≤ Γ(|σ0|+ |σ1|+ . . .+ |σn|). (∗∗)

En 
ombinant (∗) et (∗∗) il vient

|θn+1| ≤ Γ
∑

0≤j≤n+1

|σj | ≤
[ ∑

r≤j≤n
|σj+1|+

∑

0≤j≤r
|σj |
]

|θn+1| ≤ Γ
[ ∑

r≤j≤n

(
kh

∑

0≤i≤r
|βi||θj−i|+ |εj |

)
+
∑

0≤j≤r
|σj|
]
.

Or

∑

r≤j≤n

∑

0≤i≤r
|βi||θj−i| ≤

( ∑

0≤i≤r
|βi|
)( ∑

0≤j≤n
|θj|
)

et la relation de dé�nition σj = θj − α0θj−1 − . . .− αrθj−r−1 donne par ailleurs

∑

0≤j≤r
|σj| ≤

(
1 +

∑

0≤i≤r
|αi|
)(

|θ0|+ . . .+ |θr|
)
.

On obtient don


|θn+1| ≤ Γkh
∑

0≤i≤r
|βi|(|θ0|+ . . .+ |θn|)

+ Γ


 ∑

r≤j≤n
|εj |+

(
1 +

∑

0≤i≤r
|αi|
) ∑

0≤i≤r
|θi|


 .

Posons δn = |θ0|+ . . .+ |θn| et

Λ = Γk
∑

0≤i≤r
|βi|,

ηn = Γ


 ∑

r≤j≤n
|εj |+

(
1 +

∑

0≤i≤r
|αi|
) ∑

0≤i≤r
|θi|


 .

La dernière inégalité s'é
rit maintenant

δn+1 − δn ≤ Λhδn + ηn ⇔ δn+1 ≤ (1 + Λh)δn + ηn

et le lemme de Gronwall dis
ret (
f. VIII 2.3) donne

δn ≤ eΛnhδ0 +
∑

0≤j≤n−1

eΛ(n−1−j)hηj .

Or pour j ≤ n− 1 on a ηj ≤ ηn et δ0 = |θ0| ≤ ηn. On en déduit

δn ≤ ηn(1 + eΛh + . . .+ eΛnh) =
eΛ(n+1)h − 1

eΛh − 1
ηn.
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Cette inégalité entraîne aussit�t une majoration de θn :

|θn| = δn − δn−1 ≤ Λhδn−1 + ηn−1

=
(
Λh

eΛnh − 1

eΛh − 1
+ 1
)
ηn−1.

Comme eΛh − 1 ≥ Λh, il vient |θn| ≤ eΛnhηn−1, soit

|θn| ≤ ΓeΛnh
[(

1 +
∑

0≤i≤r
|αi|
) ∑

0≤i≤r
|θi|+

∑

r≤j≤n−1

|εj |
]
,

max
0≤n≤N

|θn| ≤ S′
[(

1 +
∑

0≤n≤r
|αi|
) ∑

0≤i≤r
|θn|+

∑

r≤n≤N
|εn|
]

ave
 S′ = ΓeΛT , 
'est-à-dire

S′ = ΓeΓkT
∑

|βi|
où Γ = sup |γn|.

Si l'erreur initiale max
0≤n≤r

|θn| est négligeable (
omme 
'est souvent le 
as) on prendra

S = S′
, sinon on peut prendre

S = (1 + r)
(
1 +

∑

0≤i≤r
|αi|
)
S′.

Remarque. Pour une fon
tion f(t, y) de 
onstante de Lips
hitz k et pour une durée

d'intégration T �xées, la stabilité de la méthode dépend essentiellement de la grandeur

de la 
onstante Γ
∑

|βi|. On a don
 intérêt à 
hoisir une méthode pour laquelle 
ette


onstante soit la plus petite possible.

1.3. Exemples

• Méthode de Nyström

C'est la méthode à 2 pas dé�nie par

yn+1 = yn−1 + 2hfn, n ≥ 1.

On a i
i α0 = 0, α1 = 1, β0 = 2, β1 = 0. Le prin
ipe de 
ette méthode est analogue à


elui de la méthode du point milieu :
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tn−1 tn tn+1 tn

y

yn+1

yn−1

f

pente fn

2h

on approxime la pente

1
2h (yn+1 − yn−1) de la 
orde par la pente de la tangente au

point milieu tn. Les 
al
uls du § 1.1 donnent

en =
h3

3!
z(3)(tn) · 2 +O(h4) =

h3

3
f [2](tn, yn) +O(h4).

La méthode de Nyström est don
 d'ordre 2. Pour la phase d'initialisation, on 
hoisira

une méthode à 1 pas d'ordre 2, par exemple la méthode du point milieu :

f0 = f(t0, y0) ;

y1/2 = y0 +
h

2
f0 ; t1/2 = t0 +

h

2
; f1/2 = f(t1/2, y1/2) ;

y1 = y0 + hf1/2 ; t1 = t0 + h ; f1 = f(t1, y1).

Le polyn�me 
ara
téristique est λ2 − 1. D'après le § 1.2 la méthode est stable et

1

1− α0X − α1X2
=

1

1−X2
=
∑

X2n.

On a don
 Γ = 1, |β0|+ |β1| = 2, d'où la 
onstante de stabilité

S′ = e2kt.

On observe néanmoins que le polyn�me 
ara
téristique admet la ra
ine λ = −1 située

sur le 
er
le limite de stabilité |λ| = 1, en plus de la ra
ine obligée λ = 1. Ce
i laisse
suspe
ter que la stabilité n'est peut-être pas très bonne. Pour mettre en éviden
e 
e

phénomène, regardons le 
as de l'équation di�érentielle

(E) y′ = −y
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ave
 donnée initiale t0 = 0, y0 = 1. La solution exa
te est donnée par

z(t) = e−t, z(tn) = e−nh.

La suite yn sera donnée par la relation de ré
urren
e

yn+1 = yn−1 − 2hyn, n ≥ 1 (∗)

(
ar i
i fn = −yn), ave
 valeurs initiales :

y0 = 1, f0 = −1,

y1/2 = 1− h

2
, f1/2 = −1 +

h

2
,

y1 = 1− h+
h2

2
.

La solution générale de (∗) peut s'é
rire

yn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2

où λ1, λ2 sont les ra
ines de l'équation

λ2 + 2hk − 1 = 0,

à savoir λ1 = −h+
√
1 + h2, λ2 = −h−

√
1 + h2. Les 
onstantes c1, c2 sont déterminées

par {
y0 = c1 + c2 = 1

y1 = c1λ1 + c2λ2 = 1− h+ h2

2 .

On obtient don


c1 =
1− h+ h2

2 − λ2

λ1 − λ2
=

1 + h2

2 +
√
1 + h2

2
√
1 + h2

,

c2 =
λ1 −

(
1− h+ h2

2

)

λ1 − λ2
=

√
1 + h2 −

(
1 + h2

2

)

2
√
1 + h2

.

Comme

√
1 + h2 = 1 + h2

2 − h4

8 +O(h6), on voit que

c1 = 1 +O(h4)

c2 = − 1

16
h4 +O(h6)

Par ailleurs λ1 = 1− h+ h2

2 +O(h4) = e−h +O(h3),

tandis que λ2 = −
(
1 + h+ h2

2 +O(h4)
)
= −eh +O(h3).

On voit don
 que yn est somme de deux termes

c1λ
n
1 ≃ e−nh, c2λ

n
2 ≃ − 1

16
h4(−1)nenh.
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Le premier de 
es termes approxime bien la solution exa
te, mais le se
ond est un

terme de perturbation qui diverge quand n → +∞, bien qu'il soit négligeable quand

le temps tn = nh n'est pas trop grand. Si la durée d'intégration est trop longue

(plus pré
isément, si h4eT n'est plus négligeable), on va obtenir un tra
é de la forme


i-dessous.

0

1

y

tn T t

yn

y = e−t

• Méthode de Milne

C'est la méthode à 4 pas dé�nie par

yn+1 = yn−3 + h
(8
3
fn − 4

3
fn−1 +

8

3
fn−2

)
.

On véri�e qu'elle est stable, d'ordre 4, mais 
omme pour la méthode de Nyström

la stabilité n'est pas très bonne à 
ause des ra
ines de module 1 du polyn�me


ara
téristique λ4 − 1 = 0.

2. Méthodes d'Adams-Bashforth

2.1. Des
ription

On ne suppose plus i
i que le pas hn soit né
essairement 
onstant. Si z est une solution
exa
te de l'équation, on é
rit

z(tn+1) = z(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, z(t))dt.

Supposons que pour 0 ≤ i ≤ r on ait déjà 
al
ulé les points z(tn−i) et les pentes

fn−i = f(tn−i, z(tn−i)).

L'idée de la méthode est d'approximer la fon
tion f(t, z(t)) sur [tn, tn+1] par son

polyn�me d'interpolation aux points tn, tn−1, . . . , tn−r. Considérons don
 le polyn�me
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pn,r(t) qui interpole les points (tn−i, fn−i) pour 0 ≤ i ≤ r :

pn,r(t) =
∑

0≤i≤r
fn−iLn,i,r(t), deg (pn,r) = r,

où Ln,i,r(t) =
∏

0≤j≤r
j 6=i

t− tn−j
tn−i − tn−j

. On é
rit maintenant :

z(tn+1) = z(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, z(t))dt

≃ z(tn) +

∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt

= z(tn) + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn,i

ave


bn,i,r =
1

hn

∫ tn+1

tn

Ln,i,r(t)dt.

L'algorithme de la méthode d'Adams-Bashforth à r+1 pas (en abrégé ABr+1) va don


s'é
rire : 



yn+1 = yn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn−i, n ≥ r,

tn+1 = tn + hn

fn+1 = f(tn+1, yn+1).

L'intérêt de 
ette méthode provient de sa relative simpli
ité et du fait qu'une seule

évaluation de la fon
tion f est né
essaire à 
haque étape (
ontrairement aux méthodes

de Runge-Kutta qui en ré
lamaient plusieurs). Il va en résulter un gain assez important

sur le temps de 
al
ul.

Exemples.

• r = 0 : on a pn,0(t) = 
onstante = fn, d'où AB1 : yn+1 = yn + hnfn. Il s'agit de
la méthode d'Euler.

• r = 1 : le polyn�me pn,1 est la fon
tion a�ne qui interpole (tn, fn) et (tn−1, fn−1),
d'où les formules

pn,1(t) = fn +
fn − fn−1

tn − tn−1
(t− tn)

∫ tn+1

tn

pn,1(t)dt = fnhn +
fn − fn−1

hn−1

[1
2
(t− tn)

2
]tn+1

tn

= bn

(
fn +

hn
2hn−1

(fn − fn−1)
)
.
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L'algorithme s'é
rit don


AB2





yn+1 = yn + hn

(
fn +

hn
2hn−1

(fn − fn−1)
)

tn+1 = tn + hn

fn+1 = f(tn, yn).

Dans le 
as où le pas hn = h est 
onstant, la formule de ré
urren
e se réduit à

yn+1 = yn + h
(3
2
fn − 1

2
fn−1

)
.

• De manière générale, lorsque le pas est 
onstant les 
oe�
ients bn,i,r ne dépendent

pas de n 
ar la méthode est invariante par translation. Pour les petites valeurs de r,
les 
oe�
ients bi,r 
orrespondants sont donnés par le tableau :

r b0,r b1,r b2,r b3,r βr =
∑

i

|bi,r|

0 1 1

1

3
2 −1

2 2

2

23
12 −16

12
5
12 3,66. . .

3

55
24 −59

24
37
24 − 9

24 6,6. . .

Remarque. On a toujours

∑
0≤i≤r bn,i,r = 1, 
ar pour fn = . . . = fn−r = 1 on a

pn,r(t) ≡ 1, par 
onséquent

∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt = hn = hn
∑

0≤i≤r
bn,i,r · 1.

Comme on le verra plus loin, la quantité βr intervient dans le 
al
ul de la 
onstante de
stabilité S.

2.2. Erreur de 
onsistan
e et ordre de la méthode ABr+1

Soit z une solution exa
te du problème de Cau
hy. L'erreur de 
onsistan
e est donnée

par

en = z(tn+1)− yn+1

= z(tn+1)−
(
z(tn) +

∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt
)
,

en =

∫ tn+1

tn

(
z′(t)− pn,r(t)

)
dt,
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où pn,r est pré
isément le polyn�me d'interpolation de la fon
tion z′(t) = f(t, z(t))
aux points tn−i, 0 ≤ i ≤ r. D'après le théorème de la moyenne, il existe un point

θ ∈ ]tn, tn+1[ tel que

en = hn

(
z′(θ)− pn,r(θ)

)
.

La formule donnant l'erreur d'interpolation (voir 
hapitre II, § 1.2) implique

z′(θ)− pn,r(θ) =
1

(r + 1)!
z(r+2)(ξ)πn,r(ξ),

où ξ ∈ ]tn−r, tn+1[ est un point intermédiaire entre θ et les points tn−i, et où

πn,r(t) =
∏

0≤i≤r
(t− tn−i).

Si ξ ∈ ]tn−j , tn−j+1[, 0 ≤ j ≤ r, on a l'inégalité |ξ − tn−i| ≤ (1 + |j − i|)hmax, d'où

|πn,r(ξ)| ≤ hr+1
max(1 + j) . . . (1 + 1)1(1 + 1) . . . (1 + r − j)

= hr+1
max(j + 1)!(r − j + 1)! ≤ hr+1

max(r + 1)!,

en majorant 2 par j + 2, . . . , (r − j + 1) par (r + 1). On en déduit par 
onséquent

|z′(θ)− pn,r(θ)| ≤ |z(r+2)(ξ)| hr+1
max,


e qui donne la majoration 
her
hée de l'erreur de 
onsistan
e :

|en| ≤ |z(r+2)(ξ)|hnhr+1
max ≤ Chnh

r+1
max

ave
 C = max
t∈[t0,t0+T ]

|z(r+2)(t)|.

La méthode d'Adams-Bashforth à r + 1 pas est don
 d'ordre r + 1 (le le
teur pourra

véri�er à titre d'exer
i
e que l'ordre n'est pas ≥ r+2 en 
onsidérant le 
as de la fon
tion

f(t, y) = tr+1
).

Phase d'initialisation. De 
e qui pré
ède, il résulte qu'on 
hoisira une méthode de

Runge-Kutta d'ordre r + 1 (ou r à la rigueur) pour initialiser les premières valeurs

y1, . . . , yr, f0, f1, . . . , fr.

2.3. Stabilité de la méthode ABr+1

Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théorème. On suppose que f(t, y) est k-lips
hitzienne en y et que les sommes∑
0≤i≤r |bn,i,r| sont majorées indépendamment de n par une 
onstante βr.

Alors la méthode d'Adams-Bashforth à r + 1 pas est stable, ave
 
onstante de stabilité

S = exp (βrkT ).
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Démonstration. Soit ỹn la suite ré
urrente perturbée telle que





ỹn+1 = ỹn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rf̃n−i + εn, r ≤ n < N,

f̃n−i = f(tn−i, ỹn−i).

Posons θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|. On a

|f̃n−i − fn−i| ≤ k|ỹn−i − yn−i| ≤ kθn,

|ỹn+1 − yn+1| ≤ θn + hn
∑

0≤i≤r
|bn,i,r| · kθn + |εn|

≤ (1 + βrkhn)θn + |εn|.

Comme θn+1 = max (|ỹn+1 − yn+1|, θn), on en déduit

θn+1 ≤ (1 + βrkhn)θn + |εn|.

Le lemme de Gronwall implique alors

θN ≤ exp
(
βrk(tN − tr)

)(
θr +

∑

r≤n<N
|εn|
)
,


e qui entraîne bien la stabilité, ave
 
onstante S = exp (βrkT ). D'après le tableau

donné au § 2.1, on voit que la 
onstante βr 
roît assez vite quand r augmente. La

stabilité devient don
 de moins en moins bonne quand le nombre de pas augmente.

Cette stabilité médio
re est un des in
onvénients les plus sérieux des méthodes

d'Adams-Bashforth lorsque r est grand. En pratique, on se limitera le plus souvent

aux 
as r = 1 ou r = 2.

Remarque. L'exemple AB2 donné au § 2.1 montre que les 
oe�
ients bn,i,r ne sont

en général bornés que si le rapport hn/hn−1 de 2 pas 
onsé
utifs reste borné. Dans la

pratique, il est raisonnable de supposer que

hn
hn−1

≤ δ

ave
 disons δ ≤ 2. Les formules du § 2.1 donnent dans 
e 
as :

|bn,i,r| ≤ max
t∈[tn,tn+1]

|Ln,i,r(t)| =
∏

1≤j≤n

tn+1 − tn−j
|tn−i − tn−j |

Comme tn+1 − tn−j = hn−j + . . .+ hn ≤ (1 + δ + . . .+ δj)hn−j et

hn−j ≤
{ |tn−i − tn−j | si j > i

δ|tn−i − tn−j | si j < i
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Il vient

|bn,i,r| ≤ δi
∏

j 6=i
(1 + δ + . . .+ δj) ≤

∏

0≤j≤r
(1 + δ + . . .+ δj).

On a don
 l'estimation assez grossière

βr = max
n

∑

0≤i≤r
|bn,i,r| ≤ (r + 1)

∏

0≤j≤r
(1 + δ + . . .+ δj).

3. Méthodes d'Adams-Moulton

3.1. Des
ription

L'idée en est la même que 
elle des méthodes d'Adams-Bashforth, mais on approxime

i
i f(t, z(t)) par son polyn�me d'interpolation aux points tn+1, tn, . . . , tn−r ; le point

tn+1 est don
 pris en plus. On 
onsidère le polyn�me p∗n,r(t) de degré r+1 qui interpole
les points (tn−i, fn−i) pour −1 ≤ i ≤ r :

p∗n,r(t) =
∑

−1≤i≤r
fn−iL

∗
n,i,r(t),

L∗
n,i,r(t) =

∏

−1≤j≤r
j 6=i

t− tn,j
t− tn,i

.d'où

On obtient don
 
omme au §2.2

z(tn+1) ≃ z(tn) + hn
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rfn−i

ave
 b∗n,i,r =
1

hn

∫ tn+1

tn

L∗
n,i,r(t)dt.

L'algorithme 
orrespondant AMr+1 s'é
rit

yn+1 − hnb
∗
n,−1,rf(tn+1, yn+1) = yn + hn

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rfn−i.

On observera i
i que yn+1 n'est pas donné expli
itement en fon
tion des quantités yn,
fn−i antérieurement 
al
ulées, mais seulement 
omme solution d'une équation dont

la résolution n'est pas a priori immédiate. Pour 
ette raison, on dit que la méthode

d'Adams-Moulton est une méthode impli
ite (la méthode d'Adams-Bashforth est dite

par opposition expli
ite). Pour résoudre l'équation 
i-dessus, on aura re
ours en général

à une méthode itérative. Notons un la quantité (expli
ite)

un = yn + hn
∑

0≤i≤r
b∗n,i,rfn−i.
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Le point yn+1 
her
hé est la solution x de l'équation

x = un + hnb
∗
n,−1,rf(tn+1, x).

On va don
 
al
uler la suite itérée xp+1 = ϕ(xp) où

ϕ(x) = un + hnb
∗
n,−1,rf(tn+1, x).

Comme ϕ′(x) = hnb
∗
n,−1,rf

′
y(tn+1, x), l'appli
ation ϕ va être 
ontra
tante (ave
 une

petite 
onstante de Lips
hitz) lorsque hn est assez petit. Si f(t, y) est k-lips
hitzienne
en y, il su�t que hn <

1
|b∗

n,−1,r
|k pour avoir 
onvergen
e. La solution yn+1 est alors

unique d'après le théorème du point �xe, et l'algorithme itératif s'é
rit

{
Fp = f(tn+1, xp),

xp+1 = un + hnbn,−1,rFp.

On 
hoisira une valeur initiale x0 qui soit une approximation de yn+1 (la meilleure

possible !), par exemple la valeur donnée par la méthode d'Adams-Bashforth :

x0 = yn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn−i.

On arrête l'itération pour |xp+1 − xp| ≤ 10−10
(par exemple) et on prend

{
yn+1 = dernière valeur xp+1 
al
ulée

fn+1 = f(tn+1, yn+1) (ou par é
onomie = Fp)

Exemples.

• r = 0 : le polyn�me p∗n,0 est le polyn�me de degré 1 qui interpole (tn+1, fn+1) et
(tn, fn), soit

p∗n,0(t) = fn +
fn+1 − fn

hn
(t− tn) ;

∫ tn+1

tn

p∗n,0(t)dt = hn

(1
2
fn+1 +

1

2
fn

)
.

On obtient ainsi la méthode dite des trapèzes (ou méthode de Crank-Ni
olson) :

yn+1 = yn + hn

(1
2
fn+1 +

1

2
fn)

ou en
ore

yn+1 −
1

2
hnf(tn+1, yn+1) = yn +

1

2
hnfn.

• r = 1 : le polyn�me p∗n,1 interpole les points (tn+1, fn+1), (tn, fn), (tn−1, fn−1), d'où
les formules

p∗n,1(t) = fn+1
(t− tn)(t− tn−1)

hn(hn + hn−1)
− fn

(t− tn−1)(t− tn−1)

hnhn−1
+ fn−1

(t− tn)(t− tn+1)

hn−1(hn + hn−1)
,
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yn+1 = yn

∫ tn+1

tn

p∗n,1(t)dt,

yn+1 = yn + hn

[
2hn + 3hn−1

6(hn + hn−1)
fn+1 +

3hn−1 + hn
6hn−1

fn − h2n
6hn−1(hn + hn−1)

fn−1

]
.

Dans le 
as où le pas hn = h est 
onstant, 
ette formule se réduit à

yn+1 = yn + h
( 5

12
fn+1 +

8

12
fn − 1

12
fn−1

)
.

• De manière générale, les 
oe�
ients b∗n,i,r sont des nombres b∗i,r indépendants de n
lorsque le pas est 
onstant. On a la table suivante :

r b∗−1,r b∗0,r b∗1,r b∗2,r b∗3,r β∗
r =

∑

i

|b∗i,r| βr+1

0 1
2

1
2 1 2

1 5
12

8
12 − 1

12 1,16. . . 3,66. . .

2 9
24

19
24 − 5

24
1
24 1,41. . . 6,66. . .

3 251
720

646
720 −264

720
106
720 − 19

720 1,78. . . 12,64. . .

Les 
oe�
ients b∗n,i,r véri�ent toujours
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,r = 1.

3.2. Erreur de 
onsistan
e et ordre de la méthode AMr+1

Soit z une solution exa
te du problème de Cau
hy. Sous l'hypothèse yn−i = z(tn−i),
0 ≤ i ≤ n, on a

en = z(tn+1)− yn+1

= z(tn+1)−
[
z(tn) + hn

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rf(tn−i, z(tn−i)) + hnb

∗
n,−1,rf(tn+1, yn+1)

]

= z(tn+1)−
[
z(tn) + hn

∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rf(tn−i, z(tn−i))

]

+ hnb
∗
n,−1,r[f(tn+1, z(tn+1))− f(tn+1, yn+1)],

en =

∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt+ hnb
∗
n,−1,r

[
f(tn+1, z(tn+1))− f(tn+1, yn+1)

]
.

Supposons que f(t, y) soit lips
hitzienne de rapport k en y. Alors il vient

|en| ≤
∣∣∣
∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt
∣∣∣+ hnb

∗
n,−1,rk|en|,

|en| ≤
1

1− hnb∗n,−1,rk

∣∣∣
∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt
∣∣∣.
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Quand le pas hn est su�samment petit, on a don


|en| =
∣∣∣
∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt
∣∣∣(1 +O(hn))


omme dans la méthode d'Adams-Bashforth. Par ailleurs la formule de la moyenne

donne ∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt = hn(z
′(θ)− p∗n,r(θ)), θ ∈ ]tn, tn+1[,

z′(θ)− p∗n,r(θ) =
1

(r + 2)!
z(r+3)(ξ)π∗

n,r(ξ), ξ ∈ ]tn,r, tn+1[.

où π∗
n,r(t) =

∏

−1≤i≤r
(t− tn−i). Il résulte du § 2.2 que

|π∗
n,r(ξ)| = |ξ − tn+1| |πn,r(ξ)|

≤ (r + 1)hmax · (r + 1)! hr+1
max ≤ (r + 2)! hr+2

max,
∣∣∣
∫ tn+1

tn

(z′(t)− p∗n,r(t))dt
∣∣∣ ≤ |z(r+3)(ξ)|hnhr+2

max,

par 
onséquent l'erreur de 
onsistan
e admet la majoration

|en| ≤ Chnh
r+2
max(1 +O(hn)), ave
 C = max

t∈[t0,t0+T ]
|z(r+3)|.

La méthode AMr+1 est don
 d'ordre r + 2. On initialisera les r premières valeurs

y1, . . . , yr à l'aide d'une méthode de Runge-Kutta d'ordre r+2 (ou à la rigueur r+1).

3.3.

∗
Stabilité de la méthode AMr+1

On suppose que les rapports hn/hn−1 restent bornés, de sorte que les quantités

β∗
r = max

n

∑

≤i≤r
|b∗n,i,r|, γ∗r = max

n
|b∗n,−1,r|

sont 
ontr�lées. Supposons également que f(t, y) soit k-lips
hitzienne en y. La méthode

de résolution itérative pour yn+1 fon
tionne dès que hn <
1

|b∗
n,−1,r

|k , en parti
ulier dès

que

hmax <
1

γ∗rk
,


e que nous supposons désormais. Soit ỹn une suite perturbée telle que





ỹn+1 = ỹn + hn

(
b∗n,−1,rf̃n+1 +

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rf̃n−i

)
+ εn

f̃n−i = f(tn−i, yn−i), r ≤ n < N,
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et posons θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|. Comme on a θn+1 = max (|ỹn+1 − yn+1|, θn), il vient

θn+1 ≤ θn + khn

(
|b∗n,−1,r|θn+1 +

∑

0≤i≤r
|b∗n,i,r|θn

)
+ |εn|,

θn+1(1− |b∗n,−1,r|khn) ≤ θn

(
1 +

∑

0≤i≤r
|b∗n,i,r|khn

)
+ |εn|

≤
(
1 +

∑

0≤i≤r
|b∗n,i,r|khn

)
(θn + |εn|).

Or 1− |b∗n,−1,r|khn ≥ 1− γ∗rkhmax > 0, par suite

θn+1 ≤
1 +

∑

0≤i≤r
|b∗n,i,r|khn

1− |b∗n,−1,r|khn
(θn + |εn|),

θn+1 ≤


1 +

∑

−1≤i≤r
|b∗n,i,r|khn

1− |b∗n,−1,r|khn


 (θn + |εn|),

θn+1 ≤ (1 + Λhn)(θn + |εn|),

ave
 Λ = β∗
rk/(1−γ∗rkhmax). Un raisonnement analogue à la démonstration du lemme

de Gronwall dis
ret donne par ré
urren
e sur n :

θn ≤ eΛ(tn−tr)
(
θr +

∑

r≤i≤n
|εi|
)
,

d'où la 
onstante de stabilité

S = eΛT = exp

(
β∗
rkT

1− γ∗rkhmax

)
.

Lorsque hmax est assez petit devant 1/γ∗rk, on a don
 sensiblement

S ≃ exp (β∗
rkT ).

Le tableau du § 3.1 montre qu'à ordre r + 2 égal, la méthode AMr+1 est beau
oup

plus stable que ABr+2. Il n'en reste pas moins que malgré 
et avantage important, la

méthode d'Adams-Moulton est d'utilisation déli
ate à 
ause de son 
ara
tère impli
ite.

Les méthodes de prédi
tion-
orre
tion que nous allons dé
rire permettent d'obtenir une

stabilité équivalente, tout en fournissant un s
héma expli
ite de résolution.

4. Méthodes de prédi
tion-
orre
tion



276 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

4.1. Prin
ipe général

On se donne une méthode dite de prédi
tion (ou prédi
teur), fournissant (expli
itement)

une première valeur appro
hée pyn+1 du point yn+1 à atteindre :

pyn+1 = prédi
tion de yn+1,

pfn+1 = f(tn+1, pyn+1) = prédi
tion de fn+1.

En substituant la valeur pfn+1 ainsi trouvée à fn+1 dans la formule d'Adams-Moulton,

on obtient alors une nouvelle valeur 
orrigée yn+1 qui est retenue en vue des 
al
uls

ultérieurs.

De façon pré
ise, une méthode PECE (prédi
tion, évaluation, 
orre
tion, évaluation)

à r+1 pas va s'é
rire de la manière suivante : yn−r, fn−r, . . . , yn, fn étant déjà 
al
ulés,
on pose





Prédi
tion : pyn+1 = . . . (à partir des yn−i, fn−i, 0 ≤ i ≤ r)
tn+1 = tn + hn

Evaluation : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

Corre
tion : yn+1 = yn + hn

(
b∗n,−1,rpfn+1 +

∑
0≤i≤r b

∗
n,i,rfn−i

)

Evaluation : fn+1 = f(tn+1, yn+1)

Nous avons utilisé i
i la méthode d'Adams-Moulton 
omme 
orre
teur, mais 
ela

pourrait être a priori n'importe quelle autre méthode impli
ite.

I
i en
ore, le démarrage de l'algorithme PECE né
essite le 
al
ul préalable des points

y1, . . . , yr et des pentes f0, . . . , fr à l'aide d'une méthode à 1 pas. On peut estimer que

le 
oût en temps de 
al
ul d'une méthode PECE est environ le double de 
elui d'une

méthode d'Adams-Bashforth d'ordre égal (mais on verra que la stabilité est beau
oup

meilleure). Ce temps de 
al
ul est en général inférieur à 
elui des méthodes de Runge-

Kutta sophistiquées (d'ordre ≥ 3).

4.2. Erreur de 
onsistan
e dans PECE

Soit z une solution exa
te du problème de Cau
hy. L'erreur de 
onsistan
e est

en = z(tn+1)− yn+1 avec yn−i = z(tn−i), 0 ≤ i ≤ r.

Soit y∗n+1 la valeur qui serait obtenue à l'aide du seul 
orre
teur (Adams-Moulton), de

sorte que 



y∗n+1 = yn + hn

(
b∗n,−1,rf

∗
n+1 +

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rfn,i

)

f∗
n+1 = f(tn+1, y

∗
n+1).

L'erreur de 
onsistan
e 
orrespondante est

e∗n = z(tn+1)− y∗n+1.
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Le prédi
teur introduit lui aussi une erreur de 
onsistan
e

pen = z(tn+1)− pyn+1.

É
rivons

en = (z(tn+1)− y∗n+1) + (y∗n+1 − yn+1)

en = e∗n + (y∗n+1 − yn+1).

On a par ailleurs

y∗n+1 − yn+1 = hnb
∗
n,−1,r(f

∗
n+1 − pfn+1).

Si f(t, y) est k-lips
hitzienne en y, on en déduit

|y∗n+1 − yn+1| ≤ hn|b∗n,−1,r| k |y∗n+1 − pyn+1|

et y∗n+1 − pyn+1 = (z(tn+1)− pyn+1)− (z(tn+1)− y∗n+1), d'où

|y∗n+1 − pyn+1| ≤ |pen|+ |e∗n|.

Il en résulte �nalement

|y∗n+1 − yn+1| ≤ |b∗n,−1,r| khn(|pen|+ |e∗n|)
|en| ≤ |e∗n|+ |y∗n+1 − yn+1|
|en| ≤

(
1 + |b∗n,−1,r|khn

)
|e∗n|+ |b∗n,−1,r| khn |pen|.

On voit que l'in�uen
e du prédi
teur est nettement moindre que 
elle du 
orre
teur

puisque son erreur de 
onsistan
e est en fa
teur d'un terme O(hn). Le 
orre
teur

AMr+1 étant d'ordre r + 2 (
'est-à-dire |e∗n| ≤ Chnh
r+2
max), on voit qu'il 
onvient de


hoisir un prédi
teur d'ordre r + 1. Les 
ontributions de |e∗n| et |pen| dans |en| seront
alors toutes deux ≤ Chnh

r+2
max, l'ordre global de PECE est don
 r + 2 dans 
e 
as.

4.3. Exemples

• Prédi
teur : Euler (ordre 1), Corre
teur : AM1 (ordre 2).





P : pyn+1 = yn + hnfn

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn
(
1
2 pfn+1 +

1
2 fn

)

E : fn+1 = f(tn+1, yn+1)

Cet algorithme 
o

�

�n
ide ave
 la méthode de Heun, qui n'est autre que la méthode de

Runge-Kutta dé�nie par

0
∣∣ 0 0

1
∣∣ 0 1∣∣∣∣∣

1
2

1
2

.

• Prédi
teur : Nyström (ordre 2) ave
 pas 
onstant hn = h,
Corre
teur : AM2 (ordre 3).
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



P : pyn+1 = yn−1 + 2hfn

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + h
(

5
12 pfn+1 +

8
12 fn − 1

12 fn−1

)

E : fn+1 = f(tn+1, yn+1)

• Prédi
teur : ABr+1 (ordre r + 1), Corre
teur : AMr+1 (ordre r + 2).





P : pyn+1 = yn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn−i

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn

(
b∗n,−1,rpfn+1 +

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rfn−i

)

E : fn+1 = f(tn+1, yn+1).

Exer
i
e. Véri�er que 
e dernier algorithme PECE équivaut à la méthode d'Adams-

Moulton dans laquelle l'algorithme itératif est arrêté à la première étape, soit yn+1 =
x1, 
al
ulé à partir de la valeur x0 fourni par la méthode d'Adams-Bashforth.

4.4. Stabilité de la méthode PECE

Supposons que le prédi
teur soit de la forme

pyn =
∑

0≤i≤r
αn,iyn−i + hn

∑

0≤i≤r
βn,ifn−i

et notons

A = max
n

∑

i

|αn,i|, B = max
n

∑

i

|βn,i|.

Soit ỹn une suite perturbée telle que





pỹn+1 =
∑

0≤i≤r
αn,iỹn−i + hn

∑

0≤i≤r
βn,if̃n−i

ỹn+1 = ỹn + hn

(
b∗n,−1,rpf̃n+1 +

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rf̃n−i

)
+ εn.

Remarque. Dans la réalité il s'introduit également une erreur d'arrondi pεn au niveau

de la prédi
tion, mais pour notre 
al
ul il sera plus simple de 
omptabiliser 
ette erreur

dans εn (
e
i n'est visiblement pas restri
tif).

Posons θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi| et pθn = |pỹn − pyn|. Comme f(t, y) est supposée k-

lips
hitzienne en y, il vient :




pθn+1 ≤ Aθn + hnBkθn

θn+1 ≤ θn + khn

(
|b∗n,−1,r|pθn+1 +

∑

0≤i≤r
|b∗n,i,r|θn

)
+ |εn|.
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En substituant pθn+1 ≤ θn + θn(A− 1 +Bkhn) dans la deuxième ligne il vient

θn+1 ≤ θn


1 +

[ ∑

−1≤i≤r
|b∗n,i,r|+ |b∗n,−1,r|(A− 1 +Bkhn)

]
khn


+ |εn|,

θn+1 ≤ θn(1 + Λhn) + |εn|,

ave
 Λ = (β∗
r + γ∗r (A − 1 + Bkhmax))k. Le lemme de Gronwall montre don
 que la

méthode PECE est stable, ave
 
onstante de stabilité

S = eΛT = exp
(
(β∗
r + γ∗r (A− 1 +Bkhmax)kT

)
.

Si hmax est petit, on va avoir

S ≃ exp
(
(β∗
r + γ∗r (A− 1))kT

)
.

On voit que la stabilité du prédi
teur n'a pas d'in
iden
e sur la stabilité de la méthode

PECE, seule la valeur de la 
onstante A peut in�uer sur 
ette stabilité ; on pourrait

en théorie utiliser un prédi
teur instable ! La 
onsistan
e du prédi
teur implique∑

i

αn,i = 1. Si les 
oe�
ients αn,i sont ≥ 0, alors on a A = 1 (
'est le 
as des

méthodes de Nyström, Milne, ou ABr+1), par 
onséquent la 
onstante de stabilité

S ≃ exp (β∗
rkT )

sera peu di�érente de 
elle de la méthode d'Adams-Moulton seule. On obtient don


des méthodes assez stables, d'un 
oût modéré en temps de 
al
ul et d'ordre aussi élevé

que l'on veut. Par 
omparaison ave
 les méthodes de Runge-Kutta, elles sont un peu

plus rapides mais un peu moins stables à ordre égal.

4.5. Méthodes PEC

Comme leur nom l'indique, il s'agit de méthodes de prédi
tion-
orre
tion dans lesquelles

la dernière étape d'évaluation est omise (en vue bien sûr de gagner du temps). Ce
i

signi�e que les pentes 
orrigées fn+1 ne sont pas 
al
ulées, il faudra don
 se 
ontenter

de faire intervenir les pentes prédites pfn−i. On obtient alors l'algorithme suivant :





Prédi
tion : pyn+1 =
∑

0≤i≤r
αn,iyn−i + hn

∑

0≤i≤r
βn,ipfn−i

tn+1 = tn + hn

Evaluation : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

Corre
tion : yn+1 = yn + hn
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rpfn−i.

Le démarrage de l'algorithme né
essite le 
al
ul préalable des quantités y1, . . . , yr,
pf0, . . . , pfr.
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Erreur de 
onsistan
e*. L'algorithme PEC n'entre pas tout à fait dans le 
adre

général des méthodes que nous avons 
onsidérées jusqu'à présent. Il 
onvient de

redé�nir en 
omme suit. Si z est une solution exa
te, on pose

en = z(tn+1)− yn+1

où yn+1 est 
al
ulée à partir des valeurs antérieures pyn−i = yn−i = z(tn−i), 0 ≤ i ≤ r.
Ave
 
ette dé�nition, il est fa
ile de voir que l'erreur de 
onsistan
e est identique à 
elle

de la méthode PECE, d'où

|en| ≤
(
1 + |b∗n,−1,r|khn

)
|e∗n|+ |b∗n,−1,r|khn|pen|.

Le 
orre
teur étant d'ordre r + 2, on 
hoisira i
i en
ore le prédi
teur d'ordre r + 1.

Stabilité de la méthode PEC*. Ave
 les notations et hypothèses du § 4.4,


onsidérons une suite perturbée ỹn telle que

ỹn+1 = ỹn + hn
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rpf̃n−i + εn

et posons θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|, pθn = max
0≤i≤n

|pỹi − pyi|. Il vient :

{
pθn+1 ≤ Aθn +Bkhnpθn

θn+1 ≤ θn + β∗
rkhnpθn+1 + |εn|.

La première ligne entraîne

pθn+1 ≤ Aθn +Bkhmaxpθn+1,

d'où pθn+1 ≤ A
1−Bkhmax

θn si Bkhmax < 1. En substituant dans la deuxième ligne il

vient :

θn+1 ≤
(
1 +

β∗
rAk

1−Bkhmax
hn

)
θn + |εn|.

Le lemme de Gronwall donne la 
onstante de stabilité

S = exp

(
β∗
rAkT

1−Bkhmax

)
.

Si hmax est assez petit, on aura

S ≃ exp (β∗
rAkT ).

Ce
i est un peu moins bon que dans le 
as de la méthode PECE, 
ar γ∗r < β∗
r .

Néanmoins, pour A = 1 la 
onstante de stabilité est la même :

S ≃ exp (β∗
rkT ),


'est-à-dire pré
isément la 
onstante de stabilité de la méthode d'Adams-Moulton seule.

Par rapport à PECE, on é
onomise don
 un peu de temps de 
al
ul, mais on perd un

peu en stabilité et en pré
ision.
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5. Problèmes

5.1. On 
onsidère le problème de Cau
hy y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0, où f :
[t0, t0 + T ] × R → R est une fon
tion de 
lasse C5

. Pour résoudre numériquement


e problème, on se donne un entier N ≥ 2 et on 
onsidère la subdivision tn = t0 + nh,
0 ≤ n ≤ N , de pas 
onstant h = T

N
.

On étudie les méthodes à 2 pas de la forme

(M) yn+1 = αyn−1 + α′yn + h(βfn−1 + β′fn + β′′fn+1),

ave
 fn = f(tn, yn). La méthode est don
 expli
ite si β′′ = 0 et impli
ite si β′′ 6= 0.

(a) Soit g une fon
tion de 
lasse C5
au voisinage de 0.

Cal
uler un développement limité à l'ordre 4 en h = 0 de la quantité

∆(h) = g(h)− [αg(−h) + α′g(0) + h(βg′(−h) + β′g′(0) + β′′g′(h))].

É
rire la 
ondition né
essaire et su�sante pour que la méthode (M) soit d'ordre

≥ 1 (respe
tivement ≥ 2, ≥ 3, ≥ 4). Montrer que la seule méthode (M) qui soit

d'ordre ≥ 4 est

(M4) yn+1 = yn−1 + h
(1
3
fn−1 +

4

3
fn +

1

3
fn+1

)
.

Quelle interprétation peut-on donner de 
ette méthode ?

NB : Dans les questions qui suivent, on supposera sans le repré
iser 
haque fois que

les méthodes (M) étudiées sont d'ordre 1 au moins.

(b) On 
her
he à tester la stabilité de la méthode (M) en 
onsidérant l'équation

di�érentielle triviale y′ = 0.

Les réels y0 et y1 = y0 + ε étant donnés a priori, exprimer yn en fon
tion de y0, ε,
α, n. En déduire qu'une 
ondition né
essaire pour que la méthode (M) soit stable

est que −1 < α ≤ 1.

(
) On se propose i
i de montrer inversement que la méthode (M) est stable, si

0 ≤ α ≤ 1 et si h est assez petit. On suppose que pour tout t ∈ [t0, t0 + T ]
la fon
tion y 7→ f(t, y) est k-lips
hitzienne. Soient deux suite (yn) et (zn) telles

que pour n ≥ 1 on ait

yn+1 = αyn−1 + α′yn + h(βf(tn−1, yn−1) + β′f(tn, yn) + β′′f(tn+1, yn+1)),

zn+1 = αzn−1 + α′zn + h(βf(tn−1, zn−1) + β′f(tn, zn) + β′′f(tn+1, zn+1)) + εn.

On pose

θn = max
0≤i≤n

|zi − yi|.

(α) Majorer |zn+1 − yn+1| en fon
tion de θn, θn+1 et εn.
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En déduire que si |β′′|kh < 1 on a

θn+1 ≤
(
1 +

(|β|+ |β′|+ |β′′|)kh
1− |β′′|kh

)
(θn + |εn|).

(β) En déduire l'existen
e d'une 
onstante de stabilité S(h), qui reste bornée quand
h tend vers 0, telle que

θN ≤ S(h)
(
θ1 +

N−1∑

k=1

|εn|
)
.

(e) Déterminer en fon
tion de α les méthodes (M) qui sont d'ordre 3 ; on notera 
elles-


i (M

3
α). A quoi 
orrespond (M

3
0) ? Existe-t-il une méthode (M

3
α) qui soit expli
ite

et stable ?

Montrer qu'il existe une unique méthode (M

3
α1
) pour laquelle β = 0.

(f) (α) Expli
iter l'algorithme PECE dont le prédi
teur est la méthode de Nyström et

dont le 
orre
teur est la méthode (M

3
α1
).

L'initialisation sera faite au moyen de la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4

usuelle.

(β) É
rire un programme informatique mettant en ÷uvre l'algorithme pré
édent

dans le 
as de la fon
tion f(t, y) = sin(ty − y2).

L'utilisateur fournit la donnée initiale (t0, y0), le pas h, et le nombre N
d'itérations. L'ordinateur a�
hera alors les valeurs (tn, yn) su

essives pour

0 ≤ n ≤ N .

5.2. L'objet de 
e problème est d'étudier les méthodes d'Adams-Bashforth et d'Adams-

Moulton ave
 pas 
onstant.

(a) Montrer que la méthode d'Adams-Bashforth à (r+1) pas, de pas 
onstant h, s'é
rit

yn+1 = yn + h
r∑

i=0

bi,rf(tn−i, yn−i)

ave


bi,r = (−1)i
∫ 1

0

s(s+ 1) . . . ̂(s+ i) . . . (s+ r)

i!(r − i)!
, 0 ≤ i ≤ r.

(b) On pose

γr =

∫ 1

0

s(s+ 1) . . . (s+ r − 1)

r!
ds.

Démontrer les formules

bi,r − bi,r−1 = (−1)iCirγr, 0 ≤ i ≤ r − 1,

br,r = (−1)rγr.
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(
) Montrer que pour |t| < 1 on a

∫ 1

0

(1− t)−sds =
+∞∑

r=0

γrt
r.

En déduire la valeur de l'expression log (1− t)

+∞∑

r=0

γrt
r
, puis la valeur des sommes

γ0
r + 1

+
γ1
r

+ . . .+
γr−1

2
+ γr.

(d) É
rire un programme informatique mettant en ÷uvre la méthode d'Adams-

Bashforth à un nombre arbitraire de pas. On utilisera les formules de ré
urren
e


i-dessus pour évaluer γr et bi,r. L'initialisation sera faite au moyen de la méthode

de Runge-Kutta d'ordre 4.

(e) Démontrer des formules analogues à 
elles de (a), (b), (c) pour la méthode d'Adams-

Moulton.

5.3. Soit à résoudre numériquement un problème de Cau
hy

y′ = f(t, y), y(t0) = y0

où f est de 
lasse C2
sur [t0, t0 + T ]× R. On se donne une subdivision

t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T

de l'intervalle, et on étudie la méthode numérique suivante : si yn est la valeur

appro
hée de la solution au temps tn et si fn = f(tn, yn) on pose

(M) yn+1 = yn−1 +

∫ tn+1

tn−1

pn(t)dt

où pn est le polyn�me d'interpolation des pentes fn, fn−1 aux temps tn et tn−1. On

note hn = tn+1 − tn.

(a) Cal
uler expli
itement yn+1. Quelle méthode obtient-on lorsque le pas hn = h est


onstant ?

(b) Soit z une solution exa
te de l'équation di�érentielle.

Déterminer un équivalent de l'erreur de 
onsistan
e en atta
hée à la méthode (M).

Quel est l'ordre de 
ette méthode ? Comment pro
éderiez-vous pour la phase

d'initialisation ?

(
) Soit une suite ỹn véri�ant la relation de ré
urren
e

ỹn+1 = ỹn−1 +

∫ tn+1

tn−1

p̃n(t)dt+ εn
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où p̃n interpole les valeurs f̃n = f(tn, ỹn) et ỹn−1. La quantité εn désigne l'erreur


ommise à l'étape n. On suppose que f(t, y) est k-lips
hizienne en y et on note

θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|.

(α) Montrer que

θn+1 ≤
(
1 + khn

(
1 + max

{
hn
hn−1

,
hn−1

hn

}))
θn + εn.

(β) On suppose que le rapport de 2 pas 
onsé
utifs est majoré par une 
onstante δ
(ave
 disons 1 ≤ δ ≤ 2). Étudier la stabilité de la méthode (M).

5.4. Dans 
et exer
i
e, on se propose d'étudier une méthode de prédi
tion-
orre
tion

de type PEPEC pour la résolution d'un problème de Cau
hy

{
y′ = f(t, y), t ∈ [t0, t0 + T ]

y(t0) = y0.

La fon
tion f(t, y) est supposée de 
lasse C4
sur [t0, t0 + T ] × R et lips
hitzienne de

rapport k en y. Le pas est 
hoisi 
onstant : h = T
N
, N ∈ N∗

.

(a) L'objet de 
ette question est de dé
rire la méthode de 
orre
tion.

(α) Si z est une solution exa
te du problème de Cau
hy, on é
rit

z(tn+1) = z(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, z(t))dt

et on approxime l'intégrale par la méthode de Simpson élémentaire. Montrer

que l'algorithme 
orrespondant s'é
rit

(C) yn+1 = yn + h(αfn + βfn+ 1
2
+ γfn+1)

ave
 des 
oe�
ients α, β, γ que l'on pré
isera.

(β) On suppose que les pentes fn, fn+ 1
2
, fn+1 sont les dérivées exa
tes de z aux

points tn, tn + h
2 , tn + h. Déterminer un équivalent de l'erreur de 
onsistan
e

e∗n = z(tn+1)− yn+1

en fon
tion de h et de la dérivée z(5)(tn). Quel est l'ordre de la méthode (C) ?

(b) Pour pouvoir exploiter la formule (C), il est né
essaire de prédire des valeurs ap-

pro
hées pyn+ 1
2
et pyn+1 des points yn+ 1

2
et yn+1, ainsi que les pentes 
orrespon-

dantes

pfn+ 1
2
= f(tn +

h

2
, pyn+ 1

2
), pfn+1 = f(tn+1, pyn+1).
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Pour 
ela, on utilise 
omme prédi
teur (P) la méthode d'Adams-Bashforth à 3 pas,

de pas 
onstant

h
2
, faisant intervenir les pentes prédites antérieures pfn, pfn− 1

2
,

pfn−1. La méthode (P) est utilisée une première fois pour évaluer pyn+ 1
2
, puis une

deuxième fois pour évaluer pyn+1 à patir de pyn+ 1
2
.

(α) Expli
iter 
omplètement l'algorithme PEPEC ainsi obtenu.

(β) É
rire en langage informatique la bou
le 
entrale 
orrespondant à l'itération de

l'algorithme PEPEC (on pré
isera la signi�
ation des variables utilisées).

(γ) L'erreur de 
onsistan
e de la méthode PEPEC est dé�nie par en = z(tn+1) −
yn+1 où l'on suppose que les points yn et pyn−i, i ∈

{
0, 12 , 1

}
sont exa
ts. Si pen

et pen+ 1
2
désignent les erreurs de 
onsistan
e du prédi
teur sur les intervalles

de temps

[
tn, tn + h

2

]
et

[
tn + h

2 , tn+1

]
, montrer que

|en| ≤ |e∗n|+
4

6
kh|pen|+

1

6
kh
(
|pen+ 1

2
|+ |pen|+

23

24
kh|pen|

)
.

Le 
hoix du prédi
teur est-il justi�é ? Quel est l'ordre de la méthode PEPEC ?

Comment pro
éderiez-vous pour l'initialisation de l'algorithme ?

(
) On se propose i
i de déterminer une 
onstante de stabilité de l'algorithme PEPEC.

Soit ỹn une suite perturbée telle que la formule de 
orre
tion soit enta
hée d'une

erreur εn, toute l'erreur étant 
omptabilisée au niveau de (C) :

ỹn+1 = ỹn + h(α pf̃n + β pf̃n+ 1
2
+ γ pf̃n+1) + εn.

Pour i, n ∈ N on pose

θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|,

pθn = max
0≤i≤n

|pỹi − pyi|, pθn+ 1
2
= max

0≤i≤n
|pỹi+ 1

2
− pyi+ 1

2
|.

(α) Majorer pθn+ 1
2
en fon
tion de θn, pθn et pθn− 1

2
puis pθn+1 en fon
tion de pθn+ 1

2

et pθn. En déduire su

essivement (pour h assez petit) :

pθn+1 ≤ 1 + 7
6 kh

1− 4
6
kh

pθn+ 1
2
≤ 1

1− 11
6
kh

pθn+ 1
2
,

pθn+ 1
2
≤ θn + kh

11
6 pθn− 1

2

1− 11
6
kh
,

pθn+ 1
2
≤ 1− 11

6 kh

1− 11
3 kh

θn.

En déduire une majoration de θn+1 en fon
tion de θn, |εn| et une estimation

de S.

(β) Comparer la stabilité de PEPEC à la stabilité de la méthode PECE de

même ordre ayant pour prédi
teur Adams-Bashforth et pour 
orre
teur Adams-

Moulton.





Chapitre X

Stabilité des solutions et

points singuliers d'un 
hamp de ve
teurs

On se propose i
i d'étudier le 
omportement des solutions d'une équation di�éren-

tielle et des lignes intégrales d'un 
hamp de ve
teurs lorsque le temps t tend vers

l'in�ni. On s'intéresse essentiellement au 
as des équations linéaires ou

〈〈
voisines

〉〉

de telles équations. Dans 
e 
as, le 
omportement des solutions est gouverné par le

signe de la partie réelle des valeurs propres de la matri
e asso
iée à la partie linéaire de

l'équation : une solution est dite stable si les solutions asso
iées à des valeurs voisines de

la donnée initiale restent pro
hes de la solution 
onsidérée jusqu'à l'in�ni. Cette notion

de stabilité (dite aussi stabilité au sens de Lyapunov) ne devra pas être 
onfondue ave


la notion de stabilité d'une méthode numérique, qui 
on
erne la stabilité de l'algorithme

sur un intervalle de temps �xé. On étudie �nalement les di�érentes 
on�gurations

possibles des lignes intégrales au voisinages des points singuliers non dégénérés d'un


hamp de ve
teurs plan.

1. Stabilité des solutions

1.1. Dé�nitions

On 
onsidère le problème de Cau
hy asso
ié à une équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y)

ave
 
ondition initiale y(t0) = z0. On suppose que la solution de 
e problème existe

sur [t0,+∞[.

Dé�nition. Soit y(t, z) la solution maximale de (E) tel que y(t0, z) = z. On dira que

la solution y(t, z0) est stable s'il existe une boule B(z0, r) et une 
onstante C ≥ 0 telles

que

(i) Pour tout z ∈ B(z0, r), t 7→ y(t, z) est dé�nie sur [t0,+∞[ ;

(ii) Pour tous z ∈ B(z0, r) et t ≥ t0 on a

‖y(t, z)− y(t, z0)‖ ≤ C‖z − z0‖.

La solution y(t, z0) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si la 
ondition

(ii') plus forte que (ii) est satisfaite :

(ii') Il existe une boule B(z0, r) et une fon
tion γ : [t0,+∞[→ R+ 
ontinue ave


lim
t→+∞

γ(t) = 0 telles que pour tous z ∈ B(z0, r) et t ≥ t0 on ait

‖y(t, z)− y(t, z0)‖ ≤ γ(t)‖z − z0‖.
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La signi�
ation géométrique de 
es notions de stabilité est illustrée par le s
héma

suivant.

z0

z

z0

z

z0

z

y

t0 t

solution instable

solution stable

solution asympto-

tiquement stable

1.2. Cas d'un système linéaire à 
oe�
ients 
onstants

Nous étudierons d'abord le 
as le plus simple, à savoir le 
as d'un système linéaire sans

se
ond membre

(E) Y ′ = AY, Y =



y1
.

.

.

ym


 , A =



a11 . . . a1m
.

.

.

.

.

.

am1 . . . amm




ave
 yj, aij ∈ C ; le 
as réel peut bien entendu être vu 
omme un 
as parti
ulier du


as 
omplexe. La solution du problème de Cau
hy de 
ondition initiale Y (t0) = Z est

donnée par Y (t, Z) = e(t−t0)A · Z. On a don


Y (t, Z)− Y (t, Z0) = e(t−t0)A · (Z − Z0)

et la stabilité est liée au 
omportement de e(t−t0)A quand t tend vers +∞, dont la

norme |||e(t−t0)A||| doit rester bornée. Distinguons quelques 
as.
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• m = 1, A = (a). On a alors

|e(t−t0)a| = e(t−t0) Re(a).

Les solutions sont stables si et seulement si 
ette quantité reste bornée quand t tend
vers +∞, 
'est-à-dire si Re(a) ≤ 0. De même, les solutions sont asymptotiquement

stables si et seulement si Re(a) < 0, et on peut alors prendre

γ(t) = e(t−t0) Re(a) −−−−−−→
t→ +∞

0.

• m quel
onque. Si A est diagonalisable, on se ramène après un 
hangement linéaire

de 
oordonnées à

Ã =



λ1 0

.

.

.

0 λm




où λ1, . . . , λm désignent les valeurs prores de A. Le système se ramène aux équations

indépendantes y′j = λjyj et admet pour solution

yj(t, Z) = zje
λj(t−t0), 1 ≤ j ≤ m.

Les solutions sont don
 stables si et seulement si Re(λj) ≤ 0 pour tout j et

asymptotiquement stables si et seulement si Re(λj) < 0 pour tout j.

Si A n'est pas diagonalisable, il su�t de regarder 
e qui se passe pour 
haque blo


d'une triangulation de A. Supposons don


A =



λ ∗

.

.

.

0 λ


 = λI +N

où N est une matri
e nilpotente (triangulaire supérieure) non nulle. Il vient alors

e(t−t0)A = e(t−t0)λI · e(t−t0)N

= eλ(t−t0)
m−1∑

k=0

(t− t0)
k

k!
Nk,

don
 les 
oe�
ients de e(t−t0)A sont des produits de eλ(t−t0) par des polyn�mes de

degré ≤ m − 1 non tous 
onstants (
ar N 6= 0, don
 le degré est au moins 1). Si

Re(λ) < 0, les 
oe�
ients tendent vers 0, et si Re(λ) > 0 leur module tend vers +∞

ar la 
roissan
e de l'exponentielle l'emporte sur 
elle des polyn�mes. Si Re(λ) = 0,
on a |eλ(t−t0)| = 1 et par suite e(t−t0)A est non bornée. On voit don
 que les solutions

sont asympotiquement stables si et seulement si Re(λ) < 0 et sinon elle sont instables.

En résumé, on peut énon
er :

Théorème. Soient λ1, . . . , λm les valeurs propres 
omplexes de la matri
e A. Alors

les solutions du système linéaire Y ′ = AY sont

• asymptotiquement stables si et seulement si Re(λj) < 0 pour tout j = 1, . . . , m.

• stables si et seulement si pour tout j, ou bien Re(λj) < 0, ou bien Re(λj) = 0 et le

blo
 
orrespondant est diagonalisable.
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1.3. Petite perturbation d'un système linéaire

On 
onsidère dans Km = Rm ou Cm un système de la forme

(E) Y ′ = AY + g(t, Y )

où g : [t0,+∞[ × Km → Km est une fon
tion 
ontinue. On se propose de montrer

que si la partie linéaire est asymptotiquement stable et si la

〈〈
perturbation

〉〉 g est

su�samment petite, en un sens à pré
iser, alors les solutions de (E) sont en
ore

asymptotiquement stables.

Théorème. On suppose que les valeurs propres 
omplexes λj de A sont de partie

réelle Reλj < 0.

(a) S'il existe une fon
tion k : [t0,+∞[ → R+ 
ontinue telle que lim
t→+∞

k(t) = 0 et

∀t ∈ [t0,+∞[, ∀Y1, Y2 ∈ Km, ‖g(t, Y1)− g(t, Y2)‖ ≤ k(t)‖Y1 − Y2‖,

alors toute solution de (E) est asymptotiquement stable.

(b) Si g(t, 0) = 0 et s'il existe r0 > 0 et une fon
tion 
ontinue k : [0, r0] → R+ telle

que lim
r→0

k(r) = 0 et

∀t ∈ [t0,+∞[, ∀Y1, Y2 ∈ B(0, r), ‖g(t, Y1)− g(t, Y2)‖ ≤ k(r)‖Y1 − Y2‖

pour r ≤ r0, alors il existe une boule B(0, r1) ⊂ B(0, r0) telle que toute solution

Y (t, Z0) de valeur initiale Z0 ∈ B(0, r1) soit asymptotiquement stable.

Démonstration.* Si K = R, on peut toujours étendre le système à Cm en posant par

exemple g̃(t, Y ) = g(t,Re(Y )) pour Y ∈ Cm. On se pla
era don
 dans Cm. Il existe

alors une base (e1, . . . , em) dans laquelle A se met sous forme triangulaire

A =




λ1 a12 . . . a1m

λ2
.

.

.

.

.

.

.

.

. am−1m. . . . . .
0 . . . . . . λm




Posons ẽj = εjej ave
 ε > 0 petit. Il vient

Aẽj = εj(a1je1 + . . .+ aj−1jej−1 + λjej)

= εj−1a1j ẽ1 + . . .+ εaj−1j ẽj−1 + λj ẽj

de sorte que dans la base (ẽj) les 
oe�
ients non diagonaux peuvent être rendus

arbitrairement petits. On supposera don
 qu'on a |aij| ≤ ε, et on pourra 
hoisir ε
aussi petit qu'on veut. Considérons deux solutions Y (t, Z) et Y (t, Z0) :

Y ′(t, Z) = AY (t, Z) + g(t, Y (t, Z)),

Y ′(t, Z0) = AY (t, Z0) + g(t, Y (t, Z0))
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et 
her
hons à évaluer la di�éren
e ∆(t) = Y (t, Z) − Y (t, Z0) en distinguant les deux


as (a) et (b).

(a) Observons dans 
e 
as que f(t, Y ) = AY + g(t, Y ) est lips
hitzienne en Y ave



onstante de Lips
hitz |||A||| + k(t). Le 
ritère V 3.4 montre don
 déjà que toutes les

solutions sont globalement dé�nies sur [t0,+∞[. Nous avons

∆′(t) = A∆(t) + g(t, Y (t, Z))− g(t, Y (t, Z0)),

‖g(t, Y (t, Z))− g(t, Y (t, Z0))‖ ≤ k(t)‖∆(t)‖
Notons (δj(t))1≤j≤m les 
omposantes de ∆(t) et

ρ(t) = ‖∆(t)‖2 =

m∑

j=1

δj(t)δj(t).

Par di�érentiation on obtient

ρ′(t) =
m∑

j=1

δ′j(t)δj(t) + δj(t)δ′j(t) = 2Re

m∑

i=1

δ′j(t)δj(t),

= 2Re(t∆(t)∆′(t))

= 2Re(t∆(t)A∆(t)) + 2Re
(
t∆(t)(g(t, Y (t, Z))− g(t, Y (t, Z0)))

)
.

La deuxième partie réelle est majorée par

2‖∆(t)‖ · ‖g(t, Y (t, Z))− g(t, Y (t, Z0))‖ ≤ 2k(t)‖∆(t)‖2 = 2k(t)ρ(t).

On a par ailleurs

t∆(t)A∆(t) =
m∑

j=1

λj |δj(t)|2 +
∑

i<j

aijδi(t)δj(t),

de sorte que

Re(t∆(t)A∆(t)) ≤
m∑

j=1

(Reλj)|δj(t)|2 +
(∑

i<j

|aij |
)
‖∆(t)‖2.

Comme Re(λj) < 0 par hypothèse et |aij| ≤ ε, il y a un 
hoix de ε tel que

Re(t∆(t)A∆(t)) ≤ −α
m∑

j=1

|δj(t)|2 = −αρ(t)

ave
 α > 0. On obtient alors

ρ′(t) ≤ −2αρ(t) + 2k(t)ρ(t),

ρ′(t)

ρ(t)
≤ −2α+ 2k(t),

ln
ρ(t)

ρ(t0)
≤ −2

∫ t

t0

(α− k(u))du,

ρ(t) ≤ ‖Z − Z0‖2 exp
(
− 2

∫ t

t0

(α− k(u))du
)
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ar ρ(t0) = ‖Z−Z0‖2. On notera que ρ(t) = ‖∆(t)‖2 ne peut s'annuler que si les deux
solutions 
oïn
ident identiquement. En prenant la ra
ine 
arrée, on obtient

‖Y (t, Z)− Y (t, Z0)‖ ≤ γ(t)‖Z − Z0‖
ave


γ(t) = exp
(
−
∫ t

t0

(α− k(u))du
)
.

Comme lim
u→+∞

(α − k(u)) = α > 0, l'intégrale diverge vers +∞ et lim
t→+∞

γ(t) = 0. Les

solutions sont don
 bien asymptotiquement stables.

(b) Ce 
as est un peu plus déli
at 
ar on ne sait pas a priori si toutes les solutions

sont globales ; elles ne le seront d'ailleurs pas en général si Z0 6∈ B(0, r0), vu que les

hypothèses ne 
on
ernent que 
e qui se passe pour Y ∈ B(0, r0). Comme g(t, 0) = 0, on
a toutefois la solution globale Y (t) = 0, 
'est-à-dire que Y (t, 0) = 0 pour t ∈ [t0,+∞[.
De plus on a

‖g(t, Y (t, Z))− g(t, Y (t, Z0))‖ ≤ k(r)‖∆(t)‖,
à 
ondition de supposer que t 7→ Y (t, Z) et t 7→ Y (t, Z0) prennent toutes leurs valeurs
dans B(0, r) ⊂ B(0, r0). Sous 
ette hypothèse, les mêmes 
al
uls que pré
édemment

donnent

ρ(t) ≤ ‖Z − Z0‖2 exp
(
− 2

∫ t

t0

(α− k(r)du
)
,

‖Y (t, Z)− Y (t, Z0)‖ ≤ exp
(
− (t− t0)(α− k(r)

)
‖Z − Z0‖, (∗)

et en parti
ulier pour Z0 = 0 :

‖Y (t, Z)‖ ≤ exp
(
− (t− t0)(α− kr)

)
‖Z‖.

Comme lim
r→0

k(r) = 0, on peut 
hoisir r1 < r0 tel que k(r1) < α, 
'est-à-dire

α − k(r1) > 0. L'inégalité pré
édente montre alors que pour Z ∈ B(0, r1) la so-

lution maximale Y (t, Z) 
ontenue dans la boule ouverte B(0, r1) véri�e les inégalités

‖Y (t, Z)‖ ≤ ‖Z‖ < r1. Cette solution maximale est né
essairement dé�nie globalement

sur [t0,+∞[. Sinon l'intervalle maximal serait un intervalle borné [t0, t1[, né
essaire-
ment ouvert à droite d'après les résultats de V 2.4. Comme la dérivée de t 7→ Y (t, Z)
est majorée par

‖AY + g(t, Y )‖ ≤ (|||A|||+ k(r1))‖Y ‖ ≤M

ave
 M = (|||A|||+ k(r1))r1, la fon
tion Y (t, Z) véri�erait le 
ritère de Cau
hy

lim
t,t′→t1−0

‖Y (t, Z)− Y (t′, Z)‖ = 0.

Elle aurait don
 une limite Y1 = lim
t→t1−0

Y (t, Z) ave
 ‖Y1‖ ≤ ‖Z‖ < r1 et se prolongerait

sur un voisinage à droite de t1 en une solution entièrement 
ontenue dans B(0, r1),

ontradi
tion. Quitte à diminuer en
ore un peu r1, on voit que toute solution Y (t, Z)
ave
 Z ∈ B(0, r1) est globale et entièrement 
ontenue dans B(0, r1). Par 
onséquent (∗)
est satisfaite pour tous t ∈ [t0,+∞[ et Z, Z0 ∈ B(0, r1) ave
 la 
onstante α−k(r1) > 0,

e qui démontre le théorème.
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2. Points singuliers d'un 
hamp de ve
teurs

2.1. Position du problème

On suppose donné un 
hamp de ve
teurs de 
lasse C1
dans un ouvert Ω ⊂ R2

, 
'est-à-

dire une appli
ation

Ω → R2, M =

(
x
y

)
7→ −→

V (M) =

(
f(x, y)
g(x, y)

)

où f, g sont de 
lasse C1
sur Ω. On 
onsidère le système di�érentiel asso
ié

−−→
dM

dt
=

−→
V (M) ⇐⇒

{
x′(t) = f(x(t), y(t))

y′(t) = g(x(t), y(t))
.

Grâ
e au théorème de Cau
hy-Lips
hitz, on sait que par tout point il passe une 
ourbe

intégrale unique. Un problème géométrique intéressant est de dé
rire l'allure de la

famille des 
ourbes intégrales passant au voisinage d'un point M0 donné.

Premier 
as.

−→
V (M0) 6= −→

0 . Dans 
e 
as, l'angle entre

−→
V (M) et

−→
V (M0) tend vers

0 quand M tend vers 0. Par 
onséquent, les tangentes aux lignes intégrables sont

sensiblement parallèles les unes aux autres dans un petit voisinage deM0. Un tel point

M0 est dit régulier :

M

M0 −→
V (M)

−→
V (M0)
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Deuxième 
as.

−→
V (M0) =

−→
0 . On voit alors fa
ilement sur des exemples qu'il y a

plusieurs 
on�gurations possibles pour le 
hamp des tangentes :

−→
V

(
x
y

)
=

(
x
y

)
−→
V

(
x
y

)
=

(
x
−y

)
−→
V

(
x
y

)
=

(
−y
x

)

Si

−→
V (M0) =

−→
0 , on dit que M0 est un point singulier (ou point 
ritique) du 
hamp

de ve
teurs. Un tel point donne évidemment une solution 
onstante M(t) = M0 de

(E). Pour étudier les solutions voisines, on supposera après translation éventuelle de

l'origine des 
oordonnées que M0 = 0. On a alors f(0, 0) = g(0, 0) = 0, de sorte que le
système di�érentiel peut s'é
rire





dx

dt
= f(x, y) = ax+ by + o(|x|+ |y|)

dy

dt
= g(x, y) = cx+ dy + o(|x|+ |y|).

Introduisons la matri
e

A =

(
a b

c d

)
=

(
f ′
x(0, 0) f ′

y(0, 0)

g′x(0, 0) g′y(0, 0)

)
.

Le système di�érentiel 
onsidéré s'é
rit maintenant

dM

dt
= AM +G(M)

ave
 G(0, 0) = G′
x(0, 0) = G′

y(0, 0) = 0. La fon
tion 
ontinue

k(r) = sup
M∈B(0,r)

|||G′(M)|||

tend vers 0 quand r tend vers 0 et le théorème des a

roissements �nis donne

‖G(M1)−G(M2)‖ ≤ k(r)‖−−−−→M1M2‖

pour tous M1,M2 ∈ B(0, r). L'hypothèse (b) du théorème du § 1.3 est don
 satisfaite.
Dire que le pointM0 est asymptotiquement stable signi�e que les lignes intégrales issues

d'un point M1 voisin de M0 
onvergent toutes vers M0 (à peu près uniformément à la

même vitesse) quand le temps tend vers +∞. On peut don
 énon
er :
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Proposition. Pour qu'un point singulier M0 = (x0, y0) soit asymptotiquement stable,

il su�t que les valeurs propres de la matri
e ja
obienne

A =

(
f ′
x(x0, y0) f ′

y(x0, y0)

g′x(x0, y0) g′y(x0, y0)

)

soient de partie réelle < 0.

Remarque. Contrairement au 
as d'un système linéaire, on ne peut pas dé
ider de la

nature du point 
ritique si la matri
e ja
obienne a une valeur propre de partie réelle

nulle. Considérons par exemple le système





dx

dt
= αx3

dy

dt
= βy3

t ∈ [t0,+∞[ = [0,+∞[,

qui admet l'origine 
omme point 
ritique ave
 matri
e ja
obienne A = 0. On voit

fa
ilement que la solution du problème de Cau
hy est

x(t) = x0(1− 2αx20t)
−1/2, y(t) = y0(1− 2 βy20t)

−1/2.

Par 
onséquent l'origine est un point asymptotiquement stable si α < 0 et β < 0,
instable dès que α > 0 ou β > 0. Dans 
e dernier 
as, les solutions ne sont en fait

même pas globalement dé�nies : lorsque α > 0, β ≤ 0 et x0 6= 0, la solution maximale

n'est dé�nie que pour t ∈ [0, 1/(2αx20)[.

Si la matri
e ja
obienne est inversible (valeurs propres 6= 0), le théorème d'inversion

lo
ale montre que la fon
tion M 7→ −→
V (M) dé�nit une bije
tion d'un voisinage de M0

sur un voisinage de 0 ; en parti
ulier, pour M assez voisin et distin
t de M0 on aura−→
V (M) 6= −→

0 , de sorte que M0 est un point singulier isolé. Ce n'est pas toujours le 
as

si la matri
e est dégénérée : le 
hamp

−→
V (x, y) = (x, 0) admet par exemple toute une

droite x = 0 de points singuliers. On ex
lura en général 
es situations qui peuvent être

extrêmement 
ompliquées.

Dé�nition. On dira qu'un point singulier M0 est non dégénéré si

det

(
f ′
x(x0, y0) f ′

y(x0, y0)

g′x(x0, y0) g′y(x0, y0)

)
6= 0.

Nous nous proposons maintenant d'étudier les di�érentes 
on�gurations possibles pour

un point singulier non dégénéré. On verra au 
hapitre XI, § 2.3 que les 
ourbes

intégrales ont tendan
e à ressembler à 
elles du système linéaire dM/dt = AM lorsqu'on

se rappro
he du point 
ritique, tout au moins sur un intervalle de temps [t0, t1] �xé ;

e
i n'est pas né
essairement vrai sur tout l'intervalle [t0,+∞[ (voir § 2.3 pour des

exemples). On se restreindra dans un premier temps au 
as linéaire.
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2.2. Cas d'un 
hamp linéaire de ve
teurs

Considérons le système

dM

dt
= AM,





dx

dt
= ax+ by

dy

dt
= cx+ dy

où A =

(
a b
c d

)
.

On supposera det A 6= 0, de sorte que le 
hamp de ve
teurs

−→
V (M) = AM admet

l'origine pour seul point 
ritique. Comme le 
hamp des tangentes est invariant par les

homothéties de 
entre O, les 
ourbes intégrales se déduisent les unes des autres par

homothéties. Distinguons maintenant plusieurs 
as en fon
tion des valeurs propres de

A.

(a) Les valeurs propres λ1, λ2 de A sont réelles.

• Supposons de plus λ1 6= λ2. Dans 
e 
as la matri
e A est diagonalisable. Après


hangement de base on peut supposer

A =

(
λ1 0

0 λ2

)

et le système se réduit à





dx

dt
= λ1x

dy

dt
= λ2y.

La solution du problème de Cau
hy ave
 M(0) = (x0, y0) est don


{
x(t) = x0e

λ1t

y(t) = y0e
λ2t

de sorte que les 
ourbes intégrales sont les 
ourbes

y = C|x|λ2/λ1 , C ∈ R

et la droite d'équation x = 0. Distinguons deux sous-
as :

∗ λ1, λ2 de même signe et, disons, |λ1| < |λ2|. On a alors λ2/λ1 > 1. On dit qu'on a

a�aire à un n÷ud impropre :
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x

y

x

y

0 < λ1 < λ2

n÷ud impropre instable

λ2 < λ1 < 0

n÷ud impropre stable

∗ λ1, λ2 de signes opposés, par exemple λ1 < 0 < λ2. Il s'agit d'un 
ol (toujours

instable) :

x

y

• Les valeurs propres sont 
onfondues : λ1 = λ2 = λ. Deux 
as sont possibles :

∗ A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les 
ourbes intégrales sont

données par

{
x(t) = x0e

λt

y(t) = y0e
λt,


e sont les droites y = αx et x = 0. On dit qu'on a a�aire à un n÷ud propre :
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x

y

x

y

λ > 0

N÷ud propre instable

λ < 0

N÷ud propre stable

∗ A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matri
e A et le

système s'é
rivent

A =

(
λ 0
1 λ

)
,





dx

dt
= λx

dy

dt
= x+ λy.

Le 
ourbes intégrales sont données par

{
x(t) = x0e

λt

y(t) = (y0 + x0t)e
λt.

Comme toute 
ourbe intégrale ave
 x0 6= 0 passe par un point tel que |x(t)| = 1, on
obtient toutes les 
ourbes intégrales autres que x = 0 en prenant x0 = ±1, d'où





t =
1

λ
ln |x|

y = y0|x|+
x

λ
ln |x|

On dit qu'il s'agit d'un n÷ud ex
eptionnel. Pour 
onstruire les 
ourbes, on tra
era par

exemple d'abord la 
ourbe y = x
λ ln |x| passant par (x0, y0) = (±1, 0). Toutes les

autres s'en déduisent par homothéties.
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x

y

x

y

λ > 0

N÷ud ex
eptionnel instable

λ < 0

N÷ud ex
eptionnel stable

(b) Les valeurs propres de A sont non réelles.

On a des valeurs propres 
omplexes 
onjuguées α+ iβ, α− iβ ave
 disons β > 0, et il
existe une base dans laquelle la matri
e A et le système s'é
rivent

A =

(
α −β
β α

)
,





dx

dt
= αx− βy

dy

dt
= βx+ αy.

La manière la plus rapide de résoudre un tel système est de poser z = x + iy. On

trouve alors

dz

dt
= (α+ iβ)x+ (−β + αi)y = (α+ iβ)(x+ iy) = (α+ iβ)z,

de sorte que la solution générale est

z(t) = z0e
(α+iβ)t = z0e

αteiβt.

En 
oordonnées polaires z = reiθ, l'équation devient

{
r = r0e

αt

θ = θ0 + βt
, soit r = r0e

α
β

(θ−θ0)
.

Il s'agit d'une spirale logarithmique si α 6= 0 et d'un 
er
le si α = 0 (noter que 
e


er
le donne en général graphiquement une ellipse 
ar la base utilisée 
i-dessus n'est

pas né
essairement orthonormée). On dit alors que le point singulier est un foyer,

respe
tivement un 
entre :
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α > 0

Foyer instable

α < 0

Foyer stable

α = 0

Centre

Si α 6= 0, le rapport d'homothétie de deux spires 
onsé
utives de la spirale est e2πα/β.

2.3. Singularités de 
hamps de ve
teurs non linéaires

L'objet de 
e paragraphe est essentiellement de mettre en garde le le
teur 
ontre un


ertain nombre d'idées fausses fréquemment ren
ontrées, en parti
ulier l'idée que les


ourbes intégrales d'un 
hamp de ve
teurs quel
onque au voisinage d'un point singulier

ressemblent toujours à 
elles du système linéaire asso
ié. En fait, 
e n'est en général

pas le 
as lorsque le système linéarisé présente un 
entre, et 
ela peut de même ne pas

être le 
as lorsque 
elui-
i présente un n÷ud. Les deux exemples 
i-dessous illustrent

le phénomène.

Exemple 1. On 
onsidère le système di�érentiel

(S)





dx

dt
= −y − x(x2 + y2)

dy

dt
= x− y(x2 + y2).

L'origine est un point 
ritique non dégénéré, et le système linéaire asso
ié

dx/dt = −y, dy/dt = x présente un 
entre d'après le §2.2. Si l'on passe en 
oor-

données polaires (r, θ) le système (S) devient





r
dr

dt
= x

dx

dt
+ y

dy

dt
= −(x2 + y2)2

dθ

dt
=
x dy
dt − y dxdt
x2 + y2

= 1

⇐⇒





dr

r3
= −dt

dθ = dt


ar rdr = xdx + ydy et xdy − ydx = r2dθ (exer
i
e !). Les 
ourbes intégrales de

l'équation −dr/r3 = dθ sont données par 1/2r2 = θ− θ0, soit r = (2(θ− θ0))
−1/2

pour

θ > θ0. On a i
i θ = t+ C, limθ→+∞ r(θ) = 0. On voit que les 
ourbes intégrales sont

des spirales 
onvergeant vers 0 quand t→ +∞, l'origine est don
 un foyer stable.
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θ = θ0

1 x

Exemple 2. On 
onsidère maintenant le système di�érentiel

(S)





dx

dt
= −x− 2y

ln (x2 + y2)

dy

dt
= −y + 2x

ln (x2 + y2)

sur le disque unité ouvert x2 + y2 < 1. Observons que 2y/ ln (x2 + y2) se prolonge en
une fon
tion de 
lasse C1

au voisinage de (0, 0) : elle admet en e�et une limite égale à

0 à l'origine, ainsi que ses dérivées partielles

−4xy

(x2 + y2)(ln (x2 + y2))2
,

2

ln (x2 + y2)
− 4y2

(x2 + y2)(ln (x2 + y2))2
.

Il en est de même pour le terme 2x/ ln (x2 + y2). L'origine est don
 un point singulier,

et le système linéaire asso
ié dx/dt = −x, dy/dt = −y présente un n÷ud propre. Pour

résoudre (S), on utilise de nouveau les 
oordonnées polaires (r, θ). Il vient





dr

dt
= −x

2 + y2

r
= −r

dθ

dt
=

1

x2 + y2
2x2 + 2y2

ln (x2 + y2)
=

1

ln r
.

La solution du problème de Cau
hy est donnée par

r = r0e
−t avec r0 < 1,

dθ =
dt

ln r0 − t
, θ = θ0 − ln (1− t/ ln r0)

pour une donnée initiale (r0, θ0) en t = 0. La solution est dé�nie sur [ln r0,+∞[ et on a

limt→+∞ r(t) = 0, limt→+∞ θ(t) = −∞. On a i
i en
ore une spirale 
onvergeant vers 0

(
'est peu visible sur le s
héma 
i-dessous 
ar θ tend vers −∞ très lentement). L'origine
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est don
 un foyer stable. Comme limt→ln r0+0 r(t) = 1− et limt→ln r0+0 θ(t) = +∞, la


ourbe s'enroule en spiralant à l'intérieur du 
er
le r = 1 quand t→ ln r0 + 0.

0 1 x

3. Problèmes

3.1. On 
onsidère sur R2
le 
hamp de ve
teurs

−→
V

(
x
y

)
=

(
x2 − y2

2xy

)
.

(a) Déterminer les points 
ritiques.

(b) En posant z = x+ iy, 
al
uler la solution 
orrespondant à la donnée initiale z0 au

temps t = 0.

(
) En déduire que les 
ourbes intégrales sont les deux demi-axes 0x, 0x′ et les 
er
les
passant par l'origine, 
entrés sur l'axe y′0y.

(d) Montrer que les solutions telles que z0 ∈ C\[0,+∞[ sont asymptotiquement stables.

Qu'en est-il si z0 ∈ [0,+∞[ ?

3.2. On étudie dans R2
le système di�érentiel

(S)
d
−→
M

dt
=

−→
V (M)

où

−→
V désigne le 
hamp de ve
teurs qui à tout point M(x, y) ∈ R2

asso
ie le ve
teur

−→
V (M) = (−x2 − y,−x+ y2).
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Déterminer les points 
ritiques du 
hamp de ve
teurs

−→
V . Cal
uler les solutions

t 7→ M̃(t) = (x̃(t), ỹ(t)) du système di�érentiel obtenu en linéarisant

−→
V au voisinage

de 
ha
un des points 
ritiques. Faire un s
héma indiquant l'allure des solutions au

voisinage des points 
ritiques. Ces points sont-ils stables ?

3.3. Mêmes questions pour le 
hamp de ve
teurs

−→
V (x, y) = (−1 + x2 + y2,−x).

3.4. On 
onsidère le 
hamp de ve
teurs dé�ni par

−→
V

(
x
y

)
=




−y + x sin
(

π
x2+y2

)
exp

(
− 1

x2+y2

)

x+ y sin
(

π
x2+y2

)
exp

(
− 1

x2+y2

)




pour (x, y) 6= (0, 0), et par
−→
V (0, 0) =

−→
0 .

(a) Montrer que le 
hamp

−→
V est de 
lasse C∞

sur R2
; on pourra 
ommen
er par

montrer que la fon
tion

t 7→ sin (π/t) exp (−1/t), t > 0,

se prolonge en une fon
tion de 
lasse C∞
sur [0,+∞[.

(b) Montrer que le système di�érentiel dM/dt =
−→
V (M) se ramène à une équation de la

forme dr/dθ = f(r) ; on ne 
her
hera pas à résoudre expli
itement 
ette équation.

En déduire qu'il y a une in�nité de 
er
les 
on
entriques (Ck)k≥1 de rayons Rk
dé
roissant vers 0, qui sont des 
ourbes intégrales du 
hamp.

(
) Étudier la 
onvergen
e des intégrales

∫ Rk

Rk+1
dr/f(r) en 
ha
une des bornes. Montrer

que la 
ourbe intégrale issue d'un point de 
oordonnées polaires (r0, θ0) telles que
Rk+1 < r0 < Rk est une spirale admettant les 
er
les r = Rk et r = Rk+1 
omme

asymptotes. Étudier de même le 
omportement à l'in�ni des 
ourbes intégrales.





Chapitre XI

Équations di�érentielles dépendant d'un paramètre

Étant donné une équation di�érentielle y′ = f(t, y, λ) dépendant d'un paramètre λ, on
se propose d'étudier 
omment les solutions varient en fon
tion de λ. En parti
ulier on

montrera que, sous des hypothèses 
onvenables, les solutions dépendent 
ontinûment

ou di�érentiablement du paramètre λ. Outre l'aspe
t théorique, 
es résultats sont

importants en vue de la méthode dite des perturbations : il arrive fréquemment qu'on

sa
he 
al
uler la solution y pour une valeur parti
ulière λ0, mais pas pour les valeurs

voisines λ ; on 
her
he alors un développement limité de la solution y asso
iée à la valeur
λ en fon
tion de λ−λ0. On montrera que le 
oe�
ient de λ−λ0 est obtenu en résolvant

une équation di�érentielle linéaire, appelée équation

〈〈
linéarisée

〉〉
de l'équation initiale ;


e fait remarquable permet généralement de bien étudier les petites perturbations de

la solution.

1. Dépendan
e de la solution en fon
tion du paramètre

1.1. Notations

Soit U un ouvert de R× Rm × Rp et

f : U → Rm

(t, y, λ) 7→ f(t, y, λ)

une fon
tion 
ontinue. Pour 
haque valeur de λ ∈ Rp, on 
onsidère l'équation

di�érentielle

(Eλ) y′ = f(t, y, λ), (t, y) ∈ Uλ

où Uλ ⊂ R × Rm est l'ouvert des points tels que (t, y, λ) ∈ U . Une donnée initiale

(t0, y0) étant �xée, on note y(t, λ) la solution maximale du problème de Cau
hy relatif

à (Eλ) telle que y(t0, λ) = y0 ; on supposera toujours dans la suite que les hypothèses

assurant l'uni
ité des solutions sont véri�ées. Notre obje
tif est d'étudier la 
ontinuité

ou la di�érentiabilité de y0(t, λ) en fon
tion du 
ouple (t, λ).

Fixons un point (t0, y0, λ0) ∈ U . Comme U est ouvert, 
e point admet un voisinage

(
ompa
t) 
ontenu dans U

V0 = [t0 − T0, t0 + T0]×B(y0, r0)×B(λ0, α0).

On note M = sup
V0

‖f‖. Alors pour tout T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
�xé et pour tout

λ ∈ B(λ0, α0), le 
ylindre

C = [t0 − T, t0 + T ]×B(y0, r0) ⊂ Uλ
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est un 
ylindre de sé
urité pour les solutions de Eλ, d'après les résultats du 
hapitre

V, § 2.1. Le théorème d'existen
e V 2.4 implique :

Proposition. Ave
 les notations pré
édentes, la solution y(t, λ) est dé�nie pour tout

(t, λ) ∈ [t0 − T, t0 + T ]×B(λ0, α0) et elle est à valeurs dans B(y0, r0).

1.2. Continuité

On suppose maintenant de plus que f est lo
alement lips
hitzienne en y, 
'est-à-dire
qu'après avoir éventuellement rétré
i V0, il existe une 
onstante k ≥ 0 telle que

∀(t, λ) ∈ [t0 − T0, t0 + T0]×B(λ0, α0), ∀y1, y2 ∈ B(y0, r0),

‖f(t, y1, λ)− f(t, y2, λ)‖ ≤ k‖y1 − y2‖.

Théorème. Si f est 
ontinue sur U et lo
alement lips
hitzienne en y, alors la solution
y(t, λ) est 
ontinue sur [t0 − T, t0 + T ]×B(λ0, α0).

Démonstration. Remarquons d'abord que

∥∥∥ d
dt

y(t, λ)
∥∥∥ = ‖f(t, y(t, λ), λ)‖ ≤M


ar ‖f‖ ≤M sur V0. Le théorème des a

roissements �nis montre alors que y(t, λ) est
M -lips
hitzienne par rapport à t, 
'est-à-dire que

‖y(t1, λ)− y(t2, λ)‖ ≤M |t1 − t2|

pour tous (t1, λ), (t2, λ) ∈ [t0 − T, t0 + T ] × B(λ0, α0). Par ailleurs, 
omme V0 est


ompa
t, f y est 
onformément 
ontinue et il existe don
 un module de 
ontinuité

η : R+ → R+ tel que

‖f(t, y, λ1)− f(t, y, λ2)‖ ≤ η(‖λ1 − λ2‖)

ave
 lim
u→0+

η(u) = 0. Alors z1(t) = y(t, λ1) est la solution exa
te du problème de Cau
hy

pour l'équation

(Eλ1
) y′ = f(t, y, λ1),

tandis que z2(t) = y(t, λ2) en est une solution ε-appro
hée ave
 ε = η(‖λ1 − λ2‖).
Le lemme de Gronwall V 3.1 montre que

‖z1(t)− z2(t)‖ ≤ ε
ek|t−t0| − 1

k
, d'où

‖y(t, λ1)− y(t, λ2)‖ ≤ ekT − 1

k
η(‖λ1 − λ2‖).
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De 
es inégalités, nous déduisons

‖y(t1, λ1)− y(t2, λ2)‖ ≤ ‖y(t1, λ1)− y(t2, λ1)‖+ ‖y(t2, λ1)− y(t2, λ2)‖

≤M |t1 − t2|+
ekT − 1

k
η(‖λ1 − λ2‖)

et 
omme le se
ond membre tend vers 0 lorsque (t2, λ2) → (t1, λ1), on voit que y(t, λ)
est bien 
ontinue sur [t0 − T, t0 + T ]×B(λ0, α0).

Remarque. La démonstration montre aussi que si f(t, y, λ) est lo
alement lips
hitzi-

enne en λ, alors y(t, λ) est lo
alement lips
hitzienne en (t, λ) : dans 
e 
as, on peut

prendre η(u) = Cu.

1.3. Di�érentiabilité

A�n de simpli�er les notations, on suppose dans un premier temps que λ ∈ R, 
'est-à-
dire que p = 1. Pour deviner les résultats, nous e�e
tuons d'abord un 
al
ul formel en

supposant les fon
tions f et y(t, λ) autant de fois di�érentiables que né
essaire. Comme

y satisfait (Eλ) par hypothèse, on a

∂y

∂t
(t, λ) = f(t, y(t, λ), λ).

Di�érentions 
ette relation par rapport à λ :

∂2y

∂λ∂t
(t, λ) =

m∑

j=1

f ′
yj
(t, y(t, λ), λ)

∂yj
∂λ

(t, λ) + f ′
λ(t, y(t, λ), λ).

En posant u(t) = y(t, λ) et v(t) = ∂y
∂λ (t, λ) il vient

(E′
λ) v′(t) =

m∑

j=1

f ′
yj
(t, u(t), λ)vj(t) + f ′

λ(t, u(t), λ).

On observe que l'équation (E

′
λ) satisfaite par v est linéaire. L'équation (E

′
λ) s'appelle

l'équation di�érentielle linéarisée asso
iée à (Eλ). Par ailleurs v satisfait la 
ondition

initiale

v(t0) =
∂y

∂λ
(t0, λ) = 0,


ar par hypothèse y(t0, λ) = y0 ne dépend pas de λ.

Théorème. On suppose que f est 
ontinue sur U et admet des dérivées partielles f ′
yj

et f ′
λ 
ontinues sur U .

Alors y(t, λ) est de 
lasse C1
sur [t0 − T, t0 + T ] × B(λ0, α0) et admet des dérivées

partielles se
ondes 
roisées 
ontinues

∂

∂λ

∂y

∂t
=

∂

∂t

∂y

∂λ
.
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De plus, si u(t) = y(t, λ), la dérivée partielle v(t) = ∂y
∂λ (t, λ) est la solution de l'équation

di�érentielle linéarisée

(E′
λ) v′(t) =

m∑

j=1

f ′
yj (t, u(t), λ)vj(t) + f ′

λ(t, u(t), λ)

ave
 
ondition initiale v(t0) = 0.

Démonstration.* Les hypothèses entraînent que f est lo
alement lips
hitzienne en

la variable y, don
 on sait déjà que y(t, λ) est 
ontinue. Pour λ1 �xé posons

u1(t) = y(t, λ1) et soit v1(t) la solution de l'équation linéaire

(E′
λ1
) v′1(t) =

m∑

j=1

f ′
yj
(t, u1(t), λ1)v1,j(t) + f ′

λ(t, u1(t), λ1).

ave
 
ondition initiale v1(t0) = 0. Bien entendu, on ne sait pas en
ore que v1(t) =
∂y
∂λ (t, λ1), 
'est justement 
e qu'on veut démontrer. Pour 
ela on 
ompare u(t) = y(t, λ)
et u1(t)+ (λ− λ1)v1(t) et on 
her
he à montrer que la di�éren
e est o(λ− λ1). Posons
don


w(t) = u(t)− u1(t)− (λ− λ1)v1(t).

Par dé�nition de u, u1, v1 il vient

w′(t) = f(t, u(t), λ)− f(t, u1(t), λ1)

−(λ− λ1)




m∑

j=1

f ′
yj
(t, u1(t), λ1)v1,j(t) + f ′

λ(t, u1(t), λ1)


 (∗)

Pour 
haque 
omposante fk, la formule des a

roissements �nis montre que

fk(t, y, λ)− fk(t, y1, λ1) =
m∑

j=1

f ′
k,yj

(t, ỹ, λ̃)(yj − y1,j) + f ′
k,λ(t, ỹ, λ̃)(λ− λ1)

où (ỹ, λ̃) est un point appartenant au segment d'extrémités (y1, λ1) et (y, λ). Si ηk
est un module de 
ontinuité uniforme pour les dérivées partielles f ′

k,yj
et f ′

k,λ sur le


ompa
t V0, l'é
art de 
haque fon
tion entre les points (ỹ, λ̃) et (y1, λ1) est majoré par

ηk(‖ỹ − y1‖+ |λ̃− λ1|) ≤ ηk(‖y − y1‖+ |λ− λ1|).

On peut don
 é
rire

f(t, y, λ)− f(t, y1, λ1) =
m∑

j=1

f ′
yj
(t, y1, λ1)(yj − y1,j)+ f ′

λ(t, y1, λ1)(λ−λ1)+ g(t, y, y1, λ)
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où g(t, y, y1, λ) admet une majoration uniforme

‖g(t, y, y1, λ)‖ ≤ (‖y − y1‖+ |λ− λ1|) η(‖y − y1‖+ |λ− λ1|)

pour un 
ertain module de 
ontinuité η. En substituant y = u(t), y1 = u1(t) dans la
dernière formule, on déduit de (∗) les relations

w′(t) =
m∑

j=1

f ′
yj
(t, u1(t), λ1)(uj(t)− u1,j(t)− (λ− λ1)v1,j(t)) + g(t, u(t), u1(t), λ),

w′(t) =
m∑

j=1

f ′
yj (t, u1(t), λ1)wj(t) + g(t, u(t), u1(t), λ), (∗∗)

ave
 la majoration uniforme

‖g(t, u(t), u1(t), λ)‖ ≤ (C + 1)|λ− λ1| η((C + 1)|λ− λ1|) = o(λ− λ1) ;

en e�et

‖u(t)− u1(t)‖ = ‖y(t, λ)− y(t, λ1)‖ ≤ C|λ− λ1|

d'après la remarque �nale du § 1.2. L'équation (∗∗) est linéaire en w, et don
 K-

lips
hitzienne ave


K = sup
V0

∑

1≤j≤m
‖f ′
yj‖.

Comme u(t0) = u1(t0) = y0 et v1(t0) = 0, on a w(t0) = 0, et par ailleurs w̃(t) ≡ 0
est une solution ε-appro
hée de (∗∗) ave
 ε = o(λ− λ1). Le lemme de Gronwall V 3.1

montre que

‖w(t)‖ = ‖w(t)− w̃(t)‖ ≤ ε
eKT − 1

K
= o(λ− λ1),


'est-à-dire, par dé�nition de w, u, u1 :

‖y(t, λ)− y(t, λ1)− (λ− λ1)v1(t)‖ = o(λ− λ1).

Ce
i signi�e que

∂y
∂λ (t, λ1) existe et 
oïn
ide ave
 v1(t). La fon
tion y admet don
 bien

des dérivées partielles premières

∂y

∂t
(t, λ) = f(t, y(t, λ), λ) et

∂y

∂λ
(t, λ).

La dérivée partielle

∂y
∂t est 
ontinue en (t, λ) puisque y l'est. Par ailleurs v(t, λ) =

∂y
∂λ (t, λ) est la solution ave
 données initiales t0, v0 = 0 de l'équation linéarisée

(E′
λ) v′ = G(t, v, λ) =

m∑

j=1

f ′
yj
(t, y(t, λ), λ)vj + f ′

λ(t, y(t, λ), λ).
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I
i G est 
ontinue en (t, v, λ) et lo
alement lips
hitzienne en v, puisque linéaire en 
ette

variable. Par suite v = ∂y
∂λ

est également 
ontinue en (t, λ), 
e qui implique que y est

de 
lasse C1
. En�n, on a bien

∂

∂t

∂y

∂λ
=

∂

∂t
v(t, λ)

=

m∑

j=1

f ′
yj (t, y(t, λ), λ)

∂yj
∂λ

(t, λ) + f ′
λ(t, y(t, λ), λ)

=
∂

∂λ
(f(t, y(t, λ), λ) =

∂

∂λ

∂y

∂t
(t, λ)

et 
es dérivées partielles se
ondes sont 
ontinues grâ
e à la deuxième ligne.

Généralisation. Le théorème s'étend aisément au 
as où λ ∈ Rp. Il su�t en e�et

de �xer toutes les variables λi sauf une pour 
onstater que

∂
∂λi

∂y
∂t = ∂

∂t
∂y
∂λi

et que

v(t) = ∂y
∂λi

(t, λ) est la solution de l'équation linéarisée

(Eλi
) v′(t) =

m∑

j=1

f ′
yj
(t, u(t), λ)vj(t) + f ′

λi
(t, u(t), λ)

ave
 
ondition initiale v(t0) = 0.

Le fait que y(t, λ) soit en
ore de 
lasse C1
provient de 
e que le théorème de 
ontinuité

du § 1.2 est vrai globalement par rapport à l'ensemble des variables (λ1, . . . , λp) :


elui-
i entraîne la 
ontinuité en (t, λ) des dérivées partielles ∂y/∂λi. Nous étudions

maintenant la di�érentiabilité d'ordre supérieur : nous allons voir qu'elle se déduit

aussit�t par ré
urren
e du 
as de l'ordre un.

Théorème. On suppose que f est de 
lasse Cs et admet des dérivées partielles f ′
yj

et

f ′
λi

de 
lasse Cs. Alors la solution y(t, λ) du problème de Cau
hy relatif à (Eλ) est de

lasse Cs+1

.

Démonstration. Par ré
urren
e sur s. Pour s = 0, il s'agit du théorème pré
édent.

Supposons le résultat déjà démontré à l'ordre s − 1. Alors y(t, λ) est de 
lasse Cs. Il
en est de même de sa dérivée

∂y

∂t
(t, λ) = f(t, y(t, λ), λ).

De plus v(t, λ) = ∂y
∂λi

(t, λ) est la solution de l'équation linéarisée (E

′
λi
), soit

v′ = G(t, v, λ). Comme f ′
yj et f ′

λi
sont de 
lasse Cs, on voit que G est de 
lasse

Cs ; les dérivées G′
vj et G′

λi
sont don
 de 
lasse Cs−1

et l'hypothèse de ré
urren
e

implique que v est de 
lasse Cs. Ce
i montre que y est de 
lasse Cs+1
.
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1.4. Dépendan
e de la solution en fon
tion de la donnée initiale

On désignera i
i par t 7→ y(t, y0, λ) la solution de l'équation di�érentielle

(Eλ) y′ = f(t, y, λ)

de donnée initiale (t0, y0). L'obje
tif est d'étudier la 
ontinuité ou la di�érentiabilité

de y(t, y0, λ) en fon
tion des 3 variables t, y0, λ. Ce
i résoudra du même 
oup le 
as

parti
ulier des solutions y(t, y0) d'une équation di�érentielle (E) sans paramètre.

Pour résoudre 
ette question, on 
onsidère la variable y0 elle-même 
omme un

paramètre et on pose don
 µ = y0. La fon
tion z(t, µ, λ) = y(t, µ, λ) − µ satisfait

alors la 
ondition initiale z(t0, µ, λ) = 0 et l'équation

∂z

∂t
(t, µ, λ) =

∂y

∂t
(t, µ, λ) = f(t, y(t, µ, λ), λ)

= f(t, z(t, µ, λ) + µ, λ).

La fon
tion z(t, µ, λ) est don
 la solution de l'équation di�érentielle

(Eµ,λ) z′ = f(t, z + µ, λ)

ave
 donnée initiale (t0, 0). Les propriétés 
her
hées résultent alors des théorèmes déjà

démontrés, appliqués à l'équation (Eµ,λ) pour le paramètre (µ, λ) ∈ Rm+p
. On peut

don
 énon
er :

Théorème. Si f est de 
lasse Cs et admet des dérivées partielles f ′
yj et f ′

λi
de 
lasse

Cs, alors y(t, y0, λ) est de 
lasse Cs+1
.

1.5. Flot d'un 
hamp de ve
teurs

Considérons un ouvert Ω ⊂ Rm et un 
hamp de ve
teurs M 7→ −→
V (M) de 
lasse Ck

dé�ni sur Ω, k > 1. On appelle équation di�érentielle asso
iée au 
hamp de ve
teurs−→
V l'équation di�érentielle

(E)

−−→
dM

dt
=

−→
V (M).

Si nous représentons le point M par ses 
oordonnées notées y = (y1, . . . , ym), et le


hamp

−→
V par une fon
tion

−→
V (M) = f(y), l'équation devient

(E) y′ = f(y),

il s'agit don
 tout simplement d'une équation di�érentielle dont le se
ond membre

est indépendant du temps. L'ouvert de dé�nition est dans 
e 
as l'ouvert produit

U = R × Ω. Résoudre (E) revient à 
her
her les 
ourbes intégrales (ou orbites) du


hamp de ve
teurs.
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Ω

M0 −→
V (M)

−→
V (M0)

Dans 
ette situation, il y a invarian
e des solutions par translation dans le temps : si

t 7→ y(t) est solution, il en est en
ore de même pour t 7→ y(t + a). Pour un point

M0 = x ∈ Rm donné, 
onsidérons la solution maximale du problème de Cau
hy y(t)
de donnée initiale y(0) = x. D'après le théorème de Cau
hy-Lips
hitz, la solution

maximale est dé�nie un intervalle ouvert 
ontenant le temps 0. On appelle

〈〈
�ot du


hamp de ve
teurs

−→
V 〉〉

l'appli
ation

Φ : R× Ω → Ω, (t, x) 7→ Φ(t, x) = y(t),


'est-à-dire que t 7→ Φ(t, x) est la solution de l'équation

d

dt
Φ(t, x) =

−→
V (Φ(t, x)) ave
 Φ(0, x) = x.

La solution maximale n'est en général dé�nie à x �xé que pour un 
ertain intervalle

ouvert de temps, de sorte que Φ(t, x) n'est dé�ni que sur un 
ertain voisinage ouvert

∆ de {0} ×Ω dans R×Ω. Le fait que le domaine de dé�nition maximal ∆ soit ouvert

dans R × Ω résulte du § 1.1, et d'après le § 1.4, on sait que Φ est une appli
ation de


lasse Ck sur ∆.

Pour que les solutions soient globales et que ∆ = U = R×Ω, un 
omportement adéquat

du 
hamp de ve
teurs

−→
V (M) au voisinage du bord de Ω ; par exemple, si Ω = Rm,

il su�t, d'après le 
ritère de globalité des solutions du 
hapitre V § 3.4, que l'on ait

une 
roissan
e au plus linéaire à l'in�ni ‖f(y)‖ 6 A‖y‖ + B. Pour des raisons qui

vont apparaître tout de suite, on note en général Φt(x) le �ot plut�t que Φ(t, x). Une
propriété immédiate est alors la loi de groupe

(∗) Φt ◦ Φs(x) = Φt+s(x).

Ce
i signi�e pré
isément que si l'on suit une traje
toire à partir d'un point x pendant

le temps s pour atteindre un point Φs(x), puis, à partir de 
e point la même traje
toire

pendant le temps t pour atteindre Φt(Φs(x)), 
ela revient au même que de suivre la
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traje
toire pendant le temps s+ t. Formellement, on a besoin du théorème d'uni
ité de

Cau
hy-Lips
hitz pour pouvoir 
on
lure. On voit que t 7→ Φt est un homomorphisme

du groupe additif (R,+) dans le groupe Diffk(Ω) des Ck di�éomorphismes de Ω : on a

en e�et

Φt ◦ Φ−t = Φ−t ◦ Φt = Φ0 = IdΩ,

par suite Φt est un C
k
-di�éomorphisme d'inverse Φ−t.

Dans le 
as où les solutions ne sont plus globales, l'existen
e globale de Φt ∈ Diffk(Ω)
n'est pas assurée, mais Φt(x) 
ontinue à exister en temps petit, et la loi de groupe (∗)
est en
ore valable là où les appli
ations sont dé�nies, don
 au moins dans un voisinage

de {0}×Ω. L'exer
i
e 3.4 donne quelques 
ritères supplémentaires pour que le �ot soit

globalement dé�ni.

Le théorème de régularité du �ot est l'un des points de départ de résultats plus globaux


omme le théorème de Poin
aré-Bendixson, que nous nos 
ontenterons d'énon
er. Pour

plus de détails, nous invitons le le
teur à approfondir la très vivante bran
he des

mathématiques 
onnue aujourd'hui sous le nom de théorie des systèmes dynamiques.

Théorème de Poin
aré-Bendixson. Soit M 7→ −→
V (M) un 
hamp de ve
teurs de


lasse C1
dans un ouvert Ω du plan. On suppose qu'il existe un 
ompa
t K ⊂ Ω ne


ontenant au
un zéro du 
hamp de ve
teurs

−→
V et stable par le �ot Φt pour t > 0 [
e

qui implique que Φt(x) est dé�ni pour tout x ∈ K et tout t > 0 ]. Alors K est 
onstitué

d'une orbite périodique du �ot.

2. Méthode des petites perturbations

2.1. Des
ription de la méthode

On 
onsidère une équation di�érentielle

(Eλ) y′ = f(t, y, λ)

dépendant d'un paramètre λ ; on prendra pour simpli�er λ ∈ R. On suppose que f est


ontinue ainsi que ses dérivées partielles f ′
yj et f

′
λ. Soit y(t, λ) la solution maximale du

problème de Cau
hy satisfaisant la 
ondition initiale y(t0, λ) = y0(λ) ; y0 peut don


dépendre i
i de λ ; on supposera que y0(λ) est de 
lasse C
1
.

On suppose 
onnue une solution parti
ulière u(t) = y(t, λ0) 
orrespondant à une


ertaine valeur λ0 du paramètre. L'obje
tif est d'étudier les petites perturbations

de la solution, 
'est-à-dire les solutions y(t, λ) asso
iées à des valeurs λ voisines de

λ0. Ce
i 
orrespond à une situation physique très 
ourante, dans laquelle on 
onnaît

la solution théorique idéale d'un problème et pour laquelle on 
her
he la solution

réelle tenant 
ompte de petites perturbations plus ou moins 
omplexes. En général,

on ne sait pas 
al
uler la solution exa
te y(t, λ) pour λ 6= λ0. Les résultats des

§ 1.3, 1.4 montrent que y(t, λ) est de 
lasse C1
et on 
her
he don
 une approximation

au premier ordre

y(t, λ) = y(t, λ0) + (λ− λ0)
∂y

∂λ
(t, λ0) + o(λ− λ0)

= u(t) + (λ− λ0)v(t) + o(λ− λ0)
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où v(t) = ∂y
∂λ (t, λ0) est à déterminer. On sait que v est la solution de l'équation

linéarisée

(E′
λ0
) v′(t) =

m∑

j=1

f ′
yj (t, u(t), λ0)vj(t) + f ′

λ(t, u(t), λ0),

la 
ondition initiale s'é
rivant i
i

v(t0) =
∂y

∂λ
(t0, λ0) = y′0(λ0).

Comme (E′
λ0
) est linéaire, la résolution est en prin
ipe plus fa
ile que 
elle de (Eλ).

Nous allons maintenant donner des exemples 
on
rets de la méthode.

2.2. Perturbation d'un 
hamp de ve
teurs

Considérons dans le plan le 
hamp de ve
teurs

M = (x, y) 7→ −→
V (M) = (−y, x).

Les lignes intégrales du 
hamp t 7→ (x(t), y(t)) sont les solutions du système di�érentiel

d
−→
M

dt
=

−→
V (M)





dx

dt
= −y

dy

dt
= x.

On résout 
e système 
omme au 
hapitre X, § 2.2(b) en posant z = x+ iy. Le système

se ramène alors à l'équation dz/dt = iz, de sorte que la solution du problème de Cau
hy

ave
 donnée initiale z0 = x0 + iy0 est z = z0e
it
. Les lignes de 
hamp sont les 
er
les


entrés en 0.

On suppose maintenant que le 
hamp de ve
teurs subit une petite perturbation de la

forme

M = (x, y) 7→ −→
Vλ(M) = (−y, x) + λ(a(x, y), b(x, y))

où a, b sont de 
lasse C1
et où λ ∈ R est petit. On aboutit don
 au système di�érentiel

(Eλ)





dx

dt
= −y + λ a(x, y)

dy

dt
= x+ λ b(x, y)

⇐⇒ dz

dt
= iz + λA(z) (∗)

ave
 A(z) = a(x, y) + ib(x, y). Notons z(t, λ) la solution telle que z(0, λ) = z0.
On sait que z(t, 0) = z0e

it
et on aimerait avoir une approximation de z(t, λ) quand

λ est petit. É
rivons

z(t, λ) = z(t, 0) + λ
∂z

∂λ
(t, 0) + o(λ).
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Grâ
e à une di�érentiation de (∗) par rapport à λ, il vient

∂

∂t

∂z

∂λ
=

∂

∂λ

∂z

∂t
=

∂

∂λ
(iz + λA(z))

= i
∂z

∂λ
+A(z) + λ

∂

∂λ
(A(z(t, λ))).

Par 
onséquent v(t) = ∂z
∂λ

(t, 0) satisfait l'équation

(E′
0)

dv

dt
= iv + A(z(t, 0)) = iv +A(z0e

it)

ave
 
ondition initiale v(0) = ∂z
∂λ (0, 0) = 0. Cette équation se résout par variation des


onstantes en posant v(t) = C(t)eit. Il vient

C′(t)eit + iC(t)eit = iC(t)eit +A(z0e
it),

soit C′(t) = e−itA(z0eit). Comme C(0) = v(0) = 0, on obtient

C(t) =

∫ t

0

e−iuA(z0e
iu)du,

v(t) = C(t)eit =

∫ t

0

ei(t−u)A(z0e
iu)du,

z(t, λ) = z0e
it + λ

∫ t

0

ei(t−u)A(z0e
iu)du+ o(λ).

Ce
i se 
al
ule fa
ilement dès que a(x, y) et b(x, y) sont des polyn�mes par exemple.

Néanmoins, même dans 
e 
as, il est généralement impossible d'expli
iter la solution

exa
te de l'équation non linéarisée.

2.3. Courbes intégrales d'un 
hamp de ve
teurs au voisinage d'un point

singulier

Soit M 7→ −→
V (M) un 
hamp de ve
teurs de 
lasse Cs, s ≥ 1, sur un ouvert Ω du plan.

On se pla
e au voisinage d'un point singulier qu'on suppose 
hoisi 
omme origine des


oordonnées pour simpli�er. On a don


−→
V (0) =

−→
0 , et 
omme au 
hapitre X § 2.1, le

système di�érentiel va s'é
rire

(E)
dM

dt
=

−→
V (M),





dx

dt
= ax+ by + g(x, y)

dy

dt
= cx+ dy + h(x, y)

où

(
a b
c d

)
est la matri
e des dérivées partielles (

−→
V ′
x(0, 0),

−→
V ′
y(0, 0)) et où g, h s'annulent

ainsi que leurs dérivées partielles premières au point (0, 0). Les fon
tions g, h sont par

hypothèse dé�nies sur une 
ertaine boule B(0, r0).
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On 
her
he à 
omparer l'allure des 
ourbes intégrales situées près de l'origine lorsqu'on

e�e
tue des

〈〈
grossissements su

essifs

〉〉
(observation à l'÷il nu, à la loupe puis au

mi
ros
ope...). Autrement dit, on veut 
omparer la 
ourbe issue d'un point M0 et la


ourbe issue du point λM0 (ave
 λ petit), lorsque 
es 
ourbes sont ramenées à la même

é
helle. Pour grossir la deuxième 
ourbe dans le rapport 1/λ, on e�e
tue le 
hangement

de 
oordonnées X = x/λ, Y = y/λ. Dans 
es nouvelles 
oordonnées, l'équation du

système devient

(Eλ)





dX

dt
= aX + bY +

1

λ
g(λX, λY )

dY

dt
= cX + dY +

1

λ
h(λX, λY ).

La solution de (Eλ) de valeur initiale (X0, Y0) en t = 0, 
orrespond à la solution de (E)

de valeur initiale (x0, y0) = (λX0, λY0). Vu les hypothèses, les fon
tions

G(X, Y, λ) =
1

λ
g(λX, λY )

H(X, Y, λ) =
1

λ
h(λX, λY )

sont dé�nies et de 
lasse Cs sur B(0, r0)×]0, 1] et se prolongent par 
ontinuité en λ = 0
en posant G(X, Y, 0) = H(X, Y, 0) = 0. Ce prolongement est en fait de 
lasse Cs−1

sur

B(0, r0)× [0, 1] 
ar

G(X, Y, λ) =

∫ 1

0

(Xg′x(uλX, uλY ) + Y g′y(uλX, uλY ))du =

[
1

λ
g(uλX, uλY )

]u=1

u=0

.

Si s = 1, les fon
tions G, H sont bien lips
hitziennes en X, Y (ave
 la même 
onstante

de Lips
hitz que g et h). La solution (X(t, λ), Y (t, λ)) du problème de Cau
hy est don



ontinue, et pour s ≥ 1 elle est de 
lasse Cs−1
par rapport à (t, λ), borne λ = 0 in
luse.

En parti
ulier :

Proposition. Lorsque λ tend vers 0, la solution de (Eλ) de valeur initiale (X0, Y0)

onverge vers la solution du système linéaire

(E)





dX

dt
= aX + bY

dY

dt
= cX + dY.

Bien entendu, les méthodes pré
édentes permettent aussi d'avoir un développement

limité à l'ordre 1 de la solution de (Eλ) au voisinage de λ = 0, 
omme on l'a vu au

§ 2.2.
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2.4. Os
illations du pendule simple

On étudie les os
illations d'un pendule pon
tuel de masse m suspendu à un �l de

longueur l. L'équation du mouvement a été établie au paragraphe VI 4.2(
) :

θ′′ = −g
l

sin θ,

où θ désigne l'angle fait par le �l ave
 la verti
ale. On suppose i
i qu'on la
he le pendule

au temps t = 0 à partir de l'élongation maximale θ = θm ave
 vitesse initiale nulle.

Lorsque θm est petit, on fait habituellement l'approximation sin θ ≃ θ, d'où

θ′′ = −ω2θ avec ω2 =
g

l
.

La solution 
her
hée est alors 
lassiquement

θ(t) = θm cos ωt.

Néanmoins, 
e
i n'est pas rigoureusement exa
t, et on aimerait 
onnaître l'erreur


ommise. Pour 
ela, on pose θ(t) = θmy(t), de sorte que y est la solution de l'équation

y′′ = −ω2 sin θmy

θm

ave
 
ondition initiales y(0) = 1, y′(0) = 0. Le développement en série de sin θmy
donne

sin θmy

θm
= y − 1

6
θ2my

3 +
1

120
θ4my

5 − . . .+ (−1)n
1

(2n+ 1)!
θ2nm y2n+1 + . . . = ϕ(y, λ)

où λ = θ2m et où

ϕ(y, λ) = y − 1

6
λy3 + . . .+ (−1)n

1

(2n+ 1)!
λny2n+1 + . . .

est une fon
tion de 
lasse C∞
. La solution y(t, λ) de l'équation

(Eλ) y′′ = −ω2ϕ(y, λ)

est don
 de 
lasse C∞
(on notera que tous les résultats du paragraphe 1 sont en
ore vrais

pour des équations d'ordre ≥ 2, puisque 
es équations sont équivalentes à des systèmes

d'ordre 1). On a ϕ(y, 0) = y et y(t, 0) = cos ωt. Pour obtenir un développement limité

de y(t, λ) lorsque λ est petit, on dérive (Eλ) par rapport à λ, 
e qui donne

∂2

∂t2

(∂y
∂λ

)
=

∂

∂λ

∂2y

∂t2
=

∂

∂λ
(−ω2ϕ(y, λ))(E′

λ)

= −ω2
(
ϕ′
y(y, λ)

∂y

∂λ
+ ϕ′

λ(y, λ)
)
.
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On a ϕ′
y(y, 0) = 1 et ϕ′

λ(y, 0) = −1
6 y

3
, de sorte que la fon
tion v(t) = ∂y

∂λ (t, 0) satisfait
l'équation

v′′(t) = −ω2
(
v(t)− 1

6
y(t, 0)3

)

= −ω2v(t) +
1

6
ω2 cos3 ωt.

Comme y(0, λ) = 1 et ∂y/∂t(0, λ) = 0 pour tout λ, les 
onditions initiales sont

v(0) = v′(0) = 0. La solution générale du système sans se
ond membre est

v(t) = α cos ωt+ β sin ωt.

On applique alors la méthode de variation des 
onstantes ave


v(t) = α(t) cos ωt+ β(t) sin ωt.

D'après le 
hapitre VII § 3.3, 
e
i 
onduit au système




α′(t) cos ωt+ β′(t) sin ωt = 0

α′(t)(−ω sin ωt) + β′(t)ω cos ωt =
1

6
ω2 cos3 ωt

d'où 



α′(t) = −ω
6

cos3 ωt sin ωt

β′(t) =
ω

6
cos4 ωt =

ω

48
(3 + 4 cos 2ωt+ cos 4ωt),





α(t) = α0 +
1

24
cos4 ωt

β(t) = β0 +
1

48
(3ωt+ 2 sin 2ωt+

1

4
sin 4ωt).

Les 
onditions initiales v(0) = α(0) = 0 et v′(0) = α′(0) + ωβ(0) = 0 donnent

α(0) = β(0) = 0, don
 α0 = − 1
24 , β0 = 0 et

v(t) =
1

24
(cos4 ωt− 1) cos ωt+

1

48
(3ωt+ 2 sin 2ωt+

1

4
sin 4ωt) sin ωt

=
1

16

(
ωt+

1

6
sin 2ωt

)
sin ωt,

y(t, λ) = cos ωt+
λ

16
(ωt+

1

6
sin 2ωt) sin ωt+O(λ2).

Cher
hons maintenant à partir de là l'in�uen
e de l'élongation maximale θm sur

la période des os
illations [on a vu au 
hapitre VI, 2.4 
) que les solutions de

faible amplitude étaient périodiques ; 
e
i n'est pas 
ontradi
toire ave
 le fait que le

développement limité de y(t, λ) 
i-dessus soit non périodique, à 
ause du terme O(λ2)
dépendant de t et lui-même non périodique℄. Soit T (λ) la période, de sorte que 1

4
T (λ)


orrespond au plus petit t > 0 tel que y(t, λ) = 0, 
'est-à-dire y
(

1
4
T (λ), λ

)
= 0. Le
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théorème des fon
tions impli
ites montre que 
ette équation dé�nit une fon
tion T (λ)
de 
lasse C∞

pour λ petit, 
ar

T (0) =
2π

ω
,

∂y

∂t

(1
4
T (0), 0

)
= −ω sin ωt

∣∣∣
t= 1

4
T (0)

= −ω 6= 0.

Par di�érentiation de l'équation en λ = 0, on trouve de plus

1

4
T ′(0)

∂y

∂t

(1
4
T (0), 0

)
+
∂y

∂λ

(1
4
T (0), 0

)
= 0

ave


∂y

∂λ

(1
4
T (0), 0

)
= v
( π
2ω

)
=

π

32
,

d'où

1

4
T ′(0)(−ω) + π

32
= 0, T ′(0) =

π

8ω
,

T (λ) = T (0) + λT ′(0) +O(λ2)

=
2π

ω

(
1 +

1

16
λ+O(λ2)

)
.

On retrouve ainsi l'approximation bien 
onnue

T (θ2m) = 2π

√
l

g

(
1 +

1

16
θ2m +O(θ4m)

)
.

Cette approximation pourrait également se retrouver de manière dire
te à partir de la

relation exa
te

T =

√
8l

g

∫ θm

0

dϕ√
cosϕ− cos θm

,

qui résulte des formules obtenues au 
hapitre VI 4.2 
). Exer
i
e pour le le
teur !

3. Problèmes

3.1. On 
onsidère une équation di�érentielle d'ordre p

(Eλ) y(p) = f(t, y, y′, . . . , y(p−1), λ)

dépendant d'un paramètre λ, où f est dé�nie et 
ontinue sur un ouvert U de

R× (Rm)p × Rq.

(a) On suppose que f(t, Y, λ) est de 
lasse Ck sur U et qu'elle admet des dérivées

partielles de 
lasse Ck par rapport à 
ha
une des 
omposantes de Y et λ. On note

y(t, y0, y1, . . . , yp−1, λ)

la solution de (Eλ) satisfaisant les 
onditions initiales

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y
(p−1)(t0) = y0.
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Montrer que 
ette solution y est de 
lasse Ck+1
par rapport à l'ensemble des

variables t, yj, λ, de même que ses dérivées partielles ∂y/∂t, . . . , ∂p−1y/∂tp−1
.

[Indi
ation : se ramener au 
as d'un système d'ordre 1℄.

(b) On suppose i
i que λ ∈ R. Soit u(t, λ) la solution satisfaisant la 
ondition initiale

∂ku

∂tk
(t0, λ) = yk(λ), 0 ≤ k ≤ p− 1

où y0(λ), . . . , yp−1(λ) sont de 
lasse C1
au moins en λ. Montrer que v(t, λ) =

∂u/∂λ(t, λ) est la solution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre p dont on

pré
isera les 
onditions initiales.

(
) Appli
ation : É
rire l'équation du (b) pour y′′ = eλty2 + λy′, ave
 les 
onditions
initiales y(0) = e−λ, y′(0) = cosh 2λ.

3.2. On s'intéresse i
i au 
omportement des 
ourbes intégrales passant par un point

voisin de l'origine, pour le système (S) de l'exer
i
e X 3.2. Pour tout λ > 0, on note

t 7→M(t, λ) = (x(t, λ), y(t, λ))

la solution maximale de (S) qui passe par le point de 
oordonnées (λ, 0) au temps t = 0.

(a) Déterminer la solution t 7→ (x̃(t), ỹ(t)) du système linéarisé au voisinage de

l'origine, qui passe par le point (1, 0) au temps t = 0.

(b) A l'aide d'une homothétie 
onvenable et des méthodes du 
hap. XI, montrer que

M(t, λ) admet un développement limité de la forme

M(t, λ) = (λx̃(t) + λ2u(t) +O(λ3), λỹ(t) + λ2v(t) +O(λ3))

où u, v sont des fon
tions que l'on expli
itera.

3.3. L'objet de 
e problème est d'étudier les lignes de 
hamp 
réées dans un plan par un

dip�le éle
trique (par exemple une molé
ule polarisée telle que le 
hlorure d'hydrogène).

Le plan est rapporté au repère orthonormé dire
t (O ; ~i,~j), où O est la position du

dip�le (supposé pon
tuel), et (O ; ~i) l'axe du dip�le. Si M est un point quel
onque

distin
t de O, on note (r, θ) les 
oordonnées polaires de M relativement au repère

(O ; ~i,~j). On asso
ie à M le ve
teur radial ~u = cos θ · ~i + sin θ · ~j et le ve
teur

orthoradial ~v = − sin θ ·~i + cos θ · ~j. On admettra que le potentiel éle
trique V (M)

réé par le dip�le en tout point M 6= O est donné par

V (M) =
cos θ

r2
.

(a) On rappelle les formules

d
−→
M = dr · ~u+ rdθ · ~v,

−−→
gradV =

∂V

∂r
· ~u+

1

r

∂V

∂θ
· ~v.
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Évaluer le 
hamp éle
trique

−→
E = −−−→

grad V 
réé par le dip�le.

Déterminer l'équation r = ϕ(θ) de la ligne de 
hamp (
ourbe intégrale du 
hamp

de ve
teurs

−→
E ) passant par le point de 
oordonnées polaires (r0, θ0) ave
 r0 > 0

et θ0 = π
2 .

(b) Le dip�le est supposé pla
é dans un 
hamp éle
trique ambiant 
onstant

−→
E 0 = λ~j,

d'intensité très faible par rapport à son 
hamp propre

−→
E .

(α) É
rire l'équation di�érentielle

dr
dθ

= f(r, θ, λ) des lignes de 
hamp relatives au


hamp

−→
E +

−→
E 0. Cal
uler le développement limité à l'ordre 1 de f(r, θ, λ) en

fon
tion de λ.

(β) On note r = ψ(θ, λ) l'équation polaire de la ligne de 
hamp passant par le

point

(
r0,

π
2

)
[on ne 
her
hera pas à évaluer ψ℄.

Montrer que w(θ) = ∂ψ
∂λ

(θ, 0) satisfait à une équation di�érentielle linéaire.

En déduire le développement limité à l'ordre 1 de ψ(θ, λ) en fon
tion de λ.

3.4. Soit Ω un ouvert de Rm et M 7→ −→
V (M) un 
hamp de ve
teurs de 
lasse C1

sur

Ω. On 
onsidère le �ot asso
ié à l'équation di�érentielle

(E)

−−→
dM

dt
=

−→
V (M).

Montrer que toute solution maximale de (E) est globale dans les trois 
as suivants :

(a) Ω = Rm et

−→
V satisfait à l'in�ni la 
ondition

−→
V (M) · −−→OM 6 ‖−−→OM‖ϕ(‖−−→OM‖)

où ϕ : [0,+∞[ → R est une fon
tion 
ontinue, 
roissante et positive telle que∫ +∞
1

dt/ϕ(t) = +∞.

Indi
ation: majorer v(‖−−→OM‖) où v(t) =
∫ t
1
du/ϕ(u) à l'aide d'un raisonnement de

type lemme de Gronwall.

(b) Ω est un ouvert borné et on a la 
ondition ‖−→V (M)‖ 6 ϕ(d(M, ∂Ω)) ave


ϕ : ]0,+∞[ → R 
ontinue, 
roissante et positive telle que

∫ 1

0
dt/ϕ(t) = +∞ (et

don
 telle que limt→0+
ϕ(t) = 0).

Indi
ation: majorer v(d(M, ∂Ω)) où v(t) =
∫ 1

t
du/ϕ(u).

(
) Ω est un ouvert borné à bord régulier de 
lasse C1
, et M 7→ −→

V (M) se prolonge

en 
hamp de ve
teurs de 
lasse C1
sur Ω tel que

−→
V (M) soit tangent à ∂Ω en tout

point du bord.
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Formulaire et prin
ipaux résultats

Chapitre I : Cal
uls numériques appro
hés

Soit ε la pré
ision relative de l'expression appro
hée des nombres réels sur le 
al
ulateur

utilisée. Les erreurs d'arrondi sur les opérations arithmétiques véri�ent

∆(x+ y) ≤ ∆x+∆y + ε(|x|+ |y|),
∆(xy) ≤ |x|∆y + |y|∆x+ ε|xy|.

Si la sommation sn = x1 + x2 + . . .+ xn est 
al
ulée par ordre 
roissant d'indi
e et si

∆xi = 0, alors

∆(sn) ≤ ε(|xn|+ 2|xn−1|+ . . .+ (n− 1)|x2|+ (n− 1)|x1|),
∆(xα1

1 xα2

2 . . . xαn
n ) ≤ ε(|α1|+ . . .+ |αn| − 1)|xα1

1 xα2

2 . . . xαn
n |.

Chapitre II : Approximation polynomiale des fon
-

tions numériques

Polyn�me d'interpolation de Lagrange de f : [a, b] → R en des points

x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] :

pn(x) =
n∑

i=0

f(xi)li(x), li(x) =
∏

j 6=i

x− xj
xi − xj

.

Formule d'erreur :

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
πn+1(x)f

(n+1)(ξx)

πn+1(x) =
n∏

i=0

(x− xi), ξx ∈ ] min(x, xi),max(x, xi)[.avec

Di�éren
es divisées :

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
,

pn(x) = f(x0) +
n∑

k=1

f [x0, x1, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1).
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Formule de Newton (pas 
onstant h = b−a
n ) :

xi = a+ ih, fi = f(xi), ∆kfi = ∆k−1fi+1 −∆k−1fi,

pn(x) =

n∑

k=0

∆kf0
s(s− 1) . . . (s− k + 1)

k!
où x = a+ sh.

Polyn�mes de T
heby
hev :

tn(x) = cos (n Arccos x), x ∈ [−1, 1],
{
t0(x) = 1, t1(x) = x

tn+1(x) = 2x tn(x)− tn−1(x), n ≥ 1.

Points d'interpolation de T
heby
hev ( = ra
ines de tn+1) :

xi = cos
2i+ 1

2n+ 2
π, 0 ≤ i ≤ n.

Estimation de |πn+1(z)|, z ∈ C ave
 xi = a+ ih, h = b−a
n :

On pose δn(z) = min |z − xi| et A(z) = exp

(
1

b− a

∫ b

a

ln |z − x|dx
)
. Alors il existe

des 
onstantes C1, C2 > 0 indépendantes de n telles que

C1δn(z)A(z)
n ≤ |πn+1(z)| ≤ C2nδn(z)A(z)

n.

Meilleure approximation uniforme : si f ∈ C([a, b]), le polyn�me qn de degré n
minimisant la distan
e uniforme ‖f − qn‖ existe et est unique. Il est 
ara
térisé par la

propriété que f − qn équios
ille sur au moins n+ 2 points de [a, b].

Théorème de Ja
kson : soit f ∈ C([a, b]). Si ωf est le module de 
ontinuité de f et

si pn est le polyn�me d'approximation de Ja
kson de f de degré n, on a

‖f − pn‖ ≤ 3ωf

(b− a

n

)
.

Constante de Lebesgue : Λn = sup
x∈[a,b]

n∑

i=0

|li(x)|.

Si Ln(f) = pn =

n∑

i=0

f(xi)li, on a

‖f − Ln(f)‖ ≤ (1 + Λn)‖f − qn‖.

Si les xi sont équidistants, on a Λn ∼ 2n+1

en ln (n)
.
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Si les xi sont les points de T
heby
hev, on a Λn ∼ 2
π ln (n).

Polyn�mes orthogonaux. Formule de ré
urren
e :

pn(x) = (x− λn)pn−1(x)− µnpn−2(x), n ≥ 2

ave
 λn = 〈xpn−1, pn−1〉/‖pn−1‖22, µn = ‖pn−1‖22/‖pn−2‖22, 1 ≤ j ≤ l.

Polyn�mes de meilleure approximation quadratique :

rn(x) =
n∑

k=0

〈f, pk〉
‖pk‖22

pk(x).

Chapitre III : Intégration numérique

Méthodes de Newton-Cotes d'indi
e l :

∫ β

α

f(x)dx ≃
k−1∑

i=0

(αi+1 − αi)
l∑

j=0

ωjf(ξi,j)

ave
 ξi,j = αi + j · αi+1−αi

l
, 1 ≤ j ≤ l.

∗ l = 1 : méthodes des trapèzes ω0 = ω1 = 1
2 (ordre 1).

erreur : − 1
12
h2f ′′(ξ)(β − α) si le pas est 
onstant.

∗ l = 2 : méthode de Simpson ω0 = ω2 = 1
6 , ω1 = 4

6 (ordre 3).

erreur : − 1
2880

h4f (4)(ξ)(β − α).

∗ l = 4 : méthode de Boole-Villar
eau

ω0 = ω4 = 7
90
, ω1 = ω3 = 16

45
, ω2 = 2

15
(ordre 5).

erreur : − 1
1 935 360

h6f (6)(ξ)(β − α).

Formule de Taylor ave
 reste intégral :

f(x) =
N∑

k=0

1

k!
f (k)(α)(x− α)k +

∫ β

α

1

N !
(x− t)N+f

(N+1)(t)dt.

Noyau de Peano d'une méthode d'ordre N :

Si E(f) =

∫ β

α

f(x)w(x)dx−
l∑

j=0

λjf(xj) est l'erreur d'intégration, alors

KN (t) = E(x 7→ (x− t)N+ ), t ∈ [α, β],

E(f) =
1

N !

∫ β

α

KN (t)f (N+1)(t)dt.
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Si KN est de signe 
onstant, alors

E(f) =
1

N !
f (N+1)(ξ)

∫ β

α

KN (t)dt, ξ ∈ ]α, β[.

Noyau de Peano d'une méthode 
omposée. Si la méthode élémentaire est d'ordre

N et admet kN pour noyau de Peano sur [−1, 1], le noyau de Peano 
omposé est donné

par

KN (t) =
(hj
2

)N+1

kN

(
2

hj

(
t− αj + αj+1

2

))
, t ∈ [αj , αj+1].

Méthodes de Gauss :

∫ β

α

f(x)w(x)dx ≃
l∑

j=0

λjf(xj)

ave
 x0, . . . , xl ∈ ]α, β[ ra
ines du polyn�me orthogonal pl+1

λi =

∫ β

α

Li(x)w(x)dx, Li(x) =
∏

j 6=i

x− xj
xi − xj

.

La méthode est d'ordre N = 2l + 1, et l'erreur est donnée par

E(f) =
f (2l+2)(ξ)

(2l + 2)

∫ β

α

πl+1(x)
2w(x)dx.

Polyn�mes de Bernoulli : ils sont dé�nis par ré
urren
e par





B1(x) = x− 1
2

si x ∈ [0, 1[,

B′
p = pBp−1(x) sur [0, 1[ pour p ≥ 2,
∫ 1

0

Bp(x)dx = 0,

Bp périodique de période 1 sur R.

Bp(x) = −p!
∑

n∈Z∗

e2πinx

(2πin)p
.

Nombres de Bernoulli :

b0 = 1, b1 = −1

2
, bp = Bp(0) si p ≥ 2.




b2k =

2(−1)k−1(2k)!

(2π)2k

+∞∑

n=1

1

n2k
si k ≥ 1,

b2k+1 = 0 si k ≥ 1.
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|B2k(x)| ≤ |b2k|,

Bp(x) =

p∑

m=0

Cmp bmx
p−m, Bp(1− x) = (−1)pBp(x),

C2k
2k+1b2k + C2k−2

2k+1 b2k−2 + . . .+ C2
2k+1b2 + C1

2k+1b1 + 1 = 0,

b2 =
1

6
, b4 = − 1

30
, b6 =

1

42
, b8 = − 1

30
, b10 =

5

66
.

Formule d'Euler-Ma
laurin : Pour f ∈ C2k([α, β]), ave
 α, β ∈ Z, on a

1

2
f(α) + f(α+ 1) + . . .+ f(β − 1) +

1

2
f(β) =

∫ β

α

f(x)dx

k∑

m=1

b2m
(2m)!

(
f (2m−1)(β)− f (2m−1)(α)

)
−
∫ β

α

B2k(x)

(2k)!
f (2k)(x)dx.

Formule du développement asymptotique. Soit f ∈ C∞([α,+∞[), α ∈ Z. Si

lim
x→+∞

f (m)(x) = 0 et si f (m)(x) est de signe 
onstant sur [x0,+∞[ pour m ≥ m0 alors

∀n ≥ x0 et ∀k > m0

2
on a

f(α) + f(α+ 1) + . . .+ f(n) = C +
1

2
f(n) +

∫ n

α

f(x)dx

+

k−1∑

m=1

b2m
(2m)!

f (2m−1)(n) + θ
b2k
2k!

f (2k−1)(n), 0 ≤ θ ≤ 1.

Extrapolation de Ri
hardson

Pour 
al
uler la limite de A(t) = a0 + a1t+ . . .+ akt
k +O(tk+1) en t = 0, on pose

Am,0 = A(r−mt0),

Am,n =
rnAm,n−1 − Am−1,n−1

rn − 1
.

Méthode de Romberg : pour évaluer

∫ β

α

f(x)dx, on 
al
ule

Am,0 = h
(1
2
f(α) + f(α+ h) + . . .+ f(β − h) +

1

2
f(β)

)

où h = β−α
2m , puis

Am,n =
4nAm,n−1 − Am−1,n−1

4n − 1
.
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Chapitre IV : Méthodes itératives pour la

résolution d'équations

Méthode de Newton : pour résoudre f(x) = 0, on itère

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Si f(a) = 0 et M = max
x∈[a−r,a+r]

∣∣∣∣
f ′′(x)

f ′(x)

∣∣∣∣, alors pour h = min
(
1, 1

M

)
on a

(∀x ∈ [a− h, a+ h]) |ϕ(x)− a| ≤M |x− a|2.

Variante (méthode de la sé
ante) : A partir de valeurs initiales x0, x1, on pose




τp =

f(xp)−f(xp−1)
xp−xp−1

xp+1 = xp − f(xp)
τp

, (∀p ≥ 1).

Méthode de Newton-Raphson. Pour résoudre f(x) = 0 où f : Rm → Rm, on itère

la fon
tion

ϕ(x) = x− f ′(x)−1 · f(x).

Chapitre V : Équations di�érentielles. Résultats

fondamentaux

Étant donné un ouvert U ⊂ R×Rm et une fon
tion 
ontinue f : U → Rm, il passe par
tout point (t0, y0) ∈ U au moins une solution lo
ale de l'équation di�érentielle

(E) y′ = f(t, y).

De plus toute solution peut être prolongée en une solution maximale ; l'intervalle de

dé�nition d'une solution maximale est ouvert.

Méthode d'Euler. Partant d'un point initial (t0, y0), on pose

{
yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

tn+1 = tn + hn

et on 
onstruit une solution appro
hée y(t) linéaire par mor
eaux en joignant les points

(tn, yn). Si C = [t0 − T, t0 + T ]×B(y0, r0) est un 
ylindre de sé
urité tel que

T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
, où M = sup

[t0−T0,t0+T0]×B(y0,r0)

‖f‖,
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la solution appro
hée (t, y(t)) reste 
ontenue dans C. L'erreur véri�e

‖y′(t)− f(t, y(t))‖ ≤ ωf ((M + 1)hmax)

où ωf est un module de 
ontinuité pour f .

Théorème de Cau
hy-Lips
hitz. Si f est lo
alement lips
hitzienne en y, il passe
par tout point (t0, y0) une solution maximale unique et toute suite de solutions

εp-appro
hées ave
 lim εp = 0 
onverge vers la solution exa
te : le lemme de Gronwall

montre que l'é
art entre 2 telles solutions appro
hées y1, y2 véri�e

‖y1(t)− y2(t)‖ ≤ (ε1 + ε2)
ek|t−t0| − 1

k

où k est la 
onstante de Lips
hitz.

Équations di�érentielles d'ordre p : y(p) = f(t, y, y′, . . . , y(p−1)).
Si f est 
ontinue (resp. 
ontinue et lo
alement lips
hitzienne en toutes les variables

autres que t), il existe au moins une solution (resp. une unique solution) satisfaisant

la 
ondition initiale

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y
(p−1)(t0) = yp−1.

Chapitre VI : Méthodes de résolution expli
ite des

équations di�érentielles

Équations à variables séparées : y′ = f(x)g(y).
É
rire

dy
g(y)

= f(x)dx.

Équations linéaires du premier ordre : y′ = a(x)y + b(x).
Solution générale : y(x) = λeA(x) + y(1)(x) où A est une primitive de a et où y(1)(x)

s'obtient par la méthode de variation des 
onstantes, y(1)(x) = λ(x)eA(x)
.

Équations de Bernoulli : y′ + p(x)y + q(x)yα = 0 où α ∈ R \ {1}.
Diviser par yα et poser z(x) = y(x)1−α. Alors z satisfait une équation linéaire.

Équations de Ri

ati : y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x).
Si une solution parti
ulière y(1) est 
onnue, poser y = y(1) + z. Alors

1
z
satisfait une

équation linéaire.

Équations homogènes : y′ = f
(
y
x

)
.

Poser y(x) = xz(x), ou passer en 
oordonnée polaires.
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Équations non résolues en y′ : regarder si on peut trouver une paramétrisation

simple de l'équation.

Équations de Lagrange : y = a(y′)x+ b(y′).
Choisir p = y′ 
omme nouvelle variable et x(p) 
omme nouvelle fon
tion in
onnue.

Cal
uler dy et é
rire dy = p dx.

Équations du se
ond ordre : y′′ = f(y, y′) : 
hoisir y 
omme nouvelle variable et

v = y′ 
omme nouvelle fon
tion in
onnue de y. On a alors y′′ = v dv/dy.

Équations linéaires homogènes du se
ond ordre : a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0.
Si une solution parti
ulière y(1) est 
onnue, utiliser la méthode de variation des


onstantes : y(x) = λ(x)y(1)(x). Alors µ = λ′ est solution d'une équation du premier

ordre.

Chapitre VII : Systèmes di�érentiels linéaires

Systèmes di�érentiels linéaires à 
oe�
ients 
onstants dans Rm

Solution du problème de Cau
hy Y (t0) = V0 pour

Y ′ = AY : Y (t) = e(t−t0)A · V0

Y ′ = AY +B(t) : Y (t) = e(t−t0)A · V0 +
∫ t

t0

e(t−u)AB(u)du

On a det (eA) = exp (tr A).

Équations d'ordre p : apy
(p) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0, aj ∈ C.
Si le polyn�me 
ara
téristique apλ

p + . . . + a1λ + a0 admet pour ra
ines 
omplexes

λ1, . . . , λs de multipli
ités m1, . . . , ms, alors l'espa
e des solutions admet pour base

t 7→ tqeλjt, 1 ≤ j ≤ s, 0 ≤ q < mj .

Systèmes di�érentiels linéaires quel
onques Y ′ = A(t)Y +B(t).
Si R(t, t0) désigne la résolvante, alors la solution du problème de Cau
hy Y (t0) = V0
est donnée par

Y (t) = R(t, t0) · V0 +
∫ t

t0

R(t, u)B(u)du,

et on a det (R(t, t0)) = exp
(∫ t

t0

tr A(u)du
)
.
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Chapitre VIII : Méthodes numériques à un pas

Ces méthodes peuvent s'é
rire de manière générale

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), 0 ≤ n < N.

Si z est une solution exa
te, l'erreur de 
onsistan
e relative à z est par dé�nition

en = z(tn+1) − yn+1 pour yn = z(tn). La méthode est dite d'ordre ≥ p s'il existe une


onstante C indépendante de n et hmax telle que |en| ≤ Chnh
p
max. Pour qu'il en soit

ainsi, il faut et il su�t que

∂lΦ

∂hl
(t, y, 0) =

1

l + 1
f [l](t, y), 0 ≤ l ≤ p− 1.

La méthode est dite stable de 
onstante de stabilité S si pour toute suite perturbée ỹn
telle que

ỹn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + εn, 0 ≤ n < N,

alors max
0≤n≤N

|ỹn − yn| ≤ S


|ỹ0 − y0|+

∑

0≤n<N
|εn|



.

Sous 
ette hypothèse, l'erreur globale admet la majoration

max
0≤n≤N

|yn − z(tn)| ≤ S


|y0 − z(t0)|+

∑

0≤n<N
|en|


 ,

≤ S (|y0 − z(t0)|+ CThpmax) .

Lemme de Gronwall. Si θn+1 ≤ (1+Λhn)θn+ |εn| ave
 hn, θn ≥ 0 et εn ∈ R, alors

θn ≤ eΛ(tn−t0)θ0 +
∑

0≤i≤n−1

eΛ(tn−ti+1)|εi|

≤ eΛ(tn−t0)
(
θ0 +

∑

0≤i≤n−1

|εi|
)
.

Si Φ(t, y, h) est Λ-lips
hitzienne en y, la méthode est stable ave
 
onstante de stabilité

S = exp (ΛT ), T = tN − t0.

Méthode du point milieu : du point milieu modi�ée :





yn+ 1
2
= yn +

hn
2
f(tn, yn)

pn = f
(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

)

yn+1 = yn + hnpn

tn+1 = tn + hn





yn+ 1
2
= yn +

hn
2
pn−1

pn = f
(
tn +

hn
2
, yn+ 1

2

)

yn+1 = yn + hnpn

tn+1 = tn + hn
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Ces méthodes sont d'ordre 2 (
elle du point milieu est à 1 pas, mais la méthode modi�ée

est une méthode à 2 pas).

Méthodes de Runge-Kutta :

c1
∣∣ 0 0 . . . 0 0

c2
∣∣ a21 0 . . . 0 0

.

.

.

∣∣∣.

.

.

∣∣∣

cq

∣∣∣∣ aq1 aq2 . . . aqq−1 0∣∣∣∣ b1 b2 . . . bq−1 bq








tn,i = tn + cihn

yn,i = yn + hn
∑

1≤j<i
aijpn,j

pn,i = f(tn,i, yn,i)


1 ≤ i ≤ q

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hn
∑

1≤j≤q
bjpn,j

On a toujours

∑

1≤j<i
aij = ci,

∑

1≤j≤q
bj = 1.

∗ Constante de stabilité : S = exp(ΛT ) où k = 
onstante de Lips
hitz de f et

Λ = k
∑

1≤j≤q
|bj|
(
1 + (αkhmax) + . . .+ (αkhmax)

j−1
)
, α = max

i

∑

j

|aij|.

∗ L'ordre est ≥ p si et seulement si les 
oe�
ients satisfont les relations

p ≥ 2 :

∑
bjcj =

1

2

p ≥ 3 :

∑
bjcj =

1

2
;

∑
bjc

2
j =

1

3
;

∑

i,j

biaijcj =
1

6

p ≥ 4 :

∑
bjc

3
j =

1

4
;

∑

i,j

biaijc
2
j =

1

12
;

∑

i,j

biciaijcj =
1

8
;

∑

i,j,k

biaijajkck =
1

12

en plus des 
onditions des ordres 2 et 3.

∗ Exemples :

Ordre 2 :

0
∣∣ 0 0

α

∣∣∣∣ α 0∣∣∣∣∣ 1− 1
2α

1
2α

α = 1
2 : point milieu

α = 1 : méthode de Heun

Ordre 4 :

0
∣∣∣ 0 0 0 0

1
2

∣∣∣∣ 1
2

0 0 0

1
2

∣∣∣∣ 0 1
2 0 0

1

∣∣∣∣ 0 0 1 0
∣∣∣∣∣

1
6

2
6

2
6

1
6
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Chapitre IX : Méthodes à pas multiples

Pour une méthode à r + 1 pas de la forme

yn+1 = Ψ(tn, yn, hn ; . . . ; tn−r, yn−r, hn−r), r ≤ n < N,

l'erreur de 
onsistan
e relative à une solution exa
te z est

en = z(tn+1)− yn+1, avec yn−i = z(tn−i), 0 ≤ i ≤ r.

La méthode est stable ave
 
onstante S si pour toute suite (ỹn) telle que

ỹn+1 = Ψ(tn, ỹn, hn ; . . . ; tn−r, ỹn−r, hn−r) + εn

alors θN ≤ S


θr +

∑

r≤n<N
|εn|




où θn = max
0≤i≤n

|ỹi − yi|.

∗ La méthode à pas 
onstant hn = h :

yn+1 =
∑

0≤i≤r
αiyn−i + h

∑

0≤i≤r
βifn−i, fn = f(tn, yn)

est d'ordre ≥ p si et seulement si

∑

0≤i≤r
ilαi − lil−1βi = (−1)l, 0 ≤ l ≤ p.

Elle est stable si et seulement si l'équation λr+1 − α0λ
r − . . . − αr = 0 a toutes

ses ra
ines de module ≤ 1, 
elles de module 1 étant simples. Dans 
e 
as, si

(1 − α0X − . . . − αrX
r+1)−1 =

∑
γnX

n
et si Γ = sup |γn| < +∞, la 
onstante

de stabilité vaut

S = Γexp (ΓkT
∑

|βi|).

Méthode de Nyström (ordre 2) : yn+1 = yn−1 + 2hfn.

Méthode de Milne (ordre 4) : yn+1 = yn−3 + h
(

8
3
fn − 4

3
fn−1 +

8
3
fn−2

)
.

∗ Méthodes d'Adams-Bashforth ABr+1 :

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt = yn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn−i,



342 Analyse numérique et équations di�érentielles, Jean-Pierre Demailly

ave


pn,r(t) =
∑

0≤i≤r
fn−iLn,i,r(t), Ln,i,r(t) =

∏

j 6=i
0≤j≤r

t− tn−j
tn−i − tn−j

,

bn,i,r =
1

hn

∫ tn+1

tn

Ln,i,r(t)dt.

Erreur de 
onsistan
e : |en| ≤ |z(r+2)(ξ)|hnhr+1
max ave
 ξ ∈ ]tn−r, tn+1[.

Constante de stabilité : S = exp (βrkT ) ave
 βr = max
n

∑

i

|bn,i,r|.

∗ Méthodes d'Adams-Moulton AMr+1 :

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

p∗n,r(t)dt = yn + hn
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rfn−i

où p∗n,r interpole les points (tn+1, fn+1) . . . (tn−r, fn−r).

Erreur de 
onsistan
e : |e∗n| ≤ |z(r+3)(ξ)|hnhr+2
max(1 +O(hn)), ξ ∈ ]tn−r, tn+1[.

Constante de stabilité : S = exp
(

β∗
rkT

1−γ∗
rkhmax

)
, ave


β∗
r = max

n

∑

−1≤i≤r
|b∗n,i,r|, γ∗r = max

n
|b∗n,−1,r|.

Si le pas hn = h est 
onstant, les 
oe�
ients sont donnés par :

r b0,r b1,r b2,r b3,r b∗−1,r b∗0,r b∗1,r b∗2,r b∗3,r

0 1

1
2

1
2

1

3
2 −1

2
5
12

8
12 − 1

12

2

23
12 −16

12
5
12

9
24

19
24 − 5

24
1
24

3

55
24

−59
24

37
24

− 9
24

251
720

646
720

−264
720

106
720

− 19
720

∗ Méthodes de prédi
tion-
orre
tion PECE et PEC





P : pyn+1 =
∑

0≤i≤r
αn,iyn,i + hn

∑

0≤i≤r
βn,ifn−i

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn(b
∗
n,−1,rpfn+1 +

∑

0≤i≤r
b∗n,i,rfn−i)

E : fn+1 = f(tn+1, yn+1)
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



P : pyn+1 =
∑

0≤i≤r
αn,iyn,i + hn

∑

0≤i≤r
βn,ipfn−i

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn
∑

−1≤i≤r
b∗n,i,rpfn−i

Erreur de 
onsistan
e :

|en| ≤
(
1 + |b∗n,−1,r| khn

)
|e∗n|+ b∗n,−1,r| khn |pen|

où e∗n est l'erreur de 
onsistan
e de AMr+1 et pen l'erreur de 
onsistan
e du prédi
teur.

Constante de stabilité :

méthode PECE : S = exp((β∗
r + γ∗r (A− 1)Bkhmax)kT )

méthode PEC : S = exp

(
β∗
rAkT

1−Bkhmax

)

où A = max
n

∑

i

|αn,i|, B = max
n

∑

i

|βn,i|.

Chapitre X : Stabilité des solutions et points sin-

guliers d'un 
hamp de ve
teurs

Stabilité des solutions. Une solution de valeur initiale z0 en t = t0 est dite stable

(resp. asymptotiquement stable) si l'é
art entre 
ette solution et la solution de valeur

initiale z voisine de z0 reste majorée sur tout l'intervalle [t0,+∞[ par C‖z − z0‖ où C
est une 
onstante (resp. par γ(t)‖z − z0‖ où lim

t→t0
γ(t) = 0).

Un système linéaire Y ′ = AY est asymptotiquement stable (resp. stable) si les valeurs

propres 
omplexes de A sont toutes de partie réelle < 0 (resp. sont ou bien de

partie réelle < 0, ou bien de partie réelle 0 et le blo
 
ara
téristique 
orrespondant

est diagonal).

Courbes intégrales d'une équation

d
−→
M
dt

=
−→
V (M) asso
iée à un 
hamp de ve
teurs

−→
V (x, y) = (f(x, y), g(x, y)) dans le plan.

On dit que M0 = (x0, y0) est un point singulier si

−→
V (M0) =

−→
0 , régulier sinon. Pour

qu'un point singulier soit asymptotiquement stable, il su�t que la matri
e

A =

(
f ′
x(x0, y0) f ′

y(x0, y0)

g′x(x0, y0) g′y(x0, y0)

)

ait ses valeurs propres de partie réelle < 0. On dit qu'un point singulier est non

dégénéré si det A 6= 0; si λ1 et λ2 sont les valeurs propres de A, on a alors les di�érentes


on�gurations possibles suivantes :

∗ λ1, λ2 réelles, distin
tes, de même signe : n÷ud impropre,
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de signe opposé : 
ol.

∗ λ1 = λ2 réelles et A diagonalisable : n÷ud propre (si 
hamp linéaire),

et A non diagonalisable : n÷ud ex
eptionnel.

∗ λ1, λ2 non réelles de partie réelle non nulle : foyer,

de partie réelle nulle : 
entre (si 
hamp linéaire).

Chapitre XI : Équations di�érentielles dépendant

d'un paramètre

Dépendan
e de la solution. Étant donné une équation

(Eλ) y′ = f(t, y, λ), y ∈ Rm,

où f dépend d'un paramètre λ ∈ R et est 
ontinue en (t, y, λ), la solution y(t, y0, λ) de
(Eλ) de valeur initiale y0 en t = t0 est :

∗ 
ontinue si f est lo
alement lisp
hitzienne en y
∗ de 
lasse C1

si f admet des dérivées partielles f ′
yj et f ′

λ 
ontinues en (t, y, λ).

∗ de 
lasse Ck+1
si f est de 
lasse Ck et admet des dérivées partielles f ′

yj , f
′
λ de 
lasse

Ck en (t, y, λ).

Dans 
es deux derniers 
as, la dérivée partielle v(t) = ∂
∂λ y(t, y0, λ0) est la solution de

l'équation di�érentielle linéarisée

(E′
λ0
) v′(t) =

m∑

j=1

f ′
yj (t, u(t), λ0)vj(t) + f ′

λ(t, u(t), λ0)

ave
 
ondition initiale v(t0) = 0 et ave
 u(t) = y(t, y0, λ0).
Si la valeur initiale est elle-même une fon
tion y0(λ) de 
lasse C1

en λ, la dérivée

partielle v(t) = ∂
∂λ
y(t, y0(λ), λ) en λ = λ0 satisfait la même équation linéarisée (E

′
λ0
),

ave
 
ondition initiale v(t0) = y′0(λ0).

Méthode des petites perturbations. Si la solution u(t) = y(t, y0, λ0) est 
onnue
et si on peut 
al
uler la solution v(t) de (E′

λ0
), on obtient un développement limité au

premier ordre

y(t, y0, λ) = u(t) + (λ− λ0)v(t) + o(λ− λ0).


