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Introduction

Le présent ouvrage reprend avec beaucoup de compléments un cours de “Licence
de Mathématiques” — ex troisieme année d’Université — donné a 1’Université de
Grenoble I pendant les années 1985-88. Le but de ce cours était de présenter aux
étudiants quelques notions théoriques de base concernant les équations et systemes
d’équations différentielles ordinaires, tout en explicitant des méthodes numériques
permettant de résoudre effectivement de telles équations. C’est pour cette raison
qu’une part importante du cours est consacrée a la mise en place d’un certain nombre
de techniques fondamentales de I’Analyse Numérique : interpolation polynomiale,
intégration numérique, méthode de Newton a une et plusieurs variables.

L’originalité de cet ouvrage ne réside pas tant dans le contenu, pour lequel
I'auteur s’est inspiré sans vergogne de la littérature existante — en particulier
du livre de Crouzeix-Mignot pour ce qui concerne les méthodes numériques, et
des livres classiques de H. Cartan et J. Dieudonné pour la théorie des équations
différentielles — mais plutot dans le choix des thémes et dans la présentation.
S’il est relativement facile de trouver des ouvrages spécialisés consacrés soit aux
aspects théoriques fondamentaux de la théorie des équations différentielles et
ses applications (Arnold, Coddington-Levinson) soit aux techniques de 1’Analyse
Numérique (Henrici, Hildebrand), il y a relativement peu d’ouvrages qui couvrent
simultanément ces différents aspects et qui se situent a un niveau accessible pour
I’«honnétey étudiant de second cycle. Nous avons en particulier consacré deux
chapitres entiers a I’étude des méthodes élémentaires de résolution par intégration
explicite et a 1’étude des équations différentielles linéaires a coefficients constants,
ces questions étant généralement omises dans les ouvrages de niveau plus avancé.
Par ailleurs, un effort particulier a été fait pour illustrer les principaux résultats par
des exemples variés.

La plupart des méthodes numériques exposées avaient pu étre effectivement mises
en ceuvre par les étudiants au moyen de programmes écrits en Turbo Pascal — a une
époque remontant maintenant a la préhistoire de 'informatique. Aujourd’hui, les
environnements disponibles sont beaucoup plus nombreux, mais nous recomman-
dons certainement encore aux étudiants d’essayer d’implémenter les algorithmes
proposés dans ce livre sous forme de programmes écrits dans des langages de base
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comme C ou C++, et particulierement dans un environnement de programmation
libre comme GCC sous GNU/Linux. Bien entendu, il existe des logiciels libres
spécialisés dans le calcul numérique qui implémentent les principaux algorithmes
utiles sous forme de librairies toutes prétes — Scilab est I'un des plus connus — mais
d’un point de vue pédagogique et dans un premier temps au moins, il est bien plus
formateur pour les étudiants de mettre vraiment “la main dans le cambouis” en pro-
grammant eux-mémes les algorithmes. Nous ne citerons pas d’environnements ni
de logiciels propriétaires équivalents, parce que ces logiciels dont le fonctionnement
intime est inaccessible a 'utilisateur sont contraires a notre éthique scientifique ou
éducative, et nous ne souhaitons donc pas en encourager 1'usage.

L’ensemble des sujets abordés dans le présent ouvrage dépasse sans aucun doute
le volume pouvant étre traité en une seule année de cours — méme si jadis nous
avions pu en enseigner 1’essentiel au cours de la seule année de Licence. Dans les
conditions actuelles, il nous parait plus judicieux d’envisager une répartition du
contenu sur l'ensemble des deux années du second cycle universitaire. Ce texte
est probablement utilisable aussi pour les éleves d’écoles d’ingénieurs, ou comme
ouvrage de synthese au niveau de l'agrégation de mathématiques. Pour guider
le lecteur dans sa sélection, les sous-sections de chapitres les plus difficiles ainsi
que les démonstrations les plus délicates sont marquées d’un astérisque. Le lecteur
pourra trouver de nombreux exemples de tracés graphiques de solutions d’équations
différentielles dans le livre d’Artigue-Gautheron : on y trouvera en particulier des
illustrations variées des phénomenes qualitatifs étudiés au chapitre X, concernant
les points singuliers des champs de vecteurs.

Je voudrais ici remercier mes collegues grenoblois pour les remarques et amélio-
rations constantes suggérées tout au long de notre collaboration pendant les trois
années qu’a duré ce cours. Mes plus vifs remerciements s’adressent également
a Michele Artigue, Alain Dufresnoy, Jean-René Joly et Marc Rogalski, qui ont
bien voulu prendre de leur temps pour relire le manuscrit original de maniere tres
détaillée. Leurs critiques et suggestions ont beaucoup contribué a la mise en forme
définitive de cet ouvrage.

Saint-Martin d’Heres, le 5 novembre 1990

La seconde édition de cet ouvrage a bénéficié d’'un bon nombre de remarques et de suggestions
proposées par Marc Rogalski. Les modifications apportées concernent notamment le début du
chapitre VIII, ou la notion délicate d’erreur de consistance a été plus clairement explicitée, et
les exemples des chapitres VI et XI traitant du mouvement du pendule simple. L’auteur tient a
remercier de nouveau Marc Rogalski pour sa précieuse contribution.

Saint-Martin d’Heres, le 26 septembre 1996

La troisieme édition de cet ouvrage a été enrichie d’un certain nombre de compléments théoriques et
pratiques : comportement géométrique des suites itératives en dimension 1, théoreme des fonctions
implicites et ses variantes géométriques dans le chapitre IV ; critére de maximalité des solutions
dans le chapitre V ; calcul de géodésiques dans le chapitre VI ; quelques exemples et exercices
additionnels dans les chapitres suivants ; notions élémentaires sur les flots de champs de vecteurs
dans le chapitre XI.

Saint-Martin d’Heres, le 28 février 2006



Chapitre I

Calculs numériques approchés

L’objet de ce chapitre est de mettre en évidence les principales difficultés liées a
la pratique des calculs numériques sur ordinateur. Dans beaucoup de situations,
il existe des méthodes spécifiques permettant d’accroitre a la fois D'efficacité et la
précision des calculs.

1. Cumulation des erreurs d’arrondi

1.1. Représentation décimale approchée des nombres réels

La capacité mémoire d'un ordinateur est par construction finie. Il est donc
nécessaire de représenter les nombres réels sous forme approchée. La notation la plus
utilisée a I’heure actuelle est la représentation avec virgule flottante : un nombre
réel x est codé sous la forme

r~+m-bP

ou b est la base de numération, m la mantisse, et p 'exposant. Les calculs internes
sont généralement effectués en base b = 2, méme si les résultats affichés sont
finalement traduits en base 10.

La mantisse m est un nombre écrit avec virgule fixe et possédant un nombre max-
imum N de chiffres significatifs (imposé par le choix de la taille des emplacements
mémoires alloués au type réel) : suivant les machines, m s’écrira

N
° m:O,alag...aN:Zakb_k, bl<m<1;
k=1

e Mm=ap,a10...aN_1 = g akb_k, 1<m<hb.
0<k<N

Ceci entraine que la précision dans ’approximation d’un nombre réel est toujours
une précision relative :

Ar _Am by
x m — b1 ’
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On notera € = b' = cette précision relative.

En Langage C standard (ANSI C), les réels peuvent occuper

— pour le type « float », 4 octets de mémoire, soit 1 bit de signe, 23 bits de mantisse et
8 bits d’exposant (dont un pour le signe de I’exposant). Ceci permet de représenter
les réels avec une mantisse de 6 a 7 chiffres significatifs apres la virgule, dans une
échelle allant de 27128 & 2127 soit environ de 10738 = 1E — 38 &4 103 = 1E + 38.
La précision relative est de I'ordre de 10~7.

— pour le type «double », 8 octets de mémoire, soit 1 bit de signe, 51 bits de
mantisse et 12 bits d’exposant (dont un pour le signe de I'exposant). Ceci permet
de représenter les réels avec une mantisse de 15 chiffres significatifs apres la virgule,
dans une échelle allant de 272048 3 22047 it environ de 107916 = 1E — 616 &
10616 = 1 E + 616. La précision relative est de I’ordre de 10~'°.

1.2. Non-associativité des opérations arithmétiques

Supposons par exemple que les réels soient calculées avec 3 chiffres significatifs et
arrondis a la décimale la plus proche. Soit a calculer la somme = + y + 2z avec

r=8,22, y=0,00317, z=0,00432
(r+vy)+ 2z donne : x4y =8,22317 ~ 8,22

(x4 y)+2~8,22432 ~ 8,22
x4+ (y+ z) donne : y+ z=0,00749

2+ (y + 2) = 8,22749 ~ 8, 23.

L’addition est donc non associative par suite des erreurs d’arrondi !

1.3. Erreur d’arrondi sur une somme

On se propose d’étudier quelques méthodes permettant de majorer les erreurs
d’arrondi dues aux opérations arithmétiques.

Soient x,y des nombres réels supposés représentés sans erreur avec N chiffres
significatifs :

r=0,a1a2...an-b", b7IP <z <P

y=0,alah...ay b9, b1TT <y <9

Notons A(x + y) l'erreur d’arrondi commise sur le calcul de = + y. Supposons par
exemple p > ¢g. S’il n’y a pas débordement, c’est-a-dire si x + y < b, le calcul de
x + y s’accompagne d’une perte des p — g derniers chiffres de y correspondant aux
puissances b~*T¢ < b=N*+P . donc A(z +y) < b NP alors que x +y > x > b~ 1P,
En cas de débordement x +y > bP (ce qui se produit par exemple si p = ¢ et
ai + ajy > b), la décimale correspondant & la puissance b~V TP est elle aussi perdue,
d’ott A(x +y) < b'~N*P. Dans les deux cas :

Az +y) < e(lz] +[y]),

ol € = b~V est la précision relative décrite au §1.1. Ceci reste vrai quel que soit le
signe des nombres x et y.
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En général, les réels z, y ne sont eux-mémes connus que par des valeurs approchées
x’,y" avec des erreurs respectives Ax = |2’ — x|, Ay = |y’ —y|. A ces erreurs s’ajoute
I’erreur d’arrondi

A’ +y) <e(l2’] +1y']) < e(lz] + Iyl + Az + Ay).

Les erreurs Az, Ay sont elles-mémes le plus souvent d’ordre € par rapport a |z| et
ly|, de sorte que 1'on pourra négliger les termes eAx et eAy. On aura donc :

Az +y) < Az + Ay +e(|z| + |y]).

n
Soit plus généralement a calculer une somme E uy de réels positifs. Les sommes

k=1
partielles s = u;+us+...+uy vont se calculer de proche en proche par les formules

de récurrence

80:0
Sk = Sgp—1 + U, k> 1.

Si les réels uy sont connus exactement, on aura sur les sommes s, des erreurs Asy
telles que Asy; =0 et

Asp < Asp_1 + 8(8k_1 + uk) = ASg_1 + &S.
L’erreur globale sur s,, vérifie donc
As, <e(sg+s3+...4+ sn),

soit
Asy < e(up +2up—1+3Up—o+ ...+ (n—Dug + (n— Duy).

Comme ce sont les premiers termes sommés qui sont affectés des plus gros coefficients
dans l'erreur As,,, on en déduit la regle générale suivante (cf. exemple 1.2).

Régle générale — Dans une sommation de réels, l'erreur a tendance & étre
minimisée lorsqu’on somme en premier les termes ayant la plus petite valeur absolue.

1.4. Erreur d’arrondi sur un produit

Le produit de deux mantisses de N chiffres donne une mantisse de 2N ou 2N — 1
chiffres dont les N ou N — 1 derniers vont étre perdus. Dans le calcul d’un produit
xy (ol x, y sont supposés représentés sans erreur) il y aura donc une erreur d’arrondi

Azy) < elzyl, ou e=b"".

Si x et y ne sont eux-mémes connus que par des valeurs approchées z’, 3’ et si
Az = |z’ — x|, Ay = |y — y|, on a une erreur initiale

[y —zy| = |2(y —y) + (' — 2)y'| < |z|Ay + Azly|
< |z|Ay + Azx|y| + AzAy.
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A cette erreur s’ajoute une erreur d’arrondi
Az'y') < ela’y’| < e(Jz] + Az)(lyl + Ay).
En négligeant les termes AxAy, eAx, eAy, on obtient la formule approximative

A(zy) < |z|Ay 4+ Az|y| + |zyl. (*)

Soit plus généralement des réels xq,...,xr, supposés représentés sans erreur. La
formule (%) entraine

Alxyzg. .. x) <Az .. xp—1)|xk| +e|z1 .. 21 - TR,
d’ol1 par une récurrence aisée :
A(z1ze ... xp) < (k—1e|zias. .. x|

L’erreur sur un quotient est donnée de méme par A(x/y) < e|lz/y|. On en déduit
pour tous exposants «; € Z la formule générale

Al as? o) < (laa| + .+ Jog] = Defai?ay® .| ;

on observera que || +...+|ag| —1 est exactement le nombre d’opérations requises
k

pour calculer 7" x5 ...z * par multiplications ou divisions successives des ;.

Contrairement au cas de ’addition, la majoration de ’erreur d’un produit ne dépend
pas de ordre des facteurs.

1.5. Regle de Horner

On s’intéresse ici au probleme de ’évaluation d’'un polynoéme

P(z) = Z aprt.
k=0

La méthode la plus «naive » qui vient & I’esprit consiste & poser 2 = 1, 59 = ao,
puis a calculer par récurrence

ok =gkl

up = ag - ¥ pour k> 1.
Sk = Sk—1 T Uk

Pour chaque valeur de k, deux multiplications et une addition sont donc nécessaires.
Il existe en fait une méthode plus efficace :

Reégle de Horner — On factorise P(z) sous la forme :

P(x) =ao+z(a; +x(ag + ...+ z(apn—1 + za,)...)).
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Si ’on pose

Pk = ag + ap 1T + ...+ apz"

cette méthode revient a calculer P(x) = pg par récurrence descendante :

Pn = an
Dk—1 = Qk—1 + TP, 1<k<n

On effectue ainsi seulement une multiplication et une addition a chaque étape,
ce qui économise une multiplication et donc une fraction substantielle du temps
d’exécution.

Comparons maintenant les erreurs d’arrondi dans chacune des deux méthodes, en
supposant que les réels x, ag, ai, ..., a, sont représentés sans erreur.

e Méthode «naive ». On a ici P(x) = s, avec

Alay, - 2%) < kelag||z|",
Asy < Asp_q + kelag||z)® + e(|sp_1] + [ux])
< Asky + kelagllal* + e(laol + larllz + .. . + axl2]").

Comme Asg = 0, il vient apres sommation sur k :

Asy <Y kelagl|z* + ) (lao| + lar|lz| + .. . + [ax]|z]*)
k=1 k=1

< kelagllzlf 42 (n+1 = k)|ax|".
k=1 k=0

On obtient par conséquent
n
AP(z) < (n+1)e Y |axllz[*.
k=0

e Regle de Horner. Dans ce cas, on a

Api—1 < A(zpr) + e(|ak—1| + |zpk|)
< (|x|Apk, + elzpr|) + e(lag—1] + [zpk])
= e(lar—1]| + 2|z|[px]) + [z[Apg.

En développant AP(x) = Apy, il vient
Apo < &(lao| + 2lal p1]) + || (clar| + 2|z lps| + [l (clas| + ... ))
d’ou

n n
AP(z) < e lag|lz]* +2¢ ) [af*|pxl,
k=0 k=1
n n
AP(z) < ey lagllzl* +2¢ ) (laxllz* + ... + |anll2]"),
k=0 k=1

AP(z) <e) (2k+ 1)|ag|z|".
k=0
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On voit que la somme des coefficients d’erreur affectés aux termes |ay||z|¥, soit
n

52(21{; +1) = g(n + 1)?, est la méme que pour la méthode naive ; comme
k=0

2k +1 < 2(n+ 1), lerreur commise sera dans le pire des cas égale a 2 fois celle de
la méthode naive. Néanmoins, les petits coefficients portent sur les premiers termes
calculés, de sorte que la précision de la méthode de Horner sera nettement meilleure
si le terme |ay||z|* décroit rapidement : c’est le cas par exemple si P(x) est le début
d’une série convergente.

Exercice — Evaluer dans les deux cas l'erreur commise sur les sommes partielles

de la série exponentielle
> o 120
k=0

en tenant compte du fait qu’on a une certaine erreur d’arrondi sur ay = %

Réponse. On trouve AP(x) < e(1 + (n + x)e®) pour la méthode naive, tandis que
la factorisation

P(x):1+x(1+g(1+§(1+...(1+nf1(1+%>>...))

donne AP(x) < e(1 + 3ze®), ce qui est nettement meilleur en pratique puisque n
doit étre choisi assez grand.

1.6. Cumulation d’erreurs d’arrondi aléatoires

Les majorations d’erreurs que nous avons données plus haut péchent en général par
exces de pessimisme, car nous n’avons tenu compte que de la valeur absolue des
erreurs, alors qu’en pratique elles sont souvent de signe aléatoire et se compensent
donc partiellement entre elles.

Supposons par exemple qu’on cherche a calculer une somme s,, de rang élevé d’une
série convergente S = ZZ:S Uy, les ug étant des réels > 0 supposés représentés sans
erreur. On pose donc

Sk = Sk—1 + Uk, So = Uo,
et les erreurs Asy, vérifient

Asp = Asp_1 + ay,
avec Asg=0 et |ag| <e(sp—1+ur)=-esr <eS.

On en déduit donc
As, =a1+as+...+a,

et en particulier |As, | < neS. Dans le pire des cas, I’erreur est donc proportionnelle
a n. On va voir qu’on peut en fait espérer beaucoup mieux sous des hypotheses
raisonnables.
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Huypothéses

(1) Les erreurs ay, sont des variables aléatoires globalement indépendantes les unes
des autres (lorsque les uy sont choisis aléatoirement).

(2) L’espérance mathématique E(«y) est nulle, ce qui signifie que les erreurs
d’arrondi n’ont aucune tendance a se faire par exces ou par défaut.

L’hypothese (2) entraine E(As,) = 0 tandis que ’hypothese (1) donne
var(As,) = var(ay) + ... + var(ay,).

Comme E(ay) =0 et |ay| < &8, on a var(ay) < 252, d’ont

o(Asy) = v/var(As,) < /neS

L’erreur quadratique moyenne croit seulement dans ce cas comme /n. D’apres
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :

P(|Asy| > ao(Asy,)) < a2

La probabilité que l'erreur dépasse 104/neS est donc inférieure a 1%.

2. Phénomenes de compensation

Les phénomenes de compensation se produisent lorsqu’on tente d’effectuer des
soustractions de valeurs tres voisines. Ils peuvent conduire a des pertes importantes
de précision.

Les exemples suivants illustrent les difficultés pouvant se présenter et les remedes a
apporter dans chaque cas.

2.1. Exemple : résolution de ’équation 2 — 1634x +2 =0

Supposons que les calculs soient effectués avec 10 chiffres significatifs. Les formules
habituelles donnent alors

A" = 667487, VA ~ 816,9987760
x1 =817+ VA’ ~ 1633,998776,
ro = 817 — VA’ ~ 0,0012240.
On voit donc qu’on a une perte de 5 chiffres significatifs sur x5 si I'on effectue la

soustraction telle qu’elle se présente naturellement ! Ici, le remede est simple : il
suffit d’observer que z1x2 = 2, d’ou

2
Ty = — ~ 1,223991125- 1073,
€1

C’est donc 'algorithme numérique utilisé qui doit étre modifié.
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2.2. Exemple : calcul approché de e~ 1°

Supposons qu’on utilise pour cela la série

~ - 10%
e~ 10 ~ Z(_1>kﬁ,
k=0 )

les calculs étant toujours effectués avec 10 chiffres significatifs. Le terme général
lug| = 10% /k! est tel que

10
[us =—2>1 desque k<10.
|uk_1| k

On a donc 2 termes de valeur absolue maximale

10" 3
lug| = |u10| = ~or = 275510

tandis que e 71 ~4,5.107°. Comparons uig et e~ 19 :

Uip - 2 7 5 5,

e~10 . o,/ olofofo]4]5

Ceci signifie qu’au moins 8 chiffres significatifs vont étre perdus par compensation
des termes uy de signes opposés. Un remede simple consiste a utiliser la relation

e 10 =1/e!% avec '~ —.

On essaiera dans la mesure du possible d’éviter les sommations dans lesquelles des
termes de signes opposés se compensent.

2.3. Exemple : calcul approché de 7 par les polygones in-
scrits

Soit P, le demi-périmetre du polygone régulier a n co6tés inscrit dans un cercle de
rayon 1.

Le coté de ce polygone vaut 2 - R sin 7 /n = 2 sin w/n, d’ou

.
P, =n sin —,

n
3 1
Po=m—gs+o(5)

On obtient donc une approximation de 7 avec une précision de I'ordre de 6/n?.
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Pour évaluer P,,, on utilise une méthode de dichotomie permettant de calculer par
récurrence
koo T
T = Por = 27 sin —.
2k

Si  est un angle compris entre 0 et 5 on a

sin%:,/%u—cosa):\/%(l—m. (%)

En substituant o = 7/2*, on en déduit les formules

{ Ty = 2k\/2(1 — /1 — (x/2F)2)

.’L‘1:2,

et d’apres ce qu’on a dit plus haut lim x, = .
k—+oo

Ce n’est pourtant pas du tout ce qu’on va observer sur machine ! Dés que (zy/2%)?
sera inférieur a la précision relative des calculs, I'ordinateur va donner

\/1—(zr/2F)2=1 dou xp41 =0.

Pour éviter cette difficulté, il suffit de remplacer (%) par

L« 1 1—cos?2a sin o
sin —

2 V2 l+cosa 2(1 + cos «)

(xx)

d’ou )
L« sin «
sin — =

2 5 )
2(14+4/1 —sin” )

On obtient alors la formule de récurrence

Q.Tk
Tk+1 =
V201 /1= (@/29)?)

qui évite le phénomene de compensation précédent, de sorte que le calcul des xy,
peut étre poussé beaucoup plus loin.
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On obtiendra une méthode plus efficace encore en observant qu’on peut évaluer
cos o dans (x*) par la formule cos a = $222  Ceci donne

2 sin o *
e . sin « ..
sin — = sin « - - , d’ou
2 2 sin « + sin 2«
Q.Tk
Thtl = Ty | —————.
T+ Tr_1

Deux valeurs d’initialisation sont alors requises pour démarrer, par exemple 1 = 2

et zo = 2v/2.

3. Phénomenes d’instabilité numérique

Il s’agit de phénomenes d’amplification des erreurs d’arrondi. Une telle amplification
se produit assez fréquemment dans le cas de calculs récurrents ou itératifs.

3.1. Cas d’un calcul récurrent

Supposons a titre d’exemple qu’on cherche a évaluer numériquement l'intégrale

1 n
In:/ < , n € N.
0 10+x

Un calcul immédiat donne

1
dx 1 11
’ /0 0 {10+ ) 0 " 10

10+ x

1 1
1
In = / v . xn_ldx = / (]_ — 0 ).’Ifn_ldx
o 10+=x 0 10+ =

1 1 xn—l 1
:/ x”_ldx—lo/ de == —101,_;.
0 o 10+ n

Ceci permet de calculer I,, par récurrence avec

Iy =1
I, =

Ce probleme apparemment bien posé mathématiquement conduit numériquement
a des résultats catastrophiques. On a en effet

[y

1

=]
|

1
—1017,_;.

o

3=

Aln ~ 10 AIn_l,

méme si on néglige l'erreur d’arrondi sur 1/n. L’erreur sur I, explose donc
exponentiellement, l'erreur initiale sur Iy étant multipliée par 10" a ’étape n.
Comment faire alors pour calculer par exemple I3 7 La suite 2™ étant décroissante
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pour z € [0,1], on voit que la suite I, est elle-méme décroissante. Comme
10 <10+ x <11, on a de plus

1 1
—— < < —.
11(n+1) 10(n+1)
L’approximation I, =~ m donne une erreur absolue < m et donc une
erreur relative AII” < %0' Ceci donne l'ordre de grandeur mais n’est pas tres

n
satisfaisant. L’idée est alors de renverser la récurrence en posant

1 /1
I, 4 = —(— _ In>.
10\ n

En négligeant ’erreur sur %, on a donc cette fois Al,,_1 ~ % Al,, estimation qui
va dans le bon sens. Si l’on part de Iy >~ %47, on obtiendra pour I35 une erreur

relative sans doute meilleure que 10719,

Exercice — Montrer que 0 < I, — I,,11 < m,
la formule exprimant I,, en fonction de I, 11 que l'on a en fait l’estimation

et en déduire a partir de

1 1 1
PN < [TL < )
Ut " STm+n T 10m+ )+ 2)
donc AI,, ~ 711(;4_1) avec erreur relative < 710(;4_2).

On voit donc le role fondamental joué par le coefficient d’amplification de I'erreur,
10 dans le premier cas, 1/10 dans le second. En général, si on a un coefficient
d’amplification A > 1, il est impératif de limiter le nombre n d’étapes en sorte que
A"¢e reste tres inférieur a 1, si € est la précision relative des calculs.

3.2. Calculs itératifs
Soit & calculer une suite (u,) définie par sa valeur initiale ug et par la relation de
récurrence

Unp41 = f(un>7

ou f est une fonction donnée. On a donc u,, = f™(ug) ou f* = fo fo...ofestla
n-iéme itérée de f. On considere par exemple la suite (u,,) telle que

ug = 2, Up+1 = | In (uy)],

dont on cherche & évaluer le terme usg. Un calcul effectué a la précision 1079 sur
un ordinateur nous a donné uzg ~ 0, 880833175.

A la lumiere de I'exemple précédent, il est néanmoins légitime de se demander si
ce calcul est bien significatif, compte tenu de la présence des erreurs d’arrondi. En
partant de valeurs de wug tres voisines de 2, on obtient en fait les résultats suivants
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(arrondis & 1079 pres, sur la méme implémentation de calcul que ci-dessus) :

Uug 2,000000000 2,000000001 1,999999999 5-10719
us 5,595485181 5,595484655 5,595485710 9-1078
U10 0,703934587 0,703934920 0,703934252 5-1077
U1s 1,126698502 1,126689382 1,126707697 81076
U20 1,266106839 1,266256924 1,265955552 10~
U4 1,000976376 1,001923276 1,000022532 1073
U5 0,000975900 0,001921429 0,000022532 100%
U26 6,932150628 6,254686211 10,700574400 50%
u30 0,880833175 0,691841353 1,915129896 100%

La derniere colonne donne l'ordre de grandeur de ’écart relatif Aw,/u, observé
entre la deuxieme ou troisieme colonne et la premiere colonne. On voit que cet
écart augmente constamment pour atteindre environ 1072 sur wusy. Pour le calcul
de wuos, il se produit une véritable catastrophe numérique : 1’écart relatif devient
voisin de 100% ! Il en résulte que toutes les valeurs calculées a partir de uss sont
certainement non significatives pour une précision des calculs de 1077,

Pour comprendre ce phénomene, il suffit d’observer qu’une erreur Az sur la variable
x entraine une erreur Af(z) sur f(z), approximativement donnée par

Af(x) = |f'(@)] Ax.

Ceci se voit bien sir en approximant f(z+ Ax)— f(z) par sa différentielle f'(x)Axz,
lorsque f est dérivable au point x. Le coefficient d’amplification de I’erreur absolue
est donc donné par la valeur absolue de la dérivée |f/(z)| ; ce coefficient peut étre
parfois assez grand. Souvent dans les calculs numériques (et ici en particulier), il
est plus pertinent de considérer les erreurs relatives. La formule

Af@) _ @)l Ac
|/ (@)] [f(@)] =]
montre que le coefficient d’amplification de erreur relative est |f/(x)||z|/|f(x)].

Dans le cas f(z) = In(x) qui nous intéresse, ce coefficient vaut 1/|In z| ; il devient
tres grand lorsque x est proche de 1, comme c’est le cas par exemple pour usy.

4. Problémes

4.1. Soit = >0 te F(z) = — /w —at

1. o1t r ~ ;OHHOG Tr) = —— [ .
VT Jo

(a) Encadrer F'(x) par deux entiers consécutifs.

(b) En remplagant et par un développement en série entiere de x, exprimer F(x)

comme somme d’une série. On choisit x = 3 ; calculer les 10 premiers termes
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de la série. En déduire que pour x > 3 on a un phénomene de compensation
dans le calcul de la somme des premiers termes de la série.

(¢) On définit g(z) par F(z) = e * g(x).
Montrer que g est solution d’une équation différentielle.
Exprimer g(x) comme somme d’une série entiere en z.

(d) En déduire I'expression F(z) = 320 a,(z) ol les a,(z) sont tous positifs.

Déterminer ag(x) et donner la solution de récurrence entre a,(z) et a,—_1(x).
Montrer 'inégalité

+oo
.’132

Z an(r) <ay N a2 (pour N > z?)
n=N-+1

(e) En utilisant les résultats précédents, écrire un programme en langage informa-
tique qui, a la lecture de x et d’un entier £ < 1 calcule une valeur approchée de
F(z) 2 107 pres.

4.2. Soit (I,)nen la suite des intégrales

1 n
In:/ S
0 6+x—2?

(a) Montrer que I, vérifie une relation de récurrence de la forme
[n—l—l - a[n + 5171—1 +cp (*)

ou «, 8 sont des constantes et (¢,) une suite numérique explicite.

(b) On envisage le calcul récurrent de I,, a partir de Iy et I par la formule (x).

On suppose que les valeurs de Iy et I7 sont affectées d’erreurs d’arrondis eg et
€1, et on note &, lerreur qui en résulte sur I,, (on néglige ici 'erreur sur le
calcul de ¢, et les erreurs d’arrondi pouvant intervenir dans ’application de la
formule (x)).

(o) Déterminer ¢, en fonction de g et e;.

(8) Est-il possible de calculer I5y par ce procédé avec un ordinateur donnant
une précision relative de 10710 ?

4.3. Etant donné une suite xx, £k = 1,...,n de réels, on note pu, = % 22:1 T

la moyenne et 0, = /02 Décart type avec 02 = L 371 (zp — py)?

(a) Soit g, =Y p_, 3. Exprimer o2 en fonction de g, et de fi,.

(b) Ecrire un programme qui calcule les moyennes et 1'écart type d’un nombre
indéterminé de réels. Les données réelles sont entrées au clavier ; apres chaque
entrée on affichera la moyenne et ’écart type de la suite des nombres déja entrés.
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On suppose que pour k =1,...,non a xp = pu+ € avec |e| < € ou € est petit
devant p. Montrer que 'on a l'inégalité ’% — uQ} < 3ue.

En déduire que la méthode de calcul de o, utilisant la formule du (a) est
inadaptée pour une telle suite.

On veut obtenir un algorithme de calcul de o, plus stable.

Etablir les égalités :

(n+ 1>0721+1 = 1oy + n(fint1 = pn) + (@ng1 = fing1)?,
(n+ Dpnt1 = npin + Tt

Crire 72 2,1 2
En déduire o5, = 15 on + o (Tng1 — pnt1)”

Reprendre la question (b) avec le nouvel algorithme.

On considere une suite de réels xp, = 1+¢ %, k=1,...,n. Déterminer sa
moyenne et son écart type.

Méme question pour la suite des 2" réels xp, k = 1,...,2" telle que pour
p=0,...,n on ait CP termes égaux a p + Qi’/_ﬁ" (On pourra remarquer que

-1
pQCﬁ = pnCZ_l).



Chapitre 11

Approximation polynomiale

des fonctions numériques

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les fonctions polynémes.
Il est donc important de savoir approximer une fonction arbitraire par des
polynémes. Dans ce cadre, I'un des outils de base est la méthode d’interpolation de
Lagrange.

Notations — Dans toute la suite, on désignera par P, 1’espace vectoriel des
fonctions polynomes sur R a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n. On a
donc dimP,, =n + 1.

Par ailleurs, si f est une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R a valeurs dans
R ou C, la norme uniforme de f sur [a,b] sera notée

1fllap) = sup |f()]

z€[a,b]

ou méme simplement || f|| s’il n’y a pas d’ambiguité. Enfin C([a, b]) désignera ’espace
des fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R.

1. Méthode d’interpolation de Lagrange

1.1. Existence et unicité du polynoéme d’interpolation

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n + 1 points xg, 1, ..., Ty
dans [a, b], deux a deux distincts, non nécessairement rangés par ordre croissant.

Probléeme — Ewiste-t-il un polynome p, € P, tel que p,(x;) = f(x;),
Vi=0,1,...,n ¢

Un tel polynoéme sera appelé polynéme d’interpolation (de Lagrange) de f aux points
g, X1, ..,Tn. Posons

li(m):H%, 0<1i<m,
gAY
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ou le produit est effectué sur les indices j tels que 0 < j < n, j # i. Il est clair que
l; € P, et que
L(z))=0 si j#i,

Le probleme ci-dessus admet donc au moins une solution

pn(z) = Z f(@a)li(x),  pn € Pn. (%)

Théoréme — Le probleme d’interpolation p,(z;) = f(z;), 0 < i < n, admet une
solution et une seule, donnée par la formule (x).

Il reste a prouver 'unicité. Supposons que g, € P, soit une autre solution du
probleme. Alors p,(x;) = qn(z;) = f(z;), donc x; est racine de g,, — p,. Par suite
le polynéme

a1 (z) = [ [ (@ — ;)
j=0

divise ¢, — pn. Comme deg 7, =n+ 1 et ¢, — pn € P,, la seule possibilité est que
qn —pn = 0. |

Remarque 1 — On a m,11(z) = (x — ;) - [[;2;(x — z;), dou

(i) = [ (i — ).
JFi
Ceci donne la formule
i) = —Ter@)
(x —ai)mp 41 (22)

Remarque 2 — Pour démontrer le théoreme, on peut également poser p,(x) =
Z?:o ajxj et résoudre un systeme linéaire de n + 1 équations

n
Zajxg = f(z;), 0<i<mn,
=0

en les n+1 inconnues ag, a1, . . ., a,. Le déterminant du systeme est un déterminant
dit de Van der Monde :

1 =z To

1z 23 sk
A=

1z, 22 Ty
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Il s’agit de montrer que A # 0 si les x; sont distincts. Or A est un polynome de
degré total 1 +2+ ...+ n = w en les variables xg, z1,...,x,. Il est clair que
A = 0 chaque fois que z; = x; pour un couple (4,j) tel que 0 < j < i < n.
A est donc divisible par le polynéme [[y.;_;<,(®i — z;), qui est lui aussi de

degré total @ Le quotient est donc une constante, donnée par exemple par le

coefficient de z123...2" dans A, qui vaut 1. Par suite

0<j<i<n

Il n’est pas recommandé de résoudre numériquement le systeme précédent pour
obtenir p,,. Nous verrons plus loin une méthode beaucoup plus efficace (cf. § 1.3).

Exercice — On se propose de donner deux autres démonstrations des résultats
ci-dessus, grace a des arguments d’algebre linéaire.

(a) Montrer que lapplication ¢, : P, — R p s (p(x;))o<i<n est linéaire. En
déduire que ¢, est injective si et seulement si elle est surjective. Traduire ces
résultats en terme d’existence et d’unicité du polynome d’interpolation.

(b) Montrer par récurrence sur n que ¢, est surjective [Indication : si le résultat
est vrai pour n — 1, ajuster la valeur p(x,) a Uaide du polynéme de degré n
(x —x0)...(x —xp_1)]. Conclure.

(c) Montrer directement que les polynomes (1;)o<i<n forment une famille libre.

En déduire que c’est une base de P, et que ¢,, est un isomorphisme.

1.2. Formule d’erreur

L’erreur d’interpolation est donnée par la formule théorique suivante.

Théoréeme — On suppose que f est n+1 fois dérivable sur [a,b]. Alors pour tout
x € |a,b], il existe un point {, € |min (z,x;), max (z,x;)| tel que

(@) [ (E).

f(x) = pn(z) = R

On a besoin du lemme suivant, qui découle du théoreme de Rolle.

Lemme — Soit g une fonction p fois dérivable sur [a,b]. On suppose qu’il existe
p+1 pointsco < c1 < ...<cp dea,b] tels que g(c;) = 0. Alors il existe £ € |co, cp|
tel que g(P)(¢) = 0.

Le lemme se démontre par récurrence sur p. Pour p = 1, c’est le théoreme de Rolle.
Supposons le lemme démontré pour p — 1. Le théoréeme de Rolle donne des points
Y0 € Jeo, 1, -, Yp—1 € |ep—1, ¢p| tels que ¢’ (i) = 0. Par hypothese de récurrence,
il existe donc € € ]vo, vp—1] C ]co, cp] tel que (g") P~ (€) = g (€) = 0. |
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Démonstration du théoréme
e Sizx=uwx;, on am,1(z;) =0, tout point £, convient.

e Supposons maintenant x distinct des points z;.

Soit py+1(t) le polyndome d’interpolation de f(t) aux points z, xg, . .., Zpt1, de sorte
que ppt1 € Ppy1. Par construction f(z)—pn(x) = pri1(x) —pp(x). Or le polynome
Pn+1 — Dn est de degré < n + 1 et s’annule aux n + 1 points g, z1,...,Z,. On a
donc

pn-l-l(t) —DPn (t) =c- 7Tn+1(t)7 ceR.

Considérons la fonction

9(t) = f(t) = pnsa(t) = f() = pn(t) = cmnya (2).

Cette fonction s’annule en les n + 2 points z, xg, x1, ..., x, donc d’apres le lemme
il existe &, € |min (z, z;), max (z, z;)[ tel que gtV (£,) = 0. Or

Pt =0, w5V = (n+1)!

On a par conséquent g1 (&,) = fPHV(¢,) —c- (n+ 1) =0, d’'ott

FUrt (&)

) a1 (). [ |

f(@) = pn(x) = pnia(2) = pulz) = cmnia(2) =

En prenant la borne supérieure de la valeur absolue des deux membres dans la
formule d’erreur, on obtient en particulier :

Corollaire — | f —pnl < i el L7V

1
(n+1)

Ces formules montrent que la taille de I'erreur d’interpolation f(x) — p,(z) dépend
a la fois de la quantité || f*+1)||, qui peut étre grande si f oscille trop vite, et de la
quantité |7, 41|, qui est liée a la répartition des points x; dans U'intervalle [a, b].

1.3. Méthode des différences divisées

On va décrire ici une méthode simple et efficace permettant de calculer les
polynomes d’interpolation de f. Soit pi le polynéme d’interpolation de f aux
points zg, x1, ..., Tk.

Notation — On désigne par flxg,x1,...,xx] le coefficient directeur du polyndme
pr (= coefficient de t* dans py(t)).

Alors pr — pr—1 est un polynome de degré < k, s’annulant aux points xg, x1, ...,
Tk_1, et admettant f[xg,x1,..., x| pour coefficient directeur. Par suite :

pr(x) — pr_1(x) = flro, 1, ..., x)(x — 20) ... (¥ — TR_1)-

Comme po(z) = f(xp), on en déduit la formule fondamentale
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pn(x) = fx0) + Zf[xo,xl, v xpl(z—x0) .. (x — TR_1). (xx)

k=1

Pour pouvoir exploiter cette formule, il reste bien entendu a évaluer les coefficients
flxo,x1,...,2x]. On utilise a cette fin une récurrence sur le nombre k de points z;,
en observant que f[zo] = f(xo).

Formule de récurrence — Pour k > 1, on a

fle1, . 2] — flzo, - - oy Xp—1]
flwo, 21, .. 28] = . (k)
T — X0
A cause de cette formule, la quantité f[zo,x1, ...,k est appelée différence divisée
d’ordre k de f aux points xg, ..., Tk.

Vérification de (xxx). Désignons par gx—1 € Pr_1 le polynome de f aux points
r1,%2,...,T. Posons

(z — mo)qr—1(x) — (x — z)pr—1(x)
Tr — To '

pr(z) =

Alors pi, € Py, pr(z0) = pr—1(z0) = f(x0), Pr(2r) = qu—1(xr) = f(zk) et pour
O<i<kona

T — Xo

Par conséquent pr = pr. Comme le coefficient directeur de qx_1 est flx,...,zkl,
on obtient la formule (x#*) cherchée en égalant les coefficients de x* dans I'identité

(z —wo)qr—1() — (x — xk)Pk—1($).

pr(r) =

Algorithme pratique — On range les valeurs f(z;) dans un tableau TAB, puis
on modifie ce tableau en n étapes successives, en procédant par indices décroissants :

Tableau Etape 0 Etape 1 Etape 2 e Etape n

TAB [n] f(xn) flxn-1,zn] fltn—2,Tn_1,2n] ... flzo, ..\ xn]
TAB [n—1] | f(zn_1) ; FlTn_2, Tn1] / /
TAB [n—2] | f(zn_2)

TAB [2] f(z2) flz1, x2] flzo, z1, T3]
TAB [1] fx) ; flzo, 1] /
TAB [0] f(20)
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A Tissue de la m-ieme étape, la case mémoire TAB[k| contient le coefficient
flzo,...,zk] cherché, et on peut alors utiliser la formule (xx). Il est commode
d’appliquer ici la regle de Horner :

pn(x) = TAB [0]+ (2 —20) (TAB [1] 4+ (x — 1) (TAB [2] +.. .+ (x — 2,,—1) TAB [n])))

On effectue donc une récurrence descendante

{ u, = TAB [n]
up = TAB [k] + (z — zp)upt1, 0<k <n,

qui aboutit & ug = p,(z).
Remarque — D’apres I'égalité précédant (xx) on a

pr(xk) — pr—1(zk) = flro,x1,. .., zp(zk — x0) . .. (T — Tp—1).

Or la formule d’erreur 1.2 donne
1
pr(en) = pe—1(z) = flzk) = pe-i1(z) = 45 (k) ) (€)

avec mi(x) = (z — x0)...(r — p—1) et & € Jmin(xo,...,xk), max (zg, ..., Tk)|.
En comparant les deux égalités il vient

flzo,x1,... 2k = % f(k)(f), ¢ € | min(z;), max(x;)][.

Si I'on suppose que f,f’,...,f(™ existent et sont continues, on voit que les
différences divisées f[zo,...,xx] sont bornées indépendamment du choix des x;,
meme si certains de ces points sont tres voisins.

1.4. Cas ou les points d’interpolation sont équidistants

On considere la subdivision de I'intervalle [a, b] de pas constant h = b_T“. Les points
d’interpolation sont donc

T, =a+th=a+1

0<i<n.
n

On note f; = f(x;) les valeurs de f correspondantes, et on introduit un opérateur
noté A, appelée opérateur aux différences finies, défini par

A (fo, fryeeos fu) = (Afo, Afr, oo Afn1)

avec
Afi=fix1—fi, 0<i<n-—-1

Lorsqu’on iteére I'opération A, on obtient des réels A¥f;, 0 < i < n — k, définis par
la formule de récurrence

Akfi:Ak_lf’i+1_Ak_1fi7 kle, OSZS’I’L—I{?,
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ol 'on convient que A°f; = f;, 0 <i < n.

H Ezxercice — Vérifier que A*f; = Z?ZO(—l)jCifiH,

Il est alors facile de montrer par récurrence que les différences divisées sont données
par

Ak f;

IRk

Récrivons avec ces notations la formule fondamentale (xx). Pour x € [a,b],
effectuons le changement de variable

fls, g1y ooy Tigpr] =

x=a+sh, sel0,n].
On a alors

(r —x0)...(x — xK_1) = sh(sh—h)...(sh— (k—1)h)
= hFs(s—1)...(s —k+1).

On obtient la formule de Newton suivante, dans laquelle s = (z —a)/h :

RS s(s—=1)...(s—k+1)
pn(w)—kZ:OAka' !

s s—1 s—n-+1
:f0+I<A1f0+ 9 (A2f0+...+TAnf0)....)

Les coefficients A fy se calculent suivant le schéma décrit au § 1.3 :

fn 7Afn—1 7A2fn—2 An—lfl 7Anf0

fn—1 Afn_o A" fy
fn—2 7

Jo Afi A2 fo

fZ 37

Jfo

A T'issue de la n-ieme étape, le tableau contient les coefficients AF fy cherchés.

Estimation de ’erreur d’interpolation — On a

Tni1(x) = (x —x0) ... (x —3,) = K" Tls(s —1)...(5s — n),

) = pule) = Lt g ),
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La fonction ¢(s) = |s(s—1)...(s—n)|, s € [0,n], vérifie o(n — s) = p(s), donc elle
atteint son maximum dans [0, 2]. Comme ¢(s —1)/¢(s) = (n+1—s)/s > 1 pour
1 <s < %, on voit que  atteint en fait son maximum dans [0, 1], d’on

= <nl
e~ el <0

Il en résulte

1
— < hn—|—1 L (n+1) )
@) = @] < B (70

Une application typique de ces formules est le calcul d’'une valeur approchée de
I'image f(z) au moyen d’une table numérique donnant les valeurs successives f(x;)
avec un pas constant h. Supposons par exemple que h = 1072 et que ’on cherche
a évaluer f(z) & 1078 pres. Une interpolation linéaire (cas n = 1) donnerait une
erreur en h? = 10~ beaucoup trop grande. On doit ici aller jusqu’au degré n = 3,
ce qui permet d’obtenir un erreur < h* = 10~® pourvu que max \f(4)\ <A4.

Remarque — D’aprés I'expression de 7,1 donnée plus haut, on voit que

|
_ 1n+1 n+1 o n: n+1
1741l =h Slen[gii]@(s) <R nal= g (b-a)

et la formule de Stirling n! ~ v/ 27?71(%)” montre que l’ordre de grandeur de ||, 41 ||
est

|Tns1l] = O( ) quand n — 4o00.

e
Comme
LATROS O JOVA \ SO PO
2 2 2 2 2/ 7 4
>in!>i 6nﬁ>E
“4n T 4n en — entl

pour n grand, on voit en fait que

nin" Tz 1 b—a
Il 22— (220)

Nous obtiendrons au § 2.2 des estimations beaucoup plus précises. L’exercice suivant
montre l'intérét de la formule de Newton en arithmétique.

Ezercice
(a) Montrer que les polynémes de Newton
s(s—1)...(s—k+1)

Ni(s) = o , 0<k<n

forment une base de P,, et que pour tout s € Z on a Ni(s) € Z
[Indication : utiliser les C¥ ou une récurrence & partir de la relation

Nk<8) - Nk(s - 1) = Nk_l(s)].

(b) Montrer qu’un polynéme p € P, est tel que p(s) € Z pour tout s € 7 si et
seulement si p est combinaison linéaire a coefficients dans Z de Ny, ..., N,.
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1.5. Interpolation aux points de Tchebychev
On définit les polynomes de Tchebychev par
tn(x) = cos(n Arccoszx), =z € [—1,1]

Il n’est pas évident a priori que t, est un polynéome ! Pour le voir, on procede
comme suit. Posons § = Arccos x, c’est-a-dire x = cos 6 avec 0 € [0,7]. Il vient

alors
tn(z) = cos nb,

tni1(z) +tp_1(x) =cos((n+1)0) + cos ((n —1)0)
= 2cos nf cos 0 = 2xt,(x).

La fonction t,, se calcule donc par les formules de récurrence

{to(x) =1, tz) =z

tnt1(z) =22 t,(z) — th-1(x).

Il en résulte que t, est un polynome de degré n, dont le coefficient directeur est
2"~1 gi n > 1. Déterminons les racines de t,,. Si x = cos 0 € [—1, 1] avec 0 € [0, 7],
on a t,(x) = cos nfl = 0 si et seulement si nf = T + im, soit O = % T avec
0 <i<n—1. Le polynome t,, admet donc exactement n racines distinctes :

2141
2n

cos rel-1,1, 0<i<n-—1.

Comme t,, est de degré n, il ne peut avoir d’autres racines.

Définition — Les points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n sont les points

T; = COS 22;’:_12 m, 0 < i <n, racines du polynome t, ;1.
Les points x; sont répartis symétriquement autour de 0 (avec z,,_; = —x;), de fagon

plus dense au voisinage de 1 et —1 :

1711 Tg x7 0 T4 T2 Tor
J — = = —o— = i —t IL n=11
. Z10 €8 Z6 T5 €3 x1 .

Puisque le coefficient directeur de t,41 est 27, il vient

by (@) =27 H(x —x;) = 2"y ().

Pour se ramener & un intervalle [a, b] quelconque au lieu de [—1, 1], on utilisera la
bijection linéaire
[_17 1] — [CL, b]
a+b b-a

— T =
ux2—i—2
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qui envoie —1 sur a et 1 sur b. Les images des points d’interpolation de Tchebychev
u; € | — 1,1] sont donnés par

a+b+b—a 21+ 1
cos T
2 2 2n + 2

, 0<i<n.

T; =

Ces points sont encore appelés points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n de
I'intervalle [a,b]. Dans ce cas, on a x — x; = 252 (u — u;), donc le polynéme 7,1

2
est donné par

rea() = [ - 2 = (%5 )+ [t )

=0 1=0

ot [T o(u—w;) = 5itns1(u) est le polyndme m,41(u) correspondant & [—1,1]. On
obtient donc

b—a)*t! b—a)*tl 2 a—+b

Par définition des polynoémes de Tchebychev on a ||t,,4+1|| = 1, donc

b—a n+1
Il =2 (%)

Cette valeur est beaucoup plus petite que 'estimation (b — a/e)" ! obtenue pour
|mnt1|| avec des points x; équidistants, surtout lorsque n est assez grand : pour
n = 30 par exemple, on a (e/4)" 1 < 7.1076.

Il en résulte que l'interpolation aux points de Tchebychev est en général con-
sidérablement plus précise que l'interpolation en des points équidistants, d’ou son
intérét pratique. Nous reviendrons sur ces questions au § 3.

2. Convergence des polynomes d’interpolation p,,
quand n tend vers 400

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Pour chaque entier n € N, on se donne une
suite de n + 1 points x; ,, € [a,b], 0 < i < n, deux & deux distincts et on considere
le polynoéme d’interpolation p,, de f aux points o n,Z1n,---,Tn,n-

Probléme — A quelle(s) condition(s) (portant sur la nature de la fonction f
et/ou le choix des points x; ) pourra-t-on étre sir que p, converge uniformément
vers f quand n — +oo ¢

Sil’on ne dispose d’aucune information sur la répartition des points ; ,,, la meilleure
majoration de 7,41(x) dont on dispose a priori est

n

Toss(@)] = [ 12 = @il < b= @)™, Va € [a,0)],
1=0
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en majorant |z — x; ,| par b — a. Dans le cas ou les points x; sont équidistants ou
sont les points de Tchebychev, on a bien entendu une meilleure estimation

b—a\ntl
) resp. mul <2(

b—a\ntl
Il < ( )"

Comme I’erreur d’interpolation dépend par ailleurs de || £+ || d’apres le § 1.2, on
est amené a chercher une majoration des dérivées successives de f.

2.1. Cas d’une fonction analytique

Une fonction analytique est par définition une fonction qui est somme d’une série
entiére au voisinage de tout point ou elle est définie.

Supposons f(z) = ZZ:S apx”, ol la série a un rayon de convergence R > 0. La
fonction f est donc définie sur | — R, R[ au moins. Pour tout r < R, la série Y apr®
est convergente, donc la suite axr® est bornée (et tend vers 0), c’est-a-dire qu’il
existe une constante C(r) > 0 telle que

C(r)

T—k, Vk € N.

lag| <

On peut alors dériver terme a terme f(x) sur | —r,7[ C | — R, R], ce qui donne

dzxm

+oo dn
F°2) =Y ak —— (&*),
k=0

+oo
1 dr
(n) < k 3 >
|f (x)|_C’(r)§ rkdx”(x) si x>0

k=0

~c g 12 ()]

k=0

con () eew ()

nlrC(r)
(r —az)ntt’

Sur tout intervalle [—a, a] avec a < r < R, on a donc

1 rC(r)
— || f(n) <« =\
n' ||f ||[—Oé,a] — (T' . a)n+1 .

Supposons maintenant que f : [a,b] — R soit somme d’une série entiere de centre
c:“TH’ etderayonR>oz:b_T“. Pour tout r tel que b_T“ <r< RettoutneN

on a alors d’apres ce qui précede

1 N rC(r)
] Hf( )H[a,b] <

= 1
r_l)__a nr
2
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L’erreur d’interpolation admet donc la majoration

b—a\ntl
_ - (n+1))] <«
oy Il 171 < 2(=57)

rC(r)

2
2

If —pnll <

avec respectivement A = 1 si les points x;, sont quelconques, A = e s’ils sont
équidistants, A = 4 si ce sont les points de Tchebychev. L’erreur va converger vers
0 si 'on peut choisir r tel que (b—a)/A < r—(b—a)/2, soit r > (++3)(b—a). Ceci
est possible des que le rayon de convergence R vérifie lui-méme cette minoration.
On peut donc énoncer :

Théoreme — Soit f : [a,b] — R une fonction analytique donnée par une série
entiere de rayon de convergence R centrée au point ¢ = ‘ITH’. Alors pour des points
d’interpolation x; , quelconques et A = 1 (respectivement, équidistants et A = e, de
Tchebychev et X = 4), les polynomes d’interpolation p, auz points x; , convergent
uniformément vers f pourvu que R > (% + (- a).

Ezxercice — Si les points x;,, sont répartis systématiquement par rapport d

atb montrer que U'on peut prendre \ = 2.

C:2,

Indication : en supposant ¢ = 0 pour simplifier, utiliser le fait que

(@ = i) (@ + 2i0)| < 7 (b= a)

o | =

pour tout x € [a,b] et tout i =0,1,...,n.

Ces résultats sont en fait un peu grossiers, car ils fournissent des conditions
suffisantes de convergence qui sont en général tres loin d’étre nécessaires. Par
ailleurs, ce sont des résultats purement théoriques qui ne tiennent aucun compte
des erreurs d’arrondi. Nous allons maintenant faire des calculs plus fins sur des
exemples, en estimant de fagon précise le produit 7,11 pour des points équidistants.

2.2.* Estimation de 7,(z), z € C, pour des points d’interpo-
lation équidistants

Posonsh:b_Ta,xj:aj+jh,0§j§n,etsoitz€(j,

(Tt (2)] = |2 =il - [ ] 12 — 1,

j#1
In |7mp41(2)| =1n d,(2) + Zln |z — x|
J#i
ou §,(z) = |z — x;| est la distance de z au plus proche point z;. La derniere

sommation apparait comme une somme de Riemann de la fonction z +— In |z — z|.
On va donc comparer cette sommation a l’intégrale correspondante.
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Lemme 1 — Pour tout a € C, on pose ¢(a) = fol In |1 — at|dt.
Alors l'intégrale converge et la fonction ¢ est continue sur C. De plus :

1 [T+t
(i) E/ ln|z—x\dx—ln|z—xj\:¢(

J

) o<i<i-1;
Z—.’L‘j

h

2 Tj41

Tj41
(ii) —/ In |z — z|dz — In |z—xj+1|:¢<_

<7 <n-—1.
7 )<

Démonstration. Sia ¢ [1, +o0], la fonction ¢ — In |1 — at| est définie et continue
sur [0, 1]. Soit Log la détermination principale du logarithme complexe, définie sur
C\]— 00,0]. Comme In |z| = Re(Log z), on en déduit aisément

1
»(0) =0, ¢(a)=Re [(1 - —) Log (1 — a)} -1 si ag{0}U[1l,+o0]
a
grace a une intégration par parties. Si a € [1,+oo[, un calcul analogue donne

¢(1)=—let ¢(a) = (1— 1) In(a—1)—1 pour a > 1. La continuité de ¢ se vérifie
sur ces formules (exercice !)

Egalité (i) : on effectue le changement de variable
r=ux;+ht, dx=hdt, te]|0,1].

11 vient :

1 [T+t 1
—/ ln|z—x\dx:/ln|z—xj—ht|dt
h

T 0

1
h h
:/ 1n(\z—xj|~’1— t’)dt:1n|z—xj\+¢( )
0 Z— 2= Zj

Egalité (i) : s’obtient de méme en posant = xjy1 — ht. |

En sommant les différentes égalités (i) et (ii), on obtient

n

L[ il st S = YooY+ 3 o)
a >

J# Jj=i+1
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Si0 < j <i, le fait que |z — ;| = min |z — x| implique Re z > z; — & d’ot

h 1 1
|z —x;| >Re(z —xj) >x; — = —x; = (i—j——)hz—(i—j)h
2 2 2
car + < 2(i — j). Comme Re w > 0 implique Re (1/w) > 0, on en déduit donc :
Re ( d )>0, | i ‘3,252.
z— T, z—xjl T i—]

Sii < j < n, on obtient de méme Re z < x; + % et

h | ..

\z—xﬂZRe(xj—z)ij—xi—g:(j—z—§>h2§(j—z)h,
h h 2

Re(~ ) s |A <2 <

Z—x; 2z — T j—1

Lemme 2 — Poura € C tel que Rea >0 etla| <2 ona

b(a) = —3 W [1+ | + O(la).

Démonstration. Les deux membres étant continus sur Re a > 0, il suffit de
montrer I'estimation lorsque a est voisin de 0. On sait que Log (1+2) = 2+ O(|z]?)
d’out

In |14 2| = Re Log(1 + 2z) = Re Log(1 + z) = Re z + O(|z|?),

¢(a) = /0 (—Re a-t+O(|a*t?))dt = —% Re a4+ O(|al?),

tandis que In |1+ a] = Re a + O(|al?). Le lemme s’ensuit. |
L’égalité (x) ci-dessus et le lemme 2 appliqué avec a = - _hw = O(jii) impliquent
J
alors
1 1< h 1 & h
Zln \z—xj|—ﬁ/ In |z —z|dz = 52111 ’14—2_% —|—§ Z In ’1— P
J#i “ j=0 j=i+1

1 1 1 1 1
+O<Z_—2+(Z__l)Q—|—...—|—§)+O(§+...+7(n_i)2).

/. o
Comme la série 327> 5

c’est-a-dire O(1). De plus

est convergente, les termes complémentaires sont bornés,

. h z—x;+h  z—-xj

- - 2
Z—.’L’j z—xj Z—.’L’j
1 h :z—xj—h:z—x]url

Z—.’L‘j Z—.CCj Z—.’L‘j
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Dans les deux sommations, les logarithmes se simplifient alors mutuellement, ce qui
donne

1
Zln |z—xj|——/ In |z—x|dm=§ln

J#

zZ— T 2 — Tn41

+0(1)
2 —Ti—1 R — Ti4+1

avec x_1 = a — h et z,,41 = b+ h. En prenant ’exponentielle et en multipliant par
|z — x;|, on obtient

H|z—xj| = |z—x] exp( (1)+ / In |z— x|dm mial z—xn+1|. (%)
\z—xz | ;

|z — @441

La quantité sous la racine est comprise entre 1 et (1 + 2n)%. En effet on a

{ < lz—x_1] |z —zi—1]| +ih

< <142,
|z — @i |z — @i

car |z—x;_1| > Re(z—x;_1) > L sii # 0, le premier quotient étant égal a 1 si i = 0.
Le deuxieme quotient est majoré de méme par 1+ 2(n — i). Comme exp(O(1)) est
encadré par deux constantes positives et % = 3=, on obtient I'estimation suivante.

N I
Estimation de mp41 — On pose A(z) = exp <b—/ In |z — x|dm)

Alors il existe des constantes Cy,Cy > 0 telles que

C10,,(2)A(2)" < |mpy1(2)] < Cond,(2)A(2)".

On voit donc que le terme dominant du comportement de |m,1(z)| est le facteur
exponentiel A(z)". Pour évaluer ||, 1[4, il suffit de calculer A(x) lorsque
x € [a,b] :

1 b
A(z) = exp (m/ In |z — t\dt).

La fonction ¢ — In |t — x| est discontinue en ¢ = z, mais le lecteur pourra s’assurer
que 'intégration par parties suivante est légitime :

b b di
/ln|t—x|dt:[(t—x)ln\t—x\]g—/(t—x)t_x

=0b—z)lnb—2)+(r—a) In(xr—a)— (b—a),

car la fonction ¢t — (¢t — z)In |t — x| est continue sur [a,b] et on peut passer a la
limite sur chacun des intervalles [a,z — €] et [z + €, b]. Il en résulte

Alz)==(z—a)= (b—x)7=c si z€]a,b|,
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Une étude de x — A(x) donne l'allure du graphe :

A(z)

\
\ \ \
\ \ \
\ \ \
o = ; ;

2

La fonction A atteint donc son maximum ||A|| = 1(b—a) en 2 = a ou b et son
minimum i(b —a)enxr = ‘ITH’. D’un point de vue pratique, il va en résulter
que la convergence de p, () est en général beaucoup moins bonne au voisinage des

extrémités a, b qu’au centre de l'intervalle.

2.3.* Phénomeéne de Runge

L’objet de ce paragraphe est de donner un exemple concret de fonction analytique
f pour laquelle les polyndémes d’interpolation ne forment pas une suite convergente.
Nous considérons pour cela la fonction

1
falz) = o ¢ €[-1,1],

ol a > () est un parametre.
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On a ici

1 1 +oo 2k
o) = o~ ()
k=0

o?

avec rayon de convergence R = «. D’apres le § 2.1, on voit donc que p,, converge
uniformément vers f, des que v > 2(5 + 1) ~ 1,74. Qu'en est-il si a est petit ?

Calcul de p,(x) — L’erreur d’interpolation est donnée ici par

i 1— (2 + 0?)pal(2)
fa(z) —pn(z) = m—l)n(w)— R :
Le polynome 1 — (22 + o?)p,(z) est de degré < n + 2, nul aux points g, ..., T,

(puisque p,, interpole f) et égal & 1 aux points +ia. En particulier 1— (22 +a2)p,(z)
est divisible par m,41(z) = [[(z—x;), le quotient étant de degré 0 ou 1. Examinons
la parité de ce quotient.

Comme les points z; sont répartis symétriquement par rapport a 0, le polynéme p,
est toujours pair, tandis que 7,41 est pair si n est impair et vice-versa. Le quotient
est un bindme cg + c1x, pair si n est impair, impair si n est pair. Par conséquent

co * Tp+1(x) sim est impair,

1= + a2 (e) = {

1@ - Tpy1(x)  sinest pair.

En substituant x = i, on trouve ¢y = 1/m,41 (i) et ¢1 = 1/iam,4+1(ia), d’on

1 n
T +1('x) si n est impair,
2 +a? w1 (ia)
fa(x) = pn(z) =
x 7Tn_|_1(CL’)

si n est pair.
ia(x? 4+ a?) w1 (ia) P

On va maintenant étudier tres précisément la convergence ponctuelle de p,(z), en
utilisant les estimations du § 2.2.

Etude de la convergence ponctuelle de la suite p,(x)

Sixz ==l pp(x) =pp(£l) = fo(£1l) = 14—% est une suite constante. On suppose
donc dans la suite que = est un point fixé dans | — 1, 1] et on cherche a obtenir une
estimation de |m,41(z)/mp41(ic). Pour z = ia, la formule (%x) du § 2.2 montre
qu’il existe des constantes C'3, Cy > 0 telles que

C3A(ia)" < |mnii(ic)| < CyA(ia)

car a < lia — x| < vVa?+4 pour tout j € {—1,...,n + 1}. De méme pour

z =x € | —1,1], les quantités |z — z;_1] et |z — x; 41| sont du méme ordre de
grandeur que h = 2, tandis que |z — x_1| et |z — 2,11 tendent respectivement vers
1+xet1—x On adonc des constantes positives C, Cl, . .. telles que

Csndn(z)A(z)" < |mpy1(z)| < Condy, (z)Az)",

Crnsa(o) (48" < 15ule) ) < Cunsnte) (k)
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Les calculs du § 2.2 donnent

1 14z 1—=x
Al@) ==~ (1+ )= (1-2)7,
I I
A(ia)) = exp (—/ In |za—x\dx = exp (—/ In (2% + o? dx)
1! 1 1
= exp (5 ln(:v +a? ) = —v1+a? exp (a Arctg — )
0 (&

In (2% 4+ o?) ayant pour primitive z In (2 + o?) — 2x + a Arctgz/a. La fonction
a — A(ia) est strictement croissante sur ]0, +00[, avec

lim A(ia) = 1, lim A(ia) = +oo.

a—0 e a—r+00
La valeur critique est la valeur o telle que

A(icg) = sup A(z) = g,

z€[—1,1] €

soit ag ~ 0,526. Pour a > «, la suite (p,) converge ponctuellement (et méme
uniformément) vers f, sur [—1,1]. Pour a < ag, on a le schéma suivant :

e Si A(x) < A(ic) (intervalle ouvert marqué en rouge), p,(x) converge vers f, ().

eSize]—1,1[et A(z) > A(ia), la suite (p,(x)) diverge comme on le voit a l'aide
du lemme suivant.

Lemme — Pour tout n € N*,

max (nd,(x), (n + 1)dp+1(x)) > = min(l +z,1 —x) > 0.

1
2
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Il existe en effet des indices j, k tels que

(o) =l = jal = o= (=145 2)|
Ont1(z) = | — 2z p :‘x—(—l—i—k-nil)‘.

On obtient donc

max (n, (), (n 4+ 1)dp+1(x)) > =(ndp(z) + (n + 1)dp41(x))

N —

> %(|n(m+ 1) — 24| + |(n + 1)z + 1) —2/<;|>

v

1 1
3 |différence| = 5 |z + 1 — 2k + 27|

v

1
3 distance (x, entiers impairs dans 7Z)

= — min(|z — 1|, |z + 1]). [ |

Grace au lemme, on voit que

e (o) = pn(@)] ) —puss(@)]) 2 € (55

donc la suite (| fo(z) — pn(x)|)nen n’est pas bornée si A(x) > A(ic) et ne tend pas
vers 0 si A(x) = A(ia).

Cet exemple montre donc que, méme pour une fonction f parfaitement réguliere,
il ne faut pas s’attendre a ce que les polynomes d’interpolation p, aux points
équidistants convergent vers f sur l'intervalle d’interpolation.

3. Meilleure approximation uniforme

3.1. Existence et unicité du polynéme de meilleure approxi-
mation

On munit P'espace vectoriel C([a,b]) des fonctions continues f : [a,b] — R de la
norme uniforme

IfIl = sup [f(x)],
z€[a,b]
et de la distance uniforme associée d(f,g) = ||f — g||. On note donc

d(f,Pn) = inf |f —pl.
pEPy
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Théoréme et définition — Pour tout n € N, il existe un unique polynome
qn € P, qui réalise le minimum de la distance

”f - an = d(f7 jDn)

Ce polynome est appelée polynome de meilleure approximation uniforme de f a
I’ordre n.

Démontrons d’abord 'existence de g,. En approximant f par p = 0, on voit que
d(f,P,) < ||f|l. L’ensemble des polynomes p € P, tels que ||f — p| < || f|| est
une partie fermée et bornée K C P,,, non vide puisque 0 € K. Comme P,, est de
dimension finie, K est une partie compacte, donc la fonction continue p — || f — p||
atteint son inf en un point p = ¢, € K. [ |

Avant de prouver I'unicité, nous introduisons une définition commode.

Définition — On dit qu’une fonction g € C([a,b]) équioscille sur (k + 1) points
de [a, b] s’il existe des points xo < x1 < ... < x) dans |a,b] tels que

Vi=0,1,...,k, ‘g(xl)‘: HgH et Vi=0,1,...,k—1, g(xz-l-l):_g(x’t)

lgll T

—llgll -

Preuve de D’unicité.* Montrons que si p € P,, est un polynéme réalisant le
minimum de la distance ||f — p||, alors ¢ = f — p équioscille sur n 4+ 2 points
de [a,b]. Si ce n’est pas le cas, soit

zo = inf{z € [a,0]; |g9(x)| = g}

le premier point en lequel g atteint sa valeur absolue maximum, puis x; le premier
point > z( en lequel g(x1) = —g(xg),...,z;+1 le premier point > x; en lequel
g(xi11) = —g(x;). Supposons que cette suite s’arréte en i = k < n. D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, g s’annule nécessairement sur chaque intervalle
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[€;—1,x;]. Soit ¢; € [x;—1,x;] le plus grand réel de cet intervalle tel que g(¢;) = 0,
de sorte que

a<zro<c <1 << . .. .<Tp_1<cp <z <b.
Supposons par exemple g(xg) > 0 et posons

m(z)=(c1 —z)(ca —x)...(cx —x), mEP,,

9e(x) = g(x) —em(z) = f(x) — (p(2) + em(x)).

On va montrer que ||g:|| < [lg]| pour € > 0 assez petit, ce qui contredira la minimalité
de ||f — p||. Par construction, on a signe(g(z;)) = (—=1)" et

—llgll < g(z) <llgll sur |a,zo],
—llgll < (=1)"g(z) <llgll sur [zi-1,ci]
(si on avait seulement < au lieu de <, alors on aurait x; < ¢;),

0<(=1)'g(x) < gl sur [c;, ]

(si on avait une valeur < 0, g(z) s’annulerait sur |c;, z;[),

—llgll < (=1)*g(x) < gl sur [zx,0]
(si on avait seulement < au lieu de <, il y aurait un point zj41).

Il existe donc une constante A < ||g|| positive telle que g(z) > —A sur [a,xg],
(—=1)ig(z) < A sur [z;_1,¢] et (=1)*g(x) > —A sur [z,b]. En notant M =
Sup[, 5] |7(7)| et en tenant compte du fait que signe(r(z)) = (—1)* sur Jej, ¢iv1[, on
obtient donc

—A—eM < g.(x) <|lgll sur [a, zol,
—lgll < (=1)'ge(z) < A+eM sur [z;_1,c],
—eM < (—1)'ge(z) <|lgll sur - [ci, il
—A—eM < (-1)fge(x) < gl sur [z, 0],

ce qui implique ||g-|| < |lg|| dés que € est assez petit. Cette contradiction entraine
k>n+1, ce qu’il fallait démontrer.

Pour vérifier 'unicité de p, il suffit de montrer que pour tout polynome g € P,
q # p, il existe un point x; avec 0 < i < n+ 1 tel que

(=1)'(f (i) = al@:)) > (=1)"(f (i) = pl@s)) ;

ceci entrainera en particulier ||f —gq| > ||f —pl|- Sinon, pour tout i =0,1,...,n+1
on aurait

(=1)"(p(w;) — q(z)) < 0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existerait un point &; € [z;, ;1]
tel que p(&;) —q(&) =0 pour i =0,1,...,n. Siles ; sont tous distincts, alors p — ¢
aurait n + 1 racines, donc p = ¢ contrairement a ’hypothese. Or, on peut choisir
&1 < &, sauf si dans Uintervalle [x;_1,x;11] le polynome (—1)*(p(x) — q(z)) ne
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s’annule qu’en x = x;, auquel cas on doit prendre &_ 1 = x; = £. Dans ce cas
(—=1)%(p(z) — q(x)) reste > 0 sur [x;_1,T;11] car son signe est positif en z = x; 1 et
x = x;4+1. Ceci entraine que &; = z; est racine au moins double de p — ¢, par suite
p — q aurait encore n + 1 racines compte tenu des multiplicités, contradiction. M

Observons en outre que d’apres la démonstration précédente, le polynoéme de
meilleure approximation uniforme se caractérise comme suit :

Caractérisation — Pour f € C([a, b)), le polynéme de meilleure approximation
uniforme q, € P, de f est l'unique polynome de degré < n tel que f —q, €équioscille
sur au moins (n+ 2) points de [a, b].

Exemple — Ecrivons les polynomes de Tchebychev sous la forme

2 "ty (z) = 2" — g, (2)

avec ¢, de degré < n. Comme t,41(cos 0) = cos (n + 1) équioscille sur les n + 2

points 0; =1 71 0 <@ < n+1, on en déduit que dn () est le polynome de meilleure

approximation uniforme & I'ordre n de x"™! sur [~1,1]. Autrement dit, 27"¢,1
est le polynome unitaire de degré n+1 ayant la plus petite norme uniforme possible
sur [—1,1] : cette norme vaut 27".

3.2. Densité des polynémes dans C([a, b])

Il est malheureusement tres difficile en général de déterminer le polynome de
meilleure approximation uniforme ¢,. C’est pourquoi nous allons étudier ici une
méthode beaucoup plus explicite d’approximation.

Définition — Si f € C([a,b]), le module de continuité de f est la fonction
wy : Ry — Ry définie par

wr(t) =sup{|f(z) = f(y)]; =z, y€la,b] avec |z—y| <t}

Pour tous z,y € [a, b], on a alors
|f(x) = fW)| < wp(lz —yl),
de sorte que wy mesure quantitativement la continuité de f.
Propriétés du module de continuité
(i) t = wy(t) est une fonction croissante.
lim wy(t) = 0.

)
(11) t—0+

(iii) Pour tous ti,ta € Ry, we(ty +t2) <wyp(th) +wy(ta).

(iv) Pour tout n € N et tout t € Ry, wy(nt) < nwy(t).

(v) Pour tout A € Ry et tout t € Ry, wp(At) < (A4 Dwy(t).
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Démonstration. (i) est évident, (ii) résulte du fait que toute fonction continue
sur [a,b] y est uniformément continue.

(iii) Soient z,y € [a, b] quelconques tels que |z —y| < t1 +to. 1l existe alors z € [x, y]
tel que |z — z| <ty et |z —y| < tg, don

1)~ FW) < 1)~ FG)+ 11(2) ~ F)] < wp(tn) +p(t2).
L’inégalité (iii) s’en déduit en prenant le sup sur x,y.
(iv) se déduit immédiatement de (iii) et (v) s’obtient en appliquant (iv) a n =
E(\) + 1. |

Nous allons maintenant introduire les polynomes dits de Jackson, donnant une assez
bonne approximation d’une fonction continue quelconque. Pour tout entier n > 2,
on considere le polynome trigonométrique J,, > 0 de degré n — 2

Jn@® =co I (1—cos (9—%;1) 7r)

1<k<n—2

ol ¢, > 0 est fixée telle que J, (%) = % En changeant k en n—1—k on voit aussitot
que J,(—0) = J,(0). De plus, pour tout k € Z, on a Jn(% T) =0sik #0ou
—1 (mod n), tandis que Jn( + %) = % Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme — Soit P(6) = Z‘j|<n_1 a;e'? j € Z, un polynéme trigonométrique de
degré au plus n — 1. Alors -

WoeRr) Y P(G—k%) — na.

0<k<n—1

—ijn2m/n

. .1 —e
E ffet ij(0—k2m/n) _ 139+
e 0<1;1—1 ) T el

vaut n si j = 0. |

= 0sij # 0 (mod n), et la somme

Comme J,(0) et J,(0)(1 — cos ) sont des polynoémes trigonométriques de degré
n — 2 et n — 1 respectivement, on en déduit que

3 Jn(e—k%ﬂ)zl,

0<k<n—1
2 2
Z Jn(e—k—ﬂ>(1—cos(9—k—7r>) —1—cos X ;
n n n
0<k<n—1
en effet, d’aprés le lemme, ces sommes sont des constantes et pour § = —7 la
définition de J,(f) montre que J, (9 —k 27”) = 0 sauf pour k =0et k =n —1,
auquel cas J, (9 —k 27”) = % Observons de plus que
212 , ‘ 2
cos 0 — cos k —| = ’ Re (¥ — ¢tk 2m/m)
n

. ; 2 .
0 ezk27r/n — ez(@—kQﬂ'/n) 1

2
: |

(&

o1 eos (0 £ 2))
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz | axbix| < (32 a?)Y/2(3.02)1/? aux
quantités

g — Jn(e—k2—ﬂ>1/2, by — Jn(é—kz%r)lﬂ

n

2
cos 0 — cos k —|,
n

on en déduit

Z Jn(Q—k%r)‘cose—cos k%r‘

0<k<n—1

S<Z‘In(9—k%ﬂ))m.(Zjn(g_k%ﬂ) 2>1/2
< (2X (- £27) (1 con (g_k%r)))l/z

1/2
< (2(1 — cos I)) =2 sin — < us (%)
n 2n — n

2
cos 0 — cos k;—ﬁ
n

Soit maintenant f € €([—1,1]) une fonction continue quelconque. On lui associe le
polynome trigonométrique de degré < n — 2

on(0) = Z f(cos k%)Jn(G—k%)

0<k<n—1

En changeant k en n — k pour 1 < k < n — 1, on voit que @,(—0) = p,(0),
par conséquent @, (f) est combinaison linéaire des fonctions paires 1, cos 6, ...,
cos(n — 2)f. Comme celles-ci sont précisément données par les polynomes de
Tchebychev t(cos ), on voit qu’il existe un polynéme p,,_o de degré < n — 2
tel que ¢, (0) = pp—2(cos B). Pour des raisons similaires, il existe un polynéme
Jn.k(x) de degré < n — 2 tel que

% (Jn (044 2%) (0 2%)) — G p(cos 0).

En observant que p,—2(cos 0) = 5 (¢n(0) + ¢, (—0)) et en substituant = cos 0,
on peut exprimer explicitement le polynéme p,,_» a partir des j, . :

pn—Q(x) = Z f(COS k%)]n,k(’f% V€ [_17 1]
0<k<n-—1

Ce polynome sera appelé polynome d’approximation de Jackson de degré n—2 de f.
Cela étant, nous avons le :

Théoréeme de Jackson — Pour tout f € C([a,b]), les polynomes d’approzima-
tion de Jackson vérifient

b—a
If pn||_3Wf(n+2)
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Démonstration. Le cas d’un intervalle [a, b] quelconque se ramene facilement au
cas ou [a, b] = [—1, 1], en utilisant le méme changement de variable qu’au § 1.5. On
suppose donc f € C([—1,1]) et on cherche a majorer

I/ = Pali-ray = sup [£(cos 0) = n(0)].

€[0,m]

La propriété > J, (0 — k 2%) = 1 permet d’écrire

f(cos 0) = Z f(cos H)Jn(H —k 2%),

0<k<n—1

d’ou

f(cos 0) — @, (0) = Z <f(COS 0) — f(COS kQ_ﬂ)) J”(e_ k%)

n
0<k<n-—1

par définition de ¢,. La propriété (v) du module de continuité avec t = % et

A= 5 |cos 6 — cos k%ﬂ implique

‘f(cos ) — f(cos k%)‘ < wy(At)
2

2
< (14—2‘(}08 0 — cos k—WDwf(—),
2 n n

par conséquent 'inégalité (x) donne

| f(cos 0) —pn ()] < Z Jn<9—k2%> <1+ g‘cos 0 — cos k2—7T ) wf<g>

n n
0<k<n-—1
< (145 2)es(3)
— - —Jwel — .
- 2 n fn

On obtient donc finalement

m 2 2
— Dy <(1+—>w (—><3w (—) |
1f = pn—2ll < 9 )¥I\) = %I\,
I1 résulte du théoreme de Jackson que (p,) converge uniformément vers f quand
n tend vers +00. Comme le polynome de meilleure approximation q,, satisfait par
définition || f — qn|| < ||f — pnl|, on en déduit que (g,) converge uniformément vers
f quand n tend vers +o00. Ceci équivaut a I’énoncé suivant :

Théoréme de Weierstrass — L’espace P des polynomes est dense dans
C([a, b]) pour la norme uniforme.
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4. Stabilité numérique du procédé d’interpolation
de Lagrange

4.1. Constante de Lebesgue associée aux points d’inter-
polation

Soient xg,x1,...,Z, € [a,b] des points 2 & 2 distincts. On consideére 1'opérateur
d’interpolation de Lagrange

L, : C([a, b)) — Py

[ Dn.

Dans la pratique, la fonction f a interpoler n’est pas connue exactement : on ne
dispose que d’une valeur approchée f = f+g, ou1 g est un terme d’erreur. Au lieu de
calculer p,, = L,,(f), on va donc calculer p,, = L,,(f) = L. (f)+Ln(9) = pn+Ln(g).

Si g est 'erreur commise sur f, 'erreur sur p,, sera donc L, (g). D un point de vue
numérique, il va étre trés important de pouvoir estimer || L, (g)|| en fonction de ||g||.

Rappelons la formule d’interpolation (*) démontrée au § 1.1 : si L, (g) = r,, alors

=" gla)lile)
1=0

On a donc

rn(2)] < (Z |li(x>|> lgll-
=0

Théoréme et définition — La norme de l'opérateur d’interpolation L, est

b= o (o).
z€la,b]
Le nombre A,, est appelé constante de Lebesgue associée G xg, X1, ..., Ty.

Démonstration. D’apres ce qui précede, on a ||L,(g)| = ||rall < Anllgll, donc
Lol < Ap. Réciproquement la continuité des [; entraine qu’il existe un point

€ € [a,b] tel que A, Z [1;(€)]. On peut trouver une fonction g € C([a, b]) affine

par morceaux, telle que ||g|| =1et g(z;) = £1 = signe ([;(£)). Alors

= (&) =
i=0

de sorte que ||L,(g)|| > Ay et ||Ln|| > An. |

Intuitivement, la constante A,, peut s’interpréter comme le facteur d’amplification
de l’erreur dans le procédé d’interpolation de Lagrange. On va voir que A, est
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également liée au probleme de la convergence des polynoémes d’interpolation, grace
a I'inégalité suivante :

Théoréme — Pour tout f € C([a,b]), on a

Démonstration. Soit ¢, le polynome de meilleure approximation uniforme de f,
de sorte que ||f — qn|| = d(f,P,). Puisque ¢, € P, on a L,(gn) = ¢n, donc

f=Lu(f)=f—qn— Lo(f — qn)
1f = LoD < Nf = @ull + 1 Lo (f — g0)l
< ”f - an +An”f - qn” = (1 +An)d(f7 ?n) u
4.2. Cas ou les points x; sont équidistants
Posons ; =a+ih,0<i<netx=a+sh,ousel0,n], h= b_T“. On a alors

o [ =2 -]

(xz—x]) j#i_j

n_iss—l...s/—\i...s—n
= >i!((n—i))! S

Y

—

ou s — ¢ désigne un facteur omis. On peut démontrer a partir de la que

2n+1
A, ~

en In(n)

Nous nous contenterons de démontrer une minoration de A,,. Pour s = %, c’est-a-
dire pour x = a + %, il vient

113 (1) (a1t
|l¢(x)|—2 22 ( 2) ( 2)

il(n —1)!
1 1:2...Gi—1)...(n—1) _ 1 n!
> — - — .
— 4 il(n —1)! ~ 4n? il(n —1)!
On en déduit
~ 1 « 1
A, > l; > C' = —2"
>3 )2 17 300 = 4

Comme A,, tend vers +o00 assez rapidement, on voit que 'interpolation de Lagrange
en des points équidistants n’est pas une méthode numérique tres stable : les erreurs
sont fortement amplifiées lorsque n est grand. Comme A,, tend en général nettement
plus vite vers +oo que d(f,P,) ne tend vers 0 (cf. Th. de Jackson), le théoreme
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ci-dessus donne également une indication de la raison pour laquelle le phénomene
de Runge se produit.

Exercice — Six = a+ sh avec s € [k,k+ 1], 0 < k < n, montrer que
lli(z)| < (L PRETDL ! En déduire que A, < 2".

il(n—1)! — il(n—i)!"

4.3. Cas des points d’interpolation de Tchebychev

Il est facile de voir que la constante A,, reste inchangée si I’on effectue un changement
affine de coordonnées x — ax+ 3. On se placera donc pour simplifier sur 'intervalle
[—1,1]. Dans ce cas, comme 7m,11(z) = 27 "t,41(x) d’apres le § 1.5, le polynéme
d’interpolation d’'une fonction f € C([—1,1]) est donné par

Pala) = Y flai)l(@)

avec

() = Tnt1() _ tnt1(2)
) e @) T et (@)

Estimation de la constante de Lebesgue — On peut montrer que

2
A, ~—In(n) quand n — +oo.
s

Nous nous contenterons de vérifier que A,, < C In(n), ou C est une constante
positive, et laisserons au lecteur l'initiative de raffiner la méthode pour obtenir le
résultat plus précis ci-dessus. Posons

r=cosf, x;=cosf; ou 0;=——m, 0<i<n.

La relation t,.1(cos 8) = cos (n + 1)6 entraine par dérivation
sin 0t;, 1 (cos 0) = (n+ 1) sin (n + 1)0.
Comme sin (n + 1) 0; = sin (2 + 1)5 = (—1)*, il vient

frale) = (1) S
(—1)%sin 0; cos (n+ 1)0
(n+1)(cos 6 — cos ;) ’
|sin 0; cos(n+1)40)|
(n+41)|cos 8 — cos 6;|

li(cos 0) =

|li(cos 0)] =

Minorons la quantité

60— 0; 0+ 0;
cos 0 — cos 0; = —2 sin QZsin —;Z.
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Y
y=72t
le———————= ‘
\ y =sint
\
\
\
\
0 /2 T t
PourtE[O,g] onasintZ%t,or
0—0; T . 0—0; 2 10 — 0,
6[——,—], donc |sin ’Z—
2 2 2 0 2

Par ailleurs % c [%, 91’;”] avec % < 5 et Oitm > 5, donc

. 0+0; ) .0 . O+ ) .0 0;
sin > min (sm — sin ) = min (sm — . cos —).

2 2 2 2 2
Comme sin 0; = 2 sin % cos % < 2 min (Sin %, cos %), on obtient
| cos (n+ 1)0)
li(cos )| <7 . *
(cos )] < w2 (+

D’apres le théoreme des accroissements finis

cos(n+1)8 =cos(n+1)0 —cos(n+1)0; = (n+1)(0 —0;)(—sin &),
|cos(n+1)0] < (n+1)|0 — 6],

donc |l;(cos )| < m, VO € [0, 7]\ {0;}, et ceci est encore vrai par continuité si § = 6;.

s

Fixons 6 € [0, 7] et soit 6; le point le plus proche de 6. Si on note h = 2= =

n+1
0;+1 — 0;, alors on a
h
-0, <—
| j| — 27
16 = 0i] > 16; = 0:[ =10 — 6] = (|7 —i| = D).
L’inégalité (x) donne
Zn: |li(cos 0)] < Llh Z % + 37,
=0 (n+1) jiyili—1 =l =
d’oflAn§2<1+%+...+%)+3W§Cln(n). |
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Exercice — Montrer inversement que

w/2

. 1 - 0; 2 2
Z|lz(1>| = —Zcotan — > —/ cotan tdt > — In(n).
i=0 n+1—= T Joo /2 T

D’apres le théoreme du § 4.1 et le théoreme de Jackson, on obtient pour tout

f € €([a,b]) :

I = LuDll < (4 A9 < C o)y (L2,

Corollaire — On suppose que [ est lipschitzienne, c’est-a-dire qu’il existe une
constante K > 0 telle que Vz,y € [a,b] on ait |f(x) — f(y)| < K(z —vy).

Alors la suite L,(f) des polynémes d’interpolation de Tchebychev converge uni-
formément vers f sur [a,b].

Sous ces hypotheses on a en effet wy(t) < Kt, donc

I = La()ll < KC'(b—a) 1,

ce qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. [ |

Ces résultats montrent que [’interpolation aux points de Tchebychev est con-
sidérablement plus fiable que l’interpolation en des points équidistants. Le schéma
ci-dessous compare a titre d’exemple les polynomes d’interpolation de degré 6 as-
sociés & la fonction f,(x) = 1/(z? + a2) pour a = /8 (voir aussi le §2.3).

Points d’interpolation :

_ _ _ _ équidistants

,,,,,,,,,,, de Tchebychev
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5. Polynomes orthogonaux

Soit ]a,b[ un intervalle ouvert borné ou non dans R. On se donne un poids sur
Ja, b], ¢’est-a-dire une fonction w : |a, b] — ]0, +o0[ continue. On suppose en outre

que pour tout entier n € N I'intégrale / |z|"w(x)dx est convergente ; c’est le cas

a
b

par exemple si ]a, b| est borné et si w(z)dx converge. Sous ces hypotheses, on

a
considere 'espace vectoriel E des fonctions continues sur |a, b] telles que

1 fll2 = \// |f(2)|2w(z)dz < +o0.

Grace aux hypotheses faites ci-dessus, E contient ’espace vectoriel des fonctions
polynémes. L’espace E est muni d’'un produit scalaire naturel

(f.9) = / F(@)g(x)w(x)d,

et || ||2 est la norme associée & ce produit scalaire ; cette norme est appelée norme
L? ou norme moyenne quadratique. On notera do(f,g) = ||f — g2 la distance
associée.

Théoréme 1 — Il existe une suite de polynomes unitaires (pn)nen, deg(pn) = n,
orthogonaux 2 a 2 pour le produit scalaire de E. Cette suite est unique. Les
polynomes p,, sont appelés polynomes orthogonaux pour le poids w.

Démonstration. On construit p, par récurrence a ’aide du procédé d’orthogona-

lisation de Schmidt. On a po(z) = 1, puisque py doit étre unitaire.

Supposons pg, p1,---,Pn—1 déja construits. Comme deg p; = 7, ces polyndémes
forment une base de P,,_;. On peut donc chercher p,, sous la forme

n—1
pa(x) = 2" =Y Ajap;(2).
§=0
La condition (p,,px) =0 pour k =0,1,...,n — 1 donne

n—1
(Prsp) = 0= (2", p) = > Njin(Pj: Pk)
=0

[Pr 13-

n
= <'f1j 7Pk> - )\k,n
On a donc un et un seul choix possible, a savoir

<$n,pk>

Ak = .
P& |3

)
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Remarque — La suite ainsi construite n’est pas orthonormée en général.
Pn p

La suite normalisée p, = m pn, est une base orthonormée de ’espace P des
n

polynomes.
Théoréme 2 — Les polynomes p, vérifient la relation de récurrence

pn(x) = ('CC - )‘n)pn—1<x) - ,unpn_z(x), n > 2
avec

A\, = <xpn—17pn—1> _ Hpn—l”%
" lpn-all3 7 7" P23
Démonstration. Le polynome xp,_1 est unitaire de degré n, donc on peut écrire
n—1
ITPp—1 = Pn + Z Ok Pk
k=0

olt {xpn_1,pr) = ar||prll3, 0 < k < n — 1. Par définition du produit scalaire, on a

b
(TPn—1,PK) = (Pn—1, TPk) =/ Z Pr—1(x)pr(x)w(z) de.

Sik <n-3, zp; € Pr_o, donc (p,_1,xpr) = 0. Il y a donc au plus deux coefficients
non nuls :

1Pn—2ll3

<.Tpn_1 ) pn—1>

lpn—1113 v

On—1 =

Or ITPp—2 = Pn—-1+¢, qE j371—27 donc
(Pr—1,7Pp—2) = |[pa-1ll3 + Pr_1,q) = [Pn-1]13,
ce qui donne ;o = i, €t

TPn—1 = Pn + )\npn—l + nPn—2. n

Exemples — Certains cas particuliers ont donné lieu a des études plus poussées.
Mentionnons entre autres les cas suivants :

e Ja,b[ =10, 400, w(x)=e* prn, = polynomes de Laguerre ;

e |a,b[=]— 00,4+, w(z)=e"*, p,=polynomes de Hermite ;

e Ja,b[=]—-1,1], w(z) =1, pn = polynomes de Legendre ;
e a,b[=]-1,1], w(z) = \/11_7, prn = polynomes de Tchebychev.
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Vérifions en effet que les polynomes de Tchebychev ¢, sont 2 a 2 orthogonaux
relativement au poids w(z) = 1/4/1 — 22. Le changement de variable x = cos 6,
6 € [0, 7] donne :

us

/_1 tn ()t () ﬁ dr = /0 tn(cos 0)ty(cos 6) db

- 0 si n#k
:/0 cos nf - cos kO do = ¢ T si n=k#0.
7T si n=k=0

Comme t,, a pour coefficient directeur 2"~! si n > 1, on en déduit

{po(x) = to(z) =1
pn(x) =2, () si n> 1.

On sait que t,, a n zéros distincts dans | — 1, 1[. On va voir que c’est une propriété
générale des polynomes orthogonaux.

Théoréme 3 — Pour tout poids w sur |a,b|, le polyndome p, posséde n zéros
distincts dans 'intervalle ]a, b|.

Démonstration. Soient x1,..., ) les zéros distincts de p, contenus dans |a, b
et mq,...,my leurs multiplicités respectives. On a my + ...+ my < deg p, = n.
Posons ¢; = 0 si m; est pair, ; = 1 si m; est impair, et

k
q(z) = H(m —x;)%, degq<k<n.

=1

Le polynome p,,q admet dans ]a, b[ les zéros x; avec multiplicité paire m; + ¢;, donc
Pnq est de signe constant dans |a,b| \ {z1,...,z,}. Par conséquent

b
(Pn,q) = / Pn(z)q(x)w(x)dz # 0.

Comme p,, est orthogonal a P, _1, on a nécessairement deg ¢ = n, donc k = n et
mp=...=mp = 1. |

Plusieurs méthodes d’approximation de fonctions continues par des polynoémes ont
déja été vues. En voici encore une autre.

Théoréme 4 — Soit f € E. Alors il existe une unique polynome r, € P, tel
que ||f — rulle = do(f,Prn) ; mn est appelé polyndme de meilleure approrimation
quadratique de f a l’ordre n.
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Puisqu’on travaille dans un espace euclidien, le point de P,, le plus proche de f n’est
autre que la projection orthogonale de f sur P,,. Si on écrit r, = > ayp, il vient
(f,px) = (rn,pk) = aglprll3, d’olt la formule

() =) i) pr(x). m

2
2 il

On va maintenant étudier la convergence de r,, quand n tend vers +oo. L’inégalité

évidente
b

/ (@) Puz)de < (sup | £(2)])? / w(z)dz

a

entralne
b 1/2

I£1e < Culfl o Co=( [ wo)iz)
Ceci permet de controler || || & I’aide de la norme uniforme.

Théoréeme 5 — Sila,b| est borné, alors liIJIrl |f —rnll2 = 0 pour tout f € E.
n—-—+0oo

Remarque — Le théoreme 5 peut étre faux si ]a, b| est non borné.

Démonstration

e Supposons d’abord que f € €([a, b]). Dans ce cas, soit ¢, le polynome de meilleure
approximation uniforme de f. On a

If = rallz < f = anll2 < Cullf = anl;

et on sait que lim ||f —¢,| =0.
n—-+oo

e Supposons maintenant f € E quelconque. Soit y, la fonction plateau définie par
le schéma ci-dessous :
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Xo

+a b—a  b—a/2 b x

0 a ata/2

Comme f € C(Ja,b[), on a fx € C([a,b]) si 'on convient que fxq(a) = fxa(b) =0.

De plus
b

at«o
1f = Fxall3 S/ \f(w)IQw(w)der/b |f (@) [Pw(z)da,

—Q
de sorte que limJr | f—fXxall2 = 0. Soit 74 5, le polynéme de meilleure approximation
a—0

quadratique de fx,. On a

If =rallz < 1f = Tam |2

2 < |If = fxallz+ 1 Xa = ran

Soit € > 0 fixé. On peut d’abord choisir o > 0 tel que || f — fxal|2 < § ; o étant
ainsi fixé, on peut choisir ny tel que n > ng entraine ||fxa — ranl2 < § et donc

If—rnll2 <e. [ ]

Mise en ceuvre numérique — Si les polynomes p, sont connus, le calcul
des r,, est possible dés lors qu’on sait évaluer les intégrales (f,px) : les méthodes
d’intégration numérique feront précisément l'objet du prochain chapitre. Si les
polynomes p,, ne sont pas connus, on peut les calculer numériquement par la formule
de récurrence du théoreme 2. Le cott global de ces calculs est en général beaucoup
plus élevé que celui des méthodes d’interpolation.

6. Problemes

6.1. On note C([a,b],R) l'espace des fonctions continues sur l'intervalle [a,b] &
valeurs dans R, muni de la norme || || de la convergence uniforme. On considere
I’application

¢ : C([a,b],R) — R"H!

f — (mo(f)7m1(f>7 s 7mn(f)>

telle que m;(f) = % (f(x;) + f(=})), ou
To<TH<T1 <T)<...<mp <7

sont des points fixés de [a, b].
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(a) Soit f € C([a,b],R) telle que ¢(f) = 0. Montrer que pour tout i il existe
& € [z, )] tel que f(&) = 0.

(b) Montrer que la restriction ¢ : P,, — R™*! de ¢ & I'espace P,, des polynomes de
degré < m est injective. En déduire que pour tout f € C([a,b]),R) il existe un
unique polynome P,, € P tel que ¢(p,) = o(f).

(c) On suppose ici que f est de classe C™*1. En utilisant (a), majorer ||p, — f|loo
en fonction de f(**1 et b — a.

(d) Calculer explicitement po en fonction de mg(f), m1(f), ma(f) pour la subdivi-
sion zp < zf) < 71 < ¥} < w2 < @b de [a,b] = [~1,1] de pas constant 2.

6.2. On note t,, le polynéme de Tchebychev de degré n et ¢ un réel tel que |c| < 1.

(a) Montrer qu’il existe une fonction continue 1 & valeurs réelles, définie sur [0, 7]
avec (0) = ¢(m) = 0 et vérifiant

—10
gy _ L—ee ™
1 — cet?

(b) Pour n € N on note g(f) = (n+1)0 + ¥(6).
(a) Soit 6y = m. Calculer g(61) — nw et g(0) — n.
En déduire qu’il existe 0y vérifiant 0 < 03 < 67 et g(02) = n.

(8) Montrer qu’il existe une suite strictement décroissante 0y, de [0, 7] telle que
g(0r) =(n—k+2)rpour k=1,...n+2.

(7) On note ¢, (x) = Re (ei(”+1)9 %) avec § = Arccosz, x € [—1,1].

Calculer ||¢,||. Montrer que ¢,, équioscille sur n + 2 points de [—1, 1].

(¢) (@) Montrer que la série —3 + S0 cFty(x) converge uniformément sur [—1, 1]
vers une fonction f.(x) que I'on explicitera.

Y12

n—1
(8) On note pa(a) = 5 + > (o) + 1z tnle)

Montrer que p,, est le polynome de meilleure approximation uniforme de
degré n de f.. Calculer || f. — pn||-

(d) (o) Montrer que 'on peut choisir ¢ et A tels que pour tout =z € [0,1] on ait
fe(2r —1) = ﬁ.

(8) Montrer qu’il existe une suite de polynomes g, de P, tels que la suite

1

e

Qi = SuPye(o,1]

vérifie pour tout k € N, lim n*a, = 0.
n—-+o0o
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6.3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, indéfiniment dérivable sur |a, b|.
Soient xg, 1, ... ,Tn, € [a,b]. Pour chaque i € {0,1,...,n}, soit o; un entier
positif.

On cherche un polynéme P(z) de degré < f => (a; + 1) tel que :
P9 (z;) = f9(x;) pour i=0,1,....n et j=0,1,...,0,
ou (j) désigne l'ordre de dérivation.

(a) Démontrer 'unicité de P, puis son existence grace a un raisonnement d’algebre
linéaire.

(b) On suppose P solution du probleme. Soient R;(x) et p;(x) des polyndmes
vérifiant les relations

Ri(z) = pi(z) + (x — 2;)“ ' Ryt (x), deg pi < ay,
Ro(z) = P(x), Rpy1(z)=0.

() Montrer que
p&j)(«ri) _ REJ)(J?@) pour j=0,1,...,q;.

(8) Montrer que ’on peut écrire p;(z) sous la forme :
pi(z) = Z aip(x — x;)F.
k=0

Calculer les coefficients a;;, en fonction de Rfk)(xz)

(v) Montrer que P(x) peut s’écrire :

n i—1
P(z) = pola) + 3 (pi(x) [[e- xr)aT+1>.
=1 r=0
(6) Indiquer une méthode de récurrence pour calculer pg(z), puis Ri(x) et
aik, ..., puis Rj(z) et a;; en fonction de f et de ses dérivées £ ().
Montrer que 'on peut ainsi calculer P(x) en fonction des données du
probleme.

() Que se passe-t-il dans le cas particulier ou m =0 7

(c) On suppose que les a; sont rangés par ordre croissant. Montrer qu’il existe
t € [a,b] tel que :

f(ﬁ)(t)
B!

Indication : on pourra considérer la fonction
g(x) = f(z) = P(z) — (z — ZCo)aO+1 vz = xn)o‘"‘HK,

et examiner combien de fois s’annulent g(z), ¢'(z) . . ., () (xz),. .., g(*)(z), ...,
)]
97 ().






Chapitre 111

Intégration numérique

L’objet de ce chapitre est de décrire quelques méthodes numériques classiques
(Newton-Cotes, Gauss, Romberg) permettant d’évaluer des intégrales de fonctions
dont les valeurs sont connues en un nombre fini de points. On s’attachera a expliciter
le plus completement possible les formules d’erreurs dans chacun des cas.

1. Méthodes de quadrature élémentaires et com-
posées

1.1. Principe des méthodes numériques

Soit f : [, f] — R une fonction continue. On se propose de chercher des formules

approchées pour l'intégrale [ f f(x)dz. Pour cela, on choisit d’abord une subdivision
a=qy<a;<...<ap=p
de l'intervalle [a, B]. La formule de Chasles donne
Qi1

/j f(x)dx = I:g:/a f(x)dzx.

On est donc ramené au probleme d’évaluer l'intégrale de f sur un petit intervalle
[, ajr1]. Ce calcul est effectué au moyen de formules approchées (qui peuvent
étre a priori différentes sur chacun des intervalles [a;, a;11]), appelées méthodes de
quadrature élémentaires, du type suivant :

Méthodes de quadrature élémentaires

Q41 Ly
/ f(x)dr ~ (i1 — i) Zwi,jf(ﬁi,j),
(% j:0

i

. . l;
ou & j € lag, 1], 0<7 <1l et >/ jwij=1
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La sommation peut étre interprétée comme une valeur moyenne de f sur [a, o q1].

Le probléme est de choisir convenablement les points §; ; et les coefficients w; ;

de facon a minimiser 'erreur. Ceci se fera en général en évaluant l'intégrale
AG+1 9 . . .

fai f(z)dx au moyen d’une interpolation de f aux points &; ;.

La méthode de quadrature composée associée sera

ﬁ k—1 l;
/ f(x)dw ~ Z(Oéz'ﬂ — ) Zwi,jf(fi,j)
o i=0 §=0
Définition — On dit qu’une méthode de quadrature (élémentaire ou composée)

est d’ordre N si la formule approchée est exacte pour tout f € Py et inexacte pour
au moins un f € Pnaiq.

On observera que les formules sont toujours exactes pour f(z) = 1 a cause de
I’hypothese Ej wi; = 1. Par linéarité, elles sont donc exactes au moins pour
fePo.

1.2. Exemples

(a) Cas le plus simple : [; = 0, quel que soit i.

On choisit alors un seul point &; € [y, a;+1] et on remplace f sur [o;, a;11] par le
polynoéme de degré 0 : po(x) = f(&;). On a alors

[ @ (@ - s (6),
k—1

B
| s = 3 (@i - a) ).

=0

c’est-a-dire qu’on approxime l'intégrale par une somme de Riemann relative a la
subdivision («a;). Voici les choix les plus courants :

e & = «; : méthode des rectangles a gauche
B k—1
[ F@de= S (e - ).
o i=0

o & = ayt1 : méthode des rectangles a droite

8
/ f(z)dz ~ . (ip1 — i) flaig).

N
—

-
I
=
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Y &= A 4 & = it

\
\
\
\
\
\ \
\ \
\ \
0 o a; i1 B x 0 a o i P x

Ces méthodes sont d’ordre 0.

° & = % : méthode du point milieu

Y
f(fz) ******** /
/ \
-
|
\
1
0 o &i Qi1 T

L’aire du rectangle coincide avec l'aire du trapeze indiqué en grisé. La formule
approchée est donc exacte si f est une fonction affine, par suite la méthode est
d’ordre 1.

(b) Cas d’une interpolation linéaire : on choisit
Li=1, Vi, &o=0a; &1=0ai41

et on remplace f sur [a;, @;11] par la fonction linéaire p; qui interpole f aux points
Q, Q41 -
(z — o) flevig1) — (& — @ig1) fw)

Prz) = Qi1 — '

On obtient les formules suivantes, correspondant a la méthode dite des trapézes :

/jiﬂ f(z)dz ~ /:iﬂ pi(z)dr = (a1 — o) (% fla) + % f(ai+1))

k—1 1

/aﬂ f(x)dx ~ Z(O!H—l — ) (5 flay) + % f(OfH-l))

1=0
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y S~

0 o o Qg 15} T

L’ordre de cette méthode est 1 comme dans le cas précédent.

(c) Méthodes de Newton-Cotes

Dans la méthode de Newton-Cotes de rang [, qu’on désignera dans la suite par NCj,
on prend [; = [ pour tout 7, et les points §; j, 0 < j <[, sont les points équidistants

QG — Oy
Cij=0ity

divisant [oy, a;41] en [ sous-intervalles égaux. Pour déterminer la formule de
quadrature élémentaire, on se ramene par changement de variable a l'intervalle
[aj, a;41] = [—1,1], subdivisé par les points 7, = —1 + j%. Le polynéme
d’interpolation d’'une fonction f € C([—1,1]) est donné par

l
pi() =Y f(rj)L;(x)

1 1 l
/ f(@)da ~ / (e =23 w; (7))
-1 —1 —
7=0
avec w; = % f_ll L;j(z)dz. Par suite de la symétrie des points 7; autour de 0, on a

rioy = =1 Lisg(@) = Li—w), wi =w;.

Pour [ = 2 par exemple, il vient

I 2
7'0:—1, T1:O, TQZL Ll(.CC)Il—.’BQ, wlzg/ (1—x2)dx:§,
-1

Apres changement de variable, les coefficients
e vérifiera a titre d’exercice), donc on obtient les

d’olt wy = we = % (1 —w) =
w; restent inchangés (le lecteur

o=
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formules

Q41 !
[ r@de = o - a0 Y wnf (),

=0
Jé] k-1 ’ l
f(x)dx = Z(ai—l-l - az) Zw]f(fl,])
@ =0 j=0

Si f € Py, alors p; = f, donc la méthode de Newton-Cotes de rang [ est d’ordre > .

De plus, lorsque f € C[—1,1]) est un polyndéme impair, on a

1 l
/ f(m)dm:():Qijf(Tj).
-1 =0

Si [ est pair, les formules sont donc encore exactes pour f(z) = x'T!, et plus
généralement pour f € Py par linéarité. On démontre en fait le résultat suivant
que nous admettrons :

Proposition — Sil est pair, l'ordre de NCj est | + 1,

si | est impair, l’ordre de NCp est [.

Ceci fait que, hormis le cas [ = 1, les méthodes de Newton-Cotes ne sont utilisées
que pour [ pair :

e [ =1 : méthode des trapezes (ordre 1)

1
e [ =2 : méthode de Simpson (ordre 3)
1 2
Wp =ws = —, w1 =r2.
0 2 67 1 3

e [ =4 : méthode de Boole-Villarceau (ordre 5)

7 16 2
Wo =W4=1gq: W1 =Ws=70 W2=1g

e [ =6 : méthode de Weddle-Hardy (ordre 7)

41 9 9 34
W1 =Ws = -2, W2=W4 =55, W3

Wo = W6 = ga0° 35 280 ~ 105

Pour [ > 8, il apparait des coefficients w; < 0, ce qui a pour effet de rendre les
formules beaucoup plus sensibles aux erreurs d’arrondis (cf. § 1.3). Les méthodes
NCj ne sont donc utilisées en pratique que dans les 4 cas ci-dessus.
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1.3. Influence des erreurs d’arrondi

Supposons que les valeurs de f soient calculées avec des erreurs d’arrondi de
valeur absolue < e. L’erreur qui va en résulter par application d’une méthode
de quadrature composée sera majorée par

N
—

(2

I
=

_ l;
e (ip1—ai) Y |wiy
=0

Si les coefficients w; ; sont > 0, on a

l; l;
D lwigl =) wi; =1
5=0 5=0

L’erreur est donc majorée par (8 — «); ce résultat est manifestement optimal
puisque le calcul exact de [ f f(x)dx peut conduire & une erreur £( — «) si 'erreur
sur f est constante de valeur absolue ¢.

Si par contre les coefficients w; j ne sont pas tous > 0, alors ) j |w
donc l'erreur due aux arrondis des f(&; ;) peut dépasser (5 — a).

> Zj wij =1,

1.4. Convergence quand le nombre k de subdivisions tend
vers + oo

Le résultat théorique suivant de convergence justifie en partie I'intérét des méthodes
composées.

Théoréme — On suppose que les méthodes de quadrature élémentaire font
intervenir un nombre de points l; = | fize et que les coefficients w; ; = w; ne
dépendent pas de i, k. Alors l'approximation donnée par la méthode composée, soit

k—1 l

T (f) = Z(Q‘H—l — ;) ijf(fi,j)
i=0

1=0

B
converge vers / f(x)dz quand k — +oo et quand le mazimum du pas, & savoir

(6
hmax = max (a1 — ), tend vers 0.

Démonstration. On peut écrire Ty (f) = Zé:o w;S;k(f) ot

&
—

Sik(f) = . (vip1 — o) f(&j)

s
I
=

est une somme de Riemann de f relative a la subdivision (a;). Pour tout
j=0,1,...,0 fixé, S;(f) converge vers ff f(x)dxr quand hpax tend vers 0. Par

conséquent Ty (f) converge aussi vers ff f(x)dxr quand hyax tend vers 0. [ |
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FExercice — Montrer que dans le cas général

B
|
—

(az—|—1 _O-/z sz,jf gz,j

7=0

@
I
=

converge encore vers ff f(x)dz quand huyax tend vers 0, pourvu que w;j; > 0. |
Indication : revenir a la définition de l’intégrale en encadrant f par des fonctions
en escalier.]

Remarque — Dans le cas de la méthode NCj élémentaire

/_1 f(x)dx ~ 2ijf(7'j)

on peut donner des exemples montrant qu’il n’y a pas nécessairement convergence
quand [ — oo (ceci est lié au phénomene de Runge II 2.3). C’est une des prin-
cipales raisons pour lesquelles on est amené a considérer des méthodes composées
avec k assez grand, plutot que d’augmenter 'entier [.

2. Evaluation de ’erreur

Nous allons montrer que lorsque la fonction f a intégrer est suffisamment réguliere,
I’erreur d’intégration numérique peut s’exprimer de maniere assez simple en fonction
d’une certaine dérivée de f. Auparavant, nous aurons besoin de quelques rappels
d’Analyse.

2.1. Rappels préliminaires d’analyse

Enon(;ons tout d’abord une version de la formule de Taylor fournissant une expres-
sion exacte du reste. Ceci est possible a ’aide d’intégrations par parties successives,
permettant d’exprimer le reste comme une intégrale ou figurent les dérivées de la
fonction considérée.

Formule de Taylor avec reste intégral — Soit f une fonction de classe
CN*L sur [a, B]. Alors pour tout x € |a, f3]

N
F@) =3 @ -l + [ o= 0N ar
k:O
Démonstration. Par récurrence sur N. Pour N = 0, la formule se réduit

simplement a

f@) = s+ [ "t
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Si la formule est vraie a 'ordre N — 1, le reste intégral s’écrit, apres intégration par
parties :

/ ' T - 0 0

1 * r 1
- |0 0] - [ gm0
1
— i @ @@+ [ 0N e
La formule est donc encore vraie a ’ordre N. [ |

Notons 4 = max (z,0) =x si z > 0, z4 = 0 si < 0. Avec la convention x& =1
sixz >0, x(}r =0 si z <0, la formule se récrit

B
f@) =px@)+ [ 3 o= 0¥ D)

ol py est le polynome de Taylor de f d’ordre N au point «.

Formule de la moyenne — Soit w > 0 une fonction intégrable sur o, ([ telle
que fB x)dx converge. Alors pour toute f € C(|a, f]), il existe un point & € |a, ]

tel que , ]
| t@utes =€) [ wa.

Démonstration. Soient m, M respectivement le minimum et le maximum de f
sur [a, 5]. Comme w > 0, il vient

m/ dx</ f(z dng/jw(x)dx

Si f f w(z)dx = 0, le résultat est vrai pour £ quelconque. Supposons donc

/ f w(z)dx > 0 et soit alors ¢ le quotient

q:/jf(x) dx// z)da € [m, M].

Le théoreme des valeurs intermédiaires montre que f(]a, 8[) est un intervalle ayant
pour bornes m, M. Si g € [m, M|, il existe donc £ € |a, B[ tel que g = f(&). Restent
lescas g=met =M. Sig=m et si f(§) > m pour tout £ € |a, [, alors

B
/ (f(z) —m)w(z)dx >0

puisque f x)dz > 0, ce qui est contradictoire. Il existe donc dans ce cas £ € |a, (]
tel que f(ﬁ) m. Le cas ¢ = M est analogue. [ |
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2.2. Noyau de Peano

En vue de I’étude des méthodes de Gauss au § 3, on se place ici dans une situation
un peu plus générale.

Situation étudiée — On se donne un poids w sur |a, B[, c’est-a-dire une
fonction continue > 0 telle que f o (z)dx converge. On cherche a évaluer I'intégrale
f B x)dz par une formule approchee

/ f(z)w(x)dx ~ Z)\jf(xj), zj € [a, f].

On notera que les formules du § 1 rentrent dans ce cadre (avec w = 1); en général,
ona y A;j # 1. L’erreur due a la méthode est donnée par :

8 !
:/ f(x)w(:l:)dw—z)\jf(xj)-

Théoréme et définition — On suppose que la méthode est d’ordre N > 0. Si
f est de classe CN*Y sur [a, 8], alors

B
B(f)= 1 [ Kw®f* s

ot Ky est une fonction sur [a, ], appelée noyau de Peano associé a la méthode,
définie par

Kn(t) = E(m — (z — M), t € [a, A

Démonstration. On observe d’abord que f — FE(f) est une forme linéaire sur
C([a, B]). Sig: (x,t) — g(x,t) est une fonction intégrable sur [a, §] x I, le théoreme
de Fubini implique par ailleurs

E(x > /telg(x,t)dt> = /tel E(x > g(x,t))dt.

La formule de Taylor avec reste intégral donne

F) =@+ [ e 0
Comme py € Py, on a E(pN) = 0 par hypothese, d’ou
B(f - |_>/ T N D (g )dt)

_ /a E(xH%(x— O FOD () ) dt
= [ ) B e

8
- %/ Ky () fN T ()at. u
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Notons que si N > 1, la fonction (z,t) — (z — ¢)} est continue sur [a, 8] x [a, 8],
donc K est continue sur [a, ]. Ceci n’est pas vrai en général si N = 0.

Corollaire 1 — On a la majoration

B
B(f) < il 7V o / K (0)|dt.

«

Corollaire 2 — On suppose que Ky est de signe constant.
Alors pour toute f € CNTY([a, B]) il existe & € |, B tel que

1

E(f) =+

FEE(E) /ﬁ K (t)dt.

De plus ff Kn(t)dt = 525 E(z — ™), donc

O () B(a e V).

E(f):m

Démonstration. La premiere égalité résulte du théoreme et de la formule de la
moyenne appliquée & la fonction f(N*+1) et au poids w = Ky (ou w = —Kp si
Ky <0). La deuxiéme égalité s’obtient en prenant

f(x) =2V, quidonne fONFY(z)= (N +1).

La troisieme découle des 2 premieres. [ |

2.3. Exemples

On verra au § 2.4 comment on peut déduire le noyau de Peano d’une méthode
composée de celui de la méthode élémentaire utilisée. On se contentera donc ici de
regarder le cas des méthodes élémentaires sur I'intervalle de référence [—1,1].

e Méthode du point milieu

1
B(f)= | fado—25(0).
-1
Cette méthode est d’ordre 1, le noyau de Peano est donné par :

— [ @ =tdo =20

—1

- /tl(x — t)da — 2t_

- [% (m—t)Q]z St = (1—t)2 -2t

1
2
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On a donc
1 (1-1t)? sit>0
K= i
soit Kq(t) = 1 (1 —t[)? > 0 sur [-1,1]. Comme f Kq(t fo (1—t)%dt = 1,
le corollaire 2 implique
1
E(f)_gf//(€>7 56]_171[

e Méthode des trapézes (ordre 1)

/‘f ) — (fF(—1)+ f(1)),
Kﬂw—/;@—w+m—w<1—w++u—w>
:/tl(:v—t)dx—(l—t),

Kl(t):—%(l—tQ)go sur [—1,1].

Comme f_ll K;(t)dt = —2, on en déduit

Zpe), ce) -1l

B(f) = -3

e Méthode de Simpson (ordre 3)

= [ s@ar—2(} 10+ 250+ §r).
Ka(t) = (x»—>(x—t) )
Ka(t) = /_11(35 — )3 da — 2(0 + % (—t)3 + é (1- t)i)

- /tl(x—t)?’dx— 2@#’1 - % (1-1)?*)

Sit > 0, on obtient donc

K3(t) = %

1
T 12

(1-* -

(1- 173

(11—t

1
3
(1= 1) 4] =~ (1 1)°(1 + 30).
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Si t<0,0na

Ks(t) = —1—12 (1—)>(1+3t) + %t?’ = —% (1+1)3(1 — 3t).

On aurait pu également observer que K3(—t) = K3(t) comme il résulte de I’exercice
suivant.

Ezxercice — Montrer que le noyau de Peano Ky d’une méthode élémentaire
1 l
/ fl@)de ~ 2 w;f(&)
—1 -
7=0

est pair des que wi—; = w; et §_; = =& (points et coefficients répartis
symétriqguement autour de 0).

Indication : (z + )Y — (—z — )} = (z +)V.

On a donc ici

Ks(t) = —= (1= )P+ 3}H) <0 sur [-1,1],
/_1K3(t):2/0 (GO0t -3 -0 =2(0 - ) =1,
B(f) = 11 FO(E)

Nous admettrons le résultat général suivant.

Théoreme de Steffensen — Dans les méthodes de Newton-Cotes, le noyau de
Peano est de signe constant.

Le corollaire 2 du §2.2 est donc toujours applicable dans ce cas.

2.4. Noyau de Peano d’une méthode composée
On suppose qu’on s’est fixé une méthode de quadrature élémentaire
1 l
/ g(z)dx ~ Qijg(Tj), T; € [-1,1].
-1 =0
L’erreur correspondante est

1 l
Eeem(g) = / g(x)dx — 2 Zng(Tj).

-1 =0

On notera k,, le noyau de Peano associé.



III — Intégration numérique 71

On considére maintenant une subdivision de [«, /] :
a=aqp<a1<...<ap=0

de pas h; = a;41 — ;. L’erreur de la méthode composée associée a la méthode
élémentaire ci-dessus est

Feompl / ()i -

(2

&

1 l

hi » w;f(&.;)

j=0

I
=

ou &; ; se déduit de 7; par le changement de variable

[—1,1] — [, 2]

U—> T = % +u %
Définissons g¢; € C([—1,1]) par
) = £ 0 g)
Comme dx = % du, il vient
L ! l
Ecomp(f) = 2 EZ /_1 gi(u)du — hijz_:owjgi(fy Z Eelem (95)-

Le noyau de Peano de la méthode composée est donc
Kn(t) = Eeomp (x s (z— )N )

iy . ‘ h N
0

=0
2 i+ o :
Supposons t € [, ajt1], et soit 0; = ™ (t - %). Alors 0, € [—1,1] si et
seulement si i = j. Sii # j on a '
e oubien 0; > 1, et (u—6;)Y =0 pour u € [—1,1] :

e ou bien 0; < —1, et (u—6;)% = (u—6;)" pour u € [-1,1].
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Dans les 2 cas u — (u — 6;)¥ est un polynoéme de degré < N sur [—1,1] donc
Felem (u = (u— 01)41\_[) = (0. Dans la sommation, il n’y a donc que le terme 7 = j,
d’ou :

\N+1 ot
KN(t) = (h—27> kN<% (t — %)), t e [Cl{j,aj+1].

kn Ky

EEVAV\VAV.VANEN

-1 0 1 U 0 a apay agzay B t

Théoréme — On suppose que ky est de signe constant et que le pas h;
est constant, égal a h = B_TO‘ On note Cn = f_ll kn(t)dt. Alors pour tout
f € CN (o, B]), il existe un point & € |a, B[ tel que

Feomplf) = gy WY SO (€)(5 — @),

On voit donc que lorsque le pas h tend vers 0 l'ordre de grandeur de I'erreur dans
une méthode composée d’ordre N est approximativement hVt!. Ce résultat justifie
I'intérét des méthodes d’ordre élevé, qui donnent une précision plus grande pourvu
que f soit tres réguliere.

Démonstration. Ky étant lui aussi de signe constant, le corollaire 2 du § 2.2
montre l'existence de £ € |a, (] tel que

B
Beomp(f) = 37 F(€) / Kn()dt.

D’apres I'expression de K, on obtient

/j K (t)dt = k/;l K (t)dt

“(5) [ (G-

0

Le changement de variable ¢t = % + %u, dt = % du fournit

/j K (t)dt = k (g)N+2 /_11 ke (w)du

hN+1 CN

= kh oN+2 Cn = oN+2

hN+1 (5 - a)?
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d’ou le théoreme. [ |

Les exemples du § 2.3 donnent en particulier :

o Point milieu : N=1 C = %, Ecomp(f) = i hzf//(f)(ﬁ —a),
e Trapeézes : N=1C = —g, Ecomp(f) = —i th//(f)(ﬁ —a),
_ 1
e Simpson : N=3,0;= 15 Ecomp(f) = 2880 h4f(4)(f)(5 —a).

3. Méthodes de Gauss

Les méthodes de Gauss concernent le calcul numérique d’intégrales faisant intervenir
un poids. Elles constituent une application directe de la théorie des polynomes
orthogonaux.

3.1. Description et formule d’erreur

Soit w une fonction poids fixée sur Ja, B[. On étudie les méthodes d’intégration
approchée du type

l
/f (@)dz ~ 3" N f(z), w5 € [ Bl
=0

Théoréme 1 — Il existe un choiz et un seul des points x; et des coefficients \;
de sorte que la méthode soit d’ordre N = 2l + 1. Les points x; appartiennent a
Ja, B] et sont les racines du (I + 1)-iéme polynéme orthogonal pour le poids w.

Unicité. Supposons qu’on ait des points x; et des coefficients \; pour lesquels la
méthode est d’ordre > 2] + 1. Posons

l
i1 (x H (x — ;).

Pour tout p € Py, deg(pmy1) <21+ 1, donc

B8 !
| p@ma @y = 3" Al me) = o

J=0

Ceci entraine que 741 est orthogonal a P;. Comme 741 est unitaire, c’est donc le
(I + 1)-ieme polynome orthogonal associé au poids w. Les points x; ne sont autres
que les racines de ce polynome.
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Ll(.I]) =1 si 1= j,
Li(z;) =0 si i#j.

Les coefficients \; sont donnés nécessairement par

Soit L; € P; tel que {

¢ B

A=Y A\Li(x)) :/ Li(z)w(z)dz.
=0 o
Ces coefficients sont donc eux aussi uniques. |

Existence. On sait que le polynéme orthogonal 741 € P41 possede [ 4 1 racines
distinctes dans ]a, B[. Soient x, ..., x; ces racines et soit

A = /a ’ Lj(z)w(z)d.

Si f € C([w, A]), le polynéme d’interpolation de Lagrange est

!
pi(x) = fla)Ly(x);
j=0
par définition des coefficients A; il vient donc

l

B
/ (o) = 3N f(;).

=0

Si f € P; alors p; = f, donc la méthode est d’ordre > [. Montrons que 'ordre est
en fait > 2/ 4+ 1. En effet, lorsque f € P91 1, la division euclidienne de f par 741
donne

f(x) =q(x)my1(x) + r(x), avec degq<Il, degr<I.

Comme 741 L Py, il vient ff q(z)m41(z)w(z)de = 0, d’ou

l

/j f(@)w(x)dr = /j r(z)w(z)dr = Z Air(;)

=0

Comme f(x;) = r(x;), on a donc bien E(f) = 0. Il reste seulement & voir que
I’ordre n’est pas > 20 + 1, ce qui résulte du théoreme ci-dessous.

Théoréme 2 — Le noyau de Peano Kopy1 est > 0, et pour tout f € C*+2([a, A]),
il existe £ € |a, B tel que

_ ()

B
B = oyt / T ()2 w(x)d.

On notera en particulier que ceci entraine

B
E(z— 2%1?) = / Tt (z)?w(x)dr > 0,

«
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donc la méthode n’est pas d’ordre 2/ 4 2.

Démonstration.* D’apres le § 2.2, on a

E(f) = L /ﬁ K2l+1<t)f(2l+2)(t)dt.
20+ 1)/,

(

Inversement, si ¢ € C([a, 5]), on obtient

[ Kaa®etoa = 21+ 11 B(@)

ol ® est une primitive d’ordre 2/ + 2 de . Supposons par 'absurde qu’il existe
to € [, B] tel que Kopy1(to) < 0. Notons K., = max (—Ky1,0) € C([a, 3]) 1a
partie négative de la fonction K41, et soit ¢ un polynome qui approche Ky, | +¢€
uniformément & e pres sur [«, ]. On a donc en particulier

0< Ky, <p< Ky, +2e,

B B B
/ KQH_l(t)(P(t)dt —/ K2H_1<t)K2_H_1(t)dt S 26/ |K2H_1(t)‘dt.

Comme ff Koy 1(t) Ky 4 (t)dt = — ff(KQ_Hl(t))th < 0, on en déduit pour ¢ assez
petit :

B
/ KQH_l(t)(p(t)dt < 0.

Soit ® une primitive d’ordre 2! + 2 de ¢; ¢ est un polynome. Ecrivons la division
cuclidienne de ® par 77, ; :

O(x) = iy (2)q(x) + 7 (2)
avec deg r < deg (n7, ;) —1 =20+ 1. Il vient E(r) =0 d’on
2 o,
B(®) = E(efya) = | i (@a()u(a)ds -0,

«

La formule de la moyenne implique qu’il existe 6 € Ja, §[ tel que

B8
E(®) = q(6) / 72, (2)w(z)d,

et par ailleurs
1

20+ 1)!

On va obtenir une contradiction en montrant que g(6) > 0. Considérons le polynéme

g9(x) = ®(x) — r(w) = 7iy (2)a(0) = 77 (2)(g(x) — a(0)).

B
E(®) = / Kopar (t)p(t)dt < 0.
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g admet xzq, ..., r; comme zéros de multiplicité 2, et § de multiplicité > 1, c’est-a-
dire au moins 2/ + 3 zéros. Il existe donc un point 7 intermédiaire entre les points
zi, 0, tel que g(2+2)(n) = 0. Par suite

0= g™ (n) = @2 () — (20 +2)! q(0) = () — (20 +2)! (6)

et comme (1) > 0 on en déduit bien ¢(#) > 0, contradiction. Par suite K941 >0
et le corollaire 2 du § 2.2 donne

1
E — = r2l+2) E 2142 )
Comme ;1 est unitaire, on a 222 = 71,4 (2)? + r(x) ou r € Py yq, donc

E(z— 2272 = BE(r},) = faﬂ 71 (2)?w(x)dz, ce qui démontre le théoréme. M

3.2. Cas particuliers d’usage fréquent

L’intérét des méthodes de Gauss est de réaliser ’ordre N maximal pour un nombre
fixé [ + 1 de points d’interpolation. Néanmoins, la complexité du calcul des
polynomes orthogonaux fait que les méthodes de Gauss ne sont guere utilisées que
dans les deux cas suivants.

e w(x) =1sur [-1,1] : méthode de Gauss-Legendre.

Les polynomes orthogonaux successifs et les points x; correspondant sont donnés
par le tableau :

[ m41(2) o,y ..., T A0y s N ordre N
-1 |1

0]z 0 2 1

2ot IR 1,1 3
3 V3 V3 ’

9 x3—§m _ § 0 § § § ? 5
) 577 V5 9°9’ 9
6 3 3 2 /6 1 1 /51 1 /5

3| at— a2+ 2 SR Y ———\ﬁ,— —\ﬁ 7

CTITTEs 757Vs |27 6Ve 2" 6Ve

10 ) o 2 /10

4 m5—§x3+im 0, + §:|:§ - compliqués ! 9
1

o w(x) = sur | — 1, 1] : méthode de Gauss-Tchebychev.

V1—22

Les points x; sont alors les points d’interpolation de Tchebychev dans l'intervalle
] —1,1]:
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et on peut démontrer (voir par exemple le livre de Crouzeix-Mignot, exercice 2.4)

que Aj = 777. On obtient donc une méthode approchée d’ordre 2/ + 1 s’écrivant :

1 z .
dx s 27 +1
/_1f($)\/1_g;2 _z+1jz_:of(cos 20+ 2 W)'

4. Formule d’Euler-Maclaurin et développements
asymptotiques

Nous allons quitter ici quelque peu le fil directeur des paragraphes précédents. Notre
objectif est d’obtenir une formule théorique pour le calcul du développement limité
des approximations numériques en fonction du pas de la subdivision. Ceci conduit,
pour des fonctions suffisamment régulieres, a des procédés numériques en général
tres performants.

4.1. Polynomes et nombres de Bernoulli

Soit f une fonction de classe CP? sur [0, 1] avec p > 1. Une intégration par parties

donne
lélf“”dx::[(m"%)fﬁw}:-;ﬂl(w—-%)f«@dm

ce qui peut se récrire

1 1 1 1
370 +510 = [ fade+ [ Bio)f()ds

0 0
5, ce choix ayant 'intérét que fol Bi(z)dx = 0. L’idée consiste a
répéter les intégrations par parties en introduisant des primitives successives de By
dont l'intégrale sur [0, 1] est nulle. De facon précise, on choisit B), en sorte que

avec By(r) =z — 1

By(@) = pBya(a). [ By(a)dz o

la deuxieme condition permettant de fixer la constante d’intégration de maniere
unique. On trouve ainsi

| BtV @as = [ By 0| = [ B0 @
"Bya(®) oy yge = P (00— o)) — [ Be®) ) gy
| s @de = 2 (00 ) = o) - [ 22 @),

ou b, = B,(0) = By(1) par définition (noter que By,(1) — B,(0) = fol pBp_1(x)dx
est nulle pour p > 2). De ceci on déduit facilement par récurrence la formule

31O+ 500 = [ e+ 30 (10700 - 70 0)

(e / Bol®) 10 (2. (+)

p!
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Calculons par exemple By. On a par définition
Bi(z) =2By(z) =2x —1, dou
By(z)=2> -2+ C, z¢€]0,1],
et la condition fol By(z)dx = 0 implique C' = %. On voit facilement par récurrence

que B, est un polynoéme unitaire de degré p a coefficients rationnels, tel que
B,(0) = By(1) pour p > 2. On convient d’étendre B, a R en posant

By(z) = Bp(z — E(z)) si x ¢ ][0,1].

On obtient ainsi une fonction périodique de période 1 qui est un polyndéme en
restriction a [0, 1] (mais qui, bien entendu, n’est pas un polynéme sur R tout entier).

1/24
\ \
| | By
\ \
| |
7 -1 0 / 12 1 2z
\ \
—1/2
1/6 By
\/ \/ 1 \_/ \/
Théoréeme et définition — Les polynomes B, sont appelés polynémes de

Bernoulli. Les nombres de Bernoulli sont les réels b, définis par

1 .
bp=1, b = —3 by =DB,(0) si p>2.
On a les formules :
P

(1) By(z)=>_ Crbya*~™ ,p>1, zelo1].

m=0

P
(2) by= Y Cpbm ,p>2
m=0

(3) Bp(l—z)=(—1)"By(x) , p>1.

(4) by =0 sim est impair > 3.
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Démonstration

(1) La formule est vraie pour p = 1 d’apres la définition de by, b;. Supposons la
formule vraie a 'ordre p — 1 :

E 1bm$p 1— m

On a alors

p—1
By(x) =pBy_1(z) = Y _ pCp" 1bpa?™ 7,
m=0

B,(z) ) + Z el GARL A
p—1
=bp+ > Cplbpma? ™™,
m=0

donc la formule est encore vraie a ’ordre p.

(2) D’apres ce qui précede, B, est continue sur R pour tout p > 2 et vérifie
B,(1) = B,(0) = by, par conséquent (2) est un cas particulier de (1).

(3) Par récurrence sur p, on voit que (—1)?B,(1 — x) a pour dérivée
~(~1)"By(1 — 2) = p(~1)"" Bys(1 — 2) = pBypr () = By(a).
Comme (—1)?B,(1 — x) est d’intégrale nulle sur [0,1], on en déduit que
(—1)?B,(1 — z) et Bp(zx) coincident.

(4) Pour p > 2 et z =0, (3) donne b, = (—1)Pb,, donc b, =0 si p est impair. M

La relation (2) appliquée a p = 2k + 1 donne
O - 02215_’_162](: + 022;;_:12ka_2 + . e + 022k+162 + CQlk+1bl + 1

Ceci permet de calculer par récurrence les nombres de Bernoulli successifs :

1 1 1 1 1 5!
bo=1, b1 =—=, by ==, by = —— =—, bg=—— =—,...
0 y Ul 27 2 4 307 6 427 8 307 10 667

67
Supposons maintenant donnée une fonction f de classe C? sur [«, 8] ou «a, 8 sont
des entiers. Grace a la périodicité des fonctions B,, la formule (x) ci-dessus est
vraie sur chaque intervalle [a,  + 1], ..., [8 — 1, f]. Par sommation, on en déduit

R O R Y O

p B T
£ (00 (B) - fr D))+ (et [ A

' fP) (z)da.
a P

m=2
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En appliquant ceci pour p = 2k et en tenant compte du fait que b,, = 0 si m est
impair > 3, on obtient la

Formule d’Euler-Maclaurin — Soit f une fonction de classe C* sur [a, 3]
ol a, € Z et soit T(f) = 5 f(a) + fla+1)+...+ f(B—1) + 5 f(B) la somme
des trapezes associées a f. Alors

() - [ f@)dn+ 3D 2 (D (5) - fem(a)

k
— 2m)!
B x)
|

(2m)
I

Pour pouvoir exploiter cette formule a des fins numériques, il importe de savoir
majorer la fonction Bay(x) qui intervient dans le reste intégral.

m

R (z)da.

4.2. Lien avec les séries de Fourier et estimation de B,

Comme B, est périodique de période 1, il est tentant de rechercher un dévelop-
pement de B, en série de Fourier. D’apres la formule (x) du § 4.1 appliquée a
f(z) = ™2™ 1] vient

1 1
- B |
1= / e—27r2nwd$ +0— (27-””)10/ p(‘.I) e—2ﬂznwdx,
0 o P

et la premiere intégrale est nulle pour n # 0. On en déduit que le coefficient de
Fourier d’indice n de B, est

p!
(2min)P

B,(0) = /01 By(x) =0 sin=0.

Ep(”) ==

sin #0,

Pour p > 2, la série de Fourier est absolument convergente et B,, est continue, donc

eQﬂ'znx

By(x) = —p! Z W

,  (Vx e R).
nez* (

Pour p = 1, la fonction B; est de classe C! par morceaux, donc la série converge
vers By (z) en tout point z € Z et vers 3 (Bl(x +0)+ Bi(x — O)) =0size€Z. La

formule ci-dessus peut se récrire

—1)R12(2k)! IX cos 2mna

(27r>2k — n2k ’
+oo .
(=1)*12(2k + 1)! sin 2mnx
Baga1(z) = > TRl

(27T)2k—|—1

n=1
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En particulier, si I’on introduit la fonction ¢ de Riemann
+o0
1
C(S> = E?
n=1

on obtient (1)++12(2)!
-1 2(2k)!
= 2k).
bZk (27T)2k C( k)
Comme ((s) <1 +f1+oo dr/z®* =141/(s—1), on voit que lim,_, 1 ((s) =1 et en
particulier on a

) (—1)k+12(2k)!
Les coefficients |bax| tendent donc vers +oo assez vite. Par ailleurs, il est clair que
Bsy(x) atteint sa valeur absolue maximum pour x = 0 ; on obtient donc

|Bor ()| < |bok|, Vz eR. ()

Comme Bsj11(0) = 0 pour k > 1, on a d’autre part

quand k& — 4o0.

ng+1($) = (2]{? + 1)/ ng(t)dt
0
donc |Bag41(x)| < (2k + 1)|x| |bax|. On en déduit I'inégalité

1
Barir@)] < (k+ 3 ) bar]

d’abord pour z € [O, %}, puis pour x € B, 1} grace a la formule (3) du § 4.1, puis

pour tout x € R par périodicité.

4.3. Application a la recherche de développements asympto-
tiques

Soit f une fonction de classe C* sur [«, +00[ olt &« € Z. Pour tout entier n > «, on
cherche a obtenir un développement limité a tout ordre de la somme

Su(f) = f(@) + fla+1) +...+ f(n)

lorsque n tend vers +o0o. Un tel développement est appelé développement asympto-
tique de Sy, (f) ; il permet généralement d’obtenir de trés bonnes valeurs approchées
de S, (f) lorsque n est grand.

Théoréme — On suppose qu’il existe un entier mg € N et un réel xg tels que
pour m > mg les dérivées fU")(z) soient de signe constant sur [xq,+oo[, avec
lim, 4 f(m)(x) = 0. Alors il existe une constante C indépendante de n et k, telle
que pour tout n > xq et tout k > % on ait :

k—1
_ 1 " bam (2m—1)
5.()=C+55m+ [ fla)in+ 3 g 100 + R
avec ;
R,r=10 2h R () = 0 x (1° terme omis), 6 € [0,1].

(2k)!
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Démonstration. On a par définition S, (f) = 1 f(a)+ 1 f(n) + T(f) ot T(f) est
la somme des trapezes de f sur [«, n]. La formule d’ Euler Maclaurin entraine

k

Sulf) = g o)+ 5 S+ [ g+ 3 gt Vi)

k 00
B Z ZQm! f(2m—1)(a>_/+ B(g;(;f) f(Qk)(x>dx

+/+ Barlt) jn )

On obtient donc le développement du théoreme avec une constante C' = Cj
dépendant a priori de k et un reste R,, ;, donnés par

ey - [ B e gy,

fine = <Z§f> e ”‘”“/n Ty T

Ck

HM»

a condition de montrer que les intégrales convergent. Comme k > 5%, f (%) est de
signe constant sur [z, +oo[. D’apres 'inégalité (xx) du § 4.2, il Vlent

‘/4— ng (%)( 2k| ‘/ (zk)

/m f@(z)de = lm [ = lim (f(%_l)(N)—f(%_l)(n)):—f(%_l)(n).

N——+oco n N—+oo

On a donc bien convergence et nos estimations montrent par ailleurs que 'intégrale
figurant dans R,, j est de valeur absolue plus petite que le premier terme, donc

bak _
g = 0 —— F(2k—1) 0 2].
Il reste a voir qu’on a en fait 6 € [0, 1] et que Cy ne dépend pas de k. Appliquons
la formule & l'ordre k + 1 et identifions avec la formule donnant S,,(f) a l'ordre k.

1l vient
ba

(2k)!

En faisant tendre n vers +oo, on trouve Cy = Cj1, donc C}, est bien indépendante

de k, et

Cr + Ry = Cry1 + f(2k+1)( ) + Rn,k—|—1~

ba

B = (Qk) f(%ﬂ)( n) + Ry i1

D’apres ce qui précede, R, est de méme signe que le terme bog/(2k)! f(28=1)(n)
tandis que R,, 41 est du signe opposé : le § 4.2 montre que signe (boy) = (—1)F 1,
tandis que signe f(2**1) = —signe f(2%) = signe (2=, On a donc

b
Run/ (G /470 00) <1
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ce qui implique 6 € [0, 1]. [ |

Exemple 1 — Formule de Stirling avec reste.

On applique la formule & f(z) = In z sur [1, 400 :
Sp(f)=In14+...4+1In(n)=In(n!),
/nln xdr = n(ln(n) — 1) + 1,

1 (=)™ (m —~ 1)!

£ (@) = — , dou
k—1 1
1n(n1)20’+2 n(n)+n(ln(n)—1)+ _12m2m_1 n2m1+Rnk
C/ n k—1 m_l
n=e (;) exp(m_l 2my( 2m —1) n2m-1 + Rn’k)

/4 . / . . \ . .
On peut vérifier que e¢ = /27 (exercice ci-dessous), d’ott en particulier

n! = 27m(ﬁ>nex (1 — 1 + 1 — 0 )
T e P\12n " 3603 " 1260n5 168017/

w/2
Exercice — On pose I,, = / sin” xdx, n € N.
0

(a) Montrer que I,, = "1 I,,_5 sin > 2.
Calculer Io, [1 pUZS Ign, IZn—‘,—l et [2n . [2n—|—1-

(b) Montrer que I, est décroissante et que Ian 11 ~ Ioy,.

(2n)! 22"

Y

n!2? VT

(c) En déduire et la valeur de e’

Exemple 2 — Evaluation de la constante d’Euler ~.

On applique cette fois la formule d’Euler-Maclaurin & f(z) = 1/x sur [1, +00] :

1
n =1+- S
Sn(f) +2+ +n
"1
/—dlenn,
1 x
(m) _(_1)mm| N
f (‘,"U)_ xm+1 ) dOll

k—1

11 bom, 1
n = ——+1 — - — n
Sn(f)=C+5—+lnn ng o+ B

m=1



84 Analyse numérique et équations différentielles

Ceci montre que la limite v = lim,,_, 1 o 1 + % +...+ % — Inn existe et qu’elle est
égale a la constante C' de la formule d’Euler-Maclaurin. On obtient de plus pour
tout n ’approximation

k—1
y=1+-+ +——lnn—i+2b2—mi ook
n 2n — 2m n2m ’
avec une erreur —R,, = Q%n—ék
D’apres 4.2 nous avons by ~ % donc
(+) b 1 (—1)k+12(2k — 1)!
2k n2k (27n)2k ’

et on voit que, prise par rapport a l'indice k, la série correspondante est divergente
pour toute valeur fixée de n. Il en est de méme pour la sommation apparaissant dans
la formule de Stirling. Le lecteur pourra observer que ’application de la formule
d’Euler-Maclaurin conduit presque toujours a des séries divergentes (c’est la raison
méme pour laquelle on parle de développements asymptotiques).

En dépit de cette divergence, on dispose tout de méme la d'un excellent moyen
d’approximation et de calcul numérique. En effet, on voit que la valeur absolue du
membre de droite de (%) passe par un minimum pour k = E(mn + %), puisque le
rapport du terme d’indice k & celui d’indice k—1 est (2k—2)(2k—1)/(27n)?, qui est
plus petit que 1 tant que 2k — 1 < 27n. Pour k = E(7mn + %) =mn+r,re [—%, %],
la formule de Stirling donne

22k — 1! (2k)!  VAr(2k/e)** 2 <1+ r )%6_%N 2 o

@) k@mn)E T VE(2mn)2k | v

puisque lim,, (1 + W—Z)Qk = limy, 100 (1 + #)2”” = e2". Lorsque n est grand,

la précision d’améliore donc exponentiellement avec n, a condition de s’arréter au
terme boy(...) de valeur absolue minimale ; au dela, I'erreur augmente, et méme, la

série diverge!

™ NG

5. Méthode d’intégration de Romberg

On va montrer ici comment a partir de la formule d’Euler-Maclaurin on peut
construire une méthode d’intégration basée sur l'accélération de la convergence
de la méthode des trapezes. On obtient ainsi un algorithme de calcul souple et
performant, aisé a programmer et souvent préféré a tout autre dans la pratique.

5.1. Procédé d’extrapolation de Richardson

On suppose donnée une fonction A qui admet un développement limité a tout ordre
au voisinage de 0 :

A(t) = ag + art + ...+ apt® + Rpy1(t)
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avec  |Rpy1| < Cpyr|t]*h

La situation est la suivante : on suppose qu’on a un algorithme permettant de
calculer A(t,,) pour certains réels t,, — 0,4, et on cherche a eztrapoler ces valeurs
pour obtenir A(0) = ag. On construit pour cela un procédé d’accélération de
la convergence consistant & éliminer successivement les termes ait,ast?,... du
développement limité de A(%).

Principe de la méthode — Soit r > 1 un réel fixé. On a
A(rt) =ag+ ...+ anr™t" + ..+ apr®tt + O,

Pour éliminer le terme en ¢, il suffit de former le quotient

r™A(t) — A(rt)

T =ag+bit+ ... +by 1 t" PO+ byt

Si on calcule successivement les quantités

Ao(t) = A(t)
Ag(t) — Ag(rt
Al(t>:/’n O(> 0(T>7"'7
r—1
TnAn_l(t) — An_l(rt)
A,(t) =
(8 s
alors on élimine successivement ¢,t?,...,t". De maniere générale on aura

An(t) = ag + by i1 t™ ™+ A bt + O

donc A, (t) = Ag + O(t™*1) est une meilleure approximation de ag que la fonction
A(t) initiale. Supposons en particulier qu’on sache calculer les quantités

Am70 = A(’I“_mto>
ou ty > 0 est fixé (de sorte que limy, 400 Am,0 = ap). On a seulement a priori

A(t) = ap + O(t), donc
Am,O =ag + O(T_m).

Si on pose Ay, ., = Ap(r~™tp), il vient
A = ap + O(r_m(”+1)) quand m — +oo,

de sorte que la convergence est sensiblement (n + 1)-fois rapide que celle de A, o.
Les nombres A,, ,, se calculent par la formule de récurrence

n
A o r Am,n—l - Am—l,n—l
m,n — n
rt—1

Dans la pratique, on commence par ranger les valeurs A,,, dans un tableau
TAB, puis on effectue le calcul des colonnes A,,;, A2, ... comme suit :
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TABI0] Ap.o 7 A 7 Az o 7 As s
TABJ1] A ~ Az g 7 As o
TAB|2] Asp ~ As .

TABJ[3] As o e

Chaque colonne est une suite convergeant vers agp, mais la colonne d’indice n con-
verge n + 1 fois plus vite a 'infini que celle d’indice 0.

5.2. Méthode de Romberg

Soit f € C*°([av, B]). On considere la subdivision de [a, f] en [ sous-intervalle égaux
donnée par les points x; = a+ jh, 0 < j <1 ou h = =, et on note

Tf(h)=h(%f(a)+f(a+h)+---+f(5—h)+%f(ﬁ))

la somme des trapezes associées. Appliquons la formule d’Euler-Maclaurin a la
fonction

g(u) = fla+uh), wuelol,
g(m)(u) = hmf(m)(oz + uh).

Il vient
l k
_ bam p2m—1( pzm=1)( gy _ plem-1)
—/Of(a+uh>du4rn;2m!h2 Y(£em(8) — FOm (@)
Boy(u)
— h?* /0 = £ (o + uh)du
d'on
k
Ty =11, = [ st (s + 32 gl (£ ) pn ()

_th/a sz((ﬂ;];a)/h) FOR) () da

On en déduit que T¢(h) admet le développement limité

Jé; k—1
— / f@)dz+ ) amh®™ + O(h*")
@ m=1

5 (FCmD(B) = FEmD(a)).

avec Qg = (2

On peut donc écrire Ty (h) = A(h?) o

A(t) =Ty (V) = ap +art + ...+ ap_1t* 1 + O(t"),
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et il s’agit de calculer le coefficient

B
a0:/ f(x)dz.
B—a

On utilise pour cela des dichotomies successives avec les pas h = 55=. Ceci nous
amene a calculer 5
-«

Ao = Tf( = ) = A4S~ a)2>.

On applique donc le procédé d’extrapolation de Richardson avec r = 4, ce qui
conduit a la formule de récurrence
4nAm,n—1 - Am—l,n—l

4n — 1 )

Am,n -

On a alors 4, ,, = ff f(z)dz+0(4~™"+1)) quand m — +oo. La valeur approchée
retenue est celle correspondant aux indices m, n les plus élevés pour lesquels A, ,,
a été calculé.

Remarque 1 — On peut gagner du temps dans le calcul de A,, ¢ en utilisant
As—1,0 pour évaluer A,, o. Si h = 52_—mo‘, on a en effet :

Ao = h(% fla)+ fla+h)+...+ f(B—h) +%f(5))
Ap10= 2h(% f(a)+ fla+2h) + ...+ f(B — 2h) +%f(5))

Il suffit de poser

o =h(f(@+h)+ fla+3h)+ ...+ f(B=h))

et alors on obtient 1

Am,O = 5 Am—l,O + A/Tn,()'
Remarque 2 — Si f € C®(R) est périodique de période 8 — a, alors f("™)(3) =
(™) () pour tout m et on a donc un développement limité & tout ordre

B8
7;(0) = [ fa)do -+ O(h*)

réduit a son terme constant. Il est inutile dans ce cas d’appliquer le procédé
d’extrapolation de Richardson : la derniere somme des trapezes calculée A,, o donne
déja une tres bonne approximation de l'intégrale.

Ezxercice — Vérifier que Ay (resp. Am2) est la méthode de Simpson composée
sur 2™~ sous-intervalles (resp. Boole-Villarceau sur 2™ 2 sous-intervalles).

Pour n > 3, on peut vérifier que A,, ,, ne correspond plus a une méthode de Newton-
Cotes.
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6. Problemes

6.1. Soient x7 et x5 deux points de [—1,1] et A\; et Ay € R. On désigne par C[—1, 1]
Iespace vectoriel des fonctions continues sur [—1, 1] et & valeurs réelles et on définit

T:C-1,1] = R par T(f)=Af(x1)+ Aaf(x2).

(a) Quelles conditions doivent vérifier x1, xa, A1, A2 pour que T soit une méthode
d’intégration sur [—1, 1] exacte pour

(a) Les fonctions constantes 7
() Les fonctions affines 7

(7) Les polynomes de degré inférieur ou égal a 2 ?

(b) Parmi les méthodes exactes pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 2,
une seule vérifie 1 = —x5. Montrer que ce choix de x7 et zo (et des )\
et Ay correspondants) fournit une méthode exacte pour les polynoémes de degré
inférieur ou égal a 3 et qu’il s’agit de la seule méthode d’intégration exacte pour
les polynomes de degré inférieur ou égal a 3 qui soit du type étudié dans le
probleme. Quelle est cette méthode 7

6.2.

(a) Montrer que pour un polynéme trigonométrique de degré n

n

ipT
E Cpe s

p=-n

la méthode des trapezes de pas constant h = -2 est exacte sur l'intervalle

n+1
[0, 27].

(b) Montrer que si f peut étre approchée par un polynéme trigonométrique de degré
n & moins de € sur [a, b], la méthode des trapezes pour h = HQ—L fournit un erreur

inférieure a 4me pour fo% f(x)dx.

(c) On considere f(x) = exp (% sin x) Donner une majoration de I'erreur pour la

méthode des trapézes pour fOQW f(x)dx avec h = /2, h = w/4. Que pensez-vous
de ce dernier résultat ?

6.3. Soit f : [-1,1] — R une fonction de classe C™, ou n sera supposé aussi
grand que les besoins I'exigeront. On considere la méthode d’intégration numérique
approchée donnée par

(M) /_1 f(x)dx ~ f(w) + f(—w) avec w € ]0,1].
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(a) Calculer l'erreur
B = [ £@) = (1) + (=)

2

pour f(z) = 1,x,z* respectivement. Déterminer 'ordre de la méthode (M) en

fonction de w.

(b) On se place ici dans le cas ou la méthode (M) est d’ordre 1.

(o) Calculer le noyau de Peano K;(t), et tracer le graphe de K7 pour w = 5/8.
Pour quelles valeurs de w le noyau K7 est-il de signe constant ?

(8) Montrer que 'erreur vérifie une majoration

[E(S) < C@)llf"

ou C(w) est une constante dont on déterminera la valeur optimale :
e lorsque K est de signe constant ;

e lorsque w = 5/8.

(c) Calculer le noyau de Peano dans le cas ou la méthode (M) est d’ordre 3 et
vérifier que ce noyau est une fonction paire. En déduire qu’il existe £ € | — 1, 1]
tel que

B(f) = 3 FV(E).

(d) En utilisant le résultat du (c), estimer I’erreur obtenue par la méthode composée
associée a la méthode (M) pour le calcul d’une intégrale

/abg(x)dx

avec une subdivision de [a, b] de pas constant h = (b —a)/k, k € N*.

6.4. Soit p un entier naturel et soit f(z) = 2P. On note

n
Snp = E mP.
m=1

On utilise la formule du développement asymptotique de S,,(f) avec a = 0.

(a) Montrer que pour k assez grand, le reste R,, j, est nul. En déduire une expression
de S, p ; on calculera la valeur de la constante C' en observant que Sp , = 0.

(b) Donner une expression factorisée de S, , pour p = 2,3,4,5.

6.5. Soit S un réel > 1. On considere la fonction

f(x):x—ﬁ et on note <<5):Zn_5~
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On utilise la formule du développement asymptotique de S,,(f) avec a = 1.

(a) Exprimer (/) en fonction de la constante C' de la formule ; pour cela, on fera
tendre n vers +o0.

(b) Déterminer le développement limité de ((5)—S,,(f) avec reste R,, . En prenant
n =5 et k =5, donner un encadrement de {(3).

6.6. On applique ici la formule d’Euler-Maclaurin a la fonction f(x) = e, a € C.
(a) Montrer 1’égalité

a

k
1 bom 2m 2k+1 1 B
g t =1+ Z 2m@ e a / Qk(’ft') % d
2 er—1 = (2m)! e —1 Jy (2k)!
(b) Montrer que le reste intégral est majoré pour tout a € C par

lbor| elBReel — 1 |qf
(2k)!  |Real [e®

1 la?* si e £ 1.

En déduire que § & +1 =1+ E:Fnool b%ga):n sur le disque |a| < 27, et que le

rayon de convergence de la série est 27.

(c) Lorsque a est réel, montrer que le reste intégral est majoré par |bay|a®*/(2k)!,
ainsi que par 2|bog2|a?*2/(2k + 2)L.

Utiliser ceci pour trouver une valeur approchée de (e + 1)/(e — 1) en prenant
k = 4. Vérifier que I'erreur commise est inférieure & 10~7.

6.7. On considére la fonction

1
= —— R.

(a) A l'aide d’une décomposition en éléments simples, calculer la dérivée f(™) et
montrer que |f™ (z)| < m! (1 + 22)~(m+1/2,

(b) Déterminer le développement asymptotique de la suite
1
Sp =
kzo 1+ k2

(c) Calculer Sig et en déduire une valeur approchée & 1076 preés de la somme

—+o00

1
nzzol—l—nz'

6.8. On se propose ici d’étudier une méthode d’intégration numérique analogue
aux méthodes de Newton-Cotes.
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(a)

Soit g une fonction continue sur [—1,2]. Déterminer le polynéme
p(x) = E?:_l g(i)¢;(x) de degré < 3 qui interpole g aux points —1,0, 1, 2.

Exprimer ’erreur d’interpolation a I’aide du polynéme
m(z)=z(z+1)(z—1)(z —2).

Calculer fol p(z)dx et fflp(x)dx en fonction des valeurs g(i), —1 < ¢ < 2.
En déduire ff p(x)d.

Vérifier les formules pour g(x) =1 (resp. g(z) = x).

Calculer fol | (z)|dz et fi)l |7 (x)|dz.

En déduire une majoration (la meilleure possible !) de f;“ lg(z) — p(z)|dz,
i =—1,0,1, en fonction de la norme uniforme d’une dérivée convenable de g (g
est supposée suffisamment dérivable).

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] avec a < b. On note
a=ay< a1 <...<ap1<a,=0b, n>8

la subdivision de pas constant h = I’_T“ et on pose f; = f(a;).

On étudie la méthode d’intégration numérique

/ab f(z)dx = g /C:m f(z)dx ~ g /:H pi(z)dz

ou p; désigne le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points a;_1, a;,
ait+1, ai2 811 <1 < n—2 avec la convention d’écriture pg = p1, Pn—1 = Pn—2.
Montrer que cette méthode s’écrit

b n
/ f(x)dx ~ hZ)\ifi
a i=0

pour des coefficients \; que 'on explicitera. Que peut-on dire de l'ordre de la
méthode 7

Majorer les erreurs faajﬂ |f(x) — pi(x)|dz et
b n
B(f)= [ Fds =3 A
a i=0

en fonction de h, b — a, et de la norme uniforme d’une dérivée convenable de f.

6.9. On désigne par € I'espace des fonctions définies sur l'intervalle [—1, 1] & valeurs
dans R, muni de la norme uniforme.
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(a) Montrer que pour tout f € € l'intégrale

1
f(z)
——~ dx est convergente.
/_1 V1—2? &
(b) On note t,, le polynéme de Tchebychev de degré n.
On rappelle le résultat f_ll % dr = 5 Opk OU 0y est le symbole de

"t ()

Kronecker. Calculer f_ll Wirr=2 dx pour n <m.

(c) On note xg, x1, T2 les racines de t3. Déterminer trois réels Ay, A1, Ay tels que
pour tout polynéme P de degré < 2 on ait

1
P(x)
/;1 \/17_7 dr = Aop(.’ﬂo) + Alp(.’lﬁl) + AQP(.’I?Q)
Montrer que 1’égalité est encore vérifiée si P est de degré < 5.
Se 4 2 1 ztdz N P
(d) Montrer que lintégrale [; i est convergente et, a ’aide de (c), calculer

sa valeur.

(e) Pour n fixé non nul, on désigne par xj, les racines de t,, et par Ay des nombres
réels (0 < k <n—1). Pour tout f € C on note

= L f(a)
Sn(f) = Apf(zr) et R,(f) = — = dx — Su(f).
kZ—O /_1 vV 1 — .’BQ

() Montrer que l'on peut déterminer les A; de manieére unique de sorte que
pour tout polynome P de degré < n — 1 on ait R, (P) = 0.

(8) Montrer que pour 1 <p<mn—1on a Zz;é T,(zk) = 0.
En déduire que Ay = 7 pour tout k.

(v) Montrer que R,,(P) = 0 pour tout polynome de degré < 2n — 1.

(f) Soient f € C et P un polynéme. En supposant ||f —p|| < €, donner un majorant
de |R,,(f)| lorsque n — +o0. En déduire

lim S, dx.

1w
Jdm s = [

6.10. Le but du probleme est d’établir quelques résultats sur la formule approchée
f_ll f(x)dx ~ f_ll P, (x)dx ou P,(z) est le polynome d’interpolation de degré n de

f aux points de Tchebychev x; = cos 6;, tels que 6; = (222112) m, 0 <1< n.

(a) Avec les notations de II 4.3, montrer que le polynémes I; de Lagrange sont
donnés par '
(—1)1 sin 91 tn+1(£€)

0<s<n.
n+1 T — x;

li(z) =

)
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(b)

Pour z € [-1,1] et n € N on note

/1 cos(n Arccosx) — cos(n Arc cosy) p
Y.

an(z) =
() B pra—y

Montrer que a,, est un polynéme de degré n et que l'on a

n+1

Calculer a,41(x) — an—1(x) ; en déduire la valeur de
api1(x) — 2xan () + an_1(x).

En distinguant deux cas suivant la parité de n, montrer 1’égalité

sin € ay(cos 0) = 2 sin nf — 4 Z 71 sin (n — 2q)#0.
1<g< 3
En déduire ’expression de w; :

2—4 Z ; cos 2q0;

42 — 1 i
1<q<™Er
W; =
n+1

Montrer 'inégalité w; > 0.

1 -~ —1)%sin 0;
/ P, (x)dzx = szf(ml) avec wj; = (=1)"sin 6 Any1(xi).
1 i=0

93

On fixe n = 10. Ecrire un programme en langage informatique qui permet de

calculer tous les coefficients w;.






Chapitre IV

Méthodes itératives

pour la résolution d’équations

Les méthodes itératives, et en particulier la méthode de Newton, figurent parmi
les méthodes numériques les plus puissantes permettant la résolution approchée
des équations de toute nature. L’idée de ces méthodes est de partir d’une valeur
approchée grossiere de la solution, et d’en améliorer la précision par une application
itérée d’un algorithme bien choisi.

1. Principe des méthodes itératives

1.1. Le théoreme du point fixe

Soit (F,d) un espace métrique complet et ¢ : F — E une application continue. On
dit que a € F est un point fize de ¢ si p(a) = a. On dit que ¢ est contractante si
@ est lipschitzienne de rapport k < 1, c’est-a-dire s’il existe k < 1 tel que

Ve,y € B, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Théoréme — Soit ¢ : E — E une application contractante d’un espace métrique
complet dans lui-méme. Alors ¢ admet un point fize unique a € E. De plus, pour
tout point initial xo € E, la suite itérée (x,) définie par xpr1 = @(x,) converge
vers a.

Unicité du point fixe. Si ¢ avait deux points fixes a # b, alors d(¢(a), ¢(b)) =
d(a,b) et d(a,b) # 0, donc ¢ ne pourrait étre contractante, contradiction.

Existence du point fixe. Soit ¢ € E un point initial quelconque et (x,) la suite
itérée associée. On a alors

d(xp, Tpy1) = d(p(p-1), p(2p)) < kd(Tp-1,7p)
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d’out par récurrence d(zp, zp+1) < kPd(xo,x1). Pour tout entier ¢ > p il vient

q—
d(xp, xq) gz Ty, Ti41) (Zk) Zo,T1)

avec Zk}l < Zkl = T On a donc

kP
d(zp, zq) < 1-F d(zo, 1), Yp<gq

ce qui montre que (x,) est une suite de Cauchy. Comme (FE, d) est complet, la suite
(xp) converge vers un point limite a € E. L’égalité x,41 = ¢(z,) et la continuité
de ¢ impliquent a la limite a = ¢(a). |

Estimation de la vitesse de convergence — I’inégalité

d(x}ﬂ CL) = d(@(xp—l)v @(a)) < kd(xp—lv a)

implique par récurrence

d(xp,a) < kPd(zo,a).

La convergence est donc exponentiellement rapide. Lorsque E = R™, on dit parfois
qu’il s’agit d’une convergence linéaire, dans le sens ou le nombre de décimales exactes
de x, croit au moins linéairement avec p.

Généralisation — Le théoréme précédent reste entierement wvalable si on
remplace ’hypothése que o est contractante par ’hypothese que ¢ est continue et
qu’il existe une certaine itérée ™ = po...o0 @ qui soit contractante.

En effet, dans ce cas, '’hypothese que ¢ soit contractante implique que ¢™ admet
un unique point fixe a. On a donc ¢™(a) = a et en appliquant ¢ a cette égalité on
trouve

" (p(a)) = " (a) = p(¢™(a)) = ¢(a),

de sorte que (a) est encore un point fixe de ™. L’unicité du point fixe de ¢™
entraine p(a) = a. Par ailleurs, comme tout point fixe de ¢ est aussi un point fixe
de ¢™, ce point fixe est nécessairement unique. Enfin, pour tout point initial zg, la
sous-suite z,,, = " () = (¢ )P(x0) (correspondant aux indices multiples de m)
converge vers a. Il en résulte que Tpptr = @ (Tmp) converge aussi vers ¢"(a) = a
pour r = 0,1,...m — 1, et on en déduit lim,, -, = a. Voir aussi le probleme
4.1 pour une autre démonstration de ces résultats. [ |
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1.2. Application a la résolution d’équations

Comme premiere application élémentaire du résultat précédent, soit a résoudre
une équation f(x) = 0 d’une variable réelle x. Supposons qu’on ait une fonction
différentiable f : [a,b] — R telle que disons f(a) < 0, f(b) > 0, et f strictement
croissante, 0 < m < f'(x) < M sur [a, b] (dans le cas opposé f(a) > 0, f(b) <0, et
—M < f'(z) < —m < 0 il suffira de changer f en —f). Si on pose

p(a) =z - Cf(z)

avec une constante C' # 0, il est clair que ’équation f(x) = 0 équivaut a p(x) = x
et donc la résolution de 1’équation f(z) = 0 se ramene a rechercher les points fixes
de ¢. L’espace E = [a, ] est complet, et il nous faut vérifier de plus

e que @ envoie bien F dans F,
e que ¢ est bien contractante sur E.

Or nous avons ¢'(z) =1 — Cf'(x), donc 1 — CM < ¢'(z) < 1 — Cm, et pour le
choix C'=1/M, la fonction ¢ est bien contractante dans le rapport k =1 —m/M.
De plus ¢ est croissante et on a p(a) > a, ¢(b) < b, donc ¢([a,b]) C [a,b]. Il en
résulte que toute suite itérative x,41 = p(x,) calculée a partir d’un point zy € [a, b]
quelconque va converger vers I'unique solution de ’équation f(x) = 0.

La vitesse de convergence peut étre estimée par la suite géométrique (1 — m/M)P,
et on voit qu’on a intérét & ce que les bornes m et M de I'encadrement m < f/ < M
soient proches, ce qui est toujours possible si f’ est continue et si ’encadrement
initial [a, ] de la solution x cherchée est suffisamment fin. L’objet de ce chapitre
est d’étudier et de généraliser ce type de techniques, pour des fonctions d’une ou
plusieurs variables.

2. Cas des fonctions d’une variable

2.1. Points fixes attractifs et répulsifs

Notre objectif est ici d’étudier le comportement itératif d’une fonction au voisinage
de ses points fixes. Soit I un intervalle fermé de R et ¢ : I — I une application de
classe C'. Soit a € I un point fixe de . On peut distinguer trois cas :

(1) l¢'(a)] < 1.

Soit k tel que |¢/'(a)] < k < 1. Par continuité de ¢’, il existe un intervalle
E = [a— h,a+ h] sur lequel |¢'| <k, donc ¢ est contractante de rapport k sur E ;
on a nécessairement ¢(FE) C E et par conséquent

Vzg € [a—h,a+h], lim z,=a.

p—r—+o0

On dit que a est un point fize attractif. Dans ce cas la convergence de la suite (x,)
est au moins exponentiellement rapide : |z, — a| < kP|zg — al.
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Cas particulier : ¢'(a) = 0.

Supposons de plus que ¢ soit de classe C? et que |¢”’| < M sur E. La formule de
Taylor donne

olx) = (@) + (z — ) (a) + T (o
1

:a+§cp"(c)(m—a)2, c € la, x|,
d’'on |p(z) — a| < 3 M|z — al?, soit encore 1 M|p(z) —a| < [§ M|z — aHQ. Par
récurrence, on en déduit successivement

1 1 2P
§M\xp—a\ < [iM\xo—a\] )

2P
|z, —a| < %[%M@O—a@ :

L

=57> on obtient

En particulier si g est choisi tel que |zg — a| <
2 p
T, —al < —10"% ;
| p | - M

on voit donc que le nombre de décimales exactes double environ a chaque itération ;
10 itérations suffiraient ainsi théoriquement pour obtenir plus de 1000 décimales
exactes ! La convergence est donc ici extraordinairement rapide.

Ce phénomene est appelé phénomene de convergence quadratique, et le point fixe a
est alors appelé parfois point fixe superattractif.

2) l¢'(a)] > 1.

Comme lim p(@) — p(a)
x—0 €r—Q
[a — h,a+ h] de a tel que

= |¢'(a)] > 1, on voit qu’il existe un voisinage

Vo € la—h,a+ h|\{a}, |o(x)—al>|z—al

On dit alors que le point fixe a est répulsif. Dans ce cas, la dérivée ¢’ est de signe
constant au voisinage de a, donc il existe h > 0 tel que la restriction cp|[a_h’a+h]
admette une application réciproque p~! définie sur ¢([a — h,a + h]), qui est un
intervalle contenant ¢(a) = a. L’équation ¢(x) = = peut se récrire x = p~1(z) au
voisinage de a, et comme (¢ 1)'(a) = 1/¢'(a), le point a est un point fixe attractif
pour 1.

3) l¢'(a)l =1.

On est ici dans un cas douteux, comme le montrent les deux exemples suivants dans
lesquels a = 0, ¢'(a) =1:
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Exemple 1 — p(x)=sinz, x € [O, %} On a ici sin ¢ < x pour tout x € }0, g}
Pour tout ¢ € }O, %} la suite itérée (z,) est strictement décroissante minorée, donc

convergente. La limite [ vérifie [ = sin [, donc [ = 0.

Ezxzemple 2 — p(x) =sinh z, z € [0, +oo[. Comme sinh x > = pour tout x > 0,

on voit que le point fixe 0 est répulsif et que Vg > 0, 11141_1 Tp = +o00.
p——+o0

2.2. Comportement graphique

Nous voulons décrire ici un peu plus finement le comportement de la suite itérative
ZTp+1 = @(zp) au voisinage d'un point fixe attractif a. On suppose donc ¢ de
classe C! et |¢'(a)] < 1. On peut de nouveau distinguer plusieurs cas.

(1) ¢'(a) > 0.
Par continuité de ¢’ on va avoir 0 < ¢'(x) < 1 au voisinage de a, donc il existe

un voisinage [a — h,a + h] sur lequel x — ¢(z) et z — x — ¢(x) sont strictement
croissantes, par suite

x < p(x)<pla)=a pourzx € [a—h,a]
a=pa) <p(r) <z pourx € la,a+ h,

ce qui implique en particulier que ¢([a — h,a + h] C [a — h,a + h]. 11 est facile de
voir dans ce cas que la suite itérative x,11 = p(x,) va étre strictement croissante
pour xg € [a — h,a[ et strictement décroissante si zg € |a,a + h]. On obtient alors
typiquement un graphe «en escalier » :

y S
y = p(z)
[
I
P(L0) 1 ---mmmmmm oo ‘ !
; I
i |
3 |
i |
} I
! I
| ‘ I
| | |
| 3 |
| ! |
| 1 |
a—nh ) a-+h T

(2) ¢'(a) <0
Par continuité de ¢’ on va avoir —1 < ¢’(z) < 0 sur un voisinage [a — h,a + h| de
a, sur lequel ¢ est donc strictement décroissante. Si x < a, alors p(z) > ¢(a) = a,

/
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tandis que si © > a, on ¢(z) < p(a) = a. Comme @ o @ est strictement croissante
(de dérivée < 1) sur [a — h,a+ h|, le cas (1) montre que les suites xa, et x4 sont
monotones de limite Il s’agit donc de suites adjacentes, et on obtient un graphe «en
escargot » :

y==x
N
I N\
| |
| |
| |
| |
I | LDy
o(zp))
| i |
| | ——
I | EIEINEEE
! | B
' ! A s s S
| SRR y=lz)
I | AR I A R I
| | A R R A |
a—h To X2 Tp G Tpp1 T3 T a+h T
(3) ¢'(a) = 0.

En général, on ne va rien pouvoir conclure. Cependant, si ¢ est de classe C? et
¢"(a) # 0, alors le point a est un extremum local. On choisira h assez petit pour
que ¢” ne change pas de signe et |¢’'| < 1 sur [a — h,a + h]. Alors, si ¢”(a) < 0
(resp. ¢”(a) > 0), le point a est un maximum local (resp. un minimum local), et
pour zg € [a — h,a + h] \ {a} quelconque, il est facile de voir que la suite (z)
est strictement croissante (resp. décroissante), mis & part peut-étre pour le terme
initial x¢. On aboutit encore a un graphe en escalier.

2.3. Exemple de résolution d’équation

Soit a résoudre I’équation f(z) =2 -4z +1=0,z € R. On a f'(z) = 32> —4 et
I’étude de f donne :

2 2
x -0 —5 7 400
/(=) + - 0 -
f(z) 1+ 505 +00
/
16
> I= 33
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L’équation f(z) = 0 admet donc 3 racines réelles a1 < as < as. le calcul de quelques
valeurs de f donne

—2,0<a1 < -2, 0<as<0,5, 1,6<a3<?2.

L’équation f(z) = 0 peut se récrire = p(z) avec ¢(z) = 1 (23 +1). On a

¢ () = 322, dou :

esur 22,52, o> =3
esur [0;0,5], 0< ¢ <0,1875.
esur [1,5; 2], ¢ > ¢'(1,5) =1,6875.

Seul as est un point fixe attractif de ¢. L’intervalle [0; 0,5] est nécessairement
stable par ¢ puisqu’il contient un point fixe et que ¢ est contractante et croissante.

Pour tout z¢ € [0; 0,5] on aura donc ag = lim x,,.
p—r—+00

Pour obtenir a; et as, on peut itérer la fonction p~!(z) = 4z —1, qui est
contractante au voisinage de ces points.

Il sera numériquement plus efficace de récrire ’équation sous la forme 2 —4+% =0,
soit © = ¢ (x) ou z = p_(x) avec

pi(x) = \/E, p_(z) = —\/E,

suivant que z est > 0 ou < 0. on a alors ¢/, = iﬁ (4 — %)_1/2, de sorte que

0<¢) <¢\(1,5)~0,122 sur [1,5;2],
0 (=2)~—0,09 < ¢’ <0 sur [-2,5;-2];

La convergence sera donc assez rapide. Nous allons voir qu’il existe en fait une
méthode générale plus efficace et plus systématique.
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2.4. Méthode de Newton

On cherche a évaluer numériquement la racine a d’une équation f(z) = 0, en
supposant qu’on dispose d’une valeur grossiere xy de cette racine.

\
\
\
a \

L’idée est de remplacer la courbe représentative de f par sa tangente au point xg :

y = f'(z0)(z — o) + f(x0).

L’abscisse ;1 du point d’intersection de cette tangente avec ’axe y = 0 est donnée

par
o — 2 — G
f(@o)
x1 est en général une meilleure approximation de a que xg. On est donc amené a
itérer la fonction
f(z)

A= iy

Supposons que f soit de classe C? et que f/(a) # 0. La fonction ¢ est alors de
classe C! au voisinage de a et
S)=1— f'(@)? = f@)f"(x) _ f@)f"(2)
f'(@)? f'@)?
ce qui donne p(a) = a, ¢’'(a) = 0. La racine a de f(x) = 0 est donc un point fixe
superattractif de ¢. Le résultat suivant donne une estimation de 1’écart |z, — al.

Théoréme — On suppose que f est de classe C? sur lintervalle I = [a —7,a+17]

1
et que f' # 0 sur I. Soit M = max ?/éj;

x € [a—h,a+h] on a|p(x)—a| < M|z—al?, et pour tout point initial xg € [a—h, a+h]

et h = min (7", ﬁ) Alors pour tout

1 P
2y — al < 3 (Mo — al)?".
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Démonstration. Introduisons la fonction u(x) = f(z)/f’(x). La fonction f est
monotone sur I, nulle en a, donc f a méme signe que f’(a)(z — a), ce qui entraine
que u(x) a méme signe que = — a. De plus

f@)f"@) )

w(z)=1— "=

fl@z )

donc |[u/(z)| <1+ M|u(z)| sur I. Cette inégalité permet d’obtenir le

u(®),

Lemme 1 — On a|u(z)| < 2 (M=l —1) sur I.

L
M

e~ Mz,

Montrons-le par exemple pour > a. Posons v(z) = u(z) Il vient

u'(z) <1+ Mu(x), d’on
V' (z) = (v (z) — Mu(z))e M® < e=M7,
Comme v(a) = u(a) = 0, on en déduit par intégration

1

0(@) < = (M — M)

bl

soit encore u(z) < 47 (eM@=a) _1). Le lemme 1 est donc démontré. |

Lemme 2 — Pour |t| <1, el —1 < 2Jt|.

En effet la fonction exponentielle est convexe, donc sur tout intervalle la courbe est
située sous sa corde. Sur l'intervalle [0, 1], ceci donne e’ < 1+ (e — 1)¢, d’ou le
lemme 2 puisque e — 1 < 2. [ |

On peut maintenant écrire ¢’(x) = u(x) J}l,l((f)), et le lemme 1 implique

¢/ (2)] < Mlu(z)] < MlFel —1.

Grace au lemme 2, on obtient |¢'(x)| < 2M|z — a| pour |x — a| < min (r, ﬁ)
Comme ¢(a) = a, on voit par intégration que pour tout x € [a — h,a+ h] on a

lo(2) —al < Mz —af,

soit encore M|p(z) —a| < (M|x — a|)?. L’estimation M|z, — a|] < (M|zo — a|)??
s’en déduit aussitot par récurrence.

Exemple — Pour la fonction f(z) =23 —4x+1du §2.3,0n a

P —dr+1  22%—1
3v2 —4  3x2 -4

pla) =2

Par itération de ¢, on obtient alors les valeurs suivantes :
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o -2 0 2

T —2,125 0,25 1,875

To —2,114975450 0, 254098361 1, 860978520
T3 —2,114907545 0,254101688 1, 860805877
T4 —2,114907541 =x3 1, 860805853
Ts = T4 = T4

Ceci donne des valeurs approchées de a1, as, az & 109 preés environ. Le nombre
d’itérations nécessaires pour obtenir une précision de 10~? par la méthode de
Newton est typiquement 3 ou 4 (10_23 = 1078, 102" = 10716...). Le lecteur
pourra vérifier que le nombre d’itérations requises avec les fonctions ¢ du § 2.3 est
nettement plus élevé (de 8 a 20 suivant les cas).

2.4. Méthode de la sécante

Dans certaines situations, la dérivée f’ est trés compliquée ou méme impossible a
expliciter (c’est le cas par exemple si la fonction f est le résultat d’un algorithme
complexe). On ne peut alors utiliser telle quelle la méthode de Newton.

L’idée est de remplacer f’ par le taux d’accroissement de f sur un petit intervalle.
Supposons qu’on dispose de deux valeurs approchées xg,x; de la racine a de
I’équation f(x) = 0 (fournies par un encadrement z¢ < a < x1).

sécante

Le taux d’accroissement de f sur l'intervalle [xg, 1] est

_ f(z1) = f(=o)

1 — o

et I’équation de la sécante traversant le graphe de f aux points d’abscisse xg et x1
est

y=T1i(x—z1) + f(21).
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On obtient ainsi une nouvelle approximation x, de a en calculant 1’abscisse de
I'intersection de la sécante avec 'axe Oz :

x
R (€20
1
On va bien entendu itérer ce procédé a partir des nouvelles valeurs approchées xq
et x2, ce qui conduit a poser
flxp) = f(wp—1) f(zp)

T, = T =z, —
p ) p+1 p
Lp — Tp—1 Tp

La méthode est donc tout a fait analogue a celle de Newton, a ceci pres que 'on
a remplacé la dérivée f'(x,) par le taux d’accroissement 7, de f sur lintervalle
[p, Tp—1]. On notera que l'algorithme itératif ne peut démarrer que si on dispose
déja de deuz valeurs approchées xg, 1 de a.

Inconvénient de la méthode — Lorsque x,, et x,_1 sont trop voisins, le calcul
de f(xp) — f(zp—1) et , — xp_; donne lieu & un phénomene de compensation et
donc a une perte de précision sur le calcul de 7,. Etudions Uerreur commise. La
formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 au point x,, donne

1
/ 2 pl
f(@p—1) = fzp) = (xp—1 — 2p) ['(z) + 2 (rp—1 —xp)"f"(c),
1
/ 12
™ — ['(xp) = 5(55:0—1 —xp)f7(c) = O(|zp — wp-1])
apres division de la premiere ligne par z,_1 — .
Supposons par ailleurs que le calcul des f(x;) soit effectué avec une erreur d’arrondi
de 'ordre de €. Le calcul de 7, est alors affecté d’une erreur absolue de 'ordre de
E— Il est inutile de continuer a calculer 7, des que cette erreur dépasse I'écart
P P—
|7y — f'(xp)], ce qui a lieu si e |z, — xp_1| Cest-a-dire |z, — zp_1| < Ve
Dans la pratique, si 'on dispose d’une précision absolue ¢ = 1071° par exemple,
on arréte le calcul de 7, dés que |z, — rp,—1| < /& = 107 ; on poursuit alors
les itérations avec 7, = 7,_1 jusqu'a l'obtention de la convergence (c’est-a-dire
[Zp41 — @p| <€)
D’un point de vue théorique, la convergence de la suite est assurée par le résultat
ci-dessous, qui donne simultanément une estimation précise pour |z, — al.

Théoréme — On suppose f de classe C? et de dérivée f' # 0 sur lintervalle
I =[a—r,a+r]. On introduit les quantités M;, i = 1,2, et les réels K, h tels que

_ 4) — min | £@
M; = max |f*(2)], m; = min |f*(2)],
Mo M, . 1
B 0 !
s —I—ml min {r K

Soit enfin (sp) la suite de Fibonacct, définie par sp11 = sp+ sp—1 avec so = s1 = 1.
Alors quel que soit le choix des points initiauz xo, x1 € [a —h,a+ h] distincts, on a

1
lzp —al < K [K max(|zo — al, |21 — a])]*".



106 Analyse numérique et équations différentielles

Remarque — On vérifie facilement que s, ~ % (%)pJrl
le nombre de décimales exactes croit environ du facteur 14_2_\/5 ~ 1,618 a chaque
itération. La convergence est donc tout juste un peu moins rapide que dans le § 2.4.

; cecl montre que

Démonstration.* Le lecteur pourra omettre cette démonstration sans compromet-
tre la compréhension de la suite du chapitre. On considere le taux d’accroissement
7(x,y) de f sur I x I défini par

T(z,y) = LW=E gy £ g
T(x,y) = f'(z) siy = .

Pour tous (z,y) € I x I, on peut écrire

1
)= [ £ttty - o)
0
et le théoreme de dérivation sous le signe somme montre que

e = [ a=0r @ty - o),

or !
o) = [t by — )i
Ay 0
! 1
Comme f’ est de signe constant sur I et comme / (1—-t)dt = 5 onen déduit les
0
inégalités

1
(2, y)| > ms, Mo, ] < > M.

%’—5

Il en résulte en particulier

)~ @)l = Ir(eg) = )| = | [ 57 (@it)at] < 5 Maly — a1

La suite (z,) est définie par la formule de récurrence 41 = ¥(zp, Tp—1) Ol P est
la fonction de classe C telle que

f(x)
T(x,y)

¢($,y) =T —
Posons h, =z, —a. On a

hpy1 = 77Z)(xp7 mp—l) —a=1v(a+ hp,a+ hp—l) —(a,a)

et en particulier hy =¥ (a+h1,a+hg) —1(a,a). En intégrant sur [0, 1] la dérivée
de la fonction ¢ — 1 (a + thy,a + thy), on trouve

L oy oY
ho = /0 [hl g (0 thattho) +ho (a+th1,a+th0)]dt.
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Des calculs immédiats donnent

o f@ry) - f@8 ey @) L &
5r = fwy? o rwy ey
O _ ()0

oy ~ 1) T,y

Comme |f(x)| = |f(z) — f(a)| < M|z — al, les inégalités ci-dessus impliquent

a"(p Mg‘y—.’ﬂ M2

Tl <« 2229 7 Al — al —2

‘Gx - 2my M a|2m%’
M

9y §M1|m—a|—22.

oy 2m7

Pour (z,y) = (a +thy,a+ thy), on a |y — x| < (Jho| + |h1|)t et |z — a| = |hy|t, don

A M, M, M,
— | < |—=(|h h —F— |h]|| t
ool < [ (ol 1+ 25252 |
0 My M
001 < B i,
oy 2mj3
My MM, !
hal < h1|(|h h tdt
ol < (G + 5oz ) Il + i) [

K
= 5 |hl(lhol + |ha]) < K|ha| max([hol, 7).

Comme |hg|, || < h < &, on voit que |hs| < |hy|. De méme
|hpt1| < Klhp| max([hy|, [hp—1]),

et ceci entraine par récurrence que la suite (|hy|)p>1 est décroissante :

\hp| < |hp—1] < ... < |ha| < &+ implique |Ap41| < |hpl. On en déduit
\hpti1| < Klhp|lhp—1| pour p>2.
L’inégalité |h,| < + [K max(|hol, [h1])]** est triviale si p = 0 ou p = 1, résulte de

I’estimation déja vue pour hy si p = 2, et se généralise facilement par récurrence
pour p > 3. Le théoreme est démontré. [ |

3. Cas des fonctions de R™ dans R™

3.1. Préliminaires : rayon spectral d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel de dimension m sur R et v un endomorphisme de E.
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Définition — On appelle spectre de u la famille (A1, ..., \y) de ses valeurs
propres réelles ou complezxes, comptées avec multiplicités ( = racines du polynéme
caractéristique). On appelle rayon spectral de u, noté p(u), la quantité

p(u) = max |A.

Etant donné une norme N sur F, on peut d’autre part associer a u sa norme ||u|x
en tant qu’opérateur linéaire sur E :

e o N(@)
el = w3

On notera N (resp. N.) l'ensemble des normes (resp. des normes euclidiennes)
définies sur E.

Théoréme — Soit u un endomorphisme quelconque de E. Alors

(1) Pour tout N € N, p(u) < ||ul|n-

(2) p(u) = jnf [lully = jof fullx-

e

P N = 1 PN,

(3) Pour tout N € N, p(u) = lm_[lu?]l}

Remarque — Considérons 'espace R? muni de sa norme euclidienne canonique
et u, ’endomorphisme de matrice (8 Cll), a € R. On a p(u,) = 1 et pourtant

la norme ||uq|| n’est pas bornée quand |a| — +oo ; I'inégalité (1) n’a donc pas
de réciproque. Pour m = dim E > 2, le rayon spectral n’est pas une norme
sur L(E, E) ; il ne vérifie d’ailleurs pas 'inégalité triangulaire, comme le montre
I’exemple suivant : si u, v sont les endomorphismes de matrices

Mat(u):<8 (1)) ot Mat(v):<(1] 8)

on a p(u) = p(v) =0, mais p(u+v) = 1.

Démonstration®. Une base de E étant fixée, on peut identifier £ a R™ et u a une
matrice A carrée m x m. Observons d’abord que si (A1,..., A, ) est le spectre de
A, alors le spectre de AP est (A],...,A2)). On a donc

p(AP) = p(AY.

(1) Soit A une valeur propre de A. Si A € R, soit X un vecteur propre associé,
X # 0. Les égalités AX = AX, N(AX) = |A\|N(X) entrainent bien |A| < ||A]||~-

Supposons maintenant que A = a4+ soit une valeur propre complexe non réelle de
A. Soit Z = X +4Y un vecteur colonne complexe, propre pour la valeur propre \.
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L’égalité AZ = A\Z = (a+1i8)(X +1iY) donne pour les parties réelles et imaginaires
les égalités AX = aX — Y, AY = X + aY d’ou

{ A(aX +BY) = (a? + B2)X
A(=BX +aY) = (a® + B2)Y.

Il s’ensuit

(@ + B%)N(X) < [JAllnN(aX + 8Y) < [|A]|n (o] N(X) + 5| N(Y)),
(@® + BNY) < JAIlNN(=BX + oY) < [ Alln(Ja] N(Y) + |8 N (X)).

Apres addition et simplification par N(X) + N(Y) on obtient
AP =a® + 8% < [|Allv (el +18]) < 2]Al | All~,

d’ou |A| < 2||Al|n. Par conséquent p(A) < 2| Al|x. D’apres la remarque initiale et
le résultat précédent appliqué a AP, il vient

p(A) = p(AP) < 2| A%In < 2[|All%

soit p(A) < 2YP||A||x. En faisant tendre p vers +oo, la conclusion attendue
p(A) < ||Al|n s’ensuit.

(2) D’apres (1) et Iinclusion N, C N on obtient

A) < inf ||Al|lxy < inf ||A||~-
p(A) < inf [IAlly < inf [lAllx

: : < .
I1 suffit donc de voir que 1\/%13{[6 IIAlln < p(A)

Pour cela, considérons A comme un endomorphisme de C™, défini par une matrice
a coefficients réels. Il existe une base (eq,...,€e,) de C™ dans laquelle A devient
triangulaire supérieure :

ai1 N A1m
/ . . . .
A = oy : , ], = N
0 Amm
Si on remplace la base (e1, ..., e,) par la base
~ 2 m—1
(€5) = (e1,€e2,€%€3,...,€M "en)

avec £ > 0 petit, on voit que le coefficient a;; de A est remplacé par e/ ~‘a;;. Pour
les coefficients au-dessus de la diagonale on a j > i, donc €/ ~* est petit. Dans une

base convenable (é1,é€s,...,¢€,) de C™, la matrice A se transforme donc en une
matrice _

A=D+T
ou D est diagonale de valeurs propres Ai,..., A, et T strictement triangulaire

supérieure avec des coefficients O(e) arbitrairement petits. Soit N la norme
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hermitienne sur C™ ayant (€y,...,€,) pour base orthonormée et N, la norme
euclidienne induite sur R™ (restriction de Nj, & R™). On a alors

AN < 1Al N, < DM v, + W1 -

Comme ||D|||n, = p(A) et comme ||T||n, = O(e) peut étre rendue arbitrairement
petite, il vient

. < oA,
o (1Al < p(A)

(3) On a d’une part p(A) = p(AP)H/P < || AP||}/7.
Inversement, étant donné € > 0, on peut choisir grace a (2) une norme euclidienne
N. € N, telle que [|A]|n. < p(A) +e. Comme toutes les normes sur I'espace de
dimension finie des matrices carrées m x m sont équivalentes, il existe une constante
C. > 1 telle que || B||n < C¢||Bl|n, pour toute matrice B. Pour B = AP, on en
déduit

A%l < CellAPllIn. < CelAllly, < Ce(p(A) + )P,

JAP[|N < CHP(p(A) +<).

Comme lim C’gl/p =1, il existe p. € N tel que
p——+00

p>p. — |AP||NF < p(A) + 2¢,

et le théoreme est démontré. [ |

3.2. Critere d’attractivité

Soit 2 un ouvert de R™ et ¢ : O — R™ une fonction de classe C1. Soit N = || ||
une norme fixée sur R”. On note ¢'(z) € L(R™,R™) 'application linéaire tangente
au point x € €2, de sorte que

o(x+h) —o(x) =¢'(x)-h+|h|e(h), lime(h)=0.

h—0

Lemme

(1) Si @ est k-lipschizienne sur Q relativement a la norme N, alors ||¢' (z)||n < k
pour tout x € €.

2) Si Q est convexe et st "y < k pour tout x € , alors est
2 p ¥

k-lipschitzienne sur 2 relativement a N .

Démonstration

) Pour tout § > 0, il existe r > 0 tel que ||h]| <7 — |[e(h)|| < 6. Par linéarité de

(
Z/(2), on a
!
-h
¢ @)l = sup LD AL
T
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or ¢'(z) - h = p(z+h) — ¢(x) —[|h]le(h),

l"(2) - Al < Nl + h) — (@)l + (|2 lle(h)]
< kl[Rll + (IRl le(R)]] < (k + S)[|A]]-

Il vient donc |[|¢'(z)||n < k+ 9, et ce quel que soit § > 0.

(2) Inversement, si € est convexe, on peut écrire

oly) — o) = ¢ / Wt
W) = pla +ty— 1), V() =@ +ty—1) (y—2).

On en déduit

o(y) — p(r) = / ¢ (x +t(y — ) - (y — x)dt,

0
1
le(y) — e(@)] < ; e’ (z + t(y = 2)lInlly — zlldt < Elly — 2| u

Théoréme — Soit a € Q un point fize de . Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Il eziste un voisinage fermé V de a tel que (V) C V et une norme N sur R"
telle que |y soit contractante pour N.

(i) p(¢'(a)) <1.
On dit alors que le point fize a est attractif.

Démonstration. Si ¢|y est contractante de rapport k < 1 alors d’apres la partie
(1) du lemme on a

ple'(a)) < le'(a)lly <k < 1.

Inversement, si p(¢’(a)) < 1, il existe une norme euclidienne N telle que
ll¢’(a)||n < 1. Par continuité de ', il existe une boule fermée V = B(a,r), r > 0,
telle que supy, [|¢'[|x = k& < 1. Comme V est convexe, ¢ est alors contractante de
rapport k sur V ; en particulier (V) C B(a,kr) C V. |

Remarque — Si ¢ est de classe C? et si ¢'(a) = 0, la formule de Taylor montre
qu’il existe une constante M > 0 telle que

lo(z) —all < Mz —al®, =€ B(a,r).

Le phénomene de convergence quadratique a donc encore lieu ici.
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3.3. Méthode de Newton-Raphson

Soit a résoudre une équation f(z) = 0 ou f : Q@ — R™ est une application de
classe C? définie sur un ouvert  C R™. On cherche & évaluer numériquement une
solution a du systeme f(z) = 0, connaissant une valeur approchée grossiere xg de a.
Comme dans la méthode de Newton usuelle, I'idée est d’approximer f par sa partie
linéaire au point x :

f(@) = f(xo) + f'(x0) - (z — x0) + o([|z — o)

On résout alors I’équation f(xg) + f/'(zo) - (x —x0) = 0. Si f

f'(xo) € L(R™,R™) est
inversible, on a une solution unique z; telle que z1 — xo = —f/(zg)?

f(x0)7 soit
w1 = w0 — f'(x0) ™" - f(2o).
On va donc itérer ici I'application de classe C*

p(z) =2~ f'(x)7" f(2).

Théoréme — On suppose que f est de classe C?, que f(a) = 0 et que l’application
linéaire tangente f'(a) € L(R™,R™) est inversible. Alors a est un point fize
superattractif de .

Démonstration. Calculons un développement limité a 'ordre 2 de ¢(a+h) quand
h tend vers 0. On a

Flath) = f'(a)-h+ 5 "(a) - ()" + o [R]]?)
F(@) - [t 5 @)™ - (7 (a) - () + ol1h])].
Pla ) = £(6) + £"(a) -+ oflB)
f'(a)o [Id + f'(@) " o (f"(a) - h) + o(IA])].
fla+m™ =1 1o f(a)!
o (f"(a) - ) +o([lBll] o £'(a) ",
f'la+h)" - fla+h)
= [1d— 7)™ o ("(a) - By + ol - [t 5 £/(@) ™ (£ (a) - (1)) + ol ])]
= h— 3 F(a)™ (@) () + ol ],
d’ou finalement
ola+h)=a-+h—f'(a+h)"' fla+h)
= at 5 @)™ (7 a) - () + o[BI,
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On en déduit ¢'(a) =0 et ¢”(a) = f'(a)~t o f”(a). En particulier
1
lo(a+h) —all < 5 (M +e(h)|AI*

ou M = ||¢"(a)]|. Le théoreme est démontré. |

Exemple — Soit a résoudre le systeme
{x2+xy—2y2:4
re® +ye¥ = 0.

On commence par tracer les courbes Oy : 22 + 2y — 2y?2 = 4 et Cy : z€® + ye¥ = 0
de maniere a obtenir graphiquement une approximation grossiere des solutions.

C; est une hyperbole d’asymptotes 2% + xy — 2y?> = (z — y)(z + 2y) = 0 ; cette
hyperbole passe par les points (g) et (_g )

La courbe C5 est symétrique par rapport a la droite y = x ; de plus z,y sont
nécessairement de signe opposés. Supposons par exemple r < 0, y > 0. Comme la
fonction y — ye¥ est strictement croissante de [0, +oo[ sur [0, +o0o[, & chaque point
x < 0 correspond un unique point y > 0. Ce point y est la solution de xe® 4+ye¥ = 0,
et peut par exemple s’obtenir par itération de la fonction

xe® +ye¥  y? —xe® Y

(1+y)ey 14y
fournie par la méthode de Newton appliquée a la variable y. Pour z = 0, on a
y = 0 ; en décrémentant x par pas de 0, 1 avec comme valeur initiale de yq la valeur
de la solution y trouvée pour la valeur x précédente, on obtient la courbe Cs.

p(r)=1y

bl
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On voit que le systeme précédent admet une solution S <Z> unique, avec <Z) ~

0,2
<« s s . T 0
cherche a résoudre ’équation f (y) = ( 0) avec

f(x) B <x2+xy—2y2—4)
y) re® + yeY .

L’application linéaire tangente a f est donnée par

of of
f,<a:)_ B oy _< 2r +y w—4y>
y 8L ok (z+1)e* (y+1)e
La condition f’(S) inversible signifie que les tangentes

Ofi dfi
or y

tres grossierement. Pour obtenir une valeur approchée plus précise, on

(9)(x —a) +

S)Yy—b)=0, =12,

aux courbes C7,Cy au point S sont distinctes. C’est bien le cas ici. On obtient

G sy (i i)

avec A(z,y) = 2z +y)(y+1)e¥ — (x —4y)(z + 1)e®. On est alors amené a calculer

sl 22 Z X
les itérés | °P +1) =p| 7P ) avec
Yp+1 Yp

()= () - (250 20 (20 )
“\y) " \y Alz,y) \—(z+1)e® 2x+y xe® + ye¥

Partant du point initial 10 = -2 , on trouve
Yo 07 2

p Tp Yp

0 -2 0,2

1 —2,130690999 0,205937784
2 —2,126935837 0,206277868
3 —2,126932304 0,206278156
4 —2,126932304 0,206278156

a —2.126932304
dou S = ( ) ~ ( )
b 0,206278156



IV — Méthodes itératives pour la résolution d’équations 115

4. Le théoreme des fonctions implicites

Nous allons ici exploiter le théoreme du point fixe pour démontrer quelques
résultats fondamentaux du calcul différentiel. Notre objectif est d’obtenir aussi
des estimations quantitatives pour ces théoremes, parce que ces estimations sont
souvent nécessaires pour majorer les erreurs commises dans les calculs numériques.

4.1. Le théoreme d’inversion locale

Nous commengons par un lemme de perturbation, qui s’applique dans un espace
numérique R”" muni d’'une norme N quelconque.

Lemme de perturbation — Soit f : B(xg,r) — R™ une application définie
sur une boule de rayon r dans R™, telle que

f(@) = 2+ u(x)

ot u est une application contractante de rapport k < 1 (« petite perturbation de
Uidentité »). Alors

(1) f est un homéomorphisme de B(xg,r) sur un ouvert V.= f(B(xg,r)) de R™ ;

(2) f est (1+k)-lipschitzienne et son application réciproque f=1 : V — B(wo,r) est
(1 — k)~ lipschitzienne ;

(3) limage V' satisfait I’encadrement

B(f(zo), (1 = k)r) €V C B(f (o), (1 + k)r).

Démonstration. Quitte a effectuer des translations, en remplacant la fonction f

par f(z) = f(x + zo) — f(x0) et u par u(z) = u(x + x¢) — u(xp), on peut supposer
que g =0 et f(0) =u(0) = 0. On a de fagon évidente

)
)

I en résulte que f est injective et (1+ k)-lipschitzienne, et que || f(x)|| < (1+k&)||z]|.
Par suite f est une bijection de B(0,7) sur son image V, et

22 — 21| = lu(ze) — ulzd)|| < [ f(22) — F(
= (L= k)[lze — 2l < [If(22) = f(

[z = @]l + [lu(zs) — u(z1)]]

)| <
z1)|| < (1 +k)l[ze — z1].

V = f(B(0,r)) C B0, (1+ k)r).

Pour y € R™ donné, 'équation y = f(x) se récrit y = x + u(x), soit encore
x =y — u(z). Ceci nous amene a considérer les points fixes de I’application

p(r) =y — u(z).
De méme que u, c’est une application k-lipschitzienne sur la boule B(0, ), et comme

le@)| < llyll + Ell=ll,
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on voit que ¢ envoie toute boule fermée B(0,7') C B(0,r) dans B(0,r’) dés lors que
llyl| < (1 —k)r’, et ceci quel que soit 7’ < r. Le théoreme du point fixe appliqué &
I'espace complet E = B(0, r’) implique que ¢ posséde un point fixe p(x) = z unique,
c’est-a-dire que 1’équation f(x) = y détermine un unique antécédent z € B(0,r').
On en déduit que f(B(0,7')) D B(0,(1 — k)r'). Comme r’ < r peut étre pris
arbitraire, on a bien

V = f(B(0,7)) D B(0, (1 — k)r).

Ceci démontre déja (3). En se plagant en un point z; € B(xg,r) quelconque et
en remplagant r par € > 0 petit, on voit que l'image f(B(z1,€)) contient un
voisinage B(f(x1),(1 — k)e) de f(z1), par suite V' = f(B(xo,7)) est un ouvert.
Enfin, 'inégalité de gauche dans I’encadrement de Lipschitz de f implique

L= f () = )l < lly2 —

pour tous y;,y2 € V, ce qui entraine que f~! est continue (1 — k)~ !-lipschitzienne
et que f est un homéomorphisme de B(xg,r) sur V. Le lemme est démontré. N

Théoréme d’inversion locale — Soit f: Q — R™ une application de classe
C* définie sur un ouvert Q de R™ avec k > 1. Etant donné un point o € 2, on
suppose que lapplication linéaire tangente £ = f'(xg) € L(R™,R™) est inversible.
Alors

(1) Il existe un voisinage U = B(xo,r) de xo tel que V- = f(U) soit un ouvert de
R™ et f un difféomorphisme de classe C* de U sur V.

(2) Pour tout y = f(z), * € U, la différentielle de g = f~! est donnée par
g'(y) = (f'(z)) ", soit ¢'(y) = (f'(9(y))) " ou encore

() = (f(fH )~ € LR™R™).

(3) On suppose k > 2. Si B(xg,m9) C Q et si M est un majorant de f" sur

B(zg,10), on peut choisir U = B(xg,r) avec r = min(ro, %M‘1|||£_1|||_1).

Démonstration. L’application u(x) = £71(f(z)) — x est de classe C! et on a
uw(wo) = 1o f'(x9) — Id = 0 dans £L(R™,R™). Par continuité de v/, il existe une
boule B(xg,r) sur laquelle [|u'(x)]| < k < 1, ce qui entraine que u est contractante

de rapport k. Le lemme précédent montre alors que f(z) = £~ 1o f(z) = z + u(x)
définit un homéomorphisme lipschitzien de U = B(zg,r) sur V = f(V), donc
f=1to fest un homéomorphisme lipschitzien de U sur V = Z(V), la constante de
Lipschitz de f étant majorée par K = (1 + k)||I|] et celle de g = f=+ = f~Lo (1
par K' = (1= k)~ l¢~ ).

Maintenant, si f est de classe C? et [[f”|] < M sur la boule B(zo,ro) C (,
nous avons u” = (Yo f” donc |[u’||] < M|¢7L et le théoreme des ac-
croissements finis nous donne |[u/(z)|| < M|¢7||x — xo| sur B(zg,r9). Pour
r = min(ro, s M 7| 71), on voit que ||| < k = & sur B(zg,r) et on peut
appliquer ce qui précede.
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Pour tous y,n € V et z = g(y), £ = g(x) € U = B(xo,r), 'hypothese de
différentiablilité de f au point z implique

n—y=f() - flz)=f(2)(§—2)+e( - 2)If -z

avec limy_y0e(h) = 0. Comme ¢! o f/(x) = Id+u/(z) ou ||u'(z)|| < k < 1 sur
B(zo,r), 'application linéaire £=! o f/(x) est bien inversible. Par conséquent f’(z)
I’est aussi, et nous pouvons écrire

§—a =@ (n—y -~ all),
Soit
g(m) —gy) = f(x) " (m—y)— (@) (e(gn) — gw)llgn) — g

avec limy, ., f'(2)~" (e(g(n) — 9(y)) = 0 et [lg(n) —g(y)I| < K'|ln—y||. On voit ainsi
que g = f~! est bien différentiable au point y et que ¢'(y) = f'(x)~! = f'(g(y)) " .
L’inversion d’une matrice étant une opération continue (et méme indéfiniment
différentiable), on en déduit que ¢’ est continue sur V', c’est-a-dire que g est de
classe C1.

Si f est de classe C*, k > 2, on vérifie par récurrence que ¢ est aussi de classe C* :
[’ est de classe C*~1, g I'est aussi par hypothése de récurrence, donc ¢’ est de
classe C*~1, c’est-a-dire que g est de classe C*. Le théoréme est démontré. [ |

4.2.* Le théoreme des fonctions implicites et ses variantes

Nous allons reformuler le théoreme d’inversion locale pour en tirer différentes
variantes et différentes conséquences géométriques. La variante la plus importante
est le théoreme des fonctions implicites.

Théoréme des fonctions implicites — Soit Q un ouvert de RP x R™
et f: Q — R™ une application de classe C*, k > 1. On se donne un point
(z0,y0) € 2 CRP x R™, et on suppose que

(i) f(zo,y0) =0;
(ii) la matrice des dérivées partielles fy(xo,yo) = (
est inversible dans L(R™ R™).

Alors il existe un voisinage U XV de (0, yo) dans Q sur lequel f, (z,y) est inversible,

Ofi
Oy;

($07y0)>

1<i,j<m

et une application g : U — V de classe C* telle que «l’équation implicite »
flx,y) =0 pour (z,y) € U x V soit équivalente a y = g(z), © € U. La dérivée de
g est donnée par la formule

g'(x) = ~f,(2,9(x))"" o fo(z, g(x)).

Autrement dit, le théoreme des fonctions implicites dit que I’ensemble des solutions
de ’équation f(z,y) = 0 dans U XV peut étre « explicité » comme le graphe y = g(x)
d’une fonction g : U — V de classe C*, 1a ot fé(x,y) est inversible.
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Remarque 1 — On voit immédiatement que le théoreme des fonctions implicites
contient le théoreme d’inversion locale. Il suffit de poser F(z,y) = = — f(y),
(z,y) € 2 =R™ x Q C R™ x R™ pour obtenir I’existence de la fonction réciproque
y = g(z) de f au voisinage de tout point yo € 2 ou f’(yo) est inversible.

Démonstration. En sens inverse, nous allons montrer que le théoreme d’inversion
locale implique facilement le théoreme des fonctions implicites (ce sont donc des
théoremes « équivalents »). Avec les hypotheses faites sur f, considérons

F:Q—RPxR™, (z,y) — F(z,y) = (z, f(z,y)).

Nous avons F'(xg,yo) = (20, 0) et la matrice de la différentielle de F' est donnée par

Flay) = (f;(lai ) f{,(g,y)> '

Ceci permet de voir aussitot que F'(z,y) € L(RPT™ RPT™) est inversible en tout
point ot f, (z,y) € L(RP,RP) l'est, avec

/ L Id 0
Fl(z,y)™ = (_fz//(x’y)_l o fl(z,y) f{,(%y)_l) '

En particulier, F'(zq,yo) est inversible par hypothese.

Le théoreme d’inversion locale montre que F' est un difféomorphisme de classe ok
d’un voisinage T = Uy x Vi de (z9,yo) sur un voisinage W de (zo,0) dans R? x R™
(Quitte a rétrécir T on peut supposer que T est un produit de boules ouvertes).
L’application H = F~1 : W — Uy x Vi, (u,v) — (z,y) = H(u,v) est la solution
de I'équation F(z,y) = (z, f(z,y)) = (u,v) pour (z,y) € Uy x V4, donc = = u
et on voit que H est de la forme H(u,v) = (u, h(u,v)) pour une certaine fonction
h:W — Vi. Pour (z,y) € Uy x V; et (x,v) € W, nous avons ’équivalence

flx,y) =v < y=h(z,v).

La fonction g(x) = h(z,0) donne donc précisément y = g¢g(x) comme solution
del’équation f(z,y) = 0lorsque (z,y) € Uy xVj et (z,0) € W. Définissons U comme
I'ensemble des = € U; tels que (z,0) € W et V = V;. Nous obtenons ainsi U, V qui
sont des voisinages ouverts de xg et yg respectivement, et une applicationg : U — V
de classe C* qui répond & la question. De plus ¢'(x) = h’,(x,0) est la dérivée
partielle en = de la composante h dans H'(z,0) = F/(H(z,0))"! = F'(z,g9(z))™ !,
c’est-a-dire

g'(x) = ~fy(2,9(x))"" o fo(z, g(x)). u

Remarque 2 — D’un point de vue numérique, le calcul de y = g(z) au
voisinage de xy pourra se faire en utilisant la méthode de Newton-Raphson ap-
pliquée a la fonction y — f(z,y), c’est-a-dire en calculant les itérés successifs

Yptr1 = Yp — fo(z, yp) " 1(f(z,y,)) & partir de la valeur approchée yo.
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Nous abordons maintenant des énoncés plus géométriques.

Définition — Soit Q un ouvert de R™ et f : Q — RP une application de classe C*,
k> 1. On dit que

(1) f est une immersion en un point xo € Q si f'(zg) € L(R™,RP) est injective
(ce qui implique m < p);

(2) f est une submersion en un point xo € Q si f'(xg) € L(R™,RP) est surjective
(ce qui implique m > p);

(3) f est de rang constant si le rang de f'(x) pour x € Q0 est un entier r constant
(ce qui implique r < min(m, p)).

La structure locale de telles applications est décrite respectivement par les trois
théoremes suivants.

Théoréme des timmersions — Si [ est une immersion en un point xg € 2, il
existe un voisinage U de x¢ dans R™, un voisinage V' de yo = f(xo) dans RP et un
Ck-difféomorphisme 1 : V. — U x T de V sur un voisinage U x T de (z9,0) dans
RP = R™ x RP™™ tel que ¥ o f(z) = (z,0) sur U.

Autrement dit, au difféomorphisme 1 prés dans [l’espace d’arrivée, f = Yof
s’identifie a linjection triviale x — (x,0) au voisinage de xg.

Démonstration du théoréeme des immersions. Choisissons des vecteurs
linéairement indépendants (a1, . ..ap—.,) de R? de sorte qu’on ait une décomposition
en somme directe

R? = Im f'(zo) ® @ Ra;.

1<i<p—m

C’est possible puisque dimIm f'(z¢) = m d’apres linjectivité de f’(zg). Nous
définissons

V:QxRF™ SR, Ulat) = fla)+ Yt

1<i<p—m

Comme 0¥(x,t)/0t; = a;, il est clair que Im ¥’ (x,0) contient & la fois Im f'(z()
et les a;, donc W'(xg,0) est surjective. Mais comme ¥ est une application de
RP dans RP, ceci entraine que W'(x,0) est inversible. Par conséquent ¥ définit
un Ck-difféomorphisme d'un voisinage U x T de (z9,0) sur un voisinage V de
yo = f(z0). Nous avons ¥(z,0) = f(x) par définition de ¥, donc ¢ = ¥~! répond
a la question. ]

Théoréme des submersions — Si f est une submersion en un point xg € €2,
il existe un voisinage U de xo dans R™, un voisinage V de yo = f(xo) dans R? et
un C*-difféomorphisme ¢ : U — V x S de U sur un voisinage V x S de (yo,0) dans
R™ =RP x R™™P tel que fop (y,s) =y surV x S.

Autrement dit, au difféomorphisme ¢ pres dans l’espace de départ, f = foyp~
s’identifie a la projection triviale (y, s) — y au voisinage de (yo,0).

1
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Démonstration du théoréme des submersions. Soit (ay,...,a,) une base
de R™ choisie de telle sorte que (apt1, ..., an) soit une base de Ker f’'(zg). Nous
définissons

p: Q= RP x R™P o(x) = (f(z), sp+1,---, Sm)

ou (s1,...,8mn) désignent les coordonnées de z dans la base (a;), c’est-a-dire
x = Y. s;a;. Le noyau Ker ¢'(zg) est Uintersection du noyau Ker f'(xg) avec le
sous-espace Sp41 = ... = S, = 0 engendré par (a1,...,ap), et comme ces espaces
sont supplémentaires on a Ker ¢’(z¢) = {0}. Ceci montre que ¢’(z¢) est injective,
et donc bijective. Par conséquent ¢ est un C*-difféomorphisme dun voisinage U
de xp sur un voisinage V' x S de (yo,0) = (f(2z0),0) (quitte a rétrécir ces voisinages,
on peut toujours supposer que le voisinage d’arrivée est un produit). On voit alors
que f = mop ou w est la projection sur les p-premieres coordonnées, de sorte que
foo b =m:(y,8p+1,---,5m) — y. Le théoréme est démontré. [ |

Théoréme du rang — Si [ est de rang constant r sur 0 et si xg € Q, il
existe un voisinage U de xog dans R™, un voisinage V' de yo = f(z9) dans RP,
un C*-difféomorphisme ¢ : U — Q x S de U sur un voisinage Q x S de 0 dans
R™ = R" x R™", et un C*-difféomorphisme 1 : V — Q xT de V sur un voisinage
Q xT de 0 dans RP = RP x RP™", tels que

Yofop Hz)=(x1,...,2,,0,...,00) ER? sur@ xS.

Autrement dit, aux difféomorphismes @,v pres a la fois au départ et a larrivée,
f=1o foe! slidentifie a Uapplication linéaire canonique de rang r

(%) (T1y oy Ty Tpg1y ey T) € R™ = (21,...,2,,0,...,0) € RP

au voisinage de 0, et on a le diagramme commutatif

v Lsov
:lcp :ilﬂ
QxS —QxT
f

ol ,]? est Uapplication linéaire ().

Démonstration du théoreme du rang. On construit des difféomorphismes ;
entre ouverts de R™ et 1); entre ouverts de RP de fagon a « simplifier » progressive-



IV — Méthodes itératives pour la résolution d’équations 121

ment [ :
v v
L Lvn

U, IS on

L2 Lo
U, 25 v,

Le premier niveau (y71,11) consiste simplement en des changements affines de
coordonnées : on choisit respectivement xg et yg = f(xp) comme nouvelles origines
dans R™ et RP, ainsi que de nouvelles bases (a1, ..., an) et (b1, ...,b,) de sorte que
(@r41, - - ., am) soit une base du noyau de Ker f'(zo) et b; = f'(z0)(aj), 1 <j <.
Dans ces nouveaux reperes, la matrice de f’(x() devient par construction la matrice
de rang r

1 ... 00 ... 0
0 1

0 0 0
0 ... 0O ... 0

Ceci est précisément la matrice de la dérivée f{(0) de f1 =10 fo cpl_l a 'origine.
En particulier, si m : R? — R" est la projection sur les r-premieres coordonnées,
alors m o f; est une submersion de R™ dans R” en 0, et d’apres le théoreme des
submersions on peut trouver un C*-difféomorphisme ¢, de R™ & l'origine tel que

Tofiowy (x1,.. . xm) = (T1,...,2,)
pres de 0. Par conséquent nous avons une écriture
fios (w1, ..y xm) = (T1,+ o, Ty hyy1 (7). hp(2))

au voisinage de 0. Or, par hypothese, f; 0902_1 =1 ofocpl_l 0902_1 est une application
de rang constant r, et la matrice de son application linéaire tangente

1 ... 0 0 e 0

0o ... 1 e

0o ... 8h7~+1/6$7~+1 oo 8hr+1/6$m

0 ... Ohy/0xr41 ... Ohy/0zy,
ne peut étre de rang r que si 0h;/0x; = 0 pour i,j > r, ce qui signifie que
hrs1,...,hy sont en fait des fonctions des seules variables z1,...,z,. On a donc

une application de rang constant r

(@1, xp) = (1, .oz, hegr (21,0 2), o hp (201,00 2y))
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au voisinage de 0. En d’autres termes, c’est une immersion de R” dans R? en 0, et
d’apres le théoreme des immersions il existe un C*-difféomorphisme 1, de R? en 0
tel que

Vo1, ooy Ty Bpgr (@1, oy @), o B2,y 2y)) = (21,0, 2, 0,0, 0)

pres de 0. 1l s’ensuit que

¢20f10g02_1<x1,...,$m) = (.Tl,...,.fCT,O,...,O)

au voisinage de 0. L’existence de petits voisinages Uy = @ x S et Vo = Q x T est
alors immédiate, et le théoreme du rang constant est démontré avec ¢ = s o 1,

Y =1py0t, U= 1 (Us), V=2p""(V2). u

5. Probléemes

5.1. Soit (F,d) un espace métrique et ¢ : E — E une application continue telle
que l'itérée ™ = @ o...o0y soit contractante, avec constante de Lipschitz k € ]0, 1]
et m € N*.

(a) On convient de noter ¢ = Idg. Vérifier que la formule

d(z,y)= max k™ /™d(¢'(x), ' (y))

0<i<m—1

définit une distance sur E, topologiquement équivalente a la distance d (c’est-
a-dire que les ouverts pour d et d’ sont les mémes). Montrer que (E,d) est
complet des que (E,d) est complet.

(b) Montrer que ¢ est lipschitzienne de rapport k'/™ pour d’. En déduire que ¢
admet un point fixe unique a, et que, pour tout point initial ¢ € F, il existe une
constante C telle que la suite des itérés z, = p(z,_1) vérifie d(z,,a) < CkP/™.

5.2. On considere la fonction f telle que
fx)=zIn(x), =z€][l,+o0|.

On se propose d’étudier des algorithmes itératifs permettant de calculer I'image
réciproque f~1(a) pour un réel a € [0, +oo[ fixé quelconque.

(a) Montrer que f est une bijection de [1,+o0] sur [0, +oc0].

(b) On pose ¢(x) = m(zy- Pour a = e, calculer explicitement f~Y(a).

Pour quelles valeurs de a # e le procédé itératif x,.1 = ¢(x,) converge-t-il
lorsque la valeur initiale 2o est choisie assez voisine de f~!(a) ?

(c) Soit zp11 = ¢ (x,) Valgorithme itératif fourni par la méthode de Newton pour
la résolution de I’équation z In () —a = 0.
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(@) Etudier les variations de la fonction v et tracer sommairement la courbe
représentative de .

(8) Etudier la convergence de la suite (x,) pour a € [0,4oc0[ et =g € [1,400]
quelconques.

(v) Evaluer f~1(2) par ce procédé i l'aide d’une calculette. On donnera les
approximations successives obtenues.

5.3. On considere la fonction

f(z) = exp(exp(— cos(sin(z + €)))) + 2°.

On donne f(0,1) ~ 1,737 ; £(0,2) ~ 1,789 & 103 prés. Ecrire un programme
permettant de résoudre 1’équation f(x) = 7/4 A la précision ¢ = 10719, ceci au
moyen d’une méthode itérative adaptée (qui permet d’éviter des calculs formels
trop compliqués). La justification de la convergence n’est pas demandée.

5.4. On se propose d’étudier le comportement des itérés d’une fonction au voisinage
d’un point fixe, dans le cas critique ou la dérivée vaut 1 en ce point.

Soit ¢ : Ry — R une fonction de classe C. On suppose que ¢(0) = 0, ©'(0) =1,
et que ¢ admet un développement limité

o(x) = — az® 4 2Fe(x)

avec
a>0, k>1, lim eg(x)=0.

.’E—)O+

(a) Montrer qu’il existe h > 0 tel que pour tout zy € |0,h] la suite itérée
ZTpt+1 = @(x,) converge vers 0.

(b) On pose u, =z ot m € R. Déterminer un équivalent de w1 —u, en fonction
de x,.

(c) Montrer qu’il existe une valeur de m pour laquelle u,11 —u, possede une limite
finie non nulle. En déduire un équivalent de x,,.

(d) Pour ¢(z) = sin x et 9 = 1, estimer le nombre d’itérations nécessaires pour
atteindre z, < 107°.

5.5. Dans tout ce probleme, on travaille sur un intervalle [a, b] fixé.

(a) Soit g : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que g(a) = g(b) =0, g"(x) > 0
pour tout x dans ]a, b[. Démontrer

e que ¢g(x) ne s’annule en aucun z de |a, b,
e puis que g(z) < 0 pour tout z dans ]a, b|.

[Raisonner par I’absurde et utiliser le théoreme de Rolle.]
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(b) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0, f(b) > 0,
f'(z) >0et f”(x) > 0 pour tout = dans |a, b|.
Démontrer
(o) qu’il existe ¢ (unique) dans Ja, b[ tel que f(c) =0 ;

(B8) qu’il existe my et my tels que

0<my < f'(z), 0<f"(x) <my pour tout x dans [a,b].

(c) On conserve désormais les hypotheses de la question (b), et on se propose de

«calculer » ¢. Soit p le polynéme de degré 1 tel que p(a) = f(a), p(b) = f(b),
et soit ¢; dans |a, b[ tel que p(c1) = 0.
(o) Démontrer que a < ¢; < ¢ [appliquer la question (a) a g(z) = f(x) — p(x)].

(B) Etablir la majoration

Flen)] < 5 mal(er — a)er ~ ).

(d) Soit (¢,), m > 0, la suite récurrente définie de la fagon suivante :
® On pose ¢p = a ;
e pour tout n > 0 (et ¢, étant déja définie) on note p, I'unique polynéme
de degré 1 tel que p,(cn) = f(en), pu(b) = f(b) ; et on définit ¢,1 par
pn<cn+1) = 0.
(o) Mettre explicitement cette récurrence sous la forme ¢, 1 = ¢(cp).
(8) Démontrer que (c,) est une suite strictement croissante contenue dans

I'intervalle [a, c].

(v) Démontrer que la suite (¢, ) converge vers ¢, et que, pour tout n > 0, on a

len —¢] < M
S

(e) Programmation d’un exzemple. On pose f(z) = z*+x — 1.
Démontrer que l'équation f(z) = 0 admet une racine ¢ et une seule dans

I'intervalle [0, 1]. Ecrire un programme permettant de calculer ¢ & 1078 pres.

5.6. On considere 1'application ¢ : R? — R? définie par

3 5

y) \Y )’ 1 5 3
Y = —— —

Qx—l-y +4

(a) Déterminer les points fixes de ¢.

(b) Ces points fixes sont-ils attractifs ?
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(c) Soit B le point fixe non attractif de ¢. Montrer que ¢ admet une application
réciproque ¢ : V. — W de classe C°, ou V, W sont des voisinages de B. Le
point B est-il attractif pour ¢ ?

5.7. On cherche a résoudre numériquement le systeme d’équations

g ylmy—axlnx=3
t try+yP =a

ol z,y > 0 et ol a est un parametre réel.

(a) Etudier sommairement les variations de la fonction  — 2 In x et montrer que
pour a > 31 le systeme (S) n’a pas de solution (z,y) telle que < 1. Montrer
que pour z > 1 la solution y de la premiere équation est fonction croissante de x
et en déduire que le systéme (S) admet une solution (z,y) unique pour a > 31.

(b) Montrer que la solution (x,y) est telle que
y:x-l—ic gu ¢ € |z, yl.

En déduire un équivalent de x et y en fonction de a quand a tend vers +oc.
Pouvez-vous raffiner cet équivalent et donner un développement plus précis 7

(c) Ecrire Dalgorithme permettant de résoudre le systeme (S) au moyen de la
méthode de Newton. On prendra a = 10%.

5.8. Soit A une algebre unitaire normée de dimension finie sur R, par exemple
I’algebre des matrices carrées m x m. Soit u € A un élément inversible.

(a) Montrer qu’il existe des réels «, 3 tels que l'application ¢(z) = ax + fruz
admette z = u~! comme point fixe superattractif.

(b) Pour les valeurs de a,f trouvées au (a), montrer que l'on a l'inégalité
¢ ()|l < 2[Jul lz—w""||. En déduire que la suite itérée x,41 = @(x,) converge

vers u~t deés que zg € B(u™l,r) avec r < 2”1u”.

(¢) On suppose u = e — v avec e = élément unité de A et A = ||v|| < 1. Montrer
“+oo
que u est inversible et que vt = Z v¥. Déterminer un entier n € N tel que
k=0
I’algorithme du (b) converge pour zg = e+ v+ ...+ v".

(d) On suppose ici que A est commutative (exemple : A =R ou A = C). Chercher
un algorithme permettant de déterminer une racine carrée de u (s’il en existe),
en utilisant uniquement additions et multiplications (Indication : considérer
Y(x) = ax + fur?).

Si A = R, comment peut-on choisir g pour étre assuré d’obtenir la conver-
gence ?
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5.9*. On suppose f : Q — RP de classe C*, k > 2, ou1  est un ouvert de R™ x RP.
Soit (z0,yo) € 2 un point tel que f(zo,y0) =0 et £ = f, (w0, yo) inversible. Donner
des estimations précises de la taille des voisinages U, V intervenant dans le théoreme
des fonctions implicites en fonction de [|€||, [¢~!]| et de bornes sur les dérivées
premiéres et secondes de f sur un voisinage B(zo,70) X B(yo, () C .



Chapitre V

Equations différentielles

Résultats fondamentaux

Le but de ce chapitre est de démontrer les théoremes généraux d’existence et
d’unicité des solutions pour les équations différentielles ordinaires. Il s’agit du
chapitre central de la théorie, de ce fait nécessairement assez abstrait. Sa bonne
compréhension est indispensable en vue de la lecture des chapitres ultérieurs.

1. Définitions. Solutions maximales et globales

1.1. Equation différentielle ordinaire du premier ordre

Soit U un ouvert de R x R™ et
f:U—=>R™
une application continue. On considere I’équation différentielle

(E) y =f(ty), (tyeU teR, yeR™

Définition — Une solution de (E) sur un intervalle I C R est une fonction
dérivable y : I — R™ telle que

@ (tel) (ty®)eU
(i) (viel)  y'(t)=ftyd)).

L’«¢inconnue » de 1’équation (E) est donc en fait une fonction. Le qualificatif
«ordinaire » pour 1’équation différentielle (E) signifie que la fonction inconnue y
dépend d’une seule variable ¢ (lorsqu’il y a plusieurs variables ¢; et plusieurs dérivées
dy/0t;, on parle d’équations aux dérivées partielles).
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Ecriture en coordonnées — Ecrivons les fonctions a valeurs dans R™ en
termes de leurs fonctions composantes, c’est-a-dire

y:(y17"'7ym>7 f:(f177fm)

L’équation (E) apparait comme un systéme différentiel du premier ordre a m
fonctions inconnues y1, ..., Ym :

() = filt,y1(8), - ym(D))
(E)

Ym (@) = f (&, 92(8), - ym (2)-

Probléme de Cauchy — Etant donné un point (to,y0) € U, le probleme de
Cauchy consiste a trouver une solution y : I — R™ de (E) sur un intervalle
contenant ty dans son intérieur, telle que y(t9) = yo.

Interprétation physique — Dans de nombreuses situations concretes, la
variable t représente le temps et y = (y1,...,¥ym) est une famille de parametres
décrivant I’état d’un systeme matériel donné. L’équation (E) traduit physiquement
la loi d’évolution du systeme considéré en fonction du temps et de la valeur des
parametres. Résoudre le probleme de Cauchy revient a prévoir I’évolution du
systeme au cours du temps, sachant qu’en t = %y le systeme est décrit par les
parametres yo = (Y0,1,---,Yo,m). On dit que (to,y0) sont les données initiales du
probleme de Cauchy.

1.2. Cas de la dimension un (m = 1)
Si on note x = t, ’équation (E) se récrit

y_dy _

(E) y=-=Ffzy), (@yecUcRxR
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Résoudre le probleme de Cauchy revient a trouver une « courbe intégrale » de (E)
passant par un point donné (xg,yo) € U.

Champ des tangentes — A tout point M = (z9,yo), on associe la droite Dps
passant par M et de coefficient directeur f(zq,yo) :

Dy :y —yo = f(x0,y0)(x — o)

L’application M — D), est appelée champ des tangentes associé a I’équation (E).
Une courbe intégrale de (E) est une courbe différentiable C' qui a pour tangente en
chaque point M € C' la droite Dj; du champ des tangentes. L’exemple ci-dessous

correspond & 'équation y' = f(z,y) =z — y>.

Lignes tsoclines de (E) — Par définition, ce sont les courbes

Ly fla,y) =p

correspondant a I’ensemble des points M ou la droite Djy; a une pente donnée p.

La courbe I'g joue un réle intéressant. On a en effet un régionnement de U :

U=U,UU_UT, ot
Uy ={MecU; f(M)>0}, U.={MecU; f(M)<0}.

Les courbes intégrales sont croissantes dans Uy, décroissantes dans U_, station-
naires (souvent extrémales) sur I'y.

Exemple — Les lignes isoclines de 'équation 3y’ = f(z,y) = x — y? sont les
paraboles = = y? + p.
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Uy

1.3. Solutions maximales

Nous introduisons d’abord le concept de prolongement d’une solution. L’expression
solution maximale est alors entendue implicitement au sens de la relation d’ordre
fournie par le prolongement des solutions.

Définition 1 — Soienty : I — R™, §: I — R™ des solutions de (E). On dit que
y est un prolongement dey si I DI et y|; =y.

Défination 2 — On dit qu’une solution y : I — R™ est maximale si y n’admet
pas de prolongement y : I — R™ avec I 2 I.

Théoréeme — Toute solution y se prolonge en une solution maximale y (pas
nécessairement unique).

Démonstration.* Supposons que y soit définie sur un intervalle I = |a, b| (cette
notation désigne un intervalle ayant pour bornes a et b, incluses ou non dans I).

Il suffira de montrer que y se prolonge en une solution y : |a,g| — R™ (g > b)
maximale a droite, c’est-a-dire qu’on ne pourra plus prolonger 3 au dela de b. Le
meéme raisonnement s’appliquera a gauche.

Pour cela, on construit par récurrence des prolongements successifs y(1), y(2) - - - de y
avec Y : |a, bp[— R™. On pose y(1) =y, by = b. Supposons y(,_1) déja construite
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pour un indice £ > 1. On pose alors
cx = sup{c; y—1) se prolonge sur |a, c[}.

On a ¢ > bp_1. Par définition de la borne supérieure, il existe b, tel que
bp—1 < bx < cp et un prolongement ypy : |a,bp[— R™ de yp_1) avec by
arbitrairement voisin de ¢ ; en particulier, on peut choisir

o —bp < £ si ¢ < 400,
b, >k si ¢ = +oo.

La suite (cx) est décroissante, car ’ensemble des prolongements de y,_1) contient
I'ensemble des prolongements de y) ; au niveau des bornes supérieures on a donc
Cr > Cpy1- i ¢ < 400 a partir d’un certain rang, les suites

b1 <by <...<bp<...<cp <1 Z... <5

sont adjacentes, tandis que si ¢y = 400 quel que soit k£ on a by > k. Dans les deux
cas, on voit que _
b= lim by = lim c.
k——+o0 k—4o0

Soit ¥ : |a,g| — R™ le prolongement commun des solutions ¥y, éventuellement

prolongé au point b si cela est possible. Soit z : |a,c| — R™ un prolongement de y.
Alors z prolonge y(,_1) et par définition de ¢y il s’ensuit ¢ < ¢. A la limite il vient
¢ < ¢, ce qui montre que la solution 3 est maximale a droite. [ |

1.4. Solutions globales

On suppose ici que 'ouvert U est de la forme U = J x €2 ou J est un intervalle de
R et © un ouvert de R™.

I Définition — Une solution globale est une solution définie sur lintervalle J tout
entier.

Yy
U
Y1)
0 /\
/\J@)

\ \

\ \

] :
0 J /

I Attention : toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.



132 Analyse numérique et équations différentielles

Sur le schéma ci-dessus par exemple, y(1) est globale tandis que y(2) est maximale
mais non globale.

Donnons un exemple explicite de cette situation.

Exemple — (E) ¢ =y*sur U =R xR.
Cherchons les solutions t — y(t) de (E).

0.

e On a d’une part la solution y(t)

e Si y ne s’annule pas, (E) s’écrit ;’—; =1, d’ou par intégration

1
TR O revet

Cette formule définit en fait deux solutions, définies respectivement sur | — oo, —C|
et sur | —C, +0o0[ ; ces solutions sont maximales mais non globales. Dans cet exemple
y(t) = 0 est la seule solution globale de (E).

1.5. Régularité des solutions

Rappelons qu’une fonction de plusieurs variables est dite de classe C* si elle admet
des dérivées partielles continues jusqu’a l'ordre k.

Théoréme — Si f:RxR™ DU — R™ est de classe C*, toute solution de (E)
y' = f(t,y) est de classe Ck*+1,

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k.

e k=0: f continue.

Par hypothese y : I — R™ est dérivable, donc continue.

Par conséquent y’(t) = f(t,y(t)) est continue, donc y est de classe C1.

e Si le résultat est vrai & l'ordre k — 1, alors y est au moins de classe C*. Comme

f est de classe C*, il s’ensuit que y’ est de classe C* comme composée de fonctions
de classe C*, donc y est de classe C**1.

Calcul des dérivées successives d’une solution y — On suppose pour
simplifier m = 1. En dérivant la relation y'(z) = f(z,y(z)) il vient

y"(x)

"
Y

fo(z,y(x) + £, (x, y(2)y' (2),
fr(z,y) + (@ y) f(z,y) = fH(z,y)

avec flU=fl4 fyf- Notons de maniere générale I'expression de la dérivée k-ieme

y*) en fonction de z,y sous la forme

y® = (g, y)



V- Equations différentielles. Résultats fondamentaux 133

d’apres ce qui précede fIO = f, I = fr+ fl'/ f. En dérivant une nouvelle fois, on
trouve
y D = (FEY () + (FF) (2, y) o

= (SN (@, ) + (S (2, y) £,y).

On obtient donc les relations de récurrence

y* D = flEl (2 y)
FE = (I () f, avee [ = f

En particulier, le lieu des points d’inflexion des courbes intégrales est contenu dans

la courbe fl(z,3) = 0.

2. Théoreme d’existence des solutions

Dans tout ce paragraphe, on considere une équation différentielle

(E) y' = f(t,y)

ou f: U — R est continue et U est un ouvert de R x R™.

2.1. Equivalence du probleme de Cauchy avec la résolution
d’une équation intégrale

Le lemme tres simple ci-dessous montre que la résolution de (E) est équivalente a
la résolution d’une équation intégrale :

Lemme — Une fonction y : I — R™ est une solution du probleme de Cauchy de
données initiales (to,yo) si et seulement si

(i) y est continue et (Vt € I) (t,y(t)) € U,

(i) (vt e 1) y(t) —yo+/ £,y

En effet si y vérifie (i) et (ii) alors y est différentiable et on a y(ty) = yo,
y'(t) = f(t,y(t)). Inversement, si ces deux relations sont satisfaites, (ii) s’en déduit
par intégration. [ |

2.2. Cylindres de sécurité

Pour résoudre 1’équation différentielle (E), on va plutét chercher a construire des
solutions de I’équation intégrale 2.1 (ii), et en premier lieu, on va montrer qu'une
solution passant par un point (tg,yo) € U ne peut s’éloigner « trop vite » de yo.
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On note || || une norme quelconque sur R™ et B(x,r) (resp. B(z,r)) la boule
ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon r dans R”. Comme U est supposé
ouvert, il existe un cylindre

Co = [to — To, to + To] x B(yo,70)

de longueur 27Tj et de rayon rq assez petit, tel que Cy C U. L’ensemble Cj est fermé
borné dans R™*!, donc compact. Ceci entraine que f est bornée sur Cy, c’est-a-dire

M = sup |[f(ty)ll <+oo.
(tzy)ECO

Soit C' = [tg — T, to + T] x B(yo,70) C Cp un cylindre de méme diametre que Cy et
de demi-longueur 7" < Tj.

Définition — On dit que C est un cylindre de sécurité pour I’équation (E) si toute

solution y : I — R™ du probleme de Cauchy y(to) = yo avec I C [to —T,to + T
reste contenue dans B(yo,T0).

Rm

Yo| &4 —

Sur le schéma ci-dessus, C' est un cylindre de
sécurité mais Cy n’en est pas un : la solution
y «s’échappe » de Cy avant le temps tg+ 1.

Supposons que la solution y s’échappe de C sur Uintervalle [to,to + T]. Soit 7 le
premier instant ou cela se produit :

7 =1inf {t € [to,to + T]; ||ly(t) — yol| > ro}-
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Par définition de 7 on a ||y(t) — yo|| < r pour t € [to, 7[, donc par continuité de y
on obtient |y(7) — yo|| = ro. Comme (t,y(t)) € C C Cy pour t € [tg, 7], il vient

1" @O = 1 f(t, y(E)]] < M et
ro = |ly(1T) — yol| = H /t: y'(u)duH < M(1 —to)

donc 7 — ty > ro/M. Par conséquent si T < ro/M, aucune solution ne peut
s’échapper de C sur [tg — T, tg + T.

Corollaire — Pour que C soit un cylindre de sécurité, il suffit de prendre

T < min (TO, r—]\;)

Le choiz T = min (TO, Tﬁo) convient par exemple.
Remarque — Si C C Cj est un cylindre de sécurité, toute solution du probleme

de Cauchy y : [to — T, to + T] — R™ vérifie ||y’ (¢)|| < M, donc y est lipschitzienne
de rapport M.

2.3. Solutions approchées. Méthode d’Euler

On cherche & construire une solution approchée de (E) sur un intervalle [to, to + 7.
On se donne pour cela une subdivision

to<ti1 <tog...<ty_1<tyn=tog+T1T.
Les pas successifs sont notés
Bp =tni1 —tn, 0<n<N-—1,

et on pose
hmax = max(ho, ceey hN—l)-

La méthode d’Euler (ou méthode de la tangente) consiste a construire une solution
approchée y affine par morceaux comme suit. Soit y, = y(¢,). On confond la
courbe intégrale sur [t,,t,+1] avec sa tangente au point (¢, yn) :

y(t) =Yn + (t - tn)f(tm yn)v te [tmtn+1]~

Partant de la donnée initiale yy, on calcule donc y,, par récurrence en posant

{ Yn+1 = Un + hnf(tn7 yn)
tn—|—1:tn+hn7 OS’)’LSN—l

La solution approchée y s’obtient graphiquement en tracant pour chaque n les
segments joignant les points (¢, Yn), (tnt1, Yns1)-
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to t ty ts ... ty=1lo+T t

On construit de méme une solution approchée sur [ty — T, to] en prenant des pas
hy, <O0.

Proposition 1 — Si C = [tg—T,to+T] x B(yo,r0) est un cylindre de sécurité
tel que T' < min (TO, TM‘)), toute solution approchée y donnée par la méthode d’Euler
est contenue dans la boule B(yo,70).

Démonstration. On vérifie par récurrence sur n que
{y([t07tn]> C B(yo,70)
ly(t) — ol < M(t —to) pour i€ [to,tn].

C’est trivial pour n = 0. Si c’est vrai pour n, alors on a en particulier (¢,,y,) € C,
donc || f(tn,yn)|| < M, et par conséquent

[y () = ynll = (£ = t)[[f (b )| < Mt —20)
pour t € [t,,t,+1]. Par hypothese de récurrence
1yn = woll = ly(tn) = yoll < M (tn —to).
L’inégalité triangulaire entraine alors Vt € [ty,, tpy1] :
ly(t) = woll < M(t —tn) + M(tn —to) < M(t —to).
En particulier ||y(t) — yol| < MT < rg, d’ou
y([to, tn+1])  Blyo, ro)- u

Définition — Soit y : [a,b] — R™ une fonction de classe C' par morceauz (ceci
signifie qu’il existe une subdivision a = ag < a1 < ... < ay = b de [a,b] telle que
pour tout n la restriction yiq,, a,.,) S0it de classe C' ; on suppose donc seulement
la continuité et l'existence d’une dérivée a droite et d gauche de y auz points a,,).
On dit que y est une solution e-approchée de (E) si

(i) (viela,b]) (&y)eU;
(i) (Vn), (Vt €lan, anpa)  Ny'(#) = f(Eu(@)] <e.
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Autrement dit, y est une solution e-approchée si y vérifie (E) avec une erreur < e.

Majoration de l’erreur pour les solutions approchées d’Euler — Soit
wy le module de continuité de f sur C, défini par

wy(u) = max{|[f(t1,y1) — f(t2, v2)ll; [t1 —t2| + [lyr — vol < u}

ou u € [0,+o0[ et ou les points (t1,y1), (t2,y2) parcourent C. Comme C est
compact, la fonction f est uniformément continue sur C, par conséquent

lim wy(u) =0.

u—>0+

On suppose dans la suite que C' = [tg — T,tg + T| x B(yo, o) est un cylindre de
sécurité tel que T' < min (TO, TMO)

Proposition 2 — Soity : [to — T,to + T] — R™ wune solution approchée
construite par la méthode d’Euler avec pas maximum hpyay. Alors Uerreur e vérifie
€ <wp((M +1)hmax)-

En particulier, 'erreur € tend vers 0 quand hy,.x tend vers 0.

Démonstration. Majorons par exemple ||y/'(t) — f(t,y(t))|| pour t € [to,to + T,
ol y est la solution approchée associée a la subdivision g < t; < ... <ty =tg+7T.
Pour ¢ € |t,, tni1[, on a y'(t) = f(tn, yn) €t

”y<t) - ynH = (t - tn)”f<tn7yn)|’ S Mhna
[t —tn| < hp.

Par définition de wy, il vient

1 (Ens yn) = f (& y ()] < wp(Mhn + ha),
ly'(t) = f(ty(W))]| < wp((M + 1) hmax. u

Montrons finalement un résultat sur la convergence des solutions approchées.

Proposition 3 — Soit yu : [to — T,to +T] — R™ une suite de solutions
ep-approchées contenues dans le cylindre de sécurité C, telles que y(,(to) = yo et
lim, 100 p = 0. On suppose que y,) converge uniformément sur [to — T, to + T
vers une fonction y. Alors y est une solution exacte du probléme de Cauchy pour
Iéquation (E).

Démonstration. Comme HyEp)(t) — f(t,yp) ()] < &p, il vient apres intégration

t
19 (&) — 0 — / £ty 9y () dul) < eplt — tol-
0
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Sid, = max — , on voit que
p =, ey = el q

1S (u, Yy () — S (w, y(w)) || < wy(dp)

tend vers 0, d’ou, grace a la convergence uniforme :

y(t) —yo — / flu,y(u))du =0, Vt € [to—T,to+T).

Comme la limite uniforme y est continue, le lemme du début du § 2 entraine que y
est une solution exacte de (E).

2.4. Théoréme d’Ascoli

Il s’agit d’un résultat préliminaire de nature topologique que nous allons formuler
dans le cadre général des espaces métriques. Si (F,0) et (F,d") sont des espaces
métriques, rappelons que par définition une suite d’applications ¢, : £ — F
converge uniformément vers ¢ : £ — F' si la distance uniforme

d(ep), ) = sup 8" (¢ (p) (@), p(x))

tend vers 0 quand p tend vers +oo.

Théoreme (Ascoli) — On suppose que E, F sont des espaces métriques compacts.
Soit oy + E — F une suite d’applications k-lipschitziennes, ou k > 0 est une
constante donnée. Alors on peut extraire de () une sous-suite o,y uniformément
convergente, et la limite est une application k-lipschitzienne.

Soit Lip,(FE, F) 'ensemble des applications E — F' lipschitziennes de rapport k.
Une autre maniere d’exprimer le théoreme d’Ascoli est la suivante.

Corollaire — Si E, F sont compacts, alors (Lip,(E, F),d) est un espace métrique
compact.

Démonstration. On construit par récurrence des parties infinies
So=ND§5D...05,.1D085,D...

telles que la sous-suite (¢(p))pes, ait des oscillations de plus en plus faibles.
Supposons S, _1 construite, n > 1. Comme FE, F sont compacts, il existe des
recouvrements finis de £ (resp. de F’) par des boules ouvertes (B;)ic1, resp. (B}) e,
de rayon % Notons I = {1,2,..., N} et z; le centre de B;. Soit p un indice fixé.
Pour tout 7 = 1,..., N il existe un indice j = j(p, i) tel que @, (x;) € B;.(p’i).
On considere 'application

Sn—1_>JN7 p’—>(j(p7]-)77j(p7N>)
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Comme S,,_1 est infini et que JV est fini, 'un des éléments (Iy,...,In) € JV
admet pour image réciproque une partie infinie de S;,,_; : on note S,, cette partie.
Ceci signifie que pour tout p € S, on a (j(p,1),...,4(p,N)) = (l1,...,Iln) et donc
@) (7:) € B] . En particulier

) 2
(Vp,q € Sy) 5’(@@)(%),9&@)(%)) < dlamBl'i < =

S

Soit # € F un point quelconque. Il existe i € I tel que x € B;, d’'ou §(z,z;) < %
L’hypothese que les ¢(,) sont k-lipschitziennes entraine

(o (@) 00 (@) <~ 81 (@), 01 (1)) <

L’inégalité triangulaire implique alors (Vp,q € Sy,)

2 ko 2k+2

0" () (), (g (2)) < - +2 S ==

Désignons par p,, le n-ieme élément de S,,. Pour N > n on a py € Sy C 5, donc

2k +2

0P (@) Pon) (7)) < —— (%)

Ceci entraine que ¢, )(z) est une suite de Cauchy dans F' pour tout z € E. Comme
F est compact, F' est aussi complet, donc ¢, )(x) converge vers une limite o(x).
Quand N — +o00, () implique a la limite d(¢(,,),») < % On voit donc que
©(p,) converge uniformément vers . Il est facile de voir que ¢ € Lip,(E, F). ®

Ezercice — On pose E = [0,7], F = [—1,1], ¢,(z) = cos px. Calculer

| @) = ey
et en déduire que d(vp, pq) > 1 sip # q. L’espace
Llp (E7 F) = Ukzo Llpk(E7 F)

est-il compact ?

2.5. Théoreme d’existence (Cauchy-Peano-Arzela)

L’idée est d’utiliser le théoreme d’Ascoli pour montrer ’existence d’une sous-suite
uniformément convergente de solutions approchées. On obtient ainsi le

Théoréme — Soit C = [ty — T,tg + T] x B(yo,r0) avec T < min (TO’ TM()) un

cylindre de sécurité pour léquation (E) :y" = f(t,y). Alors il existe une solution
y:[to—T,to +T] — B(yo,ro) de (E) avec condition initiale y'(to) = yo.
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Démonstration. Soit y(,) la solution approchée donnée par la méthode d’Euler
en utilisant la subdivision avec pas constant h = T'/p des intervalles [tq,to + T et
[to—T, to]. Cette solution est €,-approchée avec erreur €, < ws((M+1)T'/p) tendant
vers 0. Chaque application y, : [to — T, to + 1] — B(yo,70) est lipschitzienne de
rapport M, donc d’apres le théoreme d’Ascoli on peut extraire de (y,)) une sous-
suite (y(p,,)) convergeant uniformément vers une limite y. D’apres la proposition 3
du § 2.3, y est une solution exacte de I’équation (E). [ |

Corollaire — Par tout point (tg,yo) € U, il passe au moins une solution mazimale
y: I — R™ de (E). De plus, l'intervalle de définition I de toute solution mazimale
est ouvert (mais en général, il n’y a pas unicité de ces solutions mazimales).

On vient de voir en effet qu’il existe une solution locale z définie sur un intervalle
[to — T,to + T]. D’apres le théoreme du § 1.3, z se prolonge en une solution
maximale y = 2z : |a,b] — R™. Si y était définie au point b, il existerait une
solution y1y : [b — &,b +¢] — R™ du probleme de Cauchy avec donnée initiale
(b,y(b)) € U. La fonction y : |a,b+¢c] — R™ coincidant avec y sur |a,b] et avec y(1)
sur [b, b+ ] serait alors un prolongement strict de y, ce qui est absurde. [ |

Exemple — Pour donner un exemple de non unicité, il suffit de considérer
’équation 3/ = 3|y|?>/%. Le probleme de Cauchy de condition initiale y(0) = 0
admet alors au moins 2 solutions maximales :

y(t) =0, yot)=t, teR

2.6. Critere de maximalité des solutions

Nous allons voir ici une condition géométrique nécessaire et suffisante permettant
d’affirmer qu’une solution est maximale.

Théoréeme — U un ouvert de R x R™ ety : I = [tg,b] — R™ une solution de
léquation (E) y' = f(t,y), ou f est une fonction continue sur U. Alors y(t) peut
se prolonger au dela de b si et seulement si il existe un compact K C U tel que la
courbe t — (t,y(t)), t € [to, [, reste contenue dans K.

Autrement dit, y est non prolongeable au dela du temps b si et seulement si (¢, y(t))
s’échappe de tout compact K de U quand t — b_. La conséquence suivante est
immédiate.

Critére de maximalité — Une solution y : |a,b] — R™ de (E) est mazimale
si et seulement si t — (t,y(t)) s’échappe de tout compact K de U quand t — a4
ou quand t — b_. Puisque les compacts sont les parties fermées bornées, ceci
signifie encore que (t,y(t)) s’approche du bord de U ou tend vers oo, c’est-a-dire
t]+ [ly@)| + 1/d((¢, y(t)),0U) = +o0 quand t — ay out — b_.

Démonstration du théoreme. La condition de prolongement est évidemment
nécessaire, puisque si y(t) se prolonge a [tg,b], alors 'image du compact [to, ] par
Iapplication continue ¢ — (¢, y(t)) est un compact K C U.
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Inversement, supposons qu’il existe un compact K de U tel que (¢,y(t)) € K pour
tout t € [to, b[. Posons
M = sup |[[f(t,y)ll <+oo
(t,y)eK

qui est fini par continuité de |f|| et compacité de K. Ceci entraine que t — y(t) est
lipschitzienne sur [tg, b[, donc uniformément continue, et le critére de cauchy montre
que la limite ¢ = lim;_,;_ y(t) existe. Nous pouvons prolonger y par continuité en
b en posant y(b) = ¢, et nous avons (b,y(b)) € K C U puisque K est fermé. La
relation y'(t) = f(t,y(t)) montre alors que y est de classe C! sur [to, b]. Maintenant,
le théoreme d’existence locale des solutions implique qu’il existe une solution locale z
d probleme de Cauchy de donnée initiale z(b) = ¢ = y(b) sur un intervalle [b—e, b+¢].
On obtient alors un prolongement y de y sur [to, b+ €] en posant y(t) = z(t) pour
t € [b,b+ ¢€]. Le théoreme est démontré. |

3. Théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy-
Lipschitz

Reprenons les notations du début du § 2. On suppose ici en outre que f est
localement lipschitzienne en y : cela signifie que pour tout point (to,y0) € U il existe
un cylindre Cy = [t —To, to+Tp] X B(yo,70) C U et une constante k = k(tg,yo) > 0
tels que f soit k-lipschitzienne en y sur Cj :

(¥t 1), (t2) € Co ) 1 (tn) = F(t2) | < llon = vell

Remarque — Pour que f soit localement lipschitzienne en y sur U, il suffit que

f admette des dérivées partielles g—g?, 1 <1,5 <m, continues sur U. Soit en effet
J
dfi
A= max sup f (t,y)'.
1<i,j<m (t,y)€Co Ay,

Le nombre A est fini puisque Cj est compact. Le théoreme des accroissement finis
appliqués a f; sur Cy donne

Filton) — filtm) = 3 g—;j () (v — 1)
j J

avec & € ly1,y2[. On a donc
. |

max \fit,y1) — f(t,y2)] <mA- max Y1, — Y2.j

Sous ces hypotheses sur f, nous allons montrer que la solution du probleme
de Cauchy est nécessairement unique, et que de plus toute suite de solutions
e-approchées avec € tendant vers 0 converge nécessairement vers la solution exacte.
Compte tenu de I'importance de ces résultats, nous donnerons ensuite une deuxieme
démonstration assez différente basée sur le théoréme du point fixe (chapitre IV,

§1.1).
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3.1. Lemme de Gronwall. Convergence et unicité locales

Soit Cy = [t — T, to + To] x B(yo,r0) C U un cylindre sur lequel f est k-lipschi-
tzienne en y et soit M = supg, || f||. On se donne € > 0 et on considere des solutions
Y(1) et y(2) respectivement e;-approchée et ea-approchée du probleme de Cauchy de
donnée initiale (tg, yo), avec £1,e9 < €.

On a alors Hyéz) (t)|| < M + €, et un raisonnement analogue a celui du § 2.1 montre
que les graphes de y(1), y(2) restent contenus dans le cylindre

C= [to — T,to —|—T] X F(y,ro) C Co
des que T' < min (TO, MT—ﬂ_E), ce qu’on suppose désormais.

Lemme de Gronwall — Sous les hypothéses précédentes, on a

ek\t—t0| -1

———— Vtelto—Tito+T]

19¢2) (1) = ya) (D) < (61 + e2)

Démonstration. Quitte a changer 1'origine du temps on peut supposer ¢ty = 0 et,
par exemple, t € [0,T]. Posons alors

t
o) = [tz (w) = weoy (o
0
Comme y;) satisfait I’équation différentielle a e; pres, on obtient par soustraction

1902y () — vy O] < 1 F(Eye) () — F(Eyy @) + 61 + &2
< klly@)(t) —yay@®| +e1 + ez,

en utilisant I’hypothese que f est k-lipschitzienne en y. De plus

Yo () — v (1) = / (o) () — v (1))

puisque y(2)(0) = y(1)(0) = yo. On en déduit

1Y) (1) =y @) < k’/o 19¢2) (1) =y (u)[[du + (e1 + e2)t (%)

c’est-a-dire
V' (t) < kv(t) + (g1 + e2)t.

kt

Apres soustraction de kv(t) et multiplication par e~ "* on trouve

(V' (t) — kv(t))e ™ = % (v(t)e™ ) < (g1 +eo)te ™.
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Grace a une nouvelle intégration (noter que v(0) = 0), il vient

1— (1 +kt)e ¥

t
v(t)e ™™ < / (e1 + e2)ue " du = (e + €2)
0

k2 ’
eFt — (1 + kt
o(t) < (61 + €2) %
tandis que la premiere inégalité intégrée (x) donne
ekt —1
1) () = yay (Ol < kv(t) + (e1 +e2)t < (e1 +e2) —
Le cas ou t € [T, 0] s’obtient par un changement de variable t — —t. |

Théoréme (Cauchy-Lipschitz) — Si f : U — R™ est localement lipschitzienne
en y, alors pour tout cylindre de sécurité C = [tog — T,to + T] X B(yo,r0) comme
ci-dessus, le probléme de Cauchy avec condition initiale (to,yo) admet une unique
solution eracte y : [to — T,to + 1] — U. De plus, toute suite y,) de solutions
ep-approchées avec g, tendant vers 0 converge uniformément vers la solution exacte
y sur [to — T,to+ T).

Existence. Soit y(, une suite quelconque de solutions ¢, approchées avec
lime, = 0, par exemple celles fournies par la méthode d'Euler. Le lemme de
Gronwall montre que

efT 1

Y Y0) < (ep +2¢) — sur  [to — T, to + 717,

par conséquent y,) est une suite de Cauchy uniforme. Comme les fonctions y,)
sont toutes & valeurs dans B(yg,7) qui est un espace complet, Y(p) CONVErge vers
une limite y. Cette limite y est une solution exacte de I’équation (E) d’apres la
proposition 3 du § 2.3.

Unicité. Si y(1),y2) sont deux solutions exactes, le lemme de Gronwall avec
g1 = g2 = 0 montre que Y1) = yY(2)- |

3.2.*% Autre démonstration (par le théoréme du point fixe)

Soit C' = [tg — T,to + T] x B(yg,79) C Co avec T < min (TO, }"\4—0) un cylindre de
sécurité pour (E).

Notons F = €([to — T,to + T, B(yo,70)) 'ensemble des applications continues de
[to — T, to + T] dans B(yo, 7o), muni de la distance d de la convergence uniforme.

A toute fonction y € F, associons la fonction ¢(y) définie par

o) (1) = o + / fluy()du, telto— T to+T].
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D’apres le lemme du § 2.1, y est une solution de (E) si et seulement si y est un point
fixe de ¢. On va donc essayer d’appliquer le théoreme du point fixe. Observons que

160 ~soll = [ Stusotuia] < Mt —to] < 0T <

donc ¢(y) € F. L’opérateur ¢ envoie donc F dans F. Soient maintenant y, z € F' et
Yp) = P*(Y), 2(p) = #P(2). On a

o) = 2@l = | [ (G w0) = 16200
<| /tt Hlly(aw) — =()ldu| < kit — to] d(y, 2).
De méme

Iy () = 2 (01 < | [l (@) = 21

|t — to]?

t
< ’ / k- klu— tdd(y,z)du’ = k? 5 d(y, z).
to
Par récurrence sur p, on vérifie aussitot que
|t — to|P
19p) () — 2(p) )| < kP ———— d(y, 2),
en particulier
kPTP

d(9"(y), ¢"(2)) = d(Y(p), 2(p)) < Bl d(y, z) (%)

et ¢ est lipschitzienne de rapport % sur . Comme limy, ;4 % = 0, il existe

p assez grand tel que krgp < 1 ; pour une telle valeur de p, ¢? est une application

contractante de F dans F. Par ailleurs, F est un espace métrique complet. Le
théoreme du point fixe démontré au chapitre IV (dans sa version généralisée au cas
d’applications dont une itérée est contractante) montre alors que ¢ admet un point
fixe unique y. Nous avons donc bien redémontré le théoreme de Cauchy-Lipschitz
affirmant I'existence et d’unicité de la solution du probleme de Cauchy. [ |

Remarque — D’apres (x), on voit que pour toute fonction z € F la suite itérée
Zp) = ¢P(2) converge uniformément vers la solution exacte y du probleme de
Cauchy.

3.3. Unicité globale

Le théoreme d’unicité locale entraine facilement un résultat d’unicité globale, au
moyen d'un « raisonnement de connexité ».



A\ Equations différentielles. Résultats fondamentaux 145

Théoréme — Soient ygy, y2) : I = R™ deux solutions de (E), avec f localement
lipschitzienne en y. Si yay et yi) coincident en un point de I, alors yy = y(2)
sur 1.

Démonstration. Supposons y(1)(to) = y(2)(to) en un point tq € I. Montrons par
exemple que y)(t) = y2)(t) pour t > to. S’il n'en est pas ainsi, considérons le

premier instant ¢y ou y(1) et y(2) bifurquent :

to=inf{tel; t>t et yu)(t) # ye (1)}

On a par définition y1(t) = y(2)(t) pour t € [to, o[ et par continuité il s’ensuit que
y(l)(fo) = y(g)(fo). Soit 7o ce point et soit C' = [fo —T,% +T1x B(%o,79) un cylindre
de sécurité de centre (?07 Yo). Le théoreme d’unicité locale implique que y(1) = y(2)

sur [%VO — T,?O + T], ce qui contredit la définition de %VO. L’unicité est démontrée. W

Corollaire — Si [ est localement lipschitzienne en y sur U, pour tout point
(to,yo) € U il passe une solution maximale y : I — R™ et une seule.

Interprétation géométrique — Le théoréme d’unicité signifie géométri-
quement que des courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper.

Exzemple — o =3|y|?/? sur U =R x R.

Déterminons 'ensemble des solutions maximales. On a ici f(t,y) = 3|y|*/?,
g—; = signe (y) x 2|y|™'/ pour y # 0. La dérivée y # 0 la dérivée g—; est continue

sur les demi-plans y > 0 et y < 0, mais discontinue en y = 0. La fonction f est
localement lipschitzienne en y sur {y > 0} et {y < 0}, mais il est facile de voir
qu’elle ne l'est pas au voisinage de tout point (fp,0) € R x {0} (on a vu d’ailleurs
quil n’y a pas d’unicité locale en ces points). Sur {y > 0} (resp. sur {y < 0})
I’équation équivaut a

win

2 1
y'y=5 =1 (resp. -— 3 y'(—y)~3 =-1)

d'ott y3 =t +Cy  (resp. (—y)~3 = —(t 4+ Co)) soit y(t) = (t + C;)3. Siy est une
solution maximale dans U = R x R, alors 3’ > 0, donc y est croissante. Notons

a =inf{t,y(t) =0}, b=sup{t; y(t) =0}.

Sia# —o00,on ay(a) =0 et y(t) <0 pour t < a, donc y(t) = (t — a)>. De méme
y(t) = (t — b)? pour t > b si b # +o0.
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(to,%o)

On voit que pour tout point (tg, yo) il passe une infinité de solutions maximales : si

Yo >0, b=ty — yé/g est imposé, mais le choix de a € [—o0, b] est arbitraire. Noter
que ce phénomene se produit bien qu’on ait unicité locale au point (¢g, o) !

3.4. Conditions suffisantes d’existence de solutions globales

Nous donnons ici des conditions suffisantes d’existence pour les solutions globales,
reposant sur des hypotheses de croissance de f(t,y) lorsque ||y| tend vers +oc.
On peut cependant obtenir des conditions suffisantes nettement plus faibles (voir
lexercice (b) ci-dessous, ainsi que le probleme 5.9).

Théoréme — Soit f : U — R™ une application continue sur un ouvert produit
U=JxR™, ouJ CR est un intervalle ouvert. On fait l'une ou l'autre des deux
hypothéses suivantes :

(1) Il existe une fonction continue k : J — Ry telle que pour tout t € J fixé,
Uapplication y — f(t,y) soit lipschitzienne de rapport k(t) sur R™.

(2) 1l existe des fonctions ¢, k : J — Ry continues telles que l’application
y+— f(t,y) satisfasse une croissance linéaire a linfini du type

L& o)l < et) + E@)lyll-

Alors toute solution maximale de 'équation différentielle y' = f(t,y) est globale
(c’est-a-dire définie sur J tout entier).

Démonstration. Il est évident que I’hypothese (1) entraine I'hypothese (2) (avec
c(t) = || f(¢,0)]), il suffirait donc de donner la preuve pour (2). Cependant, il y a
une démonstration sensiblement plus simple sous ’hypothese (1).

Démonstration sous Uhypothése (1). Soit (to,y0) € J X R™, et [to — T,to + 1"
un intervalle compact quelconque contenu dans J. Reprenons la démonstration du
théoreme de Cauchy-Lipschitz.
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Comme U = J x R™, on peut choisir un cylindre de sécurité de rayon ryg = +o0.
L’application ¢ définie au § 3.2 opere donc sur 1’espace complet

F = C([to — T\ to + T'], R™).

Soit
K = max k(t).
te[to—T,to+T"]
L’application f est par hypothese K-lipschitzienne en y sur [tg — T, tg + T"] x R™.
D’apres le raisonnement du § 3.2, I'application ¢P est lipschitzienne de rapport
ﬁ KP(max(T,T"))? sur F, donc contractante pour p assez grand. Ceci implique

que la solution (unique) du probléeme de Cauchy est définie sur tout intervalle
[to—T,to+T'] C J. [ |

Démonstration sous U’hypothése (2). L’idée est d’utiliser le critere de maximalité des
solutions démontré au 2.6. Supposons qu’on ait une solution y : [tg, b] — R™ avec
to,b € J (autrement dit, telle que b ne soit pas la borne supérieure de J). Posons
C' = sup¢py, 4 €(t) et K = sup, ¢y 4 k(t). Nous obtenons

ly" @1 = [1f &y < C+ Kly@®)]-

On utilise alors un raisonnement de type lemme de Gronwall pour majorer la
t
norme ||y(t)||. Nous avons y(t) = y(to) + fto y'(u) du, donc

t
ly@)[I < v(E) = lly(to)ll +/t ly'(u)lldu avec
0
V' (t) = |ly' ()] < C+ K|yt)|| < C+ Kv(t).
Ceci donne la majoration

(0K = (o (1) — K oft)e K0 < Cem RO,

Par intégration sur [tg, t], on obtient

C
v(t)e KETt0) _o(tg) < — (1 — e Kt-t)y,
K
et comme v(tg) = ||y(to)|], il vient
C _ -
sup ||y('[;>|| < sup U(t) < R= ?(BK(b to) _ 1) + ||y(t0)||eK(b to).
tE[to,b[ t€[to,b[

Par conséquent (¢,y(t)) décrit une partie compacte K = [to,b] x B(0, R) dans
U= JxR™, et y ne peut étre une solution maximale. Toute solution maximale
est donc globale. [Le lecteur pourra étudier 'exercice 5.9 pour un généralisation a
une hypothese de croissance plus faible que (2), tenant compte uniquement de la
«direction radiale » du vecteur f(t,y)]. |
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Ezxercices
(a) Montrer que toute solution mazximale de ’équation différentielle y' = t\/t? + y2,
(t,y) € R x R, est globale.

(b) On définit f :R— R par f(y) =esiy<eet f(y)=ylny siy>e. Montrer
que f n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0. Déterminer explicitement les
solutions maximales de Uéquation y' = f(y). Les conditions suffisantes du
théoréme précédent sont-elles nécessaires ?

4. Equations différentielles d’ordre supérieur a un

4.1. Définitions
Un systeme différentiel d’ordre p dans R™ est une équation de la forme
(E) y W = flty,y, .y Y)

ou f:U — R™ est une application continue définie sur un ouvert U C R x (R™)P.

Une solution de (E) sur un intervalle I C R est une application y : I — R™ p-fois
dérivable, telle que

i) (vtel) (Ly@),y'@),....y" ) €U,
(i) (veel) y@(t)=flty@),yt),....y" V().

Le résultat suivant se démontre par récurrence d’'une maniere entierement analogue
a celle utilisée pour les équations différentielles d’ordre 1. Le détail de 'argument
est laissé au lecteur.

Régularité des solutions — Si f est de classe C*, les solutions y sont de
classe CF+P.

4.2. Systeme différentiel d’ordre un associé

Il est clair que le systeme (E) est équivalent au systeme différentiel d’ordre 1

( % =Y

2y,

(Eq) e
d?t_z =Y

[ oot — £(1, Y5, Y1, ..., Ypoi)

si 'on pose Yy =y, Y1 =9/, .... Le systeme (E;) peut encore s’écrire

(E1) Y' = F(T,Y)

avec
Y = (YO,Yh .. .,YZD_1> S (Rm)p

F = (Fo,Fl, .. -,Fp—l) U — (Rm)p
Fo(t,Y)=Y1,...,Fys(t,Y) =Y, 1,
Fp—l(t7Y) = f<t7Y)
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Tout systeme différentiel (E) d’ordre p dans R™ est donc équivalent a un systéme
différentiel (E;) d’ordre 1 dans (R™)P. Il en résulte que les théoremes d’existence et
d’unicité démontrés pour les systemes d’ordre 1 sont encore vrais pour les systemes
d’ordre p, avec des preuves qui sont des transpositions directes du cas d’ordre 1.
En voici les principaux énoncés :

4.3. Théoreme d’existence

Pour tout point (%o, 0, ¥y1,---,Yp—1) € U le probleme de Cauchy de conditions
initiales
y(to) = o, ¥'(to) =1, -,y (to) = yp1

admet au moins une solution maximale y : I — R™ définie sur un intervalle ouvert.

Remarque trés importante — On voit ainsi que pour un systéme d’ordre p,
la condition initiale requiert non seulement la donnée de la valeur yo de y au temps
to, mais également la donnée de ses (p — 1) premieres dérivées.

4.4. Théoreme d’existence et d’unicité

Si de plus f est localement lipschitzienne en (yo,...,yp—1) sur U, c’est-a-dire si
V(to, Yo, .- .,Yp—1) € U il existe un voisinage [ty — To,to + To] X B(yo,7r0) X ... X

B(yp—1,7p—1) contenu dans U sur lequel

1t 20,y 2p1) = F(Ewos -y wpe )| < k(20 — woll + - + [12p—1 — wpst ),

alors le probleme de Cauchy 4.3 admet une solution maximale et une seule.

4.5. Solutions globales

SiU = J x (R™)P et s’il existe une fonction k : J — R, continue telle que (V¢ € J)

(20, - s 2p1) = Ft w0, s wp 1) || < E(E)([|z0 — woll + -+ + [l2p—1 — wpal]),

alors les solutions maximales sont définies sur J tout entier.

5. Problemes
5.1. On considere 1’équation différentielle 3’ = 32 — .

(a) Quelles sont les lignes isoclines ?
On notera Ij l'isocline correspondant a la pente nulle.

Soit P~ I’ensemble des points du plan ou la pente des solutions est strictement
négative. Décrire P~. Montrer que si une solution entre dans P~ alors elle y
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reste (c’est-a-dire : si une solution y(z) a un point (zg, y(xo)) dans P~, alors si
T > Zo, (xlay(x1)> € j)_>

(b) Etudier et tracer le graphe de la courbe J ensemble des points d’inflexion des
solutions de I’équation différentielle. Quelles sont les régions du plan ou y” > 0,
respectivement y”/ < 0 7

On notera J; la partie de J extérieure a P, et Jy la partie de J qui se trouve
dans P~.

(c¢) Soit € une courbe solution rencontrant J; en un point (z,y).

() Montrer qu’en ce point, la pente de J; est strictement inférieure a la pente

de C.

(8) En déduire que € ne coupe J; qu’en ce point, que € ne rencontre pas P~ et
que € n’a qu'un point d’inflexion.

(7) Montrer que € possede 2 branches infinies a direction asymptotique verti-
cale.

(6) Soit (xg,yo) un point de €. Comparer en ce point, la pente de C et la

pente de la solution de I’équation différentielle v’ = % En déduire que les
branches infinies de € correspondent a des asymptotes verticales.

(d) Soit D une courbe solution rencontrant Ij.

() Montrer que D possede une asymptote verticale.
(8) Montrer que D a un point d’inflexion et un seul.
(v

) Montrer que lorsque x — oo, D est asymptote a Ij.

(e) Soit A (resp. B) 'ensemble des points de 1'axe Oy par ou passe une courbe
solution qui rencontre J; (resp. Jo).

(o) Montrer qu’il existe a tel que A = {0} x |a, +o0][.
(8) Montrer qu’il existe b tel que B = {0} x | — 00, b].

(7) Montrer que a = b. Quelle est 'allure de la solution passant par le point de
coordonnées (0,a) ?

5.2. On considere 1’équation différentielle y' = f(t,y), ou f et g—g sont continues.
Soit « une fonction réelle définie sur un intervalle [tg,¢1] o ¢; peut éventuellement
étre infini ; on suppose « continue et dérivable par morceaux.

On dit que « est une barriere inférieure [respectivement : supérieure] pour 1’équation
différentielle si o/(t) < f(t,a(t)) [resp : &/(t) > f(t,a(t))] pour tout t tel que o (t)
existe, et, aux points ou « n’est pas dérivable, pour la dérivée a gauche et pour la
dérivée a droite.

(a) Montrer que si « est une barriere inférieure pour ty < t < t; et si u est une
solution de I’équation différentielle vérifiant a(ty) < u(tp), alors a(t) < u(t) pour
tout t € |tg,t1[. Montrer un résultat analogue pour une barriere supérieure.
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(b) On suppose que « est une barriere inférieure sur [tg,¢1[, que [ est une barriere
supérieure sur [to,t1], et que a(t) < S(t) pour tout t € [tg,t1[. L'ensemble des
points (¢, z) tels que tg <t <ty et a(t) <z < B(t) est appelé entonnoir.

(@)

(8)

Montrer que si une solution u de I’équation différentielle est telle que (s, u(s))
soit dans ’entonnoir pour un s € [tg, t1], alors (¢, u(t)) est dans I’entonnoir
pour tout t € [s, t1].

Si «v est une barriere inférieure et S une barriére supérieure, et si a(t) > 5(t)
pour t € [tg,t1], on dit que 'ensemble des (t,x) tels que to < t < t; et
a(t) > x > [(t) est un anti-entonnoir.

Montrer qu’il existe une solution u(t) de I’équation différentielle, telle que
B(t) < wu(t) < aft) pour tout t € [to, t1].

(c) Dans la suite du probleme, on prend f(¢,y) = sin(ty). On se restreindra aux
solutions vérifiant y > 0.

(@)
(8)

()

(%)
(¢)

(©)

Déterminer les isoclines correspondant aux pentes —1, 0, 1.

Pour quelles valeurs de t ces isoclines sont-elles des barrieres inférieures 7
supérieures 7 Quels sont les entonnoirs formés par ces isoclines ?

Soit u une solution de I’équation différentielle ; soit v la fonction continue,
dérivable par morceaux, définie pour ¢ > 0 par : ~(0) = u(0) > 0 ; ~
est affine de pente 1 depuis t = 0 jusqu’a ce que son graphe rencontre la
premiere isocline de pente 0, puis 7 est affine de pente 0 jusqu’a 'isocline
de pente 0 suivante, puis v est affine de pente 1 jusqu’a l'isocline de pente
0 suivante, et ainsi de suite. Montrer que le graphe de v rencontre la droite

y =1t.
Montrer que 7y est une barriere supérieure.

En déduire que toute solution de 1’équation différentielle rencontre la droite
y = t, puis reste dans un entonnoir.

Dessiner 'allure des solutions de I’équation différentielle y' = sin(ty).

5.3. On considere 1’équation (appelée équation de Van der Pol) :

(E)

(1) = y(t) — 23(t) + 2(t),
{y'm = (1), ek

(a) Montrer que le probleme de Cauchy correspondant admet une solution globale
unique (on pourra utiliser le résultat de I’exercice 5.9).

(b) On appelle trajectoire associée a une solution de (E), I’ensemble parcouru
dans le plan Euclidien par le point de coordonnées (x(t),y(t)) lorsque t par-
court R. Montrer que les trajectoires associées a deux solutions distinctes de
(E) coincident ou n’ont aucun point commun ; montrer que par chaque point
du plan passe une trajectoire et une seule ; montrer que si une trajectoire a un
point double (c’est-a-dire correspondant a deux valeurs distinctes de t), les so-
lutions associées de (E) sont périodiques (et tous les points sont alors doubles).
Quelles sont les trajectoires réduites a un point 7
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Montrer que la courbe symétrique d’une trajectoire par rapport a (0,0) est
encore une trajectoire.

On considere maintenant les sous-ensembles du plan

Dt ={(0,y); y>0); D™ ={(0,y); y <0};

Ei={(z,y); x>0 et y>2®>—2)}; Ty={(z,2°—2); 2>0)};
Ey={(z,y); >0 et y<a®—x};

Es={(z,y); <0 et y<x3—m}; I‘_:{(m,xS—x);gg<0};
Ey={(z,y); x<0 et y>a2®—z}.

Soit (z(t),y(t)) une solution de (E) ; montrer que, si (z(to),y(to)) € DT, il
existe t4 > t3 > to > t; > to tels que (x(t),y(t)) € E; pour t € |t;_1,t;],
i =1,2,3,4, et (x<t1)vy<t1)) S F+7 (x<t2)vy<t2)) S D_7 (x<t3)vy<t3)) e I'™ )
(z(ta), y(ts)) € D¥.

Soit yo > 0 et tp € R ; il existe une solution de (E) telle que (x(t9),y(to)) =
(0,yo) ; on pose o(yo) = y(t2) ; montrer que o(ygp) ne dépend que de yo (et non
de ty) et que o est une application monotone continue de R™ dans R™.

En utilisant le (c¢), montrer que (0, yo) appartient a la trajectoire d’une solution
périodique si et seulement si o(yo) = —yo-

Soit S > 0 tel que pour la solution de (E) vérifiant (z(to),y (to)) ( ,B) on ait

(z(t1),y(t1)) = (1,0). Montrer que pour yo < 3, on a o(yo)? — y2 > 0 (regarder
ta
| P+ y?)an).
to at

Soit yo grand. Soit C' la courbe formée des arcs suivants :
o le segment (0,%0), (1,%0) ;

e l'arc de cercle de centre O passant par (1,yg) et coupant (y = z° — x) en
(z1,y1) avec x1 > 1.

e le segment (x1,¥1), (21,0).
e l'arc de cercle de centre O passant par (z1,0) et coupant (x = 1) en (2, y]).
e la tangente en (2, y]) & cet arc de cercle qui recoupe Oy en (0, y2).

Montrer que la solution de (E) passant par (0,y) est a l'intérieur de C. En
déduire que o(y)? — y2 < 0.

En déduire qu’il existe une trajectoire et une seule correspondant a des solutions
périodiques de (E). Montrer que les trajectoires non réduites a (0, 0) convergent
asymptotiquement vers cette trajectoire quand ¢ tend vers +oo.

5.4. Soit t une variable réelle > 0. On considere le probleme de Cauchy

v =ty, y(0)=1.
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(a) Démontrer que pour tout 1" > 0, ce probleme admet une solution et une seule
sur [0,7], et indiquer comment la méthode d’Euler permet d’en trouver une
approximation.

(b) Déduire de ce qui précede la formule

N-1
nt?

y(t)= lim Py(t) avec Py(t)= n]:[g (1 + W)

(¢c) Pour a > 0, étudier les variations de la fonction f(x) = x In(1 + a/zx) sur
10, +00[ ; on montrera que f”(z) < 0.

En déduire ’encadrement

2 n 2 2

t“\~ nt te\" )
<1+N) §1+ﬁ§(1+m) si0<n<N -1

(d) Calculer la limite du (b), et en déduire y(t).

5.5. On considere ’équation différentielle
r_ —3/4 : I —
v =yl ytsin () = f(ty)

ol le second membre est défini sur R? & 1’aide de prolongements par continuité. On
note Y () la solution approchée définie sur R, obtenue par la méthode d’Euler pour
le pas h = #1/2 ou n € N* et vérifiant Y (0) = 0. On suppose dans un premier
temps que n est pair.

(a) Calculer Y(h), Y(2h) et Y(3h).

B3/2 (3h)3/2
2 > 16 -

Démontrer les inégalités Y (3h) >

(b) Déterminer ¢ > 0 tel que 0 < ¢t < ¢ on ait % 38 —t > % t3/8. En supposant

(t+h)3/2—t3/2
h

de plus h <t et ¢ assez petit vérifier < % £3/8 (on pourra utiliser

la formule de Taylor).

% (mh)3/2
(c) On suppose que pour m € N* on a mh < cet Y(m,h) > ~——c—.

Démontrer les inégalités

1 1
f(mh,Y (mh)) > Y (mh)"/* —mh > 3 (mh)3/® —mh > o (mh)®/8.

, . m—+1)h)3/2
En déduire Y ((m + 1)h) > %.

Montrer que si p entier vérifie 0 < ph < ¢, on a

(ph)3/2
16

Y (ph) >



154 Analyse numérique et équations différentielles

(d) On suppose ici que n est impair. Calculer Y (h), Y (2h) et Y (3h). Montrer
Iinégalité ¥ (3h) < — G2

(mh)3/2 .
—"4g— ; montrer comme ci-
m 3/2 . 3/2

dessus que Y ((m + 1)h) < —%, puis que Y (ph) < —% pour tout

6
entier p tel que 0 < ph < c.

On suppose que pour mh < c on a Y(mh) <

(e) Pour 0 < t < ¢, montrer que les solutions approchées Y (¢) ne tendent vers
aucune limite n tend vers +o0.

5.6. Soit le systeme différentiel dans R? défini par

dr_ 2(x — ty)
dt
(S) p
dy _,
ar ~ Y

(a) Déterminer la courbe intégrale qui passe par le point (zg,yo) au temps t = 0.
(b) On utilise la méthode d’Euler avec pas constant h, démarrant au temps to = 0.
Soit (xy,yn) le point atteint au temps t,, = nh (n € N).
(a) Ecrire la relation qui lie (Zp41, Yni1) & (€0, Yn)-
() Calculer explicitement (z,,y,) en fonction de n, h, xq, yo.

(7) Sans utiliser les théoremes généraux du cours, vérifier que la solution
approchée qui interpole linéairement les points (z,,y,) converge sur R
vers la solution exacte de (S).

5.7. Soit f : [a,b] x R — R une fonction continue et lipschitzienne de rapport k en
sa deuxiéme variable. On définit une suite de fonctions y,, : [a,b] — R en posant
yo(t) = A et

Yo (£) = A+ / £ (s yn(w))du, n € N.

On sait d’apres V 3.2 que y, converge uniformément vers la solution exacte de
léquation y' = f(t,y) telle que y(a) = A. On étudie ici le cas particulier de
I’équation

dy

<2 = _9 t t 0 .
7 y+t, tel0,+oof

(a) Montrer que y, peut s’écrire sous la forme

yn<t) = )‘Pn(t) + Qn(t)

ou P,, @, sont des polynoémes que 'on explicitera.

(b) Calculer lim,,_, ;o P, et lim,,_, o, Q,,. Vérifier ce résultat en résolvant directe-
ment 1’équation.
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5.8. Soit T un réel positif et f : [0,7] x R — R une application continue
lipschitzienne de rapport k£ en la deuxieme variable. On considere ’équation
différentielle

(E) y' = fty).

Soit un réel h € ]0,T. On dira que z est une solution retardée de retard h si z est
une fonction continue sur [0, 7], dérivable sur |h,T] et si

2'(t) = f(t,z(t —h)), Vte]h,T|.

(a) Soit yp un réel fixé. Montrer que (E) admet une solution retardée de retard h
et une seule, notée zp, telle que z,(t) = yo pour tout ¢t € [0, h].

(b) Soit z une solution retardée de retard h. On pose

A= t,0)], t) = .
tgfgg]lf( ) m(t) urg[%fi]lzwﬂ

(o) Montrer que pour tout ¢ € [h,T] on a
t

m(t) < m(h) + /h (A+ km(u))du.

(8) En déduire que

m(t) < (% + m(h))ek(t_h) — %, Vit € [h, T].

[Indication : étudier la dérivée de la fonction M(t) = e~ f;(A + km(u))du.]

(7) Montrer qu’il existe une constante B indépendante de h, que 1’on explicitera,
telle que ||zp|lcc < B pour tout h > 0, si z, désigne la solution retardée du

(a).

(¢) On se propose ici d’étudier la convergence de z;, quand h tend vers 0.

(o) Montrer que les fonctions z;, sont C-lipschitziennes avec une constante C'
indépendante de h.

(8) Soit y la solution exacte (non retardée) de (E) telle que y(0) = yo. On pose

O(t) = max |zn(u) = y(u)l

Montrer que § vérifie I'inégalité intégrale
t

o(t) < 6(h) +/ (kCh + ko(u))du.
h

ou C est la constante de la question (c) «).
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(7) En déduire une majoration de ||J]|o et conclure.

(d) On construit maintenant une méthode de résolution approchée de (E) utilisant
les solutions retardées zj. Pour tout entier n € N, n < T'/h, on pose

t, =nh, z, = zp(ty) ;

dans la formule .
n+1
Zn4+1 = Zn + / f(t7 Zh(t - h’))dt
tn

on remplace la valeur exacte de l'intégrale par sa valeur approchée calculée au
moyen de la méthode des trapezes élémentaires.

(a) Ecrire la relation de récurrence définissant la suite (z,).

(8) Exprimer I'erreur de consistance relative a une solution exacte y ; en calculer
un développement limité & 'ordre 2 en fonction de h et des dérivées partielles
de f au point (¢,y). Quel est I'ordre de la méthode ? (voir chapitre VIII
pour les définitions).

5.9. Soit J un intervalle ouvert de R et f : J x R™ — R™ une application continue.
On se propose de démontrer que toute solution maximale de I’équation différentielle
y' = f(t,y) est globale si f vérifie 'hypothese suivante :

(H) I existe des fonctions a,b: I — R continues telles que
(f(ty),9) <a(@®)llyl® +0(t), V(ty) €T xR,

ou ( , ) et || | désignent respectivement le produit scalaire et la norme
euclidienne standards sur R™.

(a) Soit y : [to,t1]— R™ une solution maximale & droite passant par un point
(to,yo) et soit r(t) = [Jy(t)||*. Montrer que r'(t) < 2a(t)r(t) + 2b(t).

En déduire que ||y(t)]|*> < p(t) ot p : J — R est la solution (toujours globale)
de I’équation linéaire p’ = 2a(t)p + 2b(t), telle que p(to) = ||lvol|*.

[Indication : soit A(t) une primitive de a(t) ; étudier le signe de la dérivée de
(r(t) = p(t)e 240

(b) Déterminer un majorant explicite de ||y(t)|| lorsque a et b sont des constantes.

(c) On suppose que t; < sup J. Montrer que y(t), y'(t) sont bornées sur [to,t1] et
que ces fonctions se prolongent par continuité en t;. Montrer que ceci conduit
a une contradiction. Conclure.



Chapitre VI

Méthodes de résolution explicite

des équations différentielles

On se propose d’étudier un certain nombre de types classiques d’équations
différentielles du premier et du second ordre pour lesquelles on sait ramener le
calcul des solutions a des calculs de primitives. Ceci fournira 1'occasion d’illustrer
les résultats généraux du chapitre V par des exemples.

1. Equations du premier ordre

1.1. Remarques générales

On considere une équation différentielle

(E) )

ou f : U — R est une fonction continue sur un ouvert U C R2, localement
lipschitzienne en y.

Les différentes solutions de 1’équation (E) s’écrivent en général sous la forme

Y= 90(557 )‘)

ol A est un parametre réel : on dit parfois que la solution « générale » dépend d’un
seul parametre. Pour comprendre ce phénomene, il suffit d’appliquer le théoreme
de Cauchy-Lipschitz : si on cherche les solutions définies au voisinage d’un point
xo, on sait qu’il existe une solution y et une seule telle que y(xg) = yo ; on peut
donc choisir A = yy pour paramétrer les solutions. Dans la pratique, le parametre
A apparait souvent comme constante d’intégration.

Il arrive parfois qu’en plus de la solution générale on ait des solutions particulieres
y = Yo(x), y = ¢¥1(x), ... qui ne s’obtiennent pour aucune valeur de A : on dit que
ce sont des solutions singuliéres (ou courbes intégrales singuliéres) de (E).
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On va maintenant décrire une situation un peu plus générale qui se ramene au cas
d’une équation du type considéré ci-dessus.

Systémes différentiels autonomes dans un ouvert U C R? — On
suppose donné un champ de vecteurs dans U, c’est-a-dire une application continue

(D) van (§en). wrew

On appelle systeme autonome associé au champ de vecteurs 7(M ) le systéme
différentiel

i &~ aay)
(S) dd—t _ V(M) e flt .
d—‘:f = b(z,y)

Si ?(M ) représente un champ de vecteurs vitesse (associé par exemple a ’écoule-
ment d’une nappe de fluide sur une surface plane), résoudre (S) revient a chercher
la trajectoire et la loi du mouvement des particules de fluide en fonction du temps.
Le mot «autonome » signifie que le champ de vecteurs ne dépend pas du temps ¢
(cas d’un écoulement stationnaire).

Sit — M(t) est solution, toute fonction t — M (t + T') obtenue par un décalage

dans le temps est encore solution. Dans I'ouvert U’ = {M(z,y); a(z,y) # 0} on a
(S) = (E) ou

dy _ b(z,y)

(E) dr  a(z,y)

= f($7y)'

Résoudre (E) permet de trouver la trajectoire des particules (mais pas la loi du
mouvement en fonction du temps).

1.2. Equations a variables séparées

Ce sont les équations dans lesquelles on peut regrouper z,dx d’une part et y,dy
d’autre part. Nous allons examiner 3 cas.

a) Equations y’ = f(x), avec f: I — R continue.
Les solutions sont données par
y(x) =F(x)+ A, AeR,

ou F' est une primitive de f sur I. Les courbes intégrales se déduisent les unes des
autres par translations dans la direction Oy.

b) Equations y’ = g(y), avec g : J — R continue.

L’équation peut se récrire % = ¢(y), ou encore % = dx a condition que g(y) # 0.
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e Notons y; les racines de g(y) = 0 dans l'intervalle J. Alors y(z) = y; est une
solution (singuliere) évidente de ’équation.

e Dans 'ouvert U = {(z,y) e R x J; g(y) # 0}, on a

Les solutions sont données par
Gly)=z+A, XeR

ou G est une primitive quelconque de é sur chacun des intervalles ouverts [y;, y;+1[
délimités par les racines de g. Dans chaque bande R X Jy;,y;41], les courbes
intégrales se déduisent les unes des autres par translations dans la direction Oz ;
ceci est a relier au fait que les lignes isoclines sont les droites y = m = constante.

Comme G’ = é et que g est de signe constant sur ]y;, y;4+1[, on en déduit que G est
une application strictement monotone bijective

G : lyj, yjs1] — laj, bj]

avec a; € [—o00,+00], b; € | — 00, +00]. On peut donc (au moins théoriquement)
exprimer y en fonction de x :

y=G Yz +)), MeR.
Supposons par exemple g > 0, et par suite G croissante sur |y;, y 1.

e Si yy?-+s % diverge, on a a; = —oo, par conséquent x = G(y) — A — —oo quand
J

y — y; + 0. Dans ce cas, la courbe est asymptote a la droite y = y;.

e Si yy;+5 % converge, alors a; € Ret x — a; — A quand y — y; +0, avec de plus
J

y' = g(y) — 0 ; la courbe vient rejoindre la droite y = y; au point (a; — A, y;) et
admet la droite y = y; pour tangente en ce point. Cette situation montre qu’il n’y
a pas unicité du probleme de Cauchy en cas de convergence de 'intégrale.

Exercice — Vérifier que [ % est bien toujours divergente en tout point y; tel
que g(y;) = 0, lorsque g est localement lipschitzienne.

L’allure des courbes intégrales est la suivante (dans le schéma ci-dessous, on suppose
qu’il y a convergence en yo — 0, divergence en y; =0 et yo + 0) :
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y

9(y) <0

\

Yy=1Y2

9(y) >0
/’//
— v =1
\\
\\ g9(y) <0

c) Cas général des équations a variables séparées :

(E) y' = f(x)g(y) avec f, g continues.

e Si g(y;) =0, la fonction constante y(x) = y; est solution singuliere.

e Sur ouvert U = {(z,y); g(y) #0} on a

dy = X )ax
(B) & 5 = fla)d

d'ou G(y) = F(z) + A, X € R, ou F est une primitive de f et G une primitive
de 1/g. Comme G est continue strictement monotone sur chaque intervalle [y;, y,11],
I’application G admet une application réciproque G~! et on obtient

y =G HF(x)+\).

1— 2
1— 22

Exemple — Soit I’équation iy’ = . Le domaine de définition est la réunion

{lz] <let |y <1} U {|z|>1et |y] > 1}.
On va donc se placer dans 'ouvert

U=A{lz]<let|y <1} U {lz|>1et |yl >1}.
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e Dans le carré {|z| <1 et |y| < 1} 'équation s’écrit :

dy dx

1—y2  V1—a?

d’ott Arcsiny = Arcsinz + A, A € R. Comme Arcsin est une bijection de | — 1,1]
sur } - 5,5 [, on a nécessairement A € | — m, w[. On doit avoir de plus

Arcsinxe} —g,z[ﬂ] -

De méme Arcsiny est dans] —%—l—)\,g[si)\z(), et dans] —g,g+)\[si)\§0.

Les courbes intégrales admettent pour équation

y = sin(Arcsinz + A\) =z cos A+ /1 — 22sin A

avec
re€]—1cos \[, ye]—cos A\ 1] si A>0,
r€]—cos \,1[, ye]—1cos A[ si A<O.

L’équation ci-dessus implique (y — x cos A)? 4 x2 sin® A = sin® \, donc les courbes
intégrales sont des arcs d’ellipse.

e L'ouvert {|z| > 1 et |y| > 1} est formé de 4 composantes connexes. Plagons-nous
par exemple dans {x > 1 et y > 1}. On a

dy dx

(E)<:>\/y2_1:\/{132—1,

d’ott Argcoshy = Argcoshz + A, A € R. Argcosh est une bijection de |1, +o00[ sur
10, +00[ ; en raisonnant comme ci-dessus, on obtient

y = x cosh A+ v/x2 — 1 sinh A

avec
x €]1,400[, y€]cosh A\,+o0] si A >0,
x € |cosh A\, +o0f, y€]l,4o0] si A<O0,

par suite (y — x cosh \)? — 22 sinh? A\ + sinh? A = 0, ce qui est ’équation d’une
conique. Comme Va2 —1 = |z|\/1— & = |z — ﬁ + O(<5), on voit que la

conique admet des asymptotes y = (cosh A #+ sinh \)z = e**z (pour la branche
x > 1 qui nous intéresse, c’est y = e*z). On a donc affaire & des arcs d’hyperbole.



162 Analyse numérique et équations différentielles

Neg
COS A
X

X=

cosh 7

T

S

Yy = —cos A T

)

On a figuré ici A > 0, M’ < 0.

1.3. Cas ou ’on connait une ( intégrale premiere »

Supposons qu’on cherche a résoudre une équation

(E) y' = f(z,y)

ou un systeme différentiel

dx
o = CL(.CC, y)

(©) ffy
E = b($7 y)

dans un ouvert U C R2. Dans les deux cas on a une écriture sous forme différentielle :
(E) & f(z,y)dr —dy = 0,
(S) = b(z,y)dx — a(z,y)dy = 0.

Définition — On dit qu’une fonction V : U — R de classe C' est une intégrale
premieére si (E) (respectivement (S)) implique

dV =V, (x,y)dx + V,(x,y)dy = 0.
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Dans ce cas, les courbes intégrales y = ¢(z) vérifient

Vil (o) + V(o)) (@) = 5 (Vi ()] = 0.

Les courbes intégrales sont donc contenues dans les lignes de niveau V(x,y) = A,
ol A € R est une constante.

grad V

Viz,y) = A

En tout point ou graaV =+ ﬁ, la ligne de niveau correspondante possede une
tangente perpendiculaire a graé V. Le champ des tangentes est dirigé par le vecteur

P < f(;, y)) . resp. F (‘&(iz;) dans le cas de (E) (resp. (S)).

La condition d’orthogonalité grag V 1k équivaut a la proportionnalité de I’équation
Vidx + Vjdy = 0 a I'équation différentielle (E) (ou (S)). On peut donc énoncer :

Propriété caractéristique — V est une intégrale premiére si et seulement si
grad V' est orthogonal au champ des tangentes de l’équation différentielle considérée.

Ezxzemple — Soit y' = sur U = {z+y? # 0}. L’équation se récrit

Yy
z+y2
(E) ydr — (x + y?*)dy = 0.

Cette différentielle n’est pas une différentielle exacte dV = Pdx + Qdy (on devrait

avoir 28 = 99 o qui n’est pas le cas). On observe néanmoins que
oy oz’

d(g) _ ydacy—Qxdy.

1

Multiplions alors 1’équation (E) par 75

en se plagant dans l'ouvert y # 0 :

ydx — zdy

(B) & 5= —dyzO(:)d(g—y):O

Les courbes intégrales y sont donc données par

z—y:/\ & =3+ ).
)



164 Analyse numérique et équations différentielles

)2
Ce sont des arcs de la parabole d’axe y = —% et de sommet ( _);\ // 24), délimités
par les points tels que = + y? = 2y? + Ay = 0, c’est-a-dire (8) et le sommet, qui

doivent étre exclus. Par ailleurs, y = 0 est une solution singuliere, fournissant deux
solutions maximales pour x € | — 00,0 et = € ]0, +00[ respectivement.

Remarque — On dit que y% est un « facteur intégrant » de la forme différentielle
ydx — (x + y?)dy = 0.

1.4. Equations linéaires du premier ordre

Ce sont les équations de la forme
(E) y' = a(z)y + b(z)

oua,b: I — R (ou C) sont des fonctions continues.

Supposons qu’on connaisse une solution particuliere y(;) de I’équation (E). Alors
on obtient par soustraction y’ — y21) = a(z)(y — yq)), c’est-a-dire que z = y — y(1)
vérifie I’équation linéaire « sans second membre »

(Eo) 2 = a(z)=.

Inversement, si z est solution de (Eg), alors y = y(1) + 2 est solution de (E).
Théoréme 1 — La solution générale de (E) s’écrit
Yy=ya) +=2

ou y(1y est une solution particulicre de (E) et ou z est la solution générale de (Eo).
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a) Solutions de (Eo)

. e . o
Comme f(z,z) = a(z)z est continue et de dérivée partielle a—ﬁ (r,z) = a(x)

continue, on sait que le probleme de Cauchy admet une solution unique en tout
point (zg,z9) € I x R. Or z(z) = 0 est clairement solution de (Ey). D’apres
I'unicité, aucune autre solution ne peut s’annuler en un quelconque point zg € I.
Si z # 0, on peut donc écrire

; = CL(.’B),

In|z| =A(z)+C, CeR,
ou A est une primitive de a sur I. On en déduit

|2(2)] = e,

2(z) = e(x)eCer™@  avec e(z) = +1.

Comme z est continue et ne s’annule pas, le signe de z ne change pas, d’ou
z(z) = AeA@
avec A = +e. Inversement, toute fonction
2(z) =@ N eR
et visiblement solution de (Ep). On peut donc énoncer :

Théoréme 2 — Les solutions mazimales de (Eg) : 2’ = a(z)z forment un espace

vectoriel de dimension 1, ayant pour base z — e”(*).

b) Recherche d’une solution particuliere y1y de (E).

Si aucune solution évidente n’apparait, on peut utiliser la méthode dite de variation
des constantes, c’est-a-dire que l'on cherche y(;) sous la forme

Yy (z) = Mz)et™,
ou A\ est différentiable. Il vient
Y (@) = Az)a(z)e ™ + N (z)eA™)
= a(z)yq)(z) + N (z)e®),

Y1) est donc solution de (E) si on prend
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On obtient ainsi la solution particuliere
Yy (z) = eA(x)/ b(t)e A Odt
o

telle que y(1)(z9) = 0. La solution générale est donnée d’apres le théoreme 1 par

y(z) = @ ()\ + /I b(t)e_A(t)dt).

Zo

La solution du probleme de Cauchy y(z¢) = yo est obtenue pour A = e~ A@o)y,.
Exercice — Propriétés géométriques liées aux équations linéaires (cf. schéma).

(a) Siyay, Ye2), Y) sont trois solutions d’une équation linéaire, montrer que la
fonction y3) — y(2) est proportionnelle d y2y — y()-

(b) Montrer qu’une équation y' = f(x,y) est linéaire si et seulement si le champ
des tangentes a la propriété suivante : pour tout xo fizé, les tangentes aux
différents points (zg,y) sont concourantes ou toutes paralléles.

X — e

1.5. Equations se ramenant a des équations linéaires
a) Equations de Bernoulli

Ce sont les équations de la forme

(E) W pla)y+ a0 eR\{1),
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avec p,q : I — R continues (pour a = 1, (E) est linéaire).

On se place dans le demi-plan supérieur U = R x |0, +oo[= {(z,y); v > 0}. En
multipliant par y~<, on obtient

dy

E —
()@ydm

= p(z)y"~* +q(x)

_ g l—a . dz __ —ady 3>
Posons z =y ;alors 2 = (1 —a)y= 3%, d’on

B) & —— % = p)etal)

On est donc ramené a une équation linéaire en z.

b) Equations de Riccati

Ce sont les équations de la forme
(E) y' = a(z)y® + b(x)y + ()

avec a,b,c : I — R continues, c’est-a-dire que f(z,y) est un polynéme de degré
< 2 en y. Montrons que 'on sait résoudre (E) dés que 'on connait une solution
particuliere y(1). Posons y = y(1) + 2. Il vient
Yoy + 2 = alx)(ydy + 2y)z + 2°) + b(@) (y) + 2) + c(z)
= a(2)yh) + b(x)ya) + e(z) + (2a(z)ya) + b))z + a(z)2>.

Comme y£1) se simplifie, on en déduit

2 = (2a(z)ya)(x) + b(x)) + a(x)z2.

C’est une équation linéaire de Bernoulli avec o = 2. On la ramene a une équation

linéaire en posant w = z17% = %

Exemple — Soit I'équation (1 — 2%)y’ + 22y +y? — 2z = 0.

On remarque que y(1)(z) = 2?2 est solution particuliere. En posant y = 22 + 2 on
se ramene a
(1—2%)2 +32%°2+ 2> =0

puis, apres division par 22, &
3 / 2 1
—(1—2z)w' +3z°w+1=0 avec w=—,
z

soit

1
! .
w_l—x?’w—i_il—x?” six# 1.
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P4 . . 7’ . / 2
L’équation linéaire sans second membre - = 13—30953 donne
A
In|w=-In[1-2°+C, dou w= 1.5
—x

La méthode de variation des constantes conduit &

by 1
T R soit N =1, Aax)=u=z.
—x —x

La solution générale de 1’équation linéaire complete est donc

T+ A
vl =15

\ _3 .
d’ou y:x2+z:x2+%:x2+1 L soit encore

T+
Ar? +1 1+ A3
= =\ :
yo) = S TN
Pour A = —1, on obtient la droite y = —x — 1. Pour A # —1, il s’agit d'une
hyperbole (y — Az + A?)(z + X) = 1 + A3, admettant pour asymptotes les droites
r = —Xety= Ixr— A\ La solution singuliere yy(z) = 2?2 est la solution limite

obtenue quand |A| tend vers +oo.

—\

1.6. Equations homogénes

Une équation homogene est une équation qui peut se mettre sous la forme

(E) y = f (g> o f:I—R estcontinue.
x
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C’est le cas par exemple des équations y' = % ou P, () sont des polynomes

homogenes de méme degré d : une division par ¢ au numérateur et au dénominateur

nous ramene a y’ = g&zg%

Méthode — On pose z = £, ¢’est-a-dire y = zz. Il vient

:E,
Yy =z+22 = f(z),

donc z satisfait I’équation a variables séparées

e On a d’une part les solutions singulieres
2(z) = zj, y(x) = zjz (droites passant par 0),
ou {z;} est 'ensemble des racines de f(z) = z.
e Pour f(z) # z on peut écrire

dz dx
)=z =z’
F(z) =In |z| + C = In(\z), A e R,

ol F' est une primitive de z — 1/(f(2) — 2) sur |zj, zj41[. On en déduit que
z=F~1(In(A\z)), d’ot la famille de courbes intégrales

Cy:y= xF_l(ln (A\z)),

définies dans le secteur angulaire z; < ¥ < 241, Az > 0.

En cas de divergence de F' aux points zj, 2,41, on a F~1 1] — 0o, +00[—]zj, 2j41]
monotone bijective et £ — z; ou z;4; quand  — 0 ou co. On a donc d'une
part une branche infinie de direction asymptotique y = z;11x (resp. y = z;7)
et une tangente y = z;z (resp. y = zjy12) au point 0 si F' est croissante (resp.
décroissante). Noter que la droite y = z;z n’est pas nécessairement asymptote :
voir I’exemple ci-dessous.

Observons enfin que les lignes isoclines sont les droites y = mux, la pente correspon-
dante étant f(m). Le champ des tangentes est donc invariant par les homothéties de
centre O. Ceci permet de voir que I’homothétique d’une courbe intégrale est encore
une courbe intégrale.

H Ezxercice — Vérifier que Cx = hy/\(C1) ot hx(z,y) = (Az, Ay).
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isocline y = mx

Yy // ente f(m
p f( ) //1’:1,’\
N
x
f@\\/}) 5
, <x
/

Exemple — L’équation xy'(2y — z) = y? peut se récrire

2

, y : T
=—2 0 =,
V= Toy o z#0, y# 3

y’ est donc une fonction rationnelle en z,y dont le numérateur et le dénominateur
sont des polynomes homogenes de degré 2. En divisant le numérateur et
dénominateur par 22 on obtient

;o (y/x)?

2y —1
Posons z = £, soit y = zz. Il vient
2
Y =xi 2= : ,
2z -1
, 22 z—22  2(1-2)
xz = z =
22 —1 2z —1 2z —1

e Solutions singulieres :
z =0, z =1,

y =0, y=x.
e Pour z # 0, z # 1 ’équation se récrit

2z —1 dx
2(1-2) ~  x’
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La fonction
2z —1 z—(1—2) 1

2(1—-2) 21—z 11—z =z

admet pour primitive
—In|1—z—1In|z| =—1n |2(1 — 2)|,

d’ou le calcul des courbes intégrales :

z(l—z):%, £<1_£>:%,
y(z —y) = Az.

Les courbes intégrales sont donc des coniques. On peut mettre ’équation sous la
forme

(y—A(z—y—A) =N

c’est-a~-dire XY = Xavec X =z —y— et Y =y — A 1l s’agit d’une hyperbole
d’asymptotes y = A\, y = x — X\ (paralleles aux directions asymptotiques y = 0,
y = x données par les droites intégrales singuliéres).

H Exercice — Montrer que chaque hyperbole passe par (0,0) avec tangente x = 0.

Autre Méthode de résolution — Utilisation des coordonnées polaires.

Pour » > 0 et # € R on pose
{xzrcos@

y=rsinf
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Il vient

@_ dr sin 6 + r cos 9d9_ dr tan 6 4+ rdf
dr  drcos@ —rsin@dd dr—rtan 0dO’

L’équation (E) ¢/ = f(%) se transforme alors en

dr tan 0 +rdf = (dr — r tan 0d0) f(tan 0),
dr(f(tan ) — tan 0) = rdf(1 + tan 0 f(tan 0)),

dr _ 1+tan 6 f(tan 0)
r  f(tan §) —tan 6

de.

On aboutit donc a une équation a variables séparées r, 0. Les intégrales singulieres
correspondent aux droites 6 = 0; telles que f(tan ;) = tan 6;.

xT

. ., x4 T , ,
Ezxercice — Résoudre y' = x——gy/ a Uaide des deux méthodes proposées. Quelle est

la nature des courbes intégrales ¢

2. Equations du premier ordre non résolues en y’

2.1. Définitions et premieres propriétés

On appelle équation du premier ordre non résolue en 3’ une équation de la forme

(E) f@,y,y)=0

ou (z,y,p) — f(x,y,p) est une fonction de classe C! dans un ouvert U C R3.
Placons-nous au voisinage d'un point (xg,y0) € R%. On suppose que 1’équation
f(xo,y0,p) =0 admet des racines p1,pe,...,pn et que ces racines sont simples,
c’est-a-dire

0
a_ﬁ <x07y07pj) # 0.

D’apres le théoreme des fonctions implicites, on sait alors qu’il existe un voisinage
V de (o, yo0), un réel h > 0 et une fonction g; : V- — |p; — h,p; + h| de classe C!,
1 < j < N, tels que pour tout (z,y,p) € VX |p; — h,p; + h[ on ait

flx,y,p) =0 &  p=g(z,y).

L’équation différentielle f(z,y,y’) = 0 nous amene alors & résoudre dans V' les N
équations différentielles

(Ej) y' = gj(x,y).

Comme g; est de classe C'*, on voit que par tout point (z,y) € V il passe exactement
N courbes intégrales dont les pentes sont les racines p de f(x,y,p) = 0.
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pente po
Yo
\
} pente pq
\
r S~
Remarque — Dans cette situation, il arrive fréquemment qu’on ait une famille

de courbes intégrales C'y admettant une enveloppe I', c’est-a-dire une courbe I' qui
est tangente en chacun de ses points a I’'une des courbes C).

La courbe I' est alors elle-méme une courbe intégrale, car en chaque point sa
tangente appartient au champ des tangentes de ’équation (E) (elle coincide avec la
tangente de 'une des courbes C)). I' est donc une solution singuliere. On notera
qu’une telle courbe I' doit satisfaire simultanément les deux équations f(z,y,y’) =0
et df/0p(x,y,y’) = 0 : chaque point (z,y) € I est en effet limite d’une suite de
points en lesquels deux tangentes du champ viennent se confondre, de sorte que
p =y’ est racine double de f(z,y,p) = 0. En particulier les hypotheses faites ci-
dessus pour appliquer le théoreme des fonctions implicites ne sont pas satisfaites si

(z0,y0) €T

Méthode de Résolution — Pour résoudre les équations différentielles non
résolues en ¢/, le principe général est de chercher une paramétrisation de z,y,y’ en
fonction d’un parametre ¢ qui sera alors choisi comme nouvelle variable.

2.2. Cas des équations non résolues incompletes

a) Equations du type (E): f(z,y’) =0

Supposons que I’équation f(z,p) = 0 admette une paramétrisation de classe C*
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On a alors

On en déduit ,
y— / D(u)g' (w)du + A = p(t) + A,
to

ce qui donne une paramétrisation des courbes intégrales :

{xzw@
y = p(t) + A

b) Equations du type (E): f(y,y’) =0,

: i JU=0(t)
connaissant une parametrisation ,
Y =(t).
On obtient dy = ¢'(t)dt = ¢ (t)dx, d’ou dx = % dt. Les courbes intégrales sont
paramétrées par
{ x=p(t)+ A
y = ¢(t)
t
' (u)
avec p(t) = du.
1o Y(u)

2.3. Equations homogenes non résolues

Ce sont les équations pouvant étre mises sous la forme

Yy
: (L) =0
(E) () =0
Supposons qu’on connaisse une paramétrisation
{%=¢®
y' = (t)
On a alors
y = zp(t),
{ dy = p(t)dx + z¢'(t)dt
dy = (t) dx,

d'ott  (¢(t) — p(t)) dx = z¢'(t) dt.
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e On a d'une part des solutions singulieres correspondant aux racines t; de
Y (t) = ¢(t), donnant des droites

y = zp(t)).
e D’autre part, pour ¢ # ¢; on obtient

/
t
dv _ &)
o P(t) = e(t)

ce qui donne par intégration de ¢’/(¢ — ¢) :

In |a] = p(t) + C,

{ z = \eP®)
y = zp(t) = Ap(t)er)

Il est clair sur ces dernieres formules que les courbes intégrales se déduisent les
unes des autres par les homothéties de centre O.

AeR

Exemple — Soit I'équation x2(y + 3zy’) = (y + xy')3.
En divisant par 23 on trouve

3
L3y = (yﬂ/) ,
T T

¢’est donc une équation homogene non résolue en y’. On obtient une paramétrisation

en posant
b4y =t
{ Y43y =17,
d’ou
L= g Bt t) (*)
{y’zé(t3—t)~

En différentiant y = 1 (3t — t*) on obtient
1 2 1 3
dy = 5(3—3t )dt~x+§(3t—t ) dx
1

=19/ dx = §(t3—t)dx,

d’ou ’équation
1
(t3 — 2t)dx = 3 (3 — 3t%)dt -

d 1—1?
de _3U-1) 4
x  2t(t2—2)
e Solutions singulieres : ¢(t? —2) = 0 < t = 0,1/2, —/2. En remplacant dans ()
on obtient les droites
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e Solution générale :

1-¢2 1-L -t t
tt2—2) t(t2—2) 2 22-2)
3(1_t2) dt——§@—§ﬂ

2t(t? — 2) 4 t 4 2-2

On en déduit

3 3
In \x|:—1 In |t|—§ In [t — 2| + C,

x = At| 7342 — 2| 73/8
y="4-w =3 (@ ) 2]

Exercice — Montrer que par tout point (x,y) tel que |y| < |x| il passe exactement
trois courbes intégrales, alors qu’il n’en passe qu’une si|y| > |x|. Combien en passe-
t-il si ly| = |x| ¢ [Indication : étudier le nombre de valeurs de t et y' associées a
une valeur donnée de y/x].

2.4. Equations de Lagrange (ou équations a isoclines rec-
tilignes)

Cherchons a déterminer les équations différentielles dont les courbes isoclines sont
des droites. La courbe isocline 3y’ = p sera une droite y = a(p)z + b(p) (pour
simplifier, on écarte le cas des droites paralleles a 3'Oy). L’équation différentielle
correspondante est donc

(E) y = a(y')z +b(y').
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On supposera que a, b sont au moins de classe C'.

Méthode de Résolution — On choisit p = 3y’ comme nouvelle variable
paramétrant chaque courbe intégrale ; ceci est légitime & condition que 3y’ ne
soit pas une constante sur un morceau de la courbe intégrale considérée. Dans
le cas contraire, si y’ = py = constante, la courbe intégrale est contenue dans la
droite y = a(po)x + b(po), ce qui n’est compatible avec la condition 3’ = py que si

a(po) = po-

e On a donc des solutions singulieres y = p;z + b(p;) ol les p; sont les racines de
a(p) = p-

e Solution générale :
y = a(p)z + b(p),

{ dy = a(p)dz + (a(p)x + V' (p))dp
dy = y'dx = pdzx.

Il vient

(p — a(p))dz = (a’(p)x + b’ (p))dp,

et pour p # a(p) on aboutit a

dx 1

ap = p—alp) (d'(p)z + V' (p));

c’est une équation linéaire en la fonction z(p). La solution générale sera de la forme

{w(p) ry(p) +Az(p), NER,
y(p) = a(p)(z@)(p) + Az(p)) + b(p).

H Exercice — Résoudre I’équation 2y — x(y' +y'3) + 42 = 0.

2.5. Equations de Clairaut

C’est le cas particulier des équations de Lagrange dans lequel a(p) = p pour toute
valeur de p, soit

(E) y=1y'z+by)

Les droites

Dy :y = px + b(p)
qui étaient précédemment des solutions singulieres forment maintenant une famille
générale de solutions.
Montrons que les droites D, possedent toujours une enveloppe I'. Une telle courbe
I' admet par définition une paramétrisation (x(p),y(p)) telle que I' soit tangente a
Dy au point (z(p),y(p))-
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Le vecteur tangent (z'(p),y’(p)) a I' doit avoir méme pente p que D,, d’ou
y'(p) = pa'(p). Par ailleurs ( (p),y(p)) € Dyp, donc

y(p) = px(p) + b(p).
En différentiant, il vient
Y (p) = pz'(p) +z(p) +'(p).

Ceci implique z(p) + V' (p) = 0, d’olt la paramétrisation cherchée de ’enveloppe :

r {ﬂf(p) = —b'(p)
y(p) = —pb'(p) + b(p).

Si b est de classe C?, on a y'(p) = —pb”’(p) = pa’(p) de sorte que I' est bien
I'enveloppe des droites D,. La courbe I est une solution singuliere de (E).

H Exercice — Résoudre l’équation (zy’ —y)(1 +y"?) +1=0.

3. Problemes géométriques conduisant a des équa-
tions différentielles du premier ordre

3.1. Equation différentielle associée a une famille de courbes
On considere le probleme suivant :
Probléme — Etant donné une famille de courbes

Cy:h(z,y,\) =0, XeR,

existe-t-il une équation différentielle du premier ordre dont les courbes C\ soient
les courbes intégrales ?
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e Cas particulier. On suppose que les courbes C'y sont les lignes de niveau d’une
fonction V' de classe C! :

Cy:V(x,y) =\, AeR.
Alors les courbes C sont solutions de I’équation différentielle

(E) Vi(@,y)dz + V) (2,y)dy = 0.

e Cas général. Si l'équation h(z,y,A\) = 0 peut se mettre sous la forme
A= V(x,y), on est ramené au cas précédent. Sinon on écrit que sur chaque C on

a
h(x,y,\) =0
hy(z,y, Ndz + by (z,y, A)dy = 0,

et on essaie d’éliminer \ entre les 2 équations pour obtenir une équation ne faisant
plus intervenir que x,y, dz, dy.

Exemple — Soit C) la famille des hyperboles équilateres de centre O passant par
le point A(1,0).

g //'

11
A ’/
/

Cx

R /

\\;\‘\;\‘ ,/ A(l,O)
A’ (—1,0) 0, ‘\*\\\\x

Les asymptotes de C\ sont alors des droites orthogonales passant par O, soit

1
y =mz, y=—-——2, m € R*.
m

Posons X =y—mz, Y =y + % x. L’équation de I’hyperbole cherchée s’écrit
XY =C (constante),
1
_ —r)=C
(y —ma)(y + — x) :

1
y2—x2+(——m)xy:C.
m
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En faisant x = 1, y = 0 on trouve C' = —1, d’ou ’équation
Cy:y?> =2+ oy +1=0, A€ R,
avec A\ = % —m (noter que m — % — m est surjective de R* sur R). Sur C) on a :

Ot it
y
(2xdx — 2ydy)zy — (22 — y? — 1)(zdy + ydx)

.’132y2

d\=0=

L’équation différentielle des courbes C'y est donc

(B) @ (22%y — 2%y +y* +y)dx + (—22y* — 2° + zy? + x)dy = 0,
(BE) : (2® 4+ 9%+ Vydr — (2* + y* — 1)zdy = 0.

3.2. Recherche des trajectoires orthogonales a une famille de
courbes

Soient (Cy), (I',) deux familles de courbes.

Définition — On dit que Cy et I'y sont orthogonales si les tangentes a Cy et T’
sont orthogonales en tout point de Cyx NI, quels que soient X et p.

Probléme — Etant donné une famille de courbes Cy, trouver la famille (T'),) des
courbes qui sont orthogonales aux C.

Pour cela, on suppose que 'on connait une équation différentielle (E) satisfaite par
les courbes Cy, et on cherche I’équation différentielle (E1) des courbes orthogo-
nales I',,. Distinguons quelques cas.
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e (C)) satisfait (E) : v/ = f(x,y).
En un point (z,y) donné, la pente de la tangente a C) est y' = f(x,y). La pente
de la tangente a I', est donc —1/f(x,y). Les courbes (I',) sont donc solutions de

iR . r_ 1
B v =Ty
i 40— a(e,y)
e (C)) satisfait (E) : dd—t = ?(M) & ;lt :
d—i = b(z,y)

La tangente a C est portée par V}(M), celle de (I',) est donc portée par le vecteur
orthogonal ?(M)L (—b(m, y) ) Par suite (I',) est solution de

a(z,y)
Ccll_f = —b(.’L’,y)
®) 55
E = CL(.CC, y)

e (C)) satisfait (E) : a(z,y)dx + S(z,y)dy = 0.
Alors (T,,) vérifie (E*) @ —B(x,y)dz + a(x,y)dy = 0.

Cas particulier. Supposons que les courbes C sont les lignes de niveau V (x,y) =
A de la fonction V. Elles vérifient alors

(E) Vi(@,y)dz + V) (z,y)dy = 0.

Leurs trajectoires orthogonales (I',) sont les lignes de champ du gradient graa V:

dx

T Vi(z,y)
®)
Yy

Exemple — Soit Cy :y? — 22+ Xy +1=0 (cf. §3.1).
Nous avons vu que C) vérifie
(E) : (22 + 9% + Dydr — (2* +y* — 1)azdy = 0.
Donc I',, vérifie
(EH) : @+ y? - Dadz+ (22 +y* + Dydy =0
& (22 + ) (zdr + ydy) — zdx + ydy = 0.
Une intégrale premiere apparait immédiatement :

1 CL’2 y2
dls (222 _]:
4(x+y) 5 T3 0
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Les courbes I';, sont donc les lignes de niveau
(#*+9°)? =20 +20° =, peER,
ce qui peut encore s’écrire

(z? +y° +1)° —4a® = p + 1,

(2?2 =20+ 1+y?)(2* + 20 +1+9%) =p+1,
(2= 12+ )@+ 12+ y?) =+ 1,
MA-MA =C =+/u+1,

Q) a6) ()

Les courbes MA - M A" = C sappellent des ovales de Cassini. Leur allure est la
suivante.

avec

3.3. Courbe de poursuite du chien

Nous présentons ici la célebre « courbe du chien » comme exemple de courbe de
poursuite. Voici le probleme : un chien et son maitre se déplacent I'un et 'autre a
des vitesses scalaires constantes V' (pour le chien) et v (pour le maitre), avec V' > v.
On suppose que le maitre se déplace en ligne droite, disons sur I'axe Oz, dans la
direction positive, suivant la loi x = vt. A linstant ¢ = 0, le chien se trouve au
point x = 0 y = rp, a distance rg du maitre. Le chien cherche a rejoindre son
maitre en pointant son vecteur vitesse V en direction du maitre. Le probléme est
de déterminer la loi du mouvement C(t) du chien.
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Notons « l'angle (non orienté) a = (Ow,m) et r = HmH ; on a bien entendu
a = a(t) et r = r(t). Comme d’habitude en Physique, on désignera par des points
surlignants les dérivées temporelles 7(t) = dr/dt, &(t) = da/dt, ... . A 'instant ¢,
la position et la vitesse du chien sont données par

{m(t):vt—rcosoz, Z(t) =v—7rcosa+rasina =V cosa,

y(t) = rsina, y(t) = rsina+ racosa = —Vsina,
Ces équations fournissent aisément l’expression de 7 et ra :

r=wvcosa —V,
r

& = —wvsina.
En prenant le quotient on élimine dt et on trouve donc

dr vV 1
= —cotana + — — .
v sin o

rda

Notons A = V/v > 1 le rapport des vitesses respectives du chien et du maitre. Apres
intégration, et compte tenu de ce que r = rg et @ = /2 quand ¢t = 0, il vient

t 2)
Inr = —Insina 4+ Alntan(a/2) + Cte — r= 7‘07an(.a/ )
sin «v
Nous en déduisons
do . v sin o v, . 9 2
=da=— = ——(sina)” tan(a/2)"".

E r To
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20
En posant 6 = tan(«/2) et sina = 2sin % COS% =17 " trouve
ro tan(a/2)*
v (sina)?
1o (1—9’\_1 N 1 —0>‘+1>
2w\ A-1 A+1

To 2\ pA—2
= - — 1
dt 2U( +60°)0*2db,

compte tenu du fait que § = 1 en t = 0. Par substitution dans les expressions de x
et y, et d’apres I'égalité tan a = 260/(1 —6?), on obtient les équations paramétriques
de la « courbe du chien », a savoir

( A—1 A+1
=2 — 21 -06%0
v 2( "1 T ar1 5 )
y:roe)‘
ro (1—0*! 1—0A+1>
t= — 0 € 10,1].
\ 21)( "1 | ax1l ) €01

Au terme de la poursuite (y = 6 = 0), le maitre a parcouru la distance

A dant le t t A_To

x = T endant le temps = —— —.
—q'0 PeRed P N1
)
0
()
vt
M(1) ( i )
A=V/u=10 3,0 2,0 1,5 1,25
Remarque — Les équations ont encore un sens lorsque ¢ < 0. On a dans ce cas

a € ]r/2,7[, 6 €]1,400], le chien se trouve dans le quadrant = > 0, y > ro et se
dirige vers le maitre qui parcourt de son coté la demi-droite x < 0.



VI — Méthodes de résolution explicite 185
4. Equations différentielles du second ordre

4.1. Remarques générales

On considere une équation différentielle

(E) y' = f(z,y,y)

ou f:U — R, U C R3, est une application continue localement lipschitzienne en
ses deuxieme et troisieme variables.

La solution générale y définie au voisinage d’un point xy dépend alors de deux
parametres A\, € R qui apparaissent le plus souvent comme des constantes
d’intégration :

y(@) = @z, A, p).
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz montre qu’on peut choisir yo = y(x¢), y1 = y'(x0)
comme parametres.
Il existe tres peu de cas ou on sait résoudre explicitement une équation du second

ordre : méme les équations linéaires du second ordre sans second membre ne se
résolvent pas explicitement en général.

4.2. Equations incompletes du second ordre
a) Equations du type (E): y” = f(x,y’)

Si on considere la nouvelle fonction inconnue v = ¢/, (E) se ramene a 1’équation du
premier ordre

v' = f(z,v).

La solution générale de cette derniére sera de la forme v(x, A), A € R, et on obtient
donc

y(x) :/ v(t, \dt +p, peR.

0

b) Equations du type (E): vy” = f(y,vy")

La méthode consiste & prendre y comme nouvelle variable et v = 3’ comme variable
fonction inconnue (en la variable y).

e Il peut y avoir des solutions constantes y(z) = yo, auquel cas y ne peut étre choisi
comme variable. On a donc des solutions singulieres

y(r) =y;, avec f(y;,0)=0.

e Cas général
p_ Gy _dy dyt_ dv

_dm_dx'dy_vd_y
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L’équation se ramene alors a 1’équation du premier ordre

o s

La résolution de cette derniere donne une solution générale v(y, A), A € R. On doit

ensuite résoudre
dy

v(y, )

Yy =v(y,\) & = dx,

d’ou la solution générale

c) Equations du type (E): vy” = f(y)

C’est un cas particulier du cas b) précédent, mais on peut ici préciser davantage la
méthode de résolution. On a en effet

/

vy = fy)y,

et en intégrant il vient 4y = ¢(y) + A\, A € R, olt ¢ est une primitive de f. On
obtient donc
y' =% v2(p(y) + V),

+ dy =dx,
2(e(y) +A)
y

j:/ du =z+pu, pekR
o V2(p(u) +A)

Interprétation physique — On étudie la loi du mouvement d’un point matériel
M de masse m astreint a se déplacer sur une courbe (C). On suppose que la
composante tangentielle F_’T> de la force F' qui s’exerce sur M ne dépend que de la
position de M, repérée par son abscisse curviligne y sur (C).
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Par hypothese, il existe une fonction f telle que Fr = f(y). Le principe fondamental
de la dynamique donne
d?y

F p— p— —_—
T mayr m dtQ )

d’ont
(E) my” = f(y)

avec y” = d?y/dt?. On en déduit my'y” — f(y)y’ = 0, donc 3 my® — p(y) = A, o
@ est une primitive de f. La quantité % my'? = E, est “I’énergie cinétique” de la
particule tandis que

o) = — [ Sy =~ [Fon)-adt = - [ Fan-ant

est “I’énergie potentielle” F,,. L’énergie totale
1 12
Et:Ec+Ep:§my —gp(y)

est constante quel que soit le mouvement du point M. On dit que U(y,y’) =
1 my? — p(y) est une “intégrale premiere” de (E) (dans le sens que c’est une
relation différentielle obtenue a l'aide d’une premiere intégration de 1’équation du
second ordre, une deuxieme intégration restant nécessaire pour établir la loi du

mouvement). Si F; désigne I’énergie totale, la loi du mouvement est donnée par

t—tozi\/m/Q/y\/%gp(u)

au voisinage de tout donnée initiale (%o, yo, y}) telle que %my{f = FEi + ¢(yo) > 0.

Complément — Supposons que la fonction f : R — R soit de classe C?,
strictement décroissante et telle que f(0) = 0 ; on a donc en particulier f(y) > 0
pour y < 0 et f(y) < 0 pour y < 0 (physiquement, ceci signifie que la force est
une “force de rappel” vers la position neutre y = 0, dont I'intensité s’accroit avec
la distance a la position neutre). Alors les solutions maximales ¢ — y(t) sont
périodiques. Pour le voir, posons par exemple ¢(u) = fou f(y)dy et observons que ¢
est une fonction concave négative ou nulle, passant par un maximum en ¢(0) = 0.
Comme 3my? — p(y) = E; avec y'? > 0 et —p(y) > 0 si y # 0, les solutions non
triviales n’existent que pour une valeur E; > 0 de ’énergie totale, et elles vérifient
ly'| < /2E:/m et —p(y) < E;. De plus, si a < 0, b > 0 sont les uniques réels
négatif et positif tels que ¢(a) = ¢(b) = —E;, on a a < y(t) < b pour tout t. Ceci
implique déja que les solutions maximales sont définies sur R tout entier [si par
exemple une solution maximale n’était définie que sur un intervalle ouvert |¢1,¢5],
le critere de Cauchy uniforme montrerait que y se prolonge par continuité a droite
en t; et a gauche en t9, puisque y est lipschitzienne de rapport < \/2F;/m, et
de méme y' et y” se prolongeraient grace a la relation y” = L f(y) ; l'existence
de solutions locales au voisinage de ¢ et ty contredirait alors la maximalité de y].
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La relation imy’? — ¢(y) = E; montre que y’ # 0 lorsque a < y < b (car on a
alors —p(y) < FE¢). Par continuité, la fonction y’ est donc de signe constant sur
tout intervalle de temps ou a < y < b. La solution explicite donnée plus haut
montre que y est alternativement croissant de a a b puis décroissant de b a a, avec

demi-période
T b du
— =+/m/2 _—
2 a B+ p(u)

et, en choisissant ¢ tel que y(tg) = miny = a, on a les relations

Y d
t=to+/mj2 | —— 4 nT, t € [to + nT,to +nT +T/2),
ay Et+‘P(u)
t =ty —+/m VT, te[to+nT +T/2,to+ (n+1)T].
0 / W [0 / 0 ( ) ]

On observera que l'intégrale donnant la période T est convergente, car on a
©'(a) = f(a) > 0, ¢'(b) = f(b) < 0, de sorte que E; + p(u) ~ f(a)(u —a) au

voisinage de a, et de méme au voisinage de b.

Exemple — Mouvement d’un pendule simple de masse m suspendu a un fil de
longueur [.

On aiciy =160 et Fr = P sin § = —mg sin 0, d’ou
mlf” = —mg sin 0,
0" = —% sin 6.
L’énergie totale est
FE,=E.+ E, ; my'? —mgl cos § = %ml29'2 —mgl cos 0.

Les solutions t — 6(t) vérifient

29 2Et

0/2__0080_)\_T’ AER,

07
/ A+ 5 29 cos ¢
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L’intégrale ne se calcule pas explicitement, sauf si A = 279, auquel cas

t—to=+ l/eidw YL (9+7T>
—to = - = — Intan (- + —
0 gJo 2cosp/2 g 4 4/

et le pendule atteint la position verticale haute § = +7 en un temps infini. Dans
les autres cas, les solutions maximales sont périodiques. Si A < 2g/l, I’équation
différentielle implique cos > —Al/2g > —1 et Pamplitude angulaire est donc
majorée en valeur absolue par une amplitude maximale 6,, € |0,7] telle que

cosO,, = —Al/2g ; dans ce cas le mouvement est oscillatoire autour de la position
d’équilibre § = 0 (ceci correspond a la situation étudiée dans la remarque, avec une
fonction f(0) = —sin@ strictement décroissante sur [—0,,,0,,]). La demi-période

est donnée par

T /‘)m do /‘)m de
— = =2 .
2 —em\/)\—l—Ql—gcoscp 0 \//\—I—Zl—gcoscp

Si A > 2g/l, on n’est plus dans la situation de la remarque, mais on a cependant
encore un mouvement périodique de demi-période

A
2 0 \/)\-l—QTgcosgp

le pendule effectuant des rotations complétes sans jamais changer de sens de
rotation.

En physique, on s’intéresse généralement aux oscillations de faible amplitude du
pendule. Ceci permet de faire I’approximation usuelle sin § ~ 6 et on obtient
alors les solutions approchées classiques 6 = 6, cos w(t — tg) avec w = \/?ﬂ . Nous
reviendrons sur cette question au paragraphe 2.4 du chapitre XI, et nous indiquerons
en particulier une méthode permettant d’évaluer I’erreur commise.

4.3. Equations linéaires homogenes du second ordre

La théorie générale des équations et systemes différentiels linéaires sera faite au
chapitre suivant. Indiquons un cas ou 1’on peut se ramener a un calcul de primitives.
Soit

(E) a(x)y” + b(x)y' + c(x)y = 0.

Supposons qu’on connaisse une solution particuliere y;y de (E). On peut alors
chercher la solution générale par la méthode de variation des constantes :

y(x) = A@)y()(2)-

11 vient

a(z) ()\”y(l) + 2Ny + )\yzll)) + b(x) ()\’y(l) + Ayh)) + c(z)Ay1y =0,

Aal@)yfhy + byl + c@)yay) + X (2a(@)yl) + b@)ye) ) + Xa(@)ya) =0,

N <2a(x)y£1) + b(w)y(1)> +Xa(x)yqy = 0.
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La fonction g = )\ est donc solution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre, qui se peut se récrire

WM Yy ba)

poo XN yay alz)
La solution générale est donnée par = appy, a € R, d'ou A = aXq) + 8, B € R,
oll A(1y est une primitive de p(1). La solution générale de (E) est donc :

y(x) = adqy(@)ya) () + Byay(z), (o, f) € R?
Les solutions forment un espace vectoriel de dimension 2.

Ezercice — Résoudre 1*(1—x?)y" + a3y —2y = 0 en observant que y(1)(x) = ?

est solution.

4.4.* Equations différentielles issues de problémes varia-
tionnels

Les problemes variationnels conduisent tres souvent a la résolution d’équations
différentielles du second ordre. Avant de donner un exemple, nous allons résoudre un
probleme variationnel général dans une situation simple. On considéere un opérateur
fonctionnel (c’est-a-dire une fonction dont la variable est une fonction)

o C¥((a,B]) — R
b
ws g = [ Fauo). o/ (@)

ot F:[a,b] x R xR — R, (z,y,2) = F(x,y, z) est une application de classe C2.
Le probleme typique du calcul des variations est de rechercher les extrema de ¢(u)
lorsque u décrit C?([a,b]) avec la « contrainte aux bornes » suivante : les valeurs
aux bornes de 'intervalle u(a) = uq, u(b) = uy sont fixées.

Soit h € C?([a,b]) avec h(a) = h(b) = 0. Pour tout t € R, la fonction u + th vérifie
la méme contrainte aux bornes que la fonction u. Si w est un extremum de ¢ sous
les conditions précisées plus haut, alors ¢ = 0 est un extremum de la fonction d’une
variable réelle

b
Yp(t) = p(u+th) = / F(z,u(z) + th(z),u (x) + th'(x))dz.

a

On doit donc avoir ¥’ (0) = 0, et ceci quel que soit la fonction h € C?([a, b]) vérifiant
h(a) = h(b) = 0. D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme il vient

V3,(0) = / (W) F,(x,u,u') + b/ (2)F(x,u,u))de.

En intégrant par parties le terme en h/(x) on obtient

V;,(0) = /ab h(z) (F{/(x,u,u') — % Fl(z,u, u’))dm.
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Par densité de I’ensemble des fonctions h considérées dans I'espace L!([a,b]) des
fonctions intégrables sur [a, b], on aura donc 1} (0) = 0 pour tout h si et seulement
si u satisfait I’équation différentielle

d
(E) Fl(z,u,u’) — — (F'(m,u,u')) =0,
ou encore :
F{/(x,u,u') — F) (z,u,u’) — u'F{/'z(x,u,u') —u'"F! (z,u,u") = 0.

Cette équation différentielle du second ordre en u est appelée équation d’Euler-
Lagrange associée au probleme variationnel défini par I'opérateur .

Application a la chatnette™ — On cherche & déterminer la courbe représentant
la position a I’équilibre d’un fil souple inextensible de masse linéique p = dm/ds
constante, lorsque ce fil est suspendu par ses extrémités en des points situés a
la méme hauteur (cette courbe est appelée «chainette »). On admettra comme
physiquement évident que la courbe cherchée est symétrique et située dans le plan
vertical contenant les extrémités. Soit Ozy un repere orthonormé de ce plan tel
que Oy est la verticale orienté vers le haut et passant par le point le plus bas de
la courbe, les extrémités ayant pour coordonnées (+a,0). Soit enfin s € [—¢/2,¢/2]
I’abscisse curviligne mesurée le long du fil avec le point le plus bas pris comme origine
(¢ désigne la longueur du fil). La position d’équilibre correspond a la position la
plus basse possible du centre de gravité GG. Par symétrie, on a (x étant choisi comme

variable) :
1 /“ 1 /“ 2 /a
yg = ——= ydm = —— yuds = — yds,
m/2 Jo 1t/2 Jo t Jo

ou m = ul est la masse du fil. Une intégration par parties donne

2 . 2 [°
yazz[yS}O—z/o s dy

:_g/ de:—%/ S\/8/2—1d$
0 0

14

avec s’ = ds/dx = y/dx? + dy?/dx. Le probléme revient donc a déterminer les

fonctions s = s(x) réalisant le maximum de 'opérateur

o(s) = / sV s'? —1dz,
0

avec les contraintes s(0) = 0, s(a) = ¢/2. L’équation d’Euler-Lagrange appliquée a

F(z,s,t) = svt?> — 1 donne
2 2
7/2_1_i(373’>: /78/2_1_8/4—83//—1_ 552" W

dx s2 — 1 2 _1  (s2—1)3/2

Apres multiplication par (s> — 1)3/2 on obtient 1’équation

(E) (5% —1)% — (s = 1)(s? + 55") +55%s" =1 - 5% + 55" =0.
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On résout cette équation grace a la méthode décrite au paragraphe 4.2.b), consistant
a choisir s comme nouvelle variable et v = s’ comme nouvelle fonction inconnue. Il
vient successivement

g ds'  ds ds dv

T4z dnds  ds’
dv

E)=1—2? — =

(E) = v+svd8 0,

ds vdv 1 9
?—U2_1:>ln3—§ In(v* —1)+C,

s=A/v2—-1=X\/s?2 -1,
s'—@—\/1+£:>dx——ds
Cdr A2 1+ 822

x:)\Argsinh;és:)\sinh %’
dS_ dy 2_ x dy_. X
w1 (g) =y =g =snh

On en déduit ’équation de la chainette, en tenant compte du fait que y(a) =0 :

y = )\(COSh § — cosh %)

Le parametre A\ se calcule a partir de la relation A sinh a/A = £/2, obtenue en
égalant s(a) = (/2.

Remarque — Notre raisonnement n’est pas parfaitement rigoureux dans la mesure
olt F(x,s,t) = sVt2— 1 est de classe C? seulement sur R x R x {|t| > 1}, alors que
|s’| est > 1 mais prend la valeur 1 pour x = 0 (on notera que ds/dx = 1/ cos 6 ou
6 est I'angle de la tangente a la courbe avec 1’axe 0x). Supposons s’(z) > 1 pour
x > 0, comme c’est le cas pour la solution physique observée. Le raisonnement
de dérivation sous la signe somme et l'intégration par parties appliqués dans les
considérations générale du début fonctionnent encore pour [t| petit si on suppose
h(xz) = 0 sur un voisinage de 0 (et aussi bien sir h(a) = 0).

Ces fonctions h sont encore denses dans L'([0,a]), donc s doit effectivement
satisfaire I’équation différentielle (E) sur |0, a.

Calcul de géodésiques™ — Nous étudions ici une autre application importante
du calcul des variations, a savoir le calcul des géodésiques d’une surface (ou d’une
variété de dimension plus grande). Si nous avons une surface S C R? donnée comme
un graphe z = h(x,y) d’une fonction h : © — R sur un ouvert Q C R?, 1'élément de
longueur infinitésimal de la surface S est donné pour tout (z,y) € € par

ds* = da® + dy* + dz° = dz* + dy® + (hl,dx + R, dy)?
= (1+ h2)da” + 2Rk, dx dy + (1 + hl?)dy”.
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Plus généralement, une métriqgue riemannienne sur un ouvert {2 C R™ est une
expression de 1’élément de longueur infinitésimal par une forme quadratique définie
positive, dépendant du point x € ) considéré :

ds* = q(x,dz) = Z a;j(x) dr;dx;

1<i,j<m

(avec une matrice symétrique (a;;(x)) définie positive). On supposera en outre que
les coefficients a;;(x) sont suffisamment réguliers, disons de classe C?. Etant donné
une courbe v : [a, b] — Q de classe C!, sa longueur (riemannienne) est par définition

ds = [|/(t) dt|q = \/Q(V(t)ﬁ’(t)dt) = | D ay(y®) %)) dt,

1<i,5<m

long(s) = [ s = [ \/ > ey e e

1<i,j<m

Pour deux points z,y € €, la distance géodésique d,(z,y) est par définition
inf, long(y) pour tous les chemins 7 : [a,b] — Q de classe C'! d’extrémités vy(a) = =,
~v(b) = y. Si un chemin réalise 'infimum, on dit qu’il s’agit d’une géodésique
de la métrique riemannienne (on notera qu’en général un tel chemin n’existe pas
nécessairement, et s’il existe il peut ne pas étre unique). Un probleme fondamental
est de déterminer I’équation des géodésiques afin entre autres de calculer la distance
géodésique. Pour cela il est commode d’introduire «1’énergie d’'un chemin » qui est
par définition

/H7 g dt = / Z ai; (7(t)) vi(t);(t) dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(Lb|!v’<t>!\th)2=(/abruy()uth (b—a) / Iy ()12 dt

soit long(y) < ((b— a)E(v))l/Q, avec égalité si et seulement si

ds
= IW®lly = Cte,

condition qui peut toujours étre réalisée en reparamétrisant le chemin ~ par son
abscisse curviligne s. Il en résulte que les chemins qui minimisent 1’énergie sont
exactement les géodésiques paramétrées par l’abscisse curviligne (a un facteur
constant pres). Or la fonctionnelle d’énergie v — E(v) admet pour différentielle

E'(y) / (Z T (50 (0 0+ 2 ) ion ) at

a]?

/Z <22221: )0 =2 w0
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apres intégration par parties (on suppose bien siir hj(a) = h;(b) = 0). Il en résulte
que le coefficient de chaque terme hy(t) doit étre identiquement nul. En multipliant
par —1/2 et en développant la dérivée d/dt, on obtient le systéeme d’équations
d’Euler-Lagrange caractérisant les géodésiques :

)20+ 30 (5 - 28 1) l(0)5) =0, 1<k<m

8.’17j B 2 81’k

,J

5. Problémes

5.1. On considere ’équation différentielle a variables séparées

dy
F, Yy, .
(Fa) pria s a >0

(a) Exprimer la solution générale de (F,) en introduisant la fonction auxiliaire

Y dx
G(y)—/o ¥ +1

(b) Plus précisément :

e Déterminer (en distinguant les deux cas 0 < aw < 1 et a > 1) le comportement
de G(y) sur [0, +00] ;

e en déduire dans chaque cas I'allure des solutions maximales de (F},) ;

e traiter completement et explicitement les deux cas a« =1 et a = 2.

5.2. On considere ’équation différentielle
vy —y? 4+ 2z 4+ 1)y = 2% + 2u.

(a) Possede-t-elle une solution particuliere de type polynoéme ? En donner la
solution générale.

(b) Quelle est ’équation de I'isocline de pente 0 dans le nouveau repeére de vecteurs
de base ((1,1),(0,1)) ? Dessiner cette isocline en précisant les tangentes aux
points d’abscisse 0 dans ’ancien repere.

(c¢) Dessiner I'allure générale des solutions.

(d) Soit (wo,y0) un point de R2. Combien passe-t-il de solutions maximales de
classe C! par (wo,y0) ? On précisera I'intervalle de définition de ces solutions
et le cas échéant on indiquera les solutions globales.

5.3. On considere ’équation différentielle

d
d—gz: 22z —-1Dy+a2®—z+1.
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(a) Déterminer explicitement les solutions de cette équation ; on pourra commencer
par chercher s’il existe des solutions polynomiales simples.

(b) Montrer que les courbes intégrales maximales correspondant a des solutions non
polynomiales forment deux familles de courbes se déduisant les unes des autres
par translations. Tracer celles de ces courbes qui sont asymptotes a 'axe y'Oy.

5.4. On considere 1'équation différentielle (1) 32 = yy’ + x, ou1 y est une fonction

de z & valeurs réelles, de classe C'! par morceaux.
(a) Par quels points (z,y) de R? passe-t-il une solution de (1) ? Faire un graphique.

(b) En paramétrant (1) par dy = tdx, montrer que y est solution d’une équation
différentielle (2) f(y,t, %) =0.

(c) Intégrer (2) puis (1) ; on pourra poser t = tan¢ avec ¢ € | —Z, Z[. On obtient
une famille de courbes C'y dépendant d’un parametre .

(d) Pour A = 0 préciser les limites quand ¢ — 5 — 0 de =, y,y/x, puis préciser zl%
et Z_Z' Quelle est la norme euclidienne du vecteur ( 51%7 g—g) ? On se rappellera
que % = tan .

(e) On pose z(p) = \/(3—2)2 + (3—1)2 pour 0 < ¢ < 7. Etudier les variations de

z() puis tracer la courbe Cj.

5.5. On considere la famille de paraboles (Py) d’équation
Py:x =19+ \y.

(a) Montrer que ces courbes sont solutions d’une équation différentielle du premier
ordre que 1’on précisera.

(b) Déterminer la famille des courbes orthogonales aux courbes (Py).

5.6. On considere la famille de courbes (Cy) dans R? définies par I’équation
22—y + My =0,
ou A est un parametre réel.

(a) Tracer les courbes (Cp), (C7) dans un repere orthonormé Ozxy (unité : 4 cm).
Quelle relation existe-t-il entre (Cy) et (Cy) 7

(b) Montrer que les courbes (C)) sont solutions d’une équation différentielle du
premier ordre.

(c) Déterminer ’équation des trajectoires orthogonales aux courbes (Cy). Quelle
est la nature de ces courbes 7 Représenter la trajectoire orthogonale passant
par le point (1,0) sur le méme schéma que (Cy) et (C1).
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5.7. On considere dans le plan euclidien R? la famille de courbes
(Cy) zt =yt + M.

(a) Déterminer ’équation différentielle vérifiée par la famille (Cy).
(b) Eerire Iéquation différentielle des trajectoires orthogonales aux courbes (Cl).

En observant que cette équation est d’un type classique, déterminer 1’équation
des trajectoires orthogonales.

5.8. On considere le probleme de Cauchy
(P) y =t +y* +1; y(0) = 0.
(a) Soient T' et R deux réels > 0, et soit Q(7, R) le rectangle défini par les inégalités
0<t<T: —-R<y<R
() Montrer que si la condition
T*+R*+1<R/T

est vérifiée, alors (7', R) est un rectangle de sécurité pour (P).

(8) Montrer que pour 7' > 0 suffisamment petit, par exemple pour T' < T =

\/ ‘/52_1, il existe R > 0 tel que Q(7, R) soit un rectangle de sécurité
pour (P).

(v) Montrer que ©(1/3,2) est un rectangle de sécurité pour (P), et en déduire
avec précision que (P) admet une solution y et une seule sur l'intervalle
[0,1/3].

(b) On va montrer que la solution y de (P) mise en évidence en (a) () ne se prolonge
pas a [0, +oc[. On introduit a cet effet le probleme de Cauchy auxiliaire

(P1) 2 =22 41, 2(0) =0,

ou z désigne une nouvelle fonction inconnue de t.

() Déterminer explicitement l'unique solution z de (P;p), et indiquer son
intervalle de définition maximal.

(8) Soit [0,T] un intervalle sur lequel y et z soient simultanément définies.
Montrer que u = y — z est solution d’'un probleme de Cauchy

(P2) W =a(tu+b(t); () =0;

ou b vérifie b(t) > 0 pour tout ¢ dans [0, 7). En déduire que y(t) > z(t) pour
tout ¢ dans [0, 7.
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(7) Déduire de ce qui précede que si T > 7, alors y ne se prolonge certainement
pas jusqu'a t=T.

(6) Tracer avec le maximum de précision possible le graphe de y sur son
intervalle de définition maximal [0,77[ (forme du graphe au voisinage de
0 ; sens de variation, convexité ; asymptote ; etc...).

5.9**. On appelle métrique de Poincaré du disque unité D = {|z| < 1} du plan
complexe la métrique riemannienne

ds? — \dz\g B dx2+dy2 i
T TP T - @ty -

(a) Montrer (avec les notations du § 4.4, et en gardant les fonctions complexes dans
les calculs) que la différentielle de ’énergie est donnée par

b — 9Re k v'(¢) ; YV OV ) 7=
E(y)-h=2R / ( — W)@)Qh ) +2 00 h(t))dt.

En déduire que I’équation d’Euler-Lagrange des géodésiques est

ey + O

L= (t)y(t)

(b) Montrer que le chemin () = tanh(kt) (qui décrit le diametre | —1, 1] du disque)
est solution de I’équation pour tout k& € R*..

(c) Montrer que si t — 7(t) est solution, alors t — Ay(t) est encore solution pour
tout nombre complexe A de module 1, et également que h, o~y est solution, pour
toute homographie complexe h, de la forme

zZ+a
ha(Z) = 1-'—6_27 a € D.

(d) En utilisant un argument d’unicité des solutions du probleme de Cauchy,
montrer que les géodésiques sont toutes données par ~y(t) = h,(\tanh(kt)),
a€ D, |\ =1, kR’ [on pourra calculer v(0) et 7/ (0)].

(e) Montrer que les trajectoires des géodésiques sont les diametres et les arcs de
cercle orthogonaux au cercle unité |z| = 1.






Chapitre VII

Systemes différentiels linéaires

Les systemes différentiels linéaires ont une grande importance pratique, car de
nombreux phénomenes naturels peuvent se modéliser par de tels systemes, au
moins en premiere approximation. On sait d’autre part résoudre complétement les
systemes a coefficients constants, le calcul des solutions se ramenant a des calculs
d’algebre linéaire (diagonalisation ou triangulation de matrices). Dans toute la
suite, K désigne 1'un des corps R ou C.

1. Généralités

1.1. Définition

Un systeme différentiel linéaire du premier ordre dans K™ est une équation

dy
(E) —- = AWMY + B()
Y1 (t)
ouY(t) = : € K™ est la fonction inconnue et ou
Ym (1)
b1 (1)
A(t) = (aij(t))1<ij<m € M (K), B(t) = : c K™
b (t)

sont des fonctions continues données :
A: I — M,,(K) = {matrices carrées m x m sur K},
B:I— K™,

définies sur un intervalle I C R.

On observe que la fonction f(¢,Y) = A't)Y + B(t) est continue sur I x K" et
lipschitzienne en Y de rapport

k(t) = I A@I-
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D’apres le critere V 3.4 sur 'existence de solutions globales, on peut énoncer :

Théoréme — Par tout point (tog, Vo) € I x K™ il passe une solution mazximale
unique, définie sur I tout entier.

1.2. Cas d’un systeme linéaire sans second membre

On entend par la un systeme linéaire avec B = 0 identiquement :

dY
E — = A(t)Y.
(o) =AW
Soit 8 I'ensemble des solutions maximales. Alors pour tous Y(1),Y(2) € 8 et tous
scalaires A1, A2 € K on a A\1Y(q) + A2Y(2) € 8, donc 8 est un K-espace vectoriel.

Considérons 'application d’évaluation au temps tg :
(bto :8 - K™

¢+, est un isomorphisme linéaire, la surjectivité provenant du théoreéme d’existence,
et 'injectivité du théoreme d’unicité relatif au probleme de Cauchy.

Conséquence — L’ensemble 8 des solutions maximales est un espace vectoriel
de dimension m sur K.

1.3. Cas général

Revenons au systeme linéaire le plus général :

dy
(E) e A)Y + B(t).
On sait qu’il existe au moins une solution globale Y(;). Si Y est une solution
quelconque, il est clair que Z =Y — Y(y) satisfait ’équation sans second membre
(Eo) : dZ/dt = A(t)Z, et réciproquement. Par conséquent, I’ensemble des solutions

maximales est donné par
Y(1)+S:{Y(1)+Z; Z € 8},

ou 8 est l'ensemble des solutions maximales de 1’équation sans second membre (Ey)
associée. L’ensemble Y(;) + 8 des solutions est un translaté de 8, c’est donc un
espace affine de dimension m sur K, admettant 8 comme direction vectorielle.

2. Systemes différentiels linéaires
a coeflicients constants

Ce sont les systemes de la forme

(E) % — AY + B(t)

ou la matrice A = (a;;) € M,,(K) est indépendante de t.
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d
2.1. Solutions exponentielles élémentaires de pry =AY

On cherche une solution de la forme Y (t) = eMV ou l € K, V € K™ sont des
constantes. Cette fonction est solution si et seulement si AeMV = e AV, soit

AV = AV.

On est donc amené a chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Cas simple : A est diagonalisable.

Il existe alors une base (V1,...,V,,) de K™ constituée de vecteurs propres de A, de
valeurs propres respectives A1,...,\,,. On obtient donc m solutions linéairement
indépendantes

t»—>e>‘jth, 1< <m.

La solution générale est donnée par
Y(t) = a1eMVi + .+ apme’ iV, o €K

Lorsque A est n’est pas diagonalisable, on a besoin en général de la notion
d’exponentielle d’'une matrice. Toutefois le cas des systemes 2 x 2 a coefficients
constants est suffisamment simple pour qu’on puisse faire les calculs « a la main ».
Le lecteur pourra se reporter au § X 2.2 pour une étude approfondie de ce cas.

2.2. Exponentielle d’une matrice

La définition est calquée sur celle de la fonction exponentielle complexe usuelle,
calculée au moyen du développement en série entiere.

—+o00

ey _ 1
Définition — Si A € M(K), on pose e = Z — A"
n!
n=0
Munissons M,,(K) de la norme || || des opérateurs linéaires sur K™ associée a la

norme euclidienne (resp. hermitienne) de R™ (resp. C™). On a alors
1 n 1 n
I A< fAl,
de sorte que la série » % A™ est absolument convergente. On voit de plus que

A A
el < ell4l.

Propriété fondamentale — Si A, B € M,,(K) commutent (AB = BA), alors
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Vérification. On considere la série produit Z% AP . E% B9, dont le terme
général est

|

1 1 — n 1
_ PRI _ ppn—p _ n
C, = E APB _n!EOp'(n APB = (A+ B)
-

ot plq! — pl(n —p)!

d’apres la formule du binéme (noter que cette formule n’est vraie que si A et B

commutent). Comme les séries de e et e sont absolument convergentes, on en
déduit
+o0
eA~eB:ZCn:eA+B. [ |
n=0
A A‘

On voit en particulier que e est une matrice inversible, d’inverse e~

Remarque — La propriété fondamentale tombe en défaut lorsque A et B ne
commutent pas. Le lecteur pourra par exemple calculer e? - e? et eAT5 avec

0 0 0 —6
A_(Q 0) ot B_(o 0)’
avec € R. Que remarque-t-on ?

Méthode générale de calcul dans M, (C) — Toute matrice A € M, (C)
peut étre mise sous forme de blocs triangulaires correspondant aux différents sous-
espaces caractéristiques de A. 1l existe donc une matrice de passage P, dont
les colonnes sont constituées par des vecteurs formant des bases des sous-espaces
caractéristiques, telle que

T=P'AP
soit une matrice triangulaire de la forme
T 0 Aok
TQ . .
T = . ) Tj = 0 )\J )
. : ok
O T, 0o ... 0 )‘j
ol A1, ..., As sont les valeurs propres distinctes de A. On a alors de facon évidente
Tln eTl
T2n O ez O
T" = el =

0o . 0o .

S

Comme A = PTP~!, il vient A" = PT"P~!, d’ou

el
n 0
e =pefpP =P . p1

0 o



VII — Systemes différentiels linéaires 203

On est donc ramené & calculer 'exponentielle e? lorsque B est un bloc triangulaire
de la forme

A ox L %
=0 A 5 = A+ N € M,(K),
0 0
0 *
ou I est la matrice unité et N une matrice nilpotente N = .
0 ... 0

triangulaire supérieure. La puissance N™ comporte n diagonales nulles a partir
de la diagonale principale (celle-ci incluse), en particulier N™ = 0 pour n > p. On
obtient donc

1 *
1 .
eN=I4+—-N+.. .+ neto | U '
1! (p—1)! T
0 0 1
Comme [ et N commutent, il vient finalement
eB =eMelV =ere? (car eM = eI).

Formule — det (e?) = exp(tr(4)).

Vérification. Dans le cas d'un bloc triangulaire B € M, (K), on trouve
det (eB) = (eM)Pdet (V) = eP* = exp(tr(B)).
On en déduit donc
det (e7) = det (e™) .. .det (e'*) = exp(tr(T}) + ... + tr(T},)) = exp(tr(T))
Comme A = PTP~! et eA = PeT P~ on a finalement

det (e?) = det (e7), tr(A) =tx(T) = Z valeurs propres. |

2.3. Solution générale du systeme sans second membre

dY
— =AY
dt

L’une des propriétés fondamentales de I’exponentiation des matrices réside dans le
fait qu’elle est intimement liée a la résolution des équations linéaires a coefficients
constants dY/dt = AY .
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Théoréme — La solution Y telle que Y (tg) = Vi est donnée par

Y(t)=elt-4. 7, vteR.

Démonstration. On a Y (tg) = e - Vo = IV, = V.
D’autre part, la série entiere
o n!

est de rayon de convergence +o0o. On peut donc dériver terme a terme pour tout
teR:

d (tA)_—i_i 1 tn—lAn_—i_f 1 tpAp-l-l

A Y] ~ 2l !
n= p=
d tA tA tA
% (6 ) =A- =e A

Par conséquent, on a bien
Y
Cil—t = % (e(t_tO)A : VO) = Aet7t0)A 1) = AY (1). |

En prenant to = 0, on voit que la solution générale est donnée par Y (t) = et -V
avec V € K™,

Le calcul de €' se ramene au cas d’'un bloc triangulaire B = A + N € M,(C).

Dans ce cas on a e'B = eMetN = eMetN | ayec
L Qu(t) .. Qup(d)
. Pl n 1 Qas(t) :
— _ n __ . .
- Z n! N = :
n=0

L Q)
0 1

ol Q;;(t) est un polynéme de degré < j — i, avec @Q;;(0) = 0. Les composantes de
Y (t) sont donc toujours des fonctions exponentielles-polynomes Y, ..., Pj(t)eti?
ol A1, ..., As sont les valeurs propres compleres de A (méme si K = ]1?{3.‘

dY
2.4. Solution générale de = AY + B(t)

Si aucune solution évidente n’apparait, on peut utiliser la méthode de variation des
constantes, c¢’est-a-dire qu’on cherche une solution particuliere sous la forme

Y (t) = et - Vi(t)
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ou V est supposée différentiable. 1l vient

Y'(t) = Aett -V (t) + e V(1)
= AY () + - V' (2).

Il suffit donc de choisir V telle que et - V'(t) = B(t), soit par exemple

t
V(t) :/ e “AB(u)du, tyel.

to

On obtient ainsi la solution particuliere

t t
Y(t):etA/ e_“AB(u)du:/ e(t_“)AB(u)du,

to to

qui est la solution telle que Y (¢9) = 0. La solution générale du probleme de Cauchy
telle que Y (tg) = Vo est donc

t
Y(t) = elt=to)4 v + / =4 B (u)du.

to

Exemple — Une particule de masse m et de charge électrique ¢ se déplace dans
R3 sous l'action d’un champ magnétique B et d'un champ électrique E uniformes
et indépendants du temps. Quelle est la trajectoire de la particule ?

SiV et 7 désignent respectivement la vitesse et 1’accélération, la loi de Lorentz et
le principe fondamental de la dynamique donnent 1’équation

F=m75=¢VAB+qE,

d’ou

4V

7= LVANB+LE
dt m m

Il s’agit d’un systeme linéaire ou la matrice A (a coefficients constants) est la matrice

de l'application linéaire Vs %? A B. On confondra dans la suite A avec cette
application linéaire. Un calcul simple montre que

A2(V) = ( )2(? ANB)AT = —(%)QBQPB(%

a4
m

ou B = ||§|| et ou Pp désigne le projection orthogonale sur la plan vectoriel de
vecteur normal B. Le schéma est le suivant :
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On observe pour le calcul que VAB= PB(?) AB. On en déduit alors facilement
2
a(V) = (-1 (L) B py(V), pz1
+
a7y = (-1 (L) T g2y A B,

m

cette derniere relation étant encore valable pour p = 0. En notant w = -~ B, on en
déduit

2pt2p +oo w2ptle2p+l q
?+Z PB(V})JF;)(—l)PW = VAB

=V - PB(?) + cos thB(?) + sin wt % VAB.

En l'absence de champ électrique, les équations du mouvement sont données par

V= Qs( ? ) + cos thB(?o)—l—sinwté VoA B
MOM = tQB(vo) + % sin thB(?O) + % ?0 ;]

ou My, ?0 désignent la position et la vitesse en t = 0 et () g la projection orthogonale
sur la droite R - 5. 1l est facile de voir qu’il s’agit d’'un mouvement hélicoidal
uniforme de pulsation w, tracé sur un cylindre d’axe parallele a B et de rayon

R = ||Ps(Vo)|| /.

En présence d’un champ électrique ﬁ, le calcul est aisé si B est parallele a B. On
a donc dans ce cas une solution particuliere évidente =t L E, dou les lois
générales des vitesses et du mouvement :

V= Qs( ? +t— ﬁ%—coswtpg(?)—l—smwtgvo/\ﬁ
Wohl = (1Qs(Vo) + 2 5L B) + = sinwt Po(Vo) + +— 2 L YA B,

2m
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Le mouvement est encore tracé sur un cylindre a base circulaire et sa pulsation est
constante, mais le mouvement est accéléré dans la direction de 1’axe.

Dans le cas général, on décompose = ﬁ// + E | en ses composantes paralleles et

orthogonales a 5, et on observe qu’il existe un vecteur U orthogonal a B et El,
tel que U A . L’équation différentielle devient

d?_m ViV)AB+ L,

dt

de sorte que v + T satisfait I’équation différentielle correspondant a un champ
électrique parallele a B. En substituant V' + Tav et 0+ T & o dans les
formules, on obtient

V+T =Qs(Vo)+t = By +cos wt (Pp(Vo) + T)
+sinwt§(?0/\§+iﬁ)
MoM = t(Qp(Vo) — T) + £ % E}//-l—? (Ps(Vo) +T)
+$ (VoAB+E.)

Il s’agit encore d’un mouvement de type hélicoidal accéléré, mais cette fois le
mouvement n’est plus tracé sur un cylindre.

AB AB AB
EA T E

|

S ——

3. Equations différentielles linéaires d’ordre p
a coefficients constants

On considere ici une équation différentielle sans second membre

(E) apy(p) +...4+ay +ay=0
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ouy : R =K, ¢t +— y(t) est la fonction inconnue, et oti les a; € K sont des constantes,
a, # 0.

D’apres le paragraphe V 4.2, on sait que I’équation (E) est équivalente a un systeme
différentiel (S) d’ordre 1 dans KP, qui est le systeéme linéaire sans second membre
Y’ = AY avec

0 1 O 0
0 0 1 0
A - : R c] _a_j
ap
o 0 0 ... 1
cp €1 C2 ... Cp_1

Grace au § 1.1, on peut donc énoncer :

Théoréme — L’ensemble 8 des solutions globales de (E) est un K-espace vectoriel
de dimension p.

Plagons-nous maintenant sur le corps C (si K = R, les solutions réelles s’obtiennent
simplement en prenant la partie réelle et la partie imaginaire des solutions com-
plexes). Cherchons les solutions exponentielles de la forme

y(t) =eM, XeC.

Comme yY)(t) = Mer, on voit que y est solution de (E) si et seulement si A est
racine du polynome caractéristique

PA\) =apAP + ...+ a1 A+ ao.

3.1. Cas ou P a toutes ses racines simples
Si P possede p racines distinctes Ay, ..., A, on obtient p solutions distinctes
t—eMt 1< <p

On verra plus loin que ces solutions sont linéairement indépendantes sur C.
L’ensemble des solutions est donc ’espace vectoriel de dimension p des fonctions

y(t) = are™t + ... +a,et, a; €C.

3.2. Cas ou P a des racines multiples

On peut alors écrire
S

P(N) = ap [J(A =A™

J=1

ou m; est la multiplicité de la racine \;, avec

mi+...+mg=Dn.
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Considérons 'opérateur différentiel
d o
(L) =3 L
dt ;a dti

On voit que I'équation différentielle étudiée peut se récrire

® O

et on a d’autre part la formule
d At At
P(dt) — P(\)eM,  YaeC.

Comme les dérivées partielles % et % commutent d’apres le théoreme de Schwarz,
on obtient

P(g) e = 2() (g3 ) = (P(@)) = s (PO0*).

d’on, grace a la formule de Leibnitz :

P( )tq Aty ZCZP(Z)

Comme ); est racine de multiplicité m;, on a P(i)()\j) =0pour 0 <i<m;—1,et
PM3i)(\;) # 0. On en déduit

P(jt)(tq “):0, 0<qg<my—1.

L’équation (E) admet donc les solutions
y(t) = tleM?, 0<qg<mj_q, 1<j<s
soit au total m; 4 ...+ m, = p solutions.

Lemme — Si)\i,...,\s € C sont des nombres complexes deuzr d deux distincts,
alors les fonctions
yja(t) =teM’ 1<j<s, g¢€eN

sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Considérons une combinaison linéaire finie

Zajﬁqyqu = 07 O{jﬁq € C'

Si les coefficients sont non tous nuls, soit N le maximum des entiers ¢ tels qu’il
existe j avec a; 4 # 0. Supposons par exemple a1, n # 0. On pose alors

Q()\> = (/\ — /\1)N(/\ . /\2>N—|—1 o (/\ _ /\s>N+1
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Il vient QW (X\;) = 0 pour j > 2 et 0 < i < N, tandis que Q¥ (\;) = 0 pour
0<i<NetQM(A\)#0. On en déduit

d ; - i (i —i X
Q(@) (tquJt) — ZCQQ( )()\J)tq eAJt
i=0
=0 pour 0<¢qg<N, 1<j5<s,

sauf si ¢ = N, 7 = 1, auquel cas

d

Q%) (Ve = @M ().
t

En appliquant 'opérateur Q(%) a la relation Zozj’qtqe%'t = 0 on obtient alors

al’NQ(N)()\l)eAlt = 0, ce qui est absurde puisque a; y # 0 et Q) ()\) # 0. Le
lemme est démontré. On peut donc énoncer :

Théoreme — Lorsque le polynome caractéristique P(\) a des racines complexes
A1y ...y Ag de multiplicités respectives myq, ..., ms, l'ensemble & des solutions est le
C-espace vectoriel de dimension p ayant pour base les fonctions

t»—>tqe>‘jt, 1<j<s, 0<qg<m;—1.

3.3. Equations linéaires d’ordre p avec second membre

Soit a résoudre ’équation différentielle
(E) apy(p) + ...+ ary + agy = b(t),

ou b : I — C est une fonction continue donnée. On commence par résoudre
I’équation sans second membre

(Eo) apy® + ...+ a1y’ + agy = 0.

Soit (v1,...,vp) une base des solutions de (Egp). On cherche alors une solution
particuliere de (E).

Dans un certain nombre de cas, une solution simple peut étre trouvée rapidement.
Par exemple, si b est un polynéme de degré d et si ag # 0, I'équation (E)
admet une solution polynomiale y de degré d, que l'on peut rechercher par
identification des coefficients. Si b(t) = ae et si A n’est pas racine du polynéme
caractéristique, 'équation admet pour solution (a/P()\))e*. Si b est une fonction
exponentielle-polynéme, (E) admet une solution du méme type (noter que les
fonctions trigonométriques se raménent a ce cas).

En général, le principe consiste a appliquer la méthode de variation des constantes
au systeme différentiel (S) d’ordre 1 associé a (E).
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Si on pose ¥y =0, ¥ =y1,...,yP "D = Yp—1, 'équation (E) équivaut au systeme
¢ .,/

Yo = U1

y;)—Q = Yp—-1

| Yp—1 =~ (aoyo + a1y + ...+ ap_1yp-1) + 5= (1)

Ce systeme linéaire peut se récrire (S): Y/ = AY + B(t) avec

0

Yo :
Y = : t B(t) = :
.| et B() .

b

Yp—1 i ().

Le systeme homogene (Sg) Y’ = AY admet pour base de solutions les fonctions

U1 V2 Up
/
Ui Ué Up
Vi = , Vo = _ e V= ,
(r—1) (p—1) (p—1)
A ) Up

On cherche alors une solution particuliere de (S) sous la forme
Y(t) = a1 (t)Vi(t) + ... 4+ ap(t)Vp(2).
Comme V; = AV}, il vient
Y'(t) =Y a;(OV(6) + Y o5 (Vi(1)
—av()+ Y Vi),
Il suffit donc de choisir les a; tels que ) o (¢)V;(t) = B(t), c’est-a-dire

aq(t)vi(t) + ...+ a(t)vp(t) =0

; .(t)vgp_Q)(t) Fo ol Wu P () =0

/
1
A (B @) + .+ ap TV () = 2 ().

On obtient ainsi un systeme linéaire de p équations par rapport aux p inconnues

aq(t),...,ap(t). Le déterminant de ce systeme est non nul pour tout ¢t € R (les
vecteurs Vi (t),...,V,(t) sont linéairement indépendants, car si une combinaison

linéaire Y = BiVi + ...+ B,V, est telle que Y (¢) = 0, alors Y = 0 d’apres le
théoreme d’unicité, donc 5 = ... =, =0).
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La résolution de ce systéme permet de calculer o, . ..,oz;), puis aq,...,q, par
intégration, d’ou la solution particuliere cherchée :

y(t) = car(t)or(t) + ... 4 ap(t)vp(t).

Ezxemple — (E) y" +4y =tant, avect € ] — g, g [
e On commence par résoudre ’équation sans second membre
(Eo) Yy +4y = 0.

Le polyndome caractéristique est P(\) = A2 + 4, et possede deux racines simples
2i et —2i. L’équation (Eg) admet pour base de solutions les fonctions ¢ + 2%

t — e~ ou encore :
t+— cos 2t, t+>sin 2t.

e On cherche ensuite une solution particuliere de (E) en posant
y(t) = aq(t) cos 2t + as(t) sin 2t.
Ceci conduit a résoudre le systeme

o (t) cos 2t + a5 (t) sin 2t = 0
o’ (t) - (—2sin 2t) + ab(t) - (2 cos 2t) = tan t.

Le déterminant du systeme étant égal a 2, on obtient

( 1 1
ol (t) = ) tan tsin 2t = —sin’t = . (1 — cos 2t)

, 1 1 9 . 1
as(t) = B tan tcos 2t = B tan t(2cos“t — 1) = sin 2t — B tan t,

\

(

t 1
Ozl(t> = —5 + Z sin 2t

1 1
as(t) = —= cos 2t + = In(cos t),
( 4 2
d’ou la solution particuliere

t 1 .
y(t) = —g cos 2t + 5 sin 2t In (cos t).

La solution générale est donc

t 1 . .
y(t) = —5 08 2t + 5 sin 2t In (cos t) + av cos 2t + ag sin 2t.
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4. Systemes différentiels linéaires a coefficients
variables

L’objet de ce paragraphe (avant tout théorique) est de généraliser les résultats du
§ 2 au cas des systemes linéaires a coefficients variables.

4.1. Résolvante d’un systeme linéaire
Considérons une équation linéaire sans second membre
(Eo) Y = AQ)Y

oun A:R DI — M,(K) est une matrice m x m sur K a coefficients continus.

Soit 8 ’ensemble des solutions maximales de (Eg). Pour tout ¢ € I, on sait que
o, 8§ — K™, Y — Y (to)

est un isomorphisme K-linéaire. Pour tout couple (t,tq) € I2, on définit

o1 P
R(t, tg) = ®; 0 ;1 i K™ 25 8 —L K™

V —Y+—Y().
On a donc R(t,to) -V = Y(t), ou Y est la solution telle que Y (ty) = V. Comme
R(t,tp) est un isomorphisme K™ — K™, il sera identifié a la matrice inversible qui

lui correspond canoniquement dans M, (K).

Définition — R(t,ty) s’appelle la résolvante du systéme linéaire (Eq).

Pour tout vecteur V' € K", on a avec les notations ci-dessus

(% R(t, to)) -V = % (R(t,to) ' V)
_ % — A()Y (t) = A(t)R(t, t) - V.

On en déduit donc & R(t,t0) = A(t)R(t, to).

Propriétés de la résolvante
(i) Vt e I, R(t,t) = I, (matrice unité m x m).
(i) Y(to,t1,t2) € I,  R(ta,t1)R(t1,t0) = R(ta,to)-
(iii) R(t,to) est la solution dans M, (K) du systéme différentiel

dM
— = AWM

ot M(t) € M, (K) vérifie la condition initiale M (to) = I, .
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(i) et (ii) sont immédiats a partir de la définition de R(t,to) et (iii) résulte de ce qui
précede. Retenons enfin que la solution du probleme de Cauchy

Y' = A@)Y avec Y(to) =Vy
est donnée par

Y (t) = R(t, to) - V.

Remarque — Le systeme dM/dt = A(t)M(t) peut paraitre plus compliqué que
le systéme initial puisqu’on a m? équations scalaires au lieu de m (on passe de
K™ a M,,(K)). Il est néanmoins parfois utile de considérer ce systeme plutot que
I’équation initiale, parce que tous les objets sont dans M,, (K) et qu’on peut exploiter
la structure d’algebre de M,,(K).

Exemple — Supposons que

A(t)A(u) = A(u)A(t) pour tous t,u € I. (%)

R(t, to) = exp ( /t t A(u)du) .

t
Pour le voir, il suffit de montrer que M (t) = exp ( / A(u)du) satisfait la condition
t

Alors

(iii) ci-dessus. Il est clair que M(ty) = I,,,. Par ailleurs ’hypothese de commutation

(x) entraine que / A(u)du et / A(u)du commutent pour tous a,b,c,d € I, le
produit étant égal dans les deux cas &

// A(u)A(v)dudv
[a,b] X [c,d]

par le théoreme de Fubini. On a donc

M(t+ h) = exp (/t A(w)du + /t+h A(u)du)

t+h
= exp </t A(u)du) M(t).
t+h

Or / A(u)du = hA(t) + o(h), donc utilisant le développement en série de

t
I’exponentielle on trouve

M(t +h) = (I, + hA(t) + o(h)) M (1)
— M(t) + hA()M(t) + o(h),
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ce qui montre bien que dM /dt = A(t)M (t).

En particulier, si U et V sont des matrices constantes qui commutent et si
A(t) = f(O)U + g(t)V pour des fonctions scalaires f, g, alors 'hypothese (x) est
satisfaite. On a donc

R(t,ty) = exp (/t: f(u)du - U + /tg(u)du . V)

to
t t
= exp (/ f(u)du~U) exp </ g(u)du~V) .
to to
Exercice 1 — Utiliser la derniére remarque de l'exemple pour calculer la

résolvante associée auxr matrices

1 0 cos?t
_ (at) —b(t) res = cos?
w0=(i) o) e a0=(0 0 e

Exercice 2 — Résoudre le systéme linéaire

dx 1
ar __ 1 t

{g;; Ty A(t):(l/t
a =Y 0

— ok
~__

et en déduire la formule donnant la résolvante R(t,to).
Montrer que dans ce cas on a

R(t,to) # exp ( /t :A(u)du) .

L’exercice 2 montre que c’est le plus souvent la résolution du systeme qui permet
de déterminer la résolvante, et non pas l'inverse comme pourrait le laisser croire la
terminologie.

4.2. Wronskien d’un systeme de solutions

On va voir ici qu’on sait toujours calculer le déterminant d’un systeme de solutions,
ou ce qui revient au méme, le déterminant de la résolvante, méme lorsque la
résolvante n’est pas connue.

Définition — Le Wronskien d’un systéme de m solutions Y1,Ya,...,Y,, de (Eg)
est

W) = det (Va(¢), .., You )
Posons V; =Y} (ty). Alors Y;(t) = R(t,t0) - V;, d’out

W (t) = det (R(t, to)) - det (Vi, . .., Vin).
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On est donc ramené a calculer la quantité
A(t) = det (R(t,t0)),
et pour cela on va montrer que A(t) vérifie une équation différentielle simple. On a

A(t+ h) = det (R(t + h, to)) = det (R(t 4 h,t)R(L, to))
= det (R(t + h, t))A(t).

Comme R(t,t) = I, et -= R(u,t)|u= = A(t)R(t,t) = A(t), la formule de Taylor

donne

R(t+ h,t) = I, + hA(t) + o(h),
det (R(t+ h,t)) = det (I, + hA(t)) + o(h).
Lemme — Si A= (a;j) € M, (K), alors
det (I, + hA) =1+ arth+ ...+ a,h™

avec o = tr A = E Qi -

1<i<m

En effet dans det (I,,, + hA) le terme diagonal est

et les termes non diagonaux sont multiples de h2. [ |
Le lemme entraine alors

det (R(t + h,t)) = 1+ h tr (A(t))
A(t+h) = A(t) + h tr (A()A(t)

+o(h),
+ o(h).

On en déduit
A'(t) = tr (A(1)A(t),

et comme A(tg) = det (R(to,t0)) = det I,, = 1, il vient :

det R(t,to) = A(t) = exp ( / i A(u)du) ,

to

W (t) = exp (/t tr A(u)du) det (Vi, ..., V).

to
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4.3. Méthode de variation des constantes

Soit a résoudre le systeme différentiel linéaire
(E) Y/ =AY + B(),
et soit R(t,to) la résolvante du systeéme linéaire sans second membre
(Eo) Y = A(t)Y.
On cherche alors une solution particuliere de (E) sous la forme
Y (t) = R(t, to) - V(1)
ou V est supposée différentiable. 1l vient
= (& Rt10)) - V(0) + Rt 10) - V' (1)

= A(t)R(t,to) - V(t) + R(t, to) - V'(t)
=AY (t) + R(t, to) - V'(¢).

11 suffit donc de prendre R(t,to) - V'(t) = B(t), c’est-a-dire
VI(t) = R(to, 1) - B(t),

V(t) = / R(to,u) - B(u)du,

to

Y(t) = R(t,to) - V(t) = / R(t, to)R(to, u) - B(u)du,

to

Y(t):/ R(t,u)B(u)du.

to

On obtient ainsi la solution particuliere telle que Y (o) = 0. La solution telle que
Y (tg) = Vi est donnée par

Y(t) = R(t, to) - Vo + / t R(t,w)B(u)du.

to

Dans le cas ot A(t) = A est a coefficients constants on retrouve la formule du § 2.4,
dans laquelle R(t,tg) = e~%)4 et la formule du Wronskien équivaut & Iidentité
déja connue

det (e7t0)A) = exp ((t — to) tr A).
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5. Problemes

5.1. Soient b et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle fixé T' = [0, 7[. Soit (S)
le systeme différentiel linéaire a coefficients constants et avec second membre

{ = y + b(t)
y' =2z —y+c(t)
et soit (Sp) le systeme sans second membre associé (pour lequel b(t) = ¢(t) = 0).

(a) Ecrire la matrice A de (Sp), et calculer e!4.

(b) Déterminer la solution générale du systeme (Sp).

(c) Déterminer la solution générale du systeme (S) pour b(t) = 0, c(t) = e~ .

5.2. Soit t une variable réelle > 0. On considere le systeme différentiel linéaire

o {52,

y' =z—y

(a) Ecrire la matrice A de (S), montrer qu’elle a deux valeurs propres réelles A et
i (A > p) et déterminer les sous-espaces propres correspondants.

(b) On pose e, = <é), €y = ((1)), et on note respectivement v, = <z)‘) et
A
vy, = Ti ) es vecteurs propres associés a A et u tels que yy =y, = 1.

Yu
Calculer zy, x,. Déterminer la matrice de passage P de I’ancienne base (e, e,)
a la nouvelle base (vy,v,), et calculer sa matrice inverse P~!.

¢ a(t) b(t)
(c) On pose ¢4 = <c(t) d(#)

Donner la solution du systeme (S) vérifiant les conditions initiales x(0) = =z,
y(0) = yo.

). Calculer explicitement a(t), b(t), c(t), d(t).

(d) Soit T'(xo,yo) la trajectoire t — <ZE§;) = M (t) correspondant aux conditions
initiales M (0) = <:v0 ) .
Yo
(o) Pour quelles positions de M (0) cette trajectoire T'(zo, yo) est-elle une demi-

droite ?
(8) Pour quelles positions de M (0) tend-elle vers 0 quand ¢t — +oo 7

(v) Indiquer sur un méme figure :

e la forme des trajectoires T'(xo,0) partant d’'un point (zo,0), zo > 0,
de 'axe des x ;
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e la forme des trajectoires T'(0,yo) partant d’un point (0,%0), yo > O,
de I'axe des y.

5.3. On note t une variable réelle, et on considere les deux matrices

o=(10) o=l )

(a) Pour tout n > 0, calculer explicitement B™ et C", et en déduire e'?

et etC.

(b) Mémes questions pour la matrice

OO R O
OO O
O R OO
—_ -0 O

On pose maintenant 7' = [0, +o00[ ; on note b;(t) (1 < i < 4) quatre fonctions
continues sur 7', et on considere le systeme différentielle linéaire avec second

membre
y1 = Y2 + b1 (t)
(S) Yo =y + b2(1)
Yz = Y3 + ya + bs(t)
Ys = Ya +ba(t)
On note (Sp) le systeme sans second membre associé a (S).

(c) Ecrire la solution de (So) correspondant a des conditions initiales y;(0) = v;, les
v; (1 <4 < 4) étant quatre constantes données.

(d) Indiquer comment on peut alors résoudre (S) par la méthode dite de variation
des constantes, et appliquer cette méthode au cas particulier

5.4. On considere ’équation linéaire du 3° ordre
(E) v" +y" +y' +y=cost,
ou y désigne une fonction inconnue de la variable ¢ > 0.

(a) Déterminer la solution générale de I’équation sans second membre associée a (E).

(b) A l'aide de la méthode de variation des constantes, déterminer la solution
générale de ’équation (E).

(c) Montrer que (E) admet une solution et une seule de la forme At cos t+ Bt sin ¢ :
la déterminer explicitement, et tracer son graphe.
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5.5. On considere dans R? le systeme différentiel

dx y

— =1l —

di Y
dy

Zd t
T T+ ty

ou z,y sont des fonctions réelles de la variable réelle t.

(a) Résoudre le probleme de Cauchy de donnée initiale (zg, yo) au temps to = 0 (on
pourra poser z = x + iy).

(b) Méme question pour le systéme

0yt cost—tPsint
— =t — cos t — t° sin
dt Y

dy . 3
E-x%—ty%—tsmt—i—t cos t.

5.6. On considere un systeme différentiel X’ = A(¢)X ou A(t) est une matrice a
2 lignes et 2 colonnes a coefficients de période 27, bornés et continus par morceaux.

(a) Montrer que I'application qui & M € R? associe la position & I'instant s de la
solution X (¢t) de X' = A(t) vérifiant X (0) = M est une application linéaire
bijective. On désignera par U, cet endormorphisme et on notera V = Us,.

(b) Montrer que I'équation X’ = A(t)X admet une solution 27-périodique non
identiquement nulle si et seulement si 1 est valeur propre de V' ; comment peut-
on interpréter le fait que V admette pour valeur propre une racine k-ieme de
I'unité 7

(¢) On considere I'équation différentielle y” + f(¢)y = 0 ou f est une fonction 27-
périodique a valeurs rélles. Mettre cette équation sous la forme d’'un systeme
du premier ordre.

(d) On supposera dorénavant que

{(w+8)2 si tel0,n]
(w—e¢)? si tem2n|

ol 0 < € < w sont des constantes. Déterminer U, ; montrer que V' se met sous
la forme B o U, ou l'on déterminera la matrice B (on pourra utiliser que f est
constante sur [m, 27| ainsi que sur [0, 7w[). Vérifier que det V' = 1.

(e) Montrer qu’alors une des valeurs propres de V' est inférieure a 1 en module et que
I’équation y” 4 f(t)y = 0 admet une solution bornée (non identiquement nulle)
sur [0,4o00] et une solution bornée (non identiquement nulle) sur | — oo, 0] ;
a quelle condition admet-elle une solution bornée (non identiquement nulle)
sur R 7
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(f) Montrer que la trace de V' s’écrit
—A cos 2me + (2 + A) cos 2w

o +
w 9 w—e&
-

=2(1+A).
w—€ w+te
En déduire que si w n’est pas la moitié d’un entier et si € est assez petit, toutes
les solutions de y” 4+ f(t)y = 0 sont bornées. Que passe-t-il si w est la moitié
d’un entier ?






Chapitre VIII

Méthodes numériques a un pas

L’objectif de ce chapitre est de décrire un certain nombre de méthodes permettant
de résoudre numériquement le probléeme de Cauchy de condition initiale y(tp) = yo
pour une équation différentielle

(E) y/ - f(tv y),

ou f: [to,to+T] xR — R est une fonction suffisamment réguliere. Nous avons choisi
ici d’exposer le cas des équations unidimensionnelles dans le seul but de simplifier
les notations ; le cas des systemes dans R™ est tout a fait identique, a condition
de considérer y comme une variable vectorielle et f comme une fonction vectorielle
dans les algorithmes qui vont étre décrits.

Etant donné une subdivision to < t; < ... <ty = to+ T de [to,to + T, on cherche
a déterminer des valeurs approchées yo,y1,...,yn des valeurs y(t¢,) prises par la
solution exacte y. On notera les pas successifs

hn:tn+1_tn7 OS”SN_L

et
hmax = max (hy,)

le maximum du pas.

On appelle méthode a un pas une méthode permettant de calculer y, 41 a partir de
la seule valeur antérieure y,. Une méthode a r pas est au contraire une méthode
qui utilise les r valeurs antérieures y,, ... ,Yn—r4+1 (valeurs qui doivent donc étre
mémorisées) afin de faire le calcul de yp41.

1. Définition des méthodes a un pas, exemples

1.1. Définitions

Les méthodes a un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent
s’écrire sous la forme

yn—|—1 :yn+hn@(tn7yn7hn)7 0§n< N?
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oun @ : [to,to +T] x R x R — R est une fonction que 'on supposera continue.
Dans la pratique, la fonction ®(¢,y, h) peut n’étre définie que sur une partie de la
forme [to,to+T] x J x [0,0] ou J est un intervalle de R (de sorte en particulier que
[to, to+T] x J soit contenu dans le domaine de définition de I’équation différentielle).

Exemple — La méthode d’Euler est la méthode & un pas associée a la fonction
O(t,y,h) = f(t,y), et définie par la formule de récurrence y, 11 = yn + hn f(tn, yn)
(voir chapitre V, §2.3).

Définition — L’erreur de consistance e, relative a une solution eracte z est
lerreur
en:Z(tn+1>_yn+17 0<n<N

produite par application de lalgorithme Yni11 = Yn + hn®(tn, Yn, hn) @ partir de la
valeur y, = z(t,). Autrement dit, cette erreur mesure l’écart entre la valeur exacte
2(tnt1) au temps tni1, et la valeur approchée y,.1 issue de la valeur y, = z(t,)
prise comme valeur initiale au temps t,, (une seule étape de l’algorithme est donc
mise en jeu). En termes de la fonction ®, on a

en = 2(tnt1) — 2(tn) — hn®(tn, 2(tn), hn).

Z(tn_|_1> -
Yn+1 7

Yn 7

Comme le montre le schéma ci-dessous, ’erreur de consistance n’a a priori que peu
de rapport avec l'erreur globale #,, = max |z(¢;) — y;| résultant d’un calcul de n
0<i<n

valeurs successives y1, ..., Yy, & partir de la donnée initiale yg = 2z(tg) (qui est a vrai
dire la seule erreur intéressant réellement le numéricien). On imagine cependant, et
nous reviendrons la-dessus plus en détail au § 2, que |0,,| sera de 'ordre de grandeur
de |eg| + |e1] + -+ + |en—1]|, sous des hypotheéses convenables de régularité pour la
fonction f. C’est pourquoi I’évaluation de e,, va gouverner ’évaluation de l’erreur
globale.
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[Les fonctions z, z1, 2o, 23 représentent ici les solutions exactes passant par les
pOiIltS (t()vy()) et (t]7y3>7 ] = 17 27 3]

1.2. Retour sur la méthode d’Euler
Soit z une solution exacte de 1’équation (E). On a au premier ordre ’approximation
2(tnt1) = 2(tn + hn) = 2(tn) + hp 2 (tn) = 2(tn) + Bn f (tn, 2(tn))-
Comme on I’a déja vu au chapitre V, ceci conduit a l'algorithme
{ Ynt1 = Yn + hnf(tn; Yn)
o1 = tn + ha.
Par définition de I'erreur de consistance, on a e, = z(t,, + hyn) — Yn+1 OU
Yni1 = 2(tn) + hnf(tn, 2(tn)) = 2(tn) + hn2' (t,).

La formule de Taylor-Lagrange donne
1
en = 2(ty + hy) — (2(tn) + hp2' (t,)) = 3 h22" (t,) + o(h?),

pourvu que z soit de classe C2. C’est bien le cas si f est de classe C', et on sait
alors que

() = fUt2() ot U =fl+flf.

On en déduit par conséquent

1
en =5 hofM(tn, yn) +o(h7).

Cette erreur en h2 est relativement importante, & moins que le pas h, ne soit
choisi tres petit, ce qui augmente considérablement le volume des calculs a effectuer.
On va donc essayer de construire des méthodes permettant de réduire I'erreur de
consistance e,,.
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1.3. Méthode de Taylor d’ordre p

Supposons que f soit de classe CP. Alors toute solution exacte z est de classe CP+1,
et sa dérivée k-ieme est 2(F)(t) = flF=1(¢, 2(¢)). La formule de Taylor d’ordre p
implique
"1
2t + hn) = 2(ta) + u hE = 2(t,)) + o(hE).

k=1

Lorsque h,, est assez petit, I’approximation est d’autant meilleure que p est plus
grand. On est donc amené a considérer ’algorithme suivant, appelé méthode de
Taylor d’ordre p :

p
1 _
Yn+1 = Yn + Z H hﬁf[k 1](tn7 yn)
k=1

tn—|—1 == tn + hn

D’apres la définition générale des méthodes a un pas, cet algorithme correspond au
choix ®(t,y,h) = > h_, & hF~1fIF=1(¢ y). Calculons 'erreur de consistance e,,.
En supposant y,, = z(t,,), la formule de Taylor d’ordre p + 1 donne

en = 2(tnt1) — Ynt1 = 2(tn + hy) Z il h 25 (t,)

= Gy T ) 0B,

L’erreur est donc maintenant de l'ordre de h2*!. On dira d’une maniere générale
quune méthode est d’ordre p si I'erreur de consistance est en h?*! chaque fois que
f est de classe C? au moins. La méthode d’Euler est le cas particulier p = 1 de la
méthode de Taylor.

Remarque — Dans la pratique, la méthode de Taylor souffre de deux in-
convénients graves qui en font généralement déconseiller 'utilisation pour p > 2 :

e Le calcul des quantités fI¥! est souvent complexe et cotiteux en temps machine.
Il faut aussi pouvoir évaluer explicitement f*l, ce qui n’est pas toujours le cas
(par exemple, si f est une donnée expérimentale discrétisée).

e La méthode suppose a priori que f soit tres réguliere ; les erreurs risquent
donc de ne pas pouvoir étre controlées si certaines dérivées de f présentent des
discontinuités ou une mauvaise continuité (pentes élevées).

1.4. Méthode du point milieu

Cette méthode est décrite par le schéma suivant.
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/ t+h/2 t+h /

L’idée est que la corde de la fonction z sur [t,t+ h] a une pente voisine de 2’ (t + %),
alors que dans la méthode d’Euler on approxime brutalement cette pente par z’(t).
On écrit donc :

z(t+h) =~ z(t) + h2' (t + g) (%)

Si z est de classe C3, il vient
1 1
2(t+h) = z(t) + h2'(t) + 3 R (t) + 6 R32" () 4 o(h3),

h 1 1
/ i / - " = o2 2
z(t—l—2> z(t)+2hz (t)+8hz (t) + o(h*).

L’erreur commise est donc

e=2(t+h) —2(t) — h? (t + g) - i 32" (1) + o(h%),

soit une erreur en h3 au lieu de h? dans la méthode d’Euler. On par ailleurs

z'(t—l— g) = f(t—l— g,z(t—l— g))

Comme la valeur de z(t + %) n’est pas connue, on ’approxime par

z(t ¥ g) ~ 2(t) + g £(t, 2(1)), (#%)
d’ou en définitive
h h
2+ h) = 2(t) + hf(t + 5,20 + 5 £, z(t))).

L’algorithme du point milieu est associé au choix

O(t,y,h) = f(t+ g,ergf(t,y))
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et donne lieu au schéma numérique

( hn

P,
Pn = f(tn + 7ayn+%)

f(tn, yn)

Yn+1 = Yn + hnDn

tn+1 - tn —|— hn.
\

Calculons lerreur de consistance : e, = 2(tn4+1) — Yn+1, avec y, = 2(t,). On a
en = &n + £, ol les erreurs

en = 2(tns1) — 2(tn) — hnz (t + %)

hn
£ = (b + ) = (Wt — 2(t0))

(1o B ) < (e )

proviennent respectivement des approximations (x) et (xx). D’apres le calcul fait
plus haut

1

1
T s 3y — = 33 r[2] 3
en = 5y 2" () +0(hy) = o0 1 [ (En, yn) + o(hy,).

D’autre part

() —y = 2 ) (2t + B )

1 1
= 5 B2 (tn) + 0(12) = < 21 (b, ) + 0(h2)

D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué en y, on a
hy, hy, hy,
Pt ozt ) = S (et 5ommes)
/ hn hn
s ) (1) )
1
= (1t ya) + 0(hn) ) (5 B2 (t0s ) + 0(h2))

1
= 5 I fy W (tnsyn) + o(h?),
d’ou 1
e =g W fy Mt yn) + o).

On en déduit
— p3(f2 1 r(1] 3
=¢en +e, 24h (f +3f,f )(tn,yn)+o(hn).

La méthode du point milieu est donc d’ordre 2
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1.5.* Méthode du point milieu modifié

Si on observe les algorithmes précédents, on voit que la seule opération éventuel-
lement cotteuse en temps de calcul est I’évaluation de la fonction f(¢,y), le reste
consistant en un petit nombre d’additions ou de multiplications. On mesure donc
le colit d’'une méthode d’ordre donné par le nombre d’évaluations de la fonction f
qu’elle réclame a chaque pas. Pour des méthodes d’ordres différents la comparaison
ne tient pas, puisqu'une méthode d’ordre plus élevé exige a précision égale un
nombre de pas nettement inférieur.

Dans la méthode du point milieu, on va modifier le calcul successif de f(¢,,y,) et de
la pente intermédiaire p,, = f(tn + h7"7 yn—|—%) en introduisant l'algorithme suivant,
qui fait I’économie de I’évaluation de f(t,,yn) :

( _ h, -
yn+% = Yn + 7 Pn—-1
~ hn
Pn = f(tn + 77%14—%)

gn+1 - gn + hnﬁn

tn—|—1 == tn + hn-

On a donc modifié légerement le calcul de y, 41 en remplagant la pente f(t,,yn)

par la pente p,_1 calculée a I’étape antérieure. Il s’ensuit naturellement que les
valeurs y,, sont elles aussi modifiées en des valeurs y,,.

Remarque — Le démarrage (étape n = 0) présente une difficulté car la pente
p—1 n’a pas été évaluée. On résout cette difficulté en initialisant p_y = f(to, yo)-
On observera que la méthode du point milieu modifié est en fait une méthode a 2
pas (les étapes n et n — 1 sont utilisées pour calculer y,y1). [ |

Evaluons maintenant l’erreur de consistance €, = z(t,41) — Un+1, en supposant
Yn = 2(t,). On peut écrire

€n = (Z(tm—l) - yn+1) + (?Jn+1 - §n+1) =en + 5;;,

ou e, est 'erreur de consistance de la méthode du point milieu standard (on suppose
donc aussi y,, = z(t,,) pour la calculer). Il vient

- h hy ~
5;; = Yn+1 — Yn+1 = hn( (tn + Envyn—l—%) - f(tn + Envyn-i-%))'

hn1~

f(tn, yn) — f(tn—l + —_,yn_%>).

f
Yntl — gn+% = h_n (f(tmyn) _ﬁn—1>
( ;
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~ ~ hn—l ~
Yn = Yn—-1 = ¥Yn = \Yn-1 + 9 Pn—2

~ _ hp—1
=Yn — (yn - hn—lpn—l + ! pn—2>

2
- 1 _
- hn—l (pn—l - 5 pn—Q)

1
- 5 hn—lf(tnayn) + O(hn—1> ;

a la troisieme ligne on utilise le fait que y, = ¥, = 2(t,), et a la quatrieme le fait
que ﬁn—i = f(tn—i + hn—i/27 gn—i+1/2) converge vers f(tn7 yn) pour = 17 2 lorsque
hmax tend vers 0. Grace a la formule de Taylor pour les fonctions de 2 variables, il
vient

f(tn,yn) — f(tn—l + %,gn_%>

hn—l

- 9 f;(tru yn) + % hn—lf(tn7 yn)fg;<tn7 yn) + O(hn—l)

hn—1(ft + £ 1) (tn, yn) + 0(hn—1)

hn—lf[l](tn7 yn) + O(hn—1)7

N =N

d’ou .
Yntl — gm—% - Zh”h”—lf[l](tmyn> + O(hnhn—l)-
On en déduit finalement

1

4 hihn—l (fg;f[l])(tnayn) + O(hihn—1>7

h ~
8;; - hnf:; (tn + ?nacn> (yn—i—% - yn—i—%)

d’ou Perreur de consistance
~ 1 1
en =51 h3 (f[2] + 3f3//f[1])(tn7yn) +7 h%hn—l(f;f[l])(tn,yn) +o(h + h2ha_y).

La méthode du point milieu modifié est donc encore une méthode d’ordre 2 (mais
ce n’est pas une méthode a un pas !).

2. Etude générale des méthodes a un pas

2.1. Méthodes consistantes, stables et convergentes

La premiere notion que nous introduisons a trait au probleme de 1’accumulation
des erreurs de consistance (accumulation purement théorique dans le sens ou on
tient pas compte du fait que la solution calculée s’écarte de la solution exacte, cf.
schémas du § 1.1).
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Définition 1 — On dit que la méthode est consistante si pour toute solution

exacte z la somme des erreurs de consistance relatives a z, soit E len|, tend
0<n<N
vers 0 quand hpyax tend vers 0.

Une autre notion fondamentale est la notion de stabilité. Dans la pratique, le calcul
récurrent des points y, est en effet entaché d’erreurs d’arrondi ¢,. Pour que les
calculs soient significatifs, il est indispensable que la propagation de ces erreurs
reste controlable. On est amené a la définition suivante.

Définition 2 — On dit que la méthode est stable s’il existe une constante S > 0,
appelée constante de stabilité, telle que pour toutes suites (y,), (yn) définies par

Yn+1 = Yn + hnq)(tnayna hn)a 0 S n <N
Unt1 = Un + hn®(tn, Un, hn) + 60, 0<n <N

on ait

max [Go = yal < (10 —vol+ D leal):

0<n<N
== 0<n<N

Autrement dit, une petite erreur initiale |gp — yo| et de petites erreurs d’arrondi ¢,
dans le calcul récurrent des y,, provoquent une erreur finale max |y, —y, | controlable.
Une derniere notion importante en pratique est la suivante.

Définition 3 — On dit que la méthode est convergente si pour toute solution
exacte z, la suite y, telle que Ypy1 = yn + hn®(tn, Yn, hn) vérifie

omax, lyn — 2(tn)| — 0

quand yo — z(to) et quand hpyax — 0.

La quantité JJax |y — 2(tn)| s’appelle l’erreur globale (de la suite y,, calculée par
n

rapport a la solution exacte z). C’est évidemment cette erreur qui importe dans la
pratique.

Calcul de ’erreur globale — Posons y,, = z(t,). Par définition de l'erreur de
consistance (cf. § 2.1) on a

gn—kl - gn + hn(p(tna gna hn) + ep.

Si la méthode est stable, de constante de stabilité S, 'erreur globale est donc

max |y = 2(ta)| < S(Jvo = 2(t0) [ + Y leal).

0<n<N
== 0<n<N

I Corollaire — Si la méthode est stable et consistante, elle est convergente.
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En effet > ., - len| tend vers 0 quand hpax tend vers 0, puisque la méthode est
consistante par hypothese.

2.2. Condition nécessaire et suffisante de consistance

Soit z une solution exacte de 1’équation (E) et soient

en = 2(tnt1) — 2(tn) — hn®(tn, 2(tn), hn)

les erreurs de consistance correspondantes. D’apres le théoreme des accroissements
finis, il existe ¢, € |tn, tni1] tel que

2(tni1) — 2(tn) = hn2/<cn) = hn f(cn, 2(cn))

d’ou
en = hn(f(cn, 2(cn)) — ®(tn, 2(tn), hn)) = hnlcw + Bn)

avec

Oy = f(cm Z(cn)) - q)(cm Z(Cn)7 0)7
Brn = ®(cn, 2(cn), 0) — D(tn, 2(tn), hn).

Comme la fonction (¢, h) — ®(t, z(t), h) est continue sur [tg,to + T x [0,0] qui est
compact, elle y est uniformément continue. Par conséquent, pour tout € > 0, il
existe 7 > 0 tel que hpax <1 — |Bn]| < e. Pour hyax < 1 on adonc

Z |6n|_ Z hn|o-/n| < Z hn|6n|§52hn:T5

0<n<N 0<n<N 0<n<N

On en déduit

to+T
- / (. 2(1)) — Bt 2(2), 0)|dt

0

car E hy o, | est une somme de Riemann de I'intégrale précédente. Par définition,

la méthode est consistante si et seulement si limz len| = 0 pour toute solution
exacte z. On en déduit :

Théoréme — La méthode a 1 pas définie par la fonction ® est consistante si et
seulement si

V(t,y) € [to,to +T] xR,  ®(t,y,0) = f(t,y).

Il résulte de ce théoreme que les méthodes a un pas déja mentionnées sont bien
consistantes.
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2.3. Condition suffisante de stabilité

Pour pouvoir majorer 'erreur globale décrite au § 2.1, il faut savoir estimer d’une
part la constante de stabilité S, et d’autre part la somme ), _y |en|. Le résultat
suivant permet d’évaluer S. a

Théoréme — Pour que la méthode soit stable, il suffit que la fonction ® soit
lipschitzienne en y, c’est-a-dire qu’il existe une constante A > 0 telle que

vVt € [to,to —|—T], V(yl,yg) € RQ, Vh € R on ait

|q)(t7y17h) - é(t7y27h>| < A|y1 - y2|'

Dans ce cas, on peut prendre pour constante de stabilité S = eMT.

Démonstration. Considérons deux suites (y,), (gn) telles que

Yn+1 = Yn + hnq)(tny Yn, hn)7
gn—kl - gn + hn(p(tna gna hn) +en.

Par différence, on obtient
Ynt+1 = Ynt1l < |Yn — Yn| + hnA|gn — yn| + [en].
En posant 0,, = |yn — yn|, il vient
Ont1 < (14 Ahp)0,, + |en].

Lemme de Gronwall (cas discret) — Soient des suites hy,,0, > 0 et e, € R
telles que 0,11 < (1 + Ahy)0, + |en|. Alors

0, < 6A(tn—t0)90 + Z 6A(tn_ti+1)|€i|.
0<i<n—1

Le lemme se vérifie par récurrence sur n. Pour n = 0, I'inégalité se réduit a 6y < 6.
Supposons maintenant 1’'inégalité vraie a ’ordre n. On observe que

1+ Ah, < eMn = Altngi—ta)
Par hypothese on a

Onpy < erlnri=talg e |

< eA(t"“_tO)eO n Z eA(tn+1—ti+1)‘€i| + |en].
0<i<n—1

L’inégalité cherchée s’ensuit a ’ordre n + 1. [ |
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Comme t, —tg < T et t, —t;11 <T, le lemme de Gronwall implique

max 0, < eAT(QO—I— Z |€1|>

0<n<N
== 0<i<N-—1

Par définition de 6,,, on a donc

max Iﬂn—ynléeAT(lﬂo—yolJr > |€n|>,

0<n<N

- 0<n<N
et le théoreme est démontré. [ |
Remarque — Dans la pratique, ’hypothese lipschitzienne faite sur ® est tres

rarement satisfaite globalement pour y1,y2 € R et h € R (ne serait-ce que parce que
le domaine de définition de ® est peut-étre plus petit). Par contre cette hypothese
est souvent satisfaite si on se restreint a des y1,y2 € J et |h| < § ou J est un
intervalle fermé borné assez petit. Dans ce cas, la constante de stabilité S = AT
est valable pour des suites 4, Y, € J et pour hpax < 6.

Exemples — Supposons que la fonction f soit lipschitzienne de rapport k en y
et calculons A, S pour les différentes méthodes déja présentées.

e Dans la méthode d’Euler, ®(¢,y,h) = f(t,y). On peut prendre A =k, S = e*T.

e Dans la méthode du point milieu, on a

@(t,y,h)Zf(tJrg,erg f(t,y)).

On en déduit
h h
|®(t,y1,h) — ®(t,y2, h)| < k)yl +3 fltyr) — (?Jz +3 f(t7y2>)’

< k(I = vl + 5 17 00) = (1,00

h 1
< k’<|y1 — ya| + 5 E|y1 —y2|) = k(1+ 3 hk)\yl — Y.

On peut prendre ici A = k(l + % homax k‘), d’ou

S =exp (kT(l + % hmaxk)).

Si hmax est petit (par rapport & 1/k%T), cette constante est du méme ordre de
grandeur que dans la méthode d’Euler.

Corollaire — Lorsque f est lipschitzienne en y, les méthodes d’Euler et du point
milieu sont convergentes.

Le lecteur observera 1’analogie des techniques utilisées pour obtenir ce corollaire
avec celles utilisées au chapitre V, §3.1.
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2.4. Influence de ’ordre de la méthode sur ’erreur globale

Nous allons voir ici que 'ordre d’une méthode numérique a une influence détermi-
nante sur la précision que cette méthode permet d’atteindre. La définition de I’ordre
que nous allons donne prend l'erreur de consistance comme point de départ (le
lecteur prendra garde au décalage d’une unité entre l’ordre et I’exposant de h,, dans
Perreur de consistance !)

Définition — On dit qu’une méthode a 1 pas est d’ordre > p si pour toute solution
exacte z d’une équation différentielle

(E) y' = f(t,y) ot f est de classe CP,
il existe une constante C > 0 telle que l’erreur de consistance relative a z vérifie
len| < CREYL Wn, 0<n<N.

FElle est dite d’ordre p (exactement) si elle est d’ordre > p mais pas d’ordre > p+1.

Rappelons que l'erreur de consistance est donnée par

€n = Z(tn—|—1> —Yn — hnq)(tnayna hn) ou Yn = Z(tn)

Supposons que P soit de classe CP. La formule de Taylor donne alors
p l
1 0'd
q)(tny yn7 hn) - E m hl a17 (tTm mi 0) + O(h’ﬁ)

Si f est de classe CP, la solution z est de classe CP*! donc

Z(tn—H) —Yn = 2(tn + h) - Z(tn)
p+1
Lok ) n+1
H h’nz (tn) + O(h’n )

1

>
I

hfjlf[l] (tnv yn) + O<h£+1)~

I
NE

£ I+ 1)

0

On en déduit aussitot

L !
N L L 92 pi1
o _; e <z+1 Pt yn) = 5 (tmymo)) +o(hy")

Conséquence — La méthode est d’ordre > p si et seulement si ® est telle que

o'd 1
— — - sl <l<p—1
ahl <t7y70) l—|— 1 f (t7y)7 0 = [ =P
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Sous cette hypothese, 'erreur e,, se réduit a

1 1
n_ hp+1( Pl(t,,, yn) —

ored

S (tryns 0)) + o).

Remarque — De ce qui précéde on déduit les équivalences

Méthode consistante <<  ®(t,y,0) = f(t,y) <  Méthode d’ordre > 1.

L’utilisation de la formule de Taylor avec reste de Lagrange implique 1’existence de
points 7, € |tn, tni1] et Ny € )0, hmax| tels que

1 oPP

€n = h];{’_l (ﬁ f[p]<7'n,2<7'n)) - E % (tan(tn)?nn)) .

Ceci permet (au moins théoriquement) de trouver une constante C' dans la majora-
tion de l'erreur de consistance : on peut prendre

C= Lt 2(0)) oo + n

BT > (620, )

Ohp

ou les normes || ||« sont étendues aux (t, h) € [to,to + T] X [0, hmax]-

Majoration de l’erreur globale — Compte tenu de la majoration supposée
satisfaite pour e,, on a

D lenl <D CHIFE<CY hnhf < CThE

0<n<N

Si la méthode est stable avec constante de stabilité S, on obtient donc la majoration

max |y — z(tn)| < S(lyo — 2(to)| + CThy

0<n<N ma)-

L’erreur initiale |y — z(to)| est généralement négligeable. L’erreur globale donnée
par une méthode stable d’ordre p est donc de I'ordre de grandeur de A .. avec une
constante de proportionnalité SCT (on retiendra que l'ordre est égal a I'exposant
de hpyax dans la majoration de 'erreur globale, alors que 'erreur de consistance,
elle, est en hPT1).

Si la constante SCT n’est pas trop grande (disons < 10?), une méthode d’ordre 3
avec pas maximum Apya = 1072 permet d’atteindre une précision globale de ’ordre
de 10~%.
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2.5. Influence des erreurs d’arrondi

L’erreur globale calculée au § 2.4 est une erreur théorique, c’est-a-dire qu’elle ne tient
pas compte des erreurs d’arrondi qui se produisent inévitablement en pratique. Dans
la réalité 'ordinateur va calculer non pas la suite récurrente y,, mais une valeur
approchée y,, de y, dans laquelle interviendront

e une erreur d’arrondi p,, sur ®(t,, Yn, hn),

e une erreur d’arrondi o,, sur le calcul de 4,4 1.

En définitive, on aura

gn—kl - gn + hn((p(tna gna hn) + pn> + oy
- gn + hnq)(tru gny hn) + hnpn + on.
Il se peut également que 7 differe légerement de la valeur théorique yg : yo = yo—+eo-
HypOthése - vn, |:0n| < p, ‘0n| <o.
Les constantes p, 0 dépendent des caractéristiques de l'ordinateur et de la précision

des opérations arithmétiques (si les réels sont codés sur 6 octets, on a typiquement
p=10"% 6 =10"10 |gg| < 10719).

Si la méthode est stable avec constante de stabilité S, on en déduit

max [ = yal < S(lol + Y (halpal + o)

0<n<N
== 0<n<N
< S(leo| +Tp+ No).

A cette erreur due aux arrondis s’ajoute 'erreur globale théorique

Jmax |y — 2(tn)| < SCTHE . si Yo = z(to).

L’erreur totale commise est donc

max |, — 2(tn)| < S(leo] + Tp+ No + CThE,,.)

0<n<N max

Supposons le pas h,, = h constant pour simplifier. On a alors N = % et l'erreur est
majorée par

T
E(h) = S(|eo| + Tp+ 5 o+ CTh?) = S(lol + Tp) + ST(% n Chp)

L’étude de E(h) donne la courbe suivante, avec un minimum de FE(h) réalisé en
1

hopt = (;%) T
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hopt h

Typiquement, pour une méthode d’ordre p = 2 ot pC =~ 10, on obtient hqpy ~ 1073,
Si on prend un pas plus petit, I'erreur augmente ! Ceci est du au fait que le
nombre de pas N = % augmente, et avec lui les erreurs d’arrondi, lorsque le pas
h diminue. Les erreurs d’arrondi '’emportent alors sur l'erreur globale théorique
SCThP. L’expérience numérique suivante confirme ces prévisions théoriques.

Exemple — Considérons le probleme de Cauchy y' = y avec donnée yo = 1 en
to = 0. La solution exacte est y(t) = €', d’out y(1) = e ~ 2,7182818285. Si 'on
utilise la méthode du point milieu avec pas constant h, on obtient ’algorithme

Yni1 = (L+h+02/2yn, vo=1.

L’erreur de consistance est donnée par e, ~ h3y, /6, d’ott e, < Ch?® avec C = ¢/6
sur [0, 7] = [0,1]. Par ailleurs, on peut au mieux espérer o = 10711, ce qui donne

< 4500.

10—11 1/3 4
hopt Z (m) ~ 2, 224 - 10~ s Nopt ==

Un calcul sur un ordinateur disposant d’une précision relative maximale des réels
de 101! environ nous a donné en fait les résultats suivants :

hopt

Nombre de pas Valeur yy associée Erreur y(1) —yn
= 10 2,7140808465 4,2-1073
= 100 2,7182368616 4,5-107°
= 500 2,7182800146 4,8-1076

N = 1000 2,7182813650 4,6-1077
= 2000 2,7182816975 1,3-1077
= 3000 2,7182817436 8,5-107%
= 4000 2,7182817661 6,2-10°8
= 4400 2,7182817882 4,0-108

N = 5000 2,7182817787 5,0-1078
= 6000 2,7182817607 6,8-1078
= 7000 2,7182817507 7,8-1078

N = 10000 2,7182817473 8,1-1078

N = 20000 2,7182817014 1,3-1077
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Le nombre de pas optimal observé est Ny, ~ 4400.

2.6. Problemes bien posés, bien conditionnés, problemes
raides

L’objet de ce paragraphe est de mettre en évidence les difficultés qui peuvent
apparaitre dans la mise en ceuvre des algorithmes de résolution numérique.

Définition 1 — On dit qu’un probleme de Cauchy est mathématiquement bien
posé si la solution est unique et dépend continument de la donnée initiale.

Exemple — Considérons le probleme de Cauchy

{y' =2y,  teo,+oo]

y(0) = 0.
Ce probleme admet les solutions y(t) = 0, y(t) = t? et plus généralement

{y(t) =0, t €10, al

y(t) = (t —a)?, tela,+ool.

L’utilisation de la méthode d’Euler y,,+1 = vy, + 2k, /Yy, va conduire aux solutions
approchées suivantes :

esiy=0 y(t)=0
esiyy=¢ y(t) ~ (t + v/€)? quand hyayx — 0.

Il n’y a ici ni unicité, ni continuité de la solution. Le probleme de Cauchy est donc
mathématiquement mal posé.

Les résultats du chapitre V § 3.2 (et ceux a venir du chapitre XI § 1.2) montrent
que le probleme de Cauchy est mathématiquement bien posé dés que f(t,y) est
localement lipschitzienne en y.

Définition 2 — On dit qu’un probléme de Cauchy est numériquement bien posé si
la continuité de la solution par rapport a la donnée initiale est suffisamment bonne
pour que la solution ne soit pas perturbée par une erreur initiale ou des erreurs
d’arrondi faibles.

Par I'expression « continuité suffisamment bonne », on entend en général I’existence
d’une constante de Lipschitz petite en regard de la précision des calculs. On notera
que la définition 2 ne fait pas référence a la méthode de calcul utilisée.

Exemple 2 — Soit le probleme de Cauchy

{y':i’)y—l, t €10, 10]
y(0) = 3.
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La solution exacte est y(t) = ¢ + +. La donnée initiale §(0) = 3 + ¢ fournit

y(t) =t + %+ +e€®. On a alors
7(10) — y(10) = £ - 30 ~ 10"3¢.

Le probleme est ici mathématiquement bien posé, mais numériquement mal
posé si la précision des calculs est seulement de 107!°. Le probleme redevient
numériquement bien posé si la précision des calculs est de 10720,

Exemple 3 — L’exemple suivant montre que méme un probléme numériquement
bien posé peut soulever des difficultés inattendues :

{y’ = 150y +30, teo,1],
y(0) = 3.

La solution exacte est y(t) = + et la donnée initiale y(0) = £ + ¢ fournit
y(t) = 3 +ee 1% Comme 0 < e~ < 1 sur [0, 1], le probleme est numériquement

bien posé. La méthode d’Euler avec pas constant h donne

Yn+1 = Yn + h(—150y,, + 30) = (1 — 150h)y,, + 30h,

1 1
w1 — £ = (1= 1500) (g — ),
Ynt1 — ¢ = (1= 150h)(yn = £)

dott Yn — % —(1- 150h)”(y0 - %)

Supposons h = %. Une erreur initiale yg = % + € conduit a y,, = é + (—=2)™e, d’ou
pour t =1
Yso = E + 259 ~ 1 +10%%¢!
5 50

Pour que |y, | ne diverge pas vers +o00, il est nécessaire de prendre |1 — 150h| < 1,
soit 150h < 2, h < %5 Bien que le probleme soit tout a fait bien posé, on voit
qu’il est nécessaire de prendre un pas assez petit, et donc de faire des calculs plus
cotliteux que d’ordinaire.

Définition 3 — On dit qu’un probléme est bien conditionné si les méthodes
numeériques usuelles peuvent en donner la solution en un temps raisonnable.

Un probleme sera bien conditionné si la constante de stabilité S n’est pas trop
grande (disons nettement < 10! si la précision des calculs est 10719). Sinon, on
dit qu’on a affaire a un probléme raide.

On sait qu’en général la constante de stabilité S est majorée par e*”. Dans un
probleme raide, on peut avoir typiquement AT = 103, e*” > 10%%°. 1 existe des
algorithmes permettant de traiter certains problemes raides, mais nous n’aborderons
pas cette question. Le lecteur pourra consulter sur ce point le livre de Crouzeix-
Mignot.
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3. Méthodes de Runge-Kutta

3.1. Principe général

On considere un probleme de Cauchy

{y’ = f(t,y),  te&lto,to+T]
y(to) = %o

et on cherche a discrétiser ce probleme par rapport a une subdivision tg < t; < ... <
ty =to+T. L’idée est de calculer par récurrence les points (¢, y,) en utilisant des
points intermédiaires (¢, ;, Yn,i) avec

tn,i:tn‘i'cihn, 1 Szgq, c; € [0, 1]
A chacun de ces points on associe la pente correspondante

Pn,i = f(tn,i7 yn,i)-

Soit z une solution exacte de I’équation. On a

i) = 2(tn) + / "R 2())dt
= 2(tp) + hn /Ci ftn + uhy, 2(t, + uhy))du
0

grace au changement de variable t = t,, + uh,,. De méme

1
2(tht1) = 2(tn) + hn/ ftn + uhy, 2(t, + uhy,)du.
0

On se donne alors pour chaque ¢ = 1,2, ..., q une méthode d’intégration approchée
() | awit= 3" asgle),
0 1<j<i

ces méthodes pouvant étre a prior: différentes. On se donne également une méthode
d’intégration approchée sur [0, 1] :

o) | o= 3 bt

En appliquant ces méthodes d’intégration a g(u) = f(t, +uhy, z(t, +uhy,)), il vient
2(tng) = 2(tn) + ho Y @ijftn g, 2(tnj)),
1<j<i

2tng1) = 2(tn) +hn Y bif (tn g, 2(tns)).

1<5<q
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La méthode Runge-Kutta correspondante est définie par 1’algorithme

( tn,i = tn + Cihn
Yn,i = Yn + hy Z QijPn,j 1< < q
1<j<i
Pn,i = f(tn,ia yn,i)
tn—|—1 - tn + hn
Ynt+1 = Yn + hn Z bjpn,j~
\ 1<5<q

On la représente conventionnellement par le tableau

(M1> C1 0
(Mz) C2 a21

0 0

(M,) Cq g1 Qg2 ... Ggg—1 O
(M) by be ... byo1 by

ou les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose par
convention a;; = 0 pour j > 7.

Hypothése — On supposera toujours que les méthodes d’intégration (M;) et (M)
sont d’ordre 0 au moins, c’est-a-dire

C; = Z Aij, 1= Z bj.

1<i<i 1<j<q

En particulier, on aura toujours
c1 =0, tn1=1%tn, Yn1l="UYn, DPni1= f(tmyn)-
3.2. Exemples

Exemple 1 — Pour q = 1, le seul choix possible est
On aici ¢ =0, a;; =0, by = 1. L’algorithme est donné par

Pn,1 = f(tna yn)
tn—i—l =t, + hn
Yn+1 = Yn + hnpn,l

Il s’agit de la méthode d’Euler.
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Exemple 2 — Pour g = 2, on considere les tableaux de la forme

) ou «€]0,1].

L’algorithme s’écrit ici

( Pn,1 = f(tna yn)
tn’g = tn + Cl{hn
Yn,2 = Yn + ahnpn,l
Pn2 = f(tn,Qa yn,Q)
tn—i—l - tn + hn

Yn+1 = Yn + hn<<1 - i) Pn,1 + i pn,2>7

\

ou encore, sous forme condensée :

Ynt+1 = Yn + hn(<1 - %) f(tn,yn) + % f(tn + ahn, yn + ahnf(tayn>)>-

C’est néanmoins la premieére formulation qui est la plus efficace en pratique,
puisqu’elle requiert seulement deux évaluations de la fonction f au lieu de 3 pour
la forme condensée.

e Pour a = %, on retrouve la méthode du point milieu

h

n hn
Yntl = Yn + hnf<tn + ?7yn + o f(tmyn)>v

qui est basée sur la méthode d’intégration du point milieu :

o) [ otwar=(3).

e Pour a = 1, on obtient la méthode de Heun :

1 1
Yn+1 = Yn + hn(§ f(tn7 yn) + 5 f(tn-l-l? Yn + h'nf(tn7 yn)))’

qui repose sur la méthode d’intégration des trapezes :

(9(0) +g(1)).

N —

() / g(t)dt ~
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Exemple 3 — Méthode de Runge-Kutta « classique» :
Il s’agit de la méthode définie par le tableau

|~

N
[a)
(@)
[a)

1 0O 0 1 O
1 2 2 1
6 6 6 6
L’algorithme correspondant s’écrit
( Pn,1 = f(tna yn)
tn,Q =1n+ % b,
Yn,2 = Yn T % hppn,1
Pn,2 = f(tn,27 yn,Z)
Yn,3 = Yn + % hnpn,Q
Pn3 = f(tn2,Yn.3) (noter que t, 3 =ty 2)
tni1 = tn + hy (noter que £y 4 = t,41)
Yn,d = Yn + hnpn,S
Pna = f(tni1,Yna)
L Yn+1 = Yn + hn(% Pn1 + % Pn,2 + % DPn,3 + % pn,4)

On verra plus loin que cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes
d’intégration (M;) et (M) utilisées sont respectivement :

9(0) : rectangles a gauche,

1 . .
g(§> :  rectangles a droite,

1 1
(My) /g(t)dt:g(—): point milieu,

0 2

1 1 2 /1 2 /1 1 )
(M) / o0t~ ¢ g0+ 2 (1) + 2 g(3) + 5 91): Simpson

3.3. Stabilité des méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes a un pas

Yn+1 = Yn + hnq)(tnayna hn)
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avec @ (L, Yn, hn) = Z bjpn, ;- La fonction ® est définie de maniere explicite par

1<5<q
O(t,y,h) = Z b f(t+cjh,y;) avec
1<j<q
, (%)
vi=y+h > agf(t+ehy), 1<i<q
1<j<i

Supposons que f soit k-lipschitzienne en y. On va montrer que ® est alors également
lipschitzienne. Soit z € R et supposons ®(t, z, h) et z; définis a partir de z comme
dans la formule ().

Lemme — Soit a = max( Z |a7;j|>. Alors

1<j<i

lyi — 21| < (14 (akh) 4 (akh)® + ...+ (akh)™ )|y — 2|.

On démontre le lemme par récurrence sur i. Pour i =1, ona y; =y, 21 = z et le
résultat est évident. Supposons I'inégalité vraie pour tout j < i. Alors

lyi — 2l < |y — 2l +h Y laij] - k- I??}Wj — 2,
J<i
[y — 2il <y — 2| + akhmax|y; — z|.
1<i
Par hypothese de récurrence il vient
max ly; — 2| < (1+akh+ ...+ (akh)2)|y — 2|,
j<i

et I'inégalité s’ensuit a 'ordre i. [ |
La formule (%) entraine maintenant

1<j<q

A=k > [bjl(1+ (@khmax) + - -+ (@hkhmax)’ ).

1<5<q

Corollaire — Les méthodes de Runge-Kutta sont stables, avec constante de
stabilité S = M.

Remarque — Dans le cas fréquent ot les coefficients b; sont > 0, on a la relation
A < k(14 (khmax) + - .. + (khmay) T ).

Si les coefficients a;; sont eux-mémes > 0, on a @ = maxc;.
T

Lorsque hpax est assez petit devant 1/ak, la constante de stabilité est donc de
I'ordre de grandeur de e*”". Ces observations montrent que les méthodes de Runge-
Kutta décrites dans les exemples 1, 2, 3 du § 3.3 possedent une excellente stabilité
(il est facile de voir que e*7" est la borne inférieure possible pour S, quelle que soit
la méthode utilisée : considérer pour cela 1’équation y' = ky).
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3.4. Ordre des méthodes de Runge-Kutta

Pour déterminer I’ordre, on peut appliquer le critere du § 2.4 consistant a évaluer les
dérivées 2 8hl (t v, O) : Pordre est au moins égal a p si et seulement si cette dérivée

est égale a l+1 fU(t,y) pour I < p— 1. Grace & la formule (x) du § 3.3, on obtient
facilement les dérivées successives de @ :

¢ D(t,y,0)= > bif(t,y)=f(t,y).

1<5<q

Les méthodes de Runge-Kutta sont donc toujours d’ordre > 1 (c’est-a-dire consis-
tantes).

0o y
hd h (t,y,h ;b (c]ft(t—l—c]h yj)"’f (t—l—cjh y]) 8}5)
Gyz

Zawf (t+cjh,y; +hza13(cjft+fy (9y]>

Jj<i j<i
Pour h = 0, on obtient donc

y;
;;L heD (;aij)f(t7y) =c f(t,y)
0P

h (t,y,0) Zbc]ft—l-ff )Wt y) = (qu)f”ty
D’apres le § 2.4, la méthode est d’ordre > 2 si et seulement si ) bjc; = 1

L
92 9 9 9%,
anz by h Zb( w261y ayff” <ﬁ> + 1y 6}?2])’

22%=22aij<c]-fz+;%%;>+h2au<2 )

Jj<i

Pour h = 0, il vient

82% ’
Oh? |h=0

82
=z (£..0) Zb (it + 2000 + )6 y) + 2D basje; fi (] + [ (L y).

,J

= QZaijCj(fé + f, )t y),

Or f[? est donné par

P y) = (P + () f
= (fL+ LoD+ L+ Ly D)y f
= fi+ L+ T+ f 2+ 12T
= (fit + 201 f + [0, 1) + o (FL+ Fo 1)
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La condition ‘g%’ (t,y,0) = % fBl(t,y) se traduit en général par les conditions
1 1
2
ijcj = g, Zbiaijcj = 6
i,J
(prendre respectivement f(t,y) = t2, puis f(t,y) = t + y pour obtenir ces deux

conditions). Un calcul analogue (pénible !) de 33’7‘2 conduirait au résultat suivant.

Théoréme — La méthode de Runge-Kutta définie par le tableau des coefficients
Ci, Qij, bj est

e d’ordre > 2 ssi ijcj =

J

— N =

1 1

e d’ordre > 3 ssi ijcj =37 ijc? =3 ; Zbiaijcj =5
J J iy J

e d’ordre > / ssi

1 1
dobie=55 D =55 D> b=+
, 2 , 3 4
j j
1 1 1
Zbiaijcj =5 Zbiaij 2= 3 Zbiciaijcj =3
1,5 1,5 4,

1
Z biaijajkck = E
1,7,k

—_

Pour la vérification pratique, on notera que certaines des expressions précédentes
C1
sont des produits des matrices C' = | : |, A= (a;;), B = (biba...by). Ainsi

Cq

Z biaijcj = BAC, Z biaijajkck = BAQC

] 4,5,k

Pour les exemples du § 3.2, on voit ainsi que la méthode d’Euler est d’ordre 1, et
que les méthodes de 'exemple 2 sont d’ordre 2. De plus, dans une méthode avec
g = 2,1l y a a priori un seul coefficient a;; non nul, a savoir a = ag;. On a alors

Coy = Ej<2 az; = a et la méthode est d’ordre 2 au moins ssi ijcj = byax = 1/2,
soit bo =1/2a et by =1 — by =1 —1/2a.. On voit donc qu'il n’y avait pas d’autres
choix possibles pour une méthode d’ordre 2 avec ¢ = 2.

Enfin, la méthode Runge-Kutta « classique » présentée dans I’exemple 3 est d’ordre 4
(Pordre n’est pas > 5 car Zbﬂ? # 1/5). C’est si l'on peut dire la «méthode
reine » des méthodes & un pas : ordre élevé, grande stabilité (grace a la positivité
des coefficients, voir remarque finale du § 3.3). Il existe des méthodes d’ordre encore

plus élevé (voir exercice 5.4), mais leur plus grande complexité les rend peut-étre
un peu moins praticables.
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4. Controle du pas

La maniere la plus simple pour appliquer une méthode de résolution numérique
consiste a utiliser un pas constant h,, = h.

La principale difficulté est alors de déterminer hy,,x de facon que I'erreur globale ne
dépasse pas une certaine tolérance ¢ fixée a ’avance ; on ne sait pas en effet quelle
sera 1’évolution de la solution étudiée, de sorte qu’il est difficile de prévoir a prior:
les erreurs de consistance.

L’utilisation d’algorithmes a pas variables présente de ce point de vue deux
avantages majeurs :

e 'adaptation du pas a chaque étape permet d’optimiser l'erreur commise en
fonction de la tolérance prescrite €, sous réserve qu’on dispose d’une estimation
«instantanée » de 'erreur de consistance e,,.

e ’approche d’une discontinuité ou d’une singularité de ’équation différentielle ne
peut se faire généralement qu’avec une réduction importante du pas. Dans cette
circonstance, il convient d’arréter I’algorithme avant de traverser la discontinuité,
faute de quoi les erreurs deviennent imprévisibles. Le calcul du pas sert alors de
test d’arrét.

4.1. Principe général du controle

Soit [to,to + T l'intervalle de temps considéré. On suppose fixée une tolérance e
pour 'erreur globale
— 2(Tn)|.
oax [yn — 2(tn)]
Supposons également qu’on dispose d’un estimation S de la constante de stabilité.
En négligeant I'erreur initiale |yo — 2(to)| et les erreurs d’arrondi, on a alors

max |y, —z(t.)] <S> \en\zszhnij

0<n<N
== 0<n<N

< S(Zhn) max (%) < ST max <|Z—:|>

n

Il suffit donc de choisir les pas h,, en sorte que

|€n|> €

max (— <d=—:

hy, ST’

% représente intuitivement ’erreur de consistance par unité de temps, et c’est ce
n

rapport qu’il s’agit de controler.

Il est bien entendu impossible de déterminer exactement e,,, sinon on connaitrait du

méme coup la solution exacte par la formule z(t,,11) = yn+1 + e, ! On va supposer

néanmoins qu’on dispose d'une estimation e} de e,,.

Dans la pratique, on se fixe un encadrement [Amin, Amax] du pas (Amin est imposé
par les limitations du temps de calcul et par ’accroissement des erreurs d’arrondi
quand le pas diminue, cf. § 2.5). On essaie alors de choisir h,, € [hmin, hmax| de fagon
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que |ef|/hy <6, et sil'erreur est notablement inférieure on se permet d’augmenter
prudemment h,,. Par exemple :

e si %5 < ‘Zz' <4, alors  hpy1:=hy
e si |Zz‘ < % 5, alors hn—|—1 = m1n(125 hn, hmax) 5
esi 1155 alors Ry i= 0.8k, avec arrét de Valgorithme si Ayt < hunin.

Ce dernier cas peut correspondre a ’approche d’une discontinuité, I’erreur augmen-
tant continuellement malgré la diminution du pas.

Pour l'initialisation du pas, on prend hy = hpyin, a moins que ’on connaisse une
valeur initiale plus appropriée.
4.2. Estimation du rapport |e,|/h,

Pour estimer e,, il n’est pas question d’utiliser les expressions analytiques des

rd . rd l A rd
dérivées % et fU, beaucoup trop cotiteuses en temps de calcul. On est donc amené

a rechercher des estimations ad hoc, qui n’utilisent si possible que des quantités déja
calculées par 'algorithme, et qui ne réclament pas de nouvelle évaluation de f.

e Méthode d’Euler
Si pn = f(tn,yn), alors

Pn+1 —Pn = f(tn + Ny Yn + hnf(tm yn)) - f(tnv yn)
= hnfff(tna yn) + hnf(tm yn)fg//(tm yﬂ) + O(hn>
= hnf[l](tn, Yn) + o(hy).

Comme e, = 2 h2 fl(t,,yn) + o(h2) on a une approximation de e, donnée par

ey, B 1
hoT 3 (Pr+1 — Pn)-

Ceci ne nécessite aucun calcul supplémentaire puisque p,41 est de toute fagon
nécessaire pour ’étape suivante.

e Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

0 0 0
o o 0
1 1
1—- —
20 2«
D’apres le § 2.4 on a ici
1 9%®

1
€n = hi(g f[Z](tn7yn) - (tn7yn70)> + O(h’i)’

2! 9h?
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et les calculs du § 3.4 donnent

en =13 (5 1= & (F 20T+ £ f)) () + 0(B)

1 1
= (5 = D)+ 200 d + 1) + 5 Sy f M) + ().

On est par ailleurs amené a calculer les quantités

pn,l - f(tnayn)a
Pn,2 = f(tn + Oéhn, Yn + ahnpn,l),

1 1
Pn+1,1 = f(tn + hnayn + hn((l - _>pn,1 + _pn,2>>-
2c0 2c0

Des développements limités d’ordre 2 donnent apres calcul :

h2
P = Pt = 0hn [+ a® T2 ([l + 200, + [, 1) + o(h),
1
Pn+1,1 — Pn,1 = hnf[l] + hn % (pn,2 _pn,1>fg;
T 2l B 4 o)
9 tt ty yy o\ )s
1 h% " " 1 p2
Pn+1,1 — Pn,1 — a (pn,2 _pn,l) = (1 - a) 7 ( ¢t T 2ftyf + fyyf )
ha 1 2
+ 5t LM+ o(h7).
On peut approximer treés grossierement e, /h,, par

e, 1 ( 1 ( ))
hn - 3 Pn+1,1 Pn1 o Dn,2 Pn,1))-

Il n’y a pas de justification théorique sérieuse pour cela, I'idée est simplement que
les développements limités se ressemblent formellement.

e Méthode de Runge-Kutta classique

Il n’y a pas ici de méthode simple permettant d’évaluer e,,, méme grossierement.
On peut cependant observer que

en = h2 x (dérivées d’ordre < 4 de f) ;
D’autre part, des calculs analogues a ceux ci-dessus montrent que les quantités
)\n = Pn,a — 2pn,2 + Pn,1 et Hn = Pn,3 — Pn,2

sont de la forme
h? x (dérivées d’ordre < 2 de f).
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len

Au lieu de comparer h—nl a d, on peut essayer de comparer

M2 a9

5 r_ _ | &
Aol + ] A 5—\/5—\/ST,

quitte & ajuster éventuellement les valeurs de § et ¢’ par tatonnements.

ou (plus rapide)

Si I'on désire une évaluation plus précise de e,, il est nécessaire d’utiliser des
techniques plus élaborées, telles que les méthodes de Runge-Kutta emboitées (voir
par exemple le livre de Crouzeix-Mignot, chapitre 5, § 6).

5. Problémes

5.1. On étudie la méthode numérique (M) de résolution de I’équation différentielle
y' = f(x,y) définie par

Yn+1 = Yn + hn(p(tna Yn, hn)a

B, h) = f(t,9) + B+ 5y + 5 F(69) 27+ by + BT R)

ol «, 3,7 sont des réels compris entre 0 et 1.

(a) Pour quelles valeurs du triplet («, 3, ) retrouve-t-on

e la méthode d’Euler ?
e la méthode du point milieu ?

e la méthode de Heun 7

(b) Dans cette question et la suivante, on supposera que la fonction f(¢,y) est de
classe C™ sur [tg,to + 7| X R, et k-lipschitzienne en y. Pour quelles valeurs de
(a, B,7) la méthode proposée est-elle stable ?

(¢) Quelles relations doivent satisfaire (a, 3,7) pour que la méthode soit

consistante 7 convergente 7 d’ordre > 17 d’ordre > 27

La méthode (M) peut-elle étre d’ordre supérieur ?

5.2. On considere la méthode de Runge-Kutta définie par le tableau

0 0 0 0
/4| 1 0 0
3/41-9/20 6/5 0

1| 1/9 1/3 5/9
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On considere ’équation y' = f(t,y) = t+y+ 1. Résoudre cette équation et calculer
f(0,0) pour tout n. Que peut-on dire de 9"®/9h™(0,0;0) ? Déterminer I’ordre
de cette méthode.

5.3. On se propose d’obtenir une borne explicite pour l'ordre p d’'une méthode de
Runge-Kutta dont le nombre de points intermédiaires ¢q est fixé.

(a) Dans l’espace vectoriel P,, des polynémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n, on considere la forme bilinéaire

(P,Q) = /0 P(z)Q(x)dz.

Déterminer la matrice de cette forme bilinéaire dans la base canonique

(1,z,...,2™). En déduire que la matrice symétrique
1 1/2 ... 1/(n+1)
1/2 1/3 1/(n+2)
M= .
1/(n+1) 1/(n+2) 1/(2n+1)

est définie positive et que det M > 0.

(b) On considere pour g € N le systéeme d’équations
by +ba+...0,=1
6101 + bQCQ +... +chq = 1/2

bici? + ...+ b2 =1/(2q + 1)
ou les b; et ¢; appartiennent a R*% . Dans R9*! on note F l’espace vectoriel
engendré par les vecteurs (1, ¢;, c?, ceey c;l.), 1<j5<q.
(o) Quelle est la dimension maximum de F' 7
(8) Montrer que si (S) avait une solution, les vecteurs
Vi=(1  1/2...1/(g+1))
Vo=(1/2 1/3...1/(q+2))
Vorr=(1/(g+1)...1/(2¢+1))

appartiendraient a F. En déduire que det(Vi, Va,...,V,41) = 0 puis que le
systeme (S) est impossible.

(¢) On considere une méthode de Runge-Kutta
a1

A = (as)
1<i,7<q
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1 q
associée a la méthode d’intégration (INT) / f(x)dx ~ Z b; f(cj).
0 -
7j=1

On suppose que cette méthode est d’ordre p.
(o) Montrer que (INT) est d’ordre p — 1.
(8) En déduire que p < 2gq.

5.4. On considere une méthode a un pas de la forme

(M) Yn+1 = Yn + hnq)<tn7 Yn,s hn)

qu’on suppose étre d’ordre p. On se donne par ailleurs une méthode d’intégration
approchée

g | otdu= 3 bgle)

0 1<j<q

d’ordre p au moins (il en existe pour p quelconque).

(a) On considere la méthode & un pas avec points intermédiaires t,, ; = t, + ¢;hy,
définie comme suit

( tn,i = tn + Cihn

Yn,i = Yn + Cihn®(tn, Yn, cihn) 1<i<ygq
Pn,i = f(tn,ia yn,i>

tn—!—l =1tn+ hn

Yn+1 = Yn + hn Z bjpn:j'
\ 1<5<q

Montrer que (M’) est d’ordre > p + 1.

(b) Gréce a un raisonnement par récurrence, montrer qu'’il existe des méthodes de
Runge-Kutta d’ordre p arbitrairement élevé.






Chapitre IX

Méthodes a pas multiples

Comme dans le chapitre précédent, on s’intéresse a la résolution numérique du
probleme de Cauchy relatif & une équation différentielle

(E) y' =f(t,y),  (ty) € [to,to+T] xR.

Si (tn)o<n<n est une subdivision de [to, to + 1] de pas successifs h,, = t, 1 —t,, on

appelle méthode numérique a r + 1 pas toute méthode numérique de la forme
Ynt1 = V(tn, Yns s oo o5 by Yy ).

L’intérét de ces méthodes vient du fait qu’on peut obtenir un ordre élevé pour une

complexité de calcul nettement inférieure a celle des méthodes de Runge-Kutta.

L’un des problemes essentiels, néanmoins, est de s’assurer que la stabilité numérique
reste suffisamment bonne.

1. Une classe de méthodes avec pas constant

On suppose ici que le pas h,, = h est constant. On s’intéresse aux méthodes a r + 1
pas permettant un calcul récurrent des points (t,,y,) et des pentes f,, = f(tn, Yn)

sous la forme
Uni1= > OilYn_ith D Bifni

0<:<r 0<i<r
tn+1 - tn —|— h

frt1 = f(tnt1,Ynt1)
ou les «;, B;, 0 < i < r sont des constantes réelles.

(M)

Démarrage de l’algorithme — Le point initial (fg,yo) étant donné, 1’algo-
rithme ne peut démarrer que si les valeurs (y1, f1), - - ., (yr, fr) ont déja été calculées.

Ce calcul ne peut étre fait que par une méthode a un pas pour (yi, f1), & au plus
2 pas pour (Y2, f2), ... au plus r pas pour (y,, f,). L’initialisation des r premieéres
valeurs (y;, fi), 1 < i <r, sera généralement faite a ’aide d’'une méthode de Runge-
Kutta d’ordre supérieur ou égal a celui de la méthode (M), ou a la rigueur un de
moins (voir le début du § 1.2 sur ce point).
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1.1. Erreur de consistance et ordre

La définition générale de I’erreur de consistance pour une méthode a r 4+ 1 pas est
la suivante (on ne suppose pas nécessairement dans cette définition que le pas est
constant).

Définition — Soit z une solution exacte de l’équation (E). L’erreur de consistance
e, relative a z est l’écart

en:Z(tn+1>_yn—|—17 ’I"S’)’L<N,

obtenu en calculant y,+1 a partir des r + 1 valeurs précédentes supposées exactes
Yn = 2(tn), s Yn—r = 2(tn_r).

La méthode est dite d’ordre p si pour toute solution z il existe une constante C' telle
que

len| < Chy,h®

max*

Déterminons e,, dans le cas de la méthode (M) ci-dessus. On a
A 1
Htns1) = 2(tn +h) = Y ol 2P (t,) + O(hPH)
0<k<p
des que f est de classe CP (z est alors de classe CPT1). Par ailleurs

_ih)k
Yn—i = 2(tn—i) = 2(t, —ih) = Z % Z(k)(tn) + O(hPth),
0<k<p

fn—i = f(tn—ia Z(tn—i>) = Z/(tn—i> = Z/(tn - Zh)
— (_Zh)k (k+1) p
> = () + O(hr)

k!
0<k<p—1
—ih k—1
=y k% 2B (t,) + O(hP).
0<k<p '

Il vient par conséquent

en = 2(tnt1) = Yni1 = 2(tns1) = Y (@iyn—i + hBifoi)

0<i<r
=) T (t)[1= D7 (@) + kBi(=i) )| + Ot
0<k<p 0<i<r
hk . . p—
= z:@TJM@JP—(4ﬁjz:ﬁm—kﬁ1@]+omH5.
0<k<p 0<i<r

La méthode (M) est donc d’ordre > p si et seulement si elle vérifie les conditions

> it - kT8 = (-1)F, 0<k<p.

0<i<r
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En particulier, elle est d’ordre > 1 (ou consistante) si et seulement si
{C\fo—FO{l—F...—FO{r:l
ar+...+re,—(Bo+ ...+ Br) =—1.

Pour qu’elle soit d’ordre > p, la p-ieme condition s’explicite de la maniere suivante :

Oél—|—2p062—|—...—|—7“p057~—p(51+2p_1ﬁ2+...+rp_1ﬁr):(—1)p.

1.2. Stabilité

On dit qu'une méthode a pas multiples est stable si une petite perturbation des
valeurs initiales yg, . . ., ¥, et de petites erreurs ¢,, dans le calcul récurrent des valeurs
Ynt1, T < n < N, provoquent une erreur finale contrélable. De fagon précise :

Définition — On dit qu’une méthode d r+1 pas est stable de constante de stabilité
S si pour toutes suites Yy, Yn avec

Yn+1 = \Il(tn—i7yn—iv hn—i): r S n < N7
gn+1 = \I[(tn—'h gn—iy hn—i) + En,y r S n < N;

alors

pax (I = yn| < S(@?;‘r U =yl + |€nl)~
r<n<N

En appliquant cette définition & y,, = 2(t,), on voit que l'erreur globale de la suite
yn par rapport a la solution exacte z(t,) admet la majoration

max |y, — 2(tn)| < S( max |y, — 2(tn)| + Z |en|).

0<n<N 0<n<r
r<n<N

Si la méthode est d’ordre p avec |e,| < Chy,hP, ., alors on a Z len| < CThE .«
r<n<N

car Zhn = T. Pour la phase d’initialisation, il convient donc de choisir une

méthode conduisant & une erreur d’initialisation max |y, —z(t,)| de Pordre de hE
0<n<r

au plus. Ceci conduit & choisir une méthode d’initialisation d’ordre > p — 1. Il est
toutefois préférable de choisir une méthode d’ordre > p, car 'erreur d’initialisation
est alors bornée par C'hPHL et donc négligeable.

Condition nécessaire de stabilité — On cherche a déterminer les conditions
nécessaires a la stabilité de la méthode (M) décrite au §1.1. Pour cela, on considere
I’équation différentielle la plus simple qui soit :

(E) y' =0
La suite y,, est alors définie par

Ynt1 = § QiYn—i, n=>r.
0<i<r
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L’ensemble des suites vérifiant cette relation de récurrence est un espace vectoriel
de dimension r + 1, car chaque suite est définie de maniere unique par la donnée de
(Y0,Y1,---,Yr). On a de maniére évidente des solutions particulieres

Yn = A",
ol A est racine du polynome caractéristique
AN N — N = —a, =0.
Soient A; les racines complexes de ce polynome, et m; les multiplicités correspon-
dantes. On sait (par une théorie en tout point analogue a celle des équations

différentielles linéaires a coefficients constants), qu’une base de ’espace vectoriel
des suites considérées est formée des suites

n— ni\7, 0<q<m;.
Considérons maintenant la suite y, = 0 et la suite y, = €A}, 0 <n < N avec e > 0

petit (on a ici €, = 0, seule I'erreur d’initialisation intervient). Si la méthode (M)
est stable, on doit avoir

~ _ — 3 N < n
YN — yn| = €[N —SOI;?%(T@MH,

ce qui équivaut a
AN <8 max(1, [N]7).

Si l’on fait tendre h vers 0 et N = % vers 400, ceci n’est possible que pour |A;| < 1.

Supposons maintenant que le polynome caractéristique admette une racine A; de

module [A\;| = 1 et de multiplicité m; > 2. En regardant la suite y, = nA?
on trouve

Un — = N ~n — Yn| =

Uy —ynl=eN,  max [g, —yn| =er

ce qui contredit la stabilité. On obtient donc la condition nécessaire suivante :
|Aj| <1 pour tout j, et si |\;| = 1 alors cette racine doit étre simple.

Condition suffisante de stabilitée* — On va voir que la condition nécessaire
q
qui vient d’étre trouvée est en fait suffisante.

Théoreme — On suppose que f(t,y) est k-lipschitzienne en y. Alors la méthode
(M) est stable si et seulement si

N N — . —a, =0

a toutes ses racines de module < 1 et si les racines de module 1 sont simples.

Remarque. On observera que A = 1 est toujours racine des que la méthode est
consistante, puisqu’alors ag + ...+ a,. = 1.
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Démonstration. Soient deux suites y,, ¥, telles que
Uni1= D OiYn_i+hBifni
0<i<r

Uni1 = Y Qiln—i+hBifui+en

0<i<r

r<n<N

avec fn = f(tn,yn). Posons 6, =y, — y,. 1l vient |fvn — fn] < k|0, et

0n—|—1 - Z O-/ign—i =h Z Bz(ﬁl—z - fn—z) + En-

0<i<r 0<i<lr

Posons o, = 0,, — agb0p—1 — ... — a,0,,—,_1. On a donc

|Un+1| Skh Z |6i||0n—i|+|5n|a TS”SN

0<i<r
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(%)

Pour exploiter cette inégalité, on cherche a majorer |6,1| en fonction des |o;|. Pour

cela, on observe que la relation de définition de o,, équivaut a I’égalité formelle

ZUHX” = (ZQnX”)(l — apX _~-~—OéTXT+1)

avec la convention o, = 0, 6,, = 0 pour n < 0. On a donc inversement

n __ 1 n
Z@nX ol X — ... — Xt ZUnX ’

Considérons le développement en série en X =0 :

1 n
1—apX — ... — X+ =2 mX"

Lemme — Sous les hypothéses du théoréme, les coefficients 7y, sont bornés.

En effet, si les racines du polynome caractéristique sont les complexes A; de

multiplicité m;, on a

1—aoX —...—a X" =TJ(1 = N\x)™.

J

Il existe par conséquent une décomposition en éléments simples

1 . qu
1—apX —...—a, X1 Z (1—XX)

j:qgmj
Par récurrence sur ¢ et par dérivation, on vérifie facilement que
+oo

1 B m+1)(n+2)...(n+q¢—1) ., on
Toax & a1 A

n=0
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Les coefficients de cette derniere série admettent 1’équivalent nq_l/\"j1 /(g—1)! et sont
donc bornés si et seulement si [A\;| < 1 ou bien [A\;|=1et ¢ =1. |

Notons I' = sup |y,| < +00. Comme 79 = 1, on a toujours I' > 1. La relation

neN
D 0 X" =) X" o X"
équivaut a 0, = vpo, + V10n—1 + - .. + Ynoo, d’0U
0] < T(loo] +[o1] + ...+ |on]). ()

En combinant (k) et (xx) il vient

Onial ST 30 ol < | D logual+ Y oyl

0<j<n+1 r<j<n 0<j<r
Busa| <T[ D0 (kn X 18110 +1=51) + D losl].
r<j<n 0<i<r 0<j<r
or 3 > gl < (X 181)( X i)
r<j<n 0<ilr 0<ilr 0<5<n
et la relation de définition o; = 0; — aglj_1 — ... — a,0;_,_1 donne par ailleurs
3 oyl < (1 + Y \ai\) (|90\ T \eT\).
0<j<r 0<i<r

On obtient donc

0n1| <TER Y 1Bil(160] + - - + 16n])

0<i<lr
UL el (1 Y Jal) Y 164
r<j<n 0<i<lr 0<ilr

Posons 0, = |6p| + ...+ |0,] et

0<i<lr
=T [ D e+ (14 Y fail) D 1o
r<j<n 0<i<r 0<i<r

La derniere inégalité s’écrit maintenant
5n+1 - 671 S Ahan + Nn < 5n+1 S (1 + Ah)én + Min

et le lemme de Gronwall discret (cf. VIII 2.3) donne

5, < eAnh60 + Z eA(n—l—j)hnj.
0<j<n-1



IX — Méthodes a pas multiples

Or pour j <n—1onamn; <n,etdy = |0 <n,. On en déduit

A(n+1)h _ 1
On Snn(l—l—eAh—l—...—l—eA”h) ¢

Cette inégalité entraine aussitot une majoration de 6,, :
|‘9n| = 571 - 5n—1 < Ah(sn—l + -1

Anh
e -1
= (M oy + 1) e

Comme e — 1 > Ah, il vient |0,,| < e, _1, soit

0a T (143 Jaal) Do I+ Y2 el

0<i<r 0<i<r r<j<n—1

maxo<n<n |0n| < 5’ [(1 + Zogngr |ai|) Zogigr 10| + ngngN \%\]

avec S’ = T'eAT | clest-a-dire

§' =TT 22181 o ' = sup |ynl-

Si Verreur initiale max |6,,| est négligeable (comme c’est souvent le cas) on prendra
T

0<n<

S =S’ sinon on peut prendre

S=(1 +r)(1 + Z |ai|)S’.

0<i<r
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Remarque — Pour une fonction f(¢,y) de constante de Lipschitz k et pour une
durée d’intégration T fixées, la stabilité de la méthode dépend essentiellement de la
grandeur de la constante I' > |8;|. On a donc intérét a choisir une méthode pour

laquelle cette constante soit la plus petite possible.

1.3. Exemples

e Méthode de Nystrom

C’est la méthode a 2 pas définie par

Yn+1l = Yn—1 + 2hfn, n>1.

Onaiciay=0,a; =1, By =2, 1 = 0. Le principe de cette méthode est analogue

a celui de la méthode du point milieu :
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Yy
Yn+1 1
Yn—11 :
tn—1 ty tn+1 tn
2h

on approxime la pente % (Yn+1 — Yn—1) de la corde par la pente de la tangente au
point milieu ¢,,. Les calculs du § 1.1 donnent

R ny_ 1P o 4
en =57 27 (tn) - 2+ O(RY) = = [P (tn, yn) + O(RY).

La méthode de Nystrom est donc d’ordre 2. Pour la phase d’initialisation, on
choisira une méthode a 1 pas d’ordre 2, par exemple la méthode du point milieu :

fo = f(to,v0) ;

h h
Y1/2 = Yo + 5 Jo; tipp=to+ 5 fi2 = f(ti2:91/2) 5
y1 =y +hfije; ti=to+h; fi=f(ty, ).

Le polynéme caractéristique est A2 — 1. D’apres le § 1.2 la méthode est stable et

1 1
= =) X2
1—0(0X—&1X2 1—-X2 Z

On a donc I' =1, |By| + |51] = 2, d’out la constante de stabilité

S/ — ert.
On observe néanmoins que le polynoéme caractéristique admet la racine A = —1
située sur le cercle limite de stabilité |A| = 1, en plus de la racine obligée A\ = 1.

Ceci laisse suspecter que la stabilité n’est peut-étre pas tres bonne. Pour mettre en
évidence ce phénomene, regardons le cas de I’équation différentielle

(E) Yy =—y

avec donnée initiale to = 0, yo = 1. La solution exacte est donnée par
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La suite y,, sera donnée par la relation de récurrence

Yntl = Yn—1 — 2hYn, n=>1 (*)
(car ici f, = —yn), avec valeurs initiales :
Yo = 17 fO = _17
=1 h fij2=—-1+ h
Yi/2 = 9’ 1/2 = 9
h2
—1_pa
(1 + 5

La solution générale de (x) peut s’écrire
Yn = CIA] + c2Ay
ol A1, A2 sont les racines de ’équation
A 4+ 2hk—1=0,
a savoir \y = —h + \/m, Ao = —h — 1+ h2. Les constantes c1,co sont

déterminées par
{ Yo=c1+co=1

h2
y1 =ciA tedo=1—-h+ %
On obtient donc

L—h+ 8 148 4 VTR

D P v W R
)\1—<1—h+%2) m—(urh;)
cy = = .

A1 — Az 2v1+ h?
Comme v1+h2 =1+ %2 - %4 + O(hS), on voit que
c1 =1 + O(h%)

- = h4 h6
C2 16 + O(h”)

Par ailleurs A\; =1 — h+ 2 4 O(h*) = e " + O(h3),
tandis que Ay = — (1+h—|— +Oh4> —e" + O(h3).

On voit donc que y,, est somme de deux termes

1
IA? ~ e mh CoAly = BT R(—1)"e™m,

Le premier de ces termes approxime bien la solution exacte, mais le second est un
terme de perturbation qui diverge quand n — 400, bien qu’il soit négligeable quand
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le temps t,, = nh n’est pas trop grand. Si la durée d’intégration est trop longue
(plus précisément, si h*e? n’est plus négligeable), on va obtenir un tracé de la forme
ci-dessous.

e Méthode de Milne

C’est la méthode a 4 pas définie par

8 4 8
n = Yn— h(_ n— 5 Jn— - n—)-
Yn+1l = Yn—3 + 3f 3f 1+3f 2

On vérifie qu’elle est stable, d’ordre 4, mais comme pour la méthode de Nystrom
la stabilité n’est pas tres bonne a cause des racines de module 1 du polynome
caractéristique \* — 1 = 0.

2. Méthodes d’Adams-Bashforth

2.1. Description

On ne suppose plus ici que le pas h, soit nécessairement constant. Si z est une
solution exacte de 1’équation, on écrit

Htni1) = 2(ta) + / (=)t

Supposons que pour 0 < i < 7 on ait déja calculé les points z(t,_;) et les pentes
Jn—i= f(tn—iv Z(tn—i))'

L’idée de la méthode est d’approximer la fonction f(¢,z(t)) sur [t,,tn+1] par
son polynome d’interpolation aux points t,,t,_1,...,t,_-. Considérons donc le
polynoéme p,, (t) qui interpole les points (t,—;, fn—:;) pour 0 < i <7 :

pn,r(t) - Z fn—iLn,i,r(t)7 deg (pn,r) =T,

0<i<r
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t—1t,_;
ot Ly ; (1) = | | # On écrit maintenant :
o<j<r T
JFt

—tnj

4mﬂ>=4m»5["“ﬂu4wMt

n

tni1
~ o) + / -
t

= Z(tn> + hn Z bn,i,rfn,i

0<i<r

1 trnt1
bnir:_ anrtdt
=g | L

avec
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L’algorithme de la méthode d’Adams-Bashforth a r 4+ 1 pas (en abrégé AB,,1) va

donc s’écrire :
Yn+1 = Yn + hn § bn,i,rfn—ia n Z r,

0<i<r
tn—i—l - tn + hn
Jnt1 = ftns1, Yns1)-

L’intérét de cette méthode provient de sa relative simplicité et du fait qu’une
seule évaluation de la fonction f est nécessaire a chaque étape (contrairement aux
méthodes de Runge-Kutta qui en réclamaient plusieurs). Il va en résulter un gain

assez important sur le temps de calcul.

Exemples

er=0: onap,o(t) = constante = f,,, Aot AB1 : ypt1 = Yn + hnfrn. 1l sagit

de la méthode d’Euler.

e r =1: le polynome p, ; est la fonction affine qui interpole (., f) et (tn—1, fn—1),

d’ou les formules

prlt) = fut 22T gy
n— n-1
tni1 _ 1 tn41
[ sttt = g+ 222 D]
tn hp—1 2 tn
= b(ft 5 (o fa))
— Unl\lJn th—l n n—1) /-
L’algorithme s’écrit donc
hy,
yn+1:yn+hn<fn+2h (fn_fn—l))
n—1

ABQ tn—l—l - tn + hn

Jng1 = f(tmyn)'
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Dans le cas ou le pas h,, = h est constant, la formule de récurrence se réduit a

Yn+1 = Yn +h(g Jn— % fn—1)~

e De maniere générale, lorsque le pas est constant les coefficients b,, ; » ne dépendent
pas de n car la méthode est invariante par translation. Pour les petites valeurs de r,
les coefficients b; , correspondants sont donnés par le tableau :

r bo,r bl,r b2,r b3,r Br = Z ‘bi,r‘
i
0 1 1
N 2
2 23 —8 2 3,66. ..
3 | ¥ -3 o -2 6,6. ..
Remarque — On a toujours Zogigr bp,ir=1,carpour f, =...= f,_, =1 on

a ppr(t) =1, par conséquent

tnt+1
/ Prg(®)dt =hy =hy > b1,
tn

0<i<r

Comme on le verra plus loin, la quantité (3, intervient dans le calcul de la constante
de stabilité S.

2.2. Erreur de consistance et ordre de la méthode AB, ,

Soit z une solution exacte du probleme de Cauchy. L’erreur de consistance est
donnée par

en = 2(tnt1) — Ynt1

= 2(tarn) — (2(tn) + /t o pu (1)),

n

o= [ (O o),

ol py,» est précisément le polynéme d’interpolation de la fonction 2/(t) = f(¢, 2(t))
aux points t,_;, 0 < ¢ < r. D’apres le théoreme de la moyenne, il existe un point
0 € Jtn, tni1] tel que

en = hn, (2’(9) _ pm(e)).

La formule donnant I’erreur d’interpolation (voir chapitre II, § 1.2) implique

L (), (6),

Z'(0) — pn,r(0) = GRS
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ou & € |tn_r, tny1] est un point intermédiaire entre 6 et les points ¢,,_;, et ou

Tor(t) = [ (t—tazs).

0<i<r
Si€€ltn_j,tn_jti[, 0 <j <r, onalinégalité | —t,,—;| < (14 |j — i|)hmax, d'0oU

[T (O <AL A4+ 5) (I + DI+ 1) ... (1 +7 — )
= h7“—|—1(j_|_ 1)!(T—j+1)! < Brtl (T-I-l)!,

max max

en majorant 2 par j+2,...,(r —j+ 1) par (r +1). On en déduit par conséquent

12/(0) — prr(0)] < |22 (€)| RIHL

max?

ce qui donne la majoration cherchée de ’erreur de consistance :

|en| < ‘Z(r+2)(§)|hnhr+1 < ChnhH—l

max max

avec C = max |22 (1))
tE[tQ,t0+T]

La méthode d’Adams-Bashforth a r+1 pas est donc d’ordre v+ 1 (le lecteur pourra
vérifier a titre d’exercice que l'ordre n’est pas > r + 2 en considérant le cas de la
fonction f(t,y) = t"1).

Phase d’initialisation — De ce qui précede, il résulte qu’on choisira une
méthode de Runge-Kutta d’ordre r + 1 (ou r a la rigueur) pour initialiser les
premieres valeurs yi, ..., Y., fo, f1,---, fr-

2.3. Stabilité de la méthode AB,
Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoreme — On suppose que f(t,y) est k-lipschitzienne en y et que les sommes
Y o0<i<r |bn,ir| sONt majorées indépendamment de n par une constante f,.
Alors la méthode d’Adams-Bashforth a r+1 pas est stable, avec constante de stabilité

S = exp (B,-kT).

Démonstration. Soit ¥, la suite récurrente perturbée telle que

gn—!—l :gn"i'hn Z bn,i,rfn—i'i'gna r<n <N,
0<i<r

}:;L—i = f(tn—’i?gn—i)-
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Posons 6,, = max |y; — y;|. On a
0<i<n

|frn—i - fn—i| S k|§n—z - yn—i| S kena
|gn+1 - yn—i—l‘ < en + hn Z ‘bn,i,r| . kgn + |5n|
0<ilr
< (14 By khn)Bn + |on]-

Comme 60,11 = max (|Un+1 — Yn+1l, On), on en déduit
en—‘,—l S (1 + ﬁrkhn)en + |5n|~

Le lemme de Gronwall implique alors

On <exp (Bk(tn = 1)) (0 + D [enl),

r<n<N

ce qui entraine bien la stabilité, avec constante S = exp (S,.kT"). D’apres le tableau
donné au § 2.1, on voit que la constante 3, croit assez vite quand r augmente. La
stabilité devient donc de moins en moins bonne quand le nombre de pas augmente.
Cette stabilité médiocre est un des inconvénients les plus sérieux des méthodes
d’Adams-Bashforth lorsque r est grand. En pratique, on se limitera le plus souvent
aux casr =1 our = 2.

Remarque — L’exemple AB5 donné au § 2.1 montre que les coefficients b,, ; » ne
sont en général bornés que si le rapport h,,/h,_1 de 2 pas consécutifs reste borné.
Dans la pratique, il est raisonnable de supposer que

hy,
hn—l

<5

avec disons § < 2. Les formules du § 2.1 donnent dans ce cas :

tnal — th_s
be o | < max |L...(t)] = ntl = "n=g
| TL,’L,T| — te[tn,tn+1]| TL,Z,’I’( )‘ 1<]]1n |tn_2 _ tn_]‘

Comme tp41 —ty—j =hp—j+ ...+ hy <1 +6+...48)h,_j et

‘tn—i - tn—j| si j > 1
hn—j < T
Oltn—i — tn—jl sij<i
11 vient ‘ | |
il <8 JJA+0+...+67) < (1+6+...+8).
J#i 0<j<r

On a donc 'estimation assez grossiere

Br=max Y |bnirl < (r+1) [T Q46+ +8).

0<i<r 0<j<r
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3. Méthodes d’Adams-Moulton

3.1. Description

L’idée en est la méme que celle des méthodes d’Adams-Bashforth, mais on approx-
ime ici f(t, z(¢)) par son polynome d’interpolation aux points t,11,tn, ..., th—p ; le
point ¢, est donc pris en plus. On considere le polynome pj, ,.(t) de degré r + 1
qui interpole les points (¢,,—;, frn—;) pour —1 < i <r:

p;:,r(t) = Z fn—iL;:,i,r(t)?

—1<i<lr
t—1t
IS * _ n,j
d ou Ln,z,r( ) - H —t .
—1<j<r o
J#i

On obtient donc comme au §2.2

2(tny1) ~ 2(tn) + hy Z b:,,i,rfn_i

—1<i<r
1 trnt1
avec Ui = h_/ Ly, ; (t)dt.
n Jt

L’algorithme correspondant AM,. 1 s’écrit

Yn+1 — h bn —1 rf( n—|—17yn+1) _yn+h Z bnzr —i-
0<i<lr

On observera ici que y, 41 n’est pas donné explicitement en fonction des quantités y,,,
fn—; antérieurement calculées, mais seulement comme solution d’une équation dont
la résolution n’est pas a priori immédiate. Pour cette raison, on dit que la méthode
d’Adams-Moulton est une méthode implicite (la méthode d’Adams-Bashforth est
dite par opposition explicite). Pour résoudre I’équation ci-dessus, on aura recours
en général a une méthode itérative. Notons u,, la quantité (explicite)

= Yn + h Z bn,z,r

0<i<r
Le point y,,+1 cherché est la solution x de I’équation
T = Uup + h bn -1 rf(tn—Fl?x)'

On va donc calculer la suite itérée x,11 = ¢(x,) ol

p(2) = un + hnby 1, f(tnia, 2)-
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Comme ¢'(x) = hpbj, 1 ,.f,(tnt1,7), Iapplication ¢ va étre contractante (avec

une petite constante de Lipschitz) lorsque h, est assez petit. Si f(t,y) est k-

lipschitzienne en y, il suffit que h,, < pour avoir convergence. La solution

1
167, |k

,—1,r

Yn+1 est alors unique d’apres le théoreme du point fixe, et I’algorithme itératif s’écrit
{ Fp - f(tn—klv'rp)?

Tp4+1 = Up + hnbn,—l,er-

On choisira une valeur initiale zo qui soit une approximation de y,1 (la meilleure
possible !), par exemple la valeur donnée par la méthode d’Adams-Bashforth :

To = Yn + hn Z bn,i,rfn—i-

0<i<r
On arréte itération pour |z,1 — z,| < 10710 (par exemple) et on prend

nt1 — derniere valeur x,.1 calculée
+ P+

o1 = f(tnt+1,Ynt+1) (ou par économie = F,)

Exemples

e 7 =0: lepolynéme p; o est le polynome de degré 1 qui interpole (t,41, fnt1)
et (tn, fn), soit

pholt) = fo+ LI g

tnt1 1 1
[ po0t = (5 S+ 5 0):
tn

On obtient ainsi la méthode dite des trapezes (ou méthode de Crank-Nicolson) :

1 1
Yn+1l = Yn + hn(§ fn+1 + 5 fn)

ou encore

1 1
Ynt1— 5 P f(tnt1s Ynt1) = Yn + 3 P fr-

er=1: le polynome pj, ; interpole les points (tn11, fut1), (tn, fn)s (tn—1, fn—1),
d’ot1 les formules

—tn)t—tnn) . (E=ln1)(t —tn1) (t = tn)(t = tny1)

_fn

p2,1(t) = fa+1 +fn-1

hn(hn + hn—l) hnhn—l hn—l(hn + hn—l) ’
tn+1
Yn+1 = yn/ p;l(t)dt,
tn
2hy, 4 3hp—1 3hp—1 + hy h?
n = Yn hon | =Z7———— fn + n & n—1]-
Unt1 = Yn + {6(% T ) T T G, £ i) T
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Dans le cas ou le pas h,, = h est constant, cette formule se réduit a

5 8 1
n = Yn h(_ n —a Jn T 745 n—)-
Ynt1 = Yn + 12f+1+12f 12f 1

e De maniere générale, les coeflicients by, , . sont des nombres b} . indépendants de

n lorsque le pas est constant. On a la table suivante :

Pl W B M. B, b5, | BT=D bl | B

3
ol 5 3 ! :
1 > 2 -5 1,16... 3,66. ...
2 = 2 -2 o 141... 6,66. . .
3| 2% It T I S I W £ 12,64. ..

* ) : * _
Les coefficients by, ; ,. vérifient toujours E bpir=1

3.2. Erreur de consistance et ordre de la méthode AM,. ,

Soit z une solution exacte du probleme de Cauchy. Sous I'hypothese y,,—; = z(t,—;),
0<:<n,ona

en = 2(tnt1) = Yn+1
= 2(tns1) = [2(ta) o D Vi f (bnmis 2(tnm)) + haby 1 o (bt g

0<i<lr

= 2(tn41) — [ Z bn'LT tn—i; 2 (tn—1>)]

—1§z§r
+ h bn —1 T‘[f(tTH—l? Z(tn+1>) - f(tn+17yn+1)]7

n = [ O = D O+ b [ ) = )]

n

Supposons que f(t,y) soit lipschitzienne de rapport k en y. Alors il vient
trnt1
el <| [ @0 -t dt\ b1kl
tn

n+1
< * .
ool < T | [ e s




272 Analyse numérique et équations différentielles

Quand le pas h,, est suffisamment petit, on a donc

el =] [ ) - @)1+ 00)

comme dans la méthode d’Adams-Bashforth. Par ailleurs la formule de la moyenne
donne

/t ) = o (0)dt = ha(2(8) — 7 (8)), 0 € Tt

n

1
"(0) —p* (0) = 2(r+3) torstnail
Z( ) pn,r( ) (’I“+2) (g)ﬂ-n,r(6>7 ge] Ty +1[
ou m, .(t) = H (t —tp—;). Il résulte du § 2.2 que
—1<i<r
|75 ()] = 1€ = tnga| [7n ()]
< (14 Dhmax - (r+ Dl < (r + 2V A,
t'n+1
[ O = pi o] < @i

par conséquent l'erreur de consistance admet la majoration

len| < Chuh?2(1 4+ O(hn)),

max

avec C= max |03

tE[to,to+T]

La méthode AM, 1 est donc d’ordre r + 2. On initialisera les r premieres valeurs
Y1,---,Yr a laide d'une méthode de Runge-Kutta d’ordre r + 2 (ou a la rigueur
r+1).

3.3.* Stabilité de la méthode AM, ,,

On suppose que les rapports h,,/h,_1 restent bornés, de sorte que les quantités

*

r_maXZ|bnzr 7 _maX|bn—1r‘
<i<r

sont controlées. Supposons également que f(t,y) soit k-lipschitzienne en y. La

méthode de résolution itérative pour y,,1 fonctionne des que h,, < ﬁ, en
n,—1,r
particulier des que
1
T

T

hmax <

ce que nous supposons désormais. Soit ¥, une suite perturbée telle que

yn—|—1_yn+h (n—lrfn+1+ Z bnzr >+5n

0<i<r

ﬁ’L—i :f(tn—i7yn—i)7 T§n<N7
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et posons 0,, = Jnax |yi — yi|- Comme on a 0,1 = max (|¥n+1 — Yn+1l, On), il vient
<i<n

O < O Bl (107, 1 10ns + 3 D100 ) + Jenl,

0<i<r
Ot (1= 165 k) < 0 (14 D7 (b ilbhn) + [en]
0<i<r
< (14 D Bhilkhn ) (0 + leal).
0<i<r

Or1—|b; |khy, > 1 — 4 khmax > 0, par suite

n,—1,r

L+ > b lkhn

0<i<r

07’1/ < 07’1/ nil)»
S T e
> by kb
—1<i<r
O, < |1 — On nl)s
Sl BT R

Ont1 < (1+ Ahp)(On + lenl),

avec A = BXk/(1 — 7} khmax). Un raisonnement analogue a la démonstration du
lemme de Gronwall discret donne par récurrence sur n :

0, < ehltntr) (HT + ) ‘52")7

r<i<n

d’ou la constante de stabilité

_ AT _ BrET

Lorsque hy,ax est assez petit devant 1/+k, on a donc sensiblement
S ~ exp (BrkT).

Le tableau du § 3.1 montre qu’a ordre r + 2 égal, la méthode AM,.;1 est beaucoup
plus stable que AB,.;5. Il n’en reste pas moins que malgré cet avantage important,
la méthode d’Adams-Moulton est d’utilisation délicate a cause de son caractere
implicite. Les méthodes de prédiction-correction que nous allons décrire permettent
d’obtenir une stabilité équivalente, tout en fournissant un schéma explicite de
résolution.
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4. Méthodes de prédiction-correction

4.1. Principe général

On se donne une méthode dite de prédiction (ou prédicteur), fournissant (explicite-
ment) une premiere valeur approchée py,1 du point y,11 & atteindre :

PYn+1 = prédiction de yp11,
Pfn+1 = f(tnt1, Pyns1) = prédiction de fris.

En substituant la valeur pf, 41 ainsi trouvée a f,11 dans la formule d’Adams-
Moulton, on obtient alors une nouvelle valeur corrigée y,+1 qui est retenue en
vue des calculs ultérieurs.

De fagon précise, une méthode PECE (prédiction, évaluation, correction, évaluation)
a r + 1 pas va s’écrire de la maniere suivante : y,_r, fu—r, ..., Yn, fn étant déja
calculés, on pose

( Prédiction :  pyp41 = ... (& partir des y,—;, fn—i,0 <i <)
tn—i—l =t, + hn
Evaluation :  pfni1 = f(tni1, PYnt1)
Correction : yYni1 = Yn + hy (b;’;,—l,rpfn-l-l + 2 o<i<r b;,i,rfn—z)

( Evaluation :  fr,41 = f(tns1, Ynt1)

. e s , i .
Nous avons utilisé ici la méthode d’Adams-Moulton comme correcteur, mais cela
pourrait étre a prior: n’importe quelle autre méthode implicite.

Ici encore, le démarrage de l'algorithme PECE nécessite le calcul préalable des
points y1,...,y, et des pentes fy,..., fr a 'aide d’'une méthode a 1 pas. On peut
estimer que le cotit en temps de calcul d’'une méthode PECE est environ le double de
celui d’'une méthode d’Adams-Bashforth d’ordre égal (mais on verra que la stabilité
est beaucoup meilleure). Ce temps de calcul est en général inférieur a celui des
méthodes de Runge-Kutta sophistiquées (d’ordre > 3).

4.2. Erreur de consistance dans PECE

Soit z une solution exacte du probleme de Cauchy. L’erreur de consistance est
en = 2(tny1) = Ynt1 avec Yni = 2(tn—i), 0<i<r

Soit yy , la valeur qui serait obtenue a ’aide du seul correcteur (Adams-Moulton),
de sorte que

Ynt1 = Yn + I (b;,—l,rf:—kl + Z b;kz,i,rfn,i>

0<i<r
T = fltnt1,Yp40)-

L’erreur de consistance correspondante est

ey = 2(tnt1) = Yni1-
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Le prédicteur introduit lui aussi une erreur de consistance

pen = Z(tn—l—l) — PYn+1-

Ecrivons
€n = (Z(tn-i-l) - yn—‘,—l) + (yn—l—l - yn-i—l)

en =€+ (Yny1 = Ynt1)-
On a par ailleurs

y;kH-l — Ynt+1 = hnbz,_1,r(f;+1 —Dfns1)-

Si f(t,y) est k-lipschitzienne en y, on en déduit
|y;§+1 — Ynt1| < hn\bZ,_l,A k |y;§+1 — DYn+1|
et Yni1 — PYnt1 = (2(tnt1) — Pynt1) — (2(tns1) — Ypyq), Aot
Y11 = Pynta| < |pen| + fen]-

Il en résulte finalement

*

Ynt1 = Ynsal < [b 1 [ Kb (lpen] + leg,])
lenl < lenl+ [Ynp1 — Yntal
len| < (L+ 107, 1 oK )len | + 167, 1 | khn [pen]-

n,—1,r n,—1,r

On voit que l'influence du prédicteur est nettement moindre que celle du correcteur
puisque son erreur de consistance est en facteur d'un terme O(h,). Le correcteur
AM,. 1 étant d’ordre v + 2 (c’est-a-dire |ef| < Ch,h"E2), on voit qu’il convient
de choisir un prédicteur d’ordre r + 1. Les contributions de |e}| et |pe,| dans |e,|
seront alors toutes deux < Ch,h"+2. lordre global de PECE est donc r+ 2 dans ce

max’
cas.

4.3. Exemples

e Prédicteur : Euler (ordre 1), Correcteur : AM; (ordre 2).

P pyny1r =yn + hnfn

E ¢ pfatr = f(tnt1, pYns1)

C yn—!—lzyn'i‘hn(% pfn—|—1+%fn)
E o farr = f(tns1, Yntr)

Cet algorithme coincide avec la méthode de Heun, qui n’est autre que la méthode

de Runge-Kutta définie par
0 0 0
1 0 1

N

1
2
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e Prédicteur : Nystrom (ordre 2) avec pas constant h,, = h,
Correcteur : AM, (ordre 3).

P pynt1 =Yn-1+2hfp

E © pfot1 = f(tnt1,PYn+1)

(O yn+1—yn+h( & Pfny1 + 15 fn_%fn—1>
E : for1 = ftat1, Yntr)

e Prédicteur : AB,; (ordre r 4+ 1), Correcteur : AM,; (ordre r + 2).

(P : DYn+1 = Yn + o, Z bn,i,rfn—i
0<ilr

E : pfnt1 = f(tns+1,PYn+1)
C : yn+1—yn+h<“—1’"pf”+1+ Zb”” )

0<i<r

\E o fopr = f(tagt, Ynyr)

Ezxercice — Vérifier que ce dernier algorithme PECE équivaut a la méthode
d’Adams-Moulton dans laquelle ’algorithme itératif est arrété a la premiére étape,
s0it Yn11 = w1, calculé a partir de la valeur xy fourni par la méthode d’Adams-

Bashforth.

4.4. Stabilité de la méthode PECE

Supposons que le prédicteur soit de la forme

Z an,iyn—i+hn Z ﬁn,ifn—i

0<ilr 0<ilr

et notons

A=max ) |an,l, B =max» |Bnl.
n - n -
(3 T

Soit y,, une suite perturbée telle que

pgn—kl = Z an,ign—i'i'hn Z Bn,ifn—i

0<i<r 0<i<r
yn+1_yn+h (n—lrpfn+1+ Z bnzr )+5n~
0<ilr

Remarque — Dans la réalité il s'introduit également une erreur d’arrondi pe,, au
niveau de la prédiction, mais pour notre calcul il sera plus simple de comptabiliser
cette erreur dans €, (ceci n’est visiblement pas restrictif).
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Posons 6,, = Jnax Ui — vi| et pb, = |pYn — pyn|. Comme f(t,y) est supposée
<i<n
k-lipschitzienne en vy, il vient :
pen—‘,—l S Agn + hanen
Onsr < O+ o (165,10 + D 05160 ) + lenl:
0<ilr

En substituant pf,,+1 < 0, + 6,(A — 1 + Bkh,,) dans la deuxieéme ligne il vient

en—‘,—l S Hn 1+ |: Z ‘b;,i,r

—1<i<r
0n—|—1 S Qn(l + Ahn) + |5n|7

avec A = (BF + 7 (A — 14 Bkhpax))k. Le lemme de Gronwall montre donc que la
méthode PECE est stable, avec constante de stabilité

16 -1 (A = 1+ Bl kb | + Jenl,

S =M = exp ((6;“ +y(A-1+ Bk;hmax)kT).

Si hmax est petit, on va avoir
S =~ exp ((5;‘ +r(A- 1))kT>.

On voit que la stabilité du prédicteur n’a pas d’incidence sur la stabilité de la
méthode PECE, seule la valeur de la constante A peut influer sur cette stabilité ;
on pourrait en théorie utiliser un prédicteur instable ! La consistance du prédicteur

implique Za”’i = 1. Si les coefficients «,, ; sont > 0, alors on a A = 1 (c’est le

cas des méthodes de Nystrom, Milne, ou AB, 1), par conséquent la constante de
stabilité
S ~exp (B kT)

sera peu différente de celle de la méthode d’Adams-Moulton seule. On obtient donc
des méthodes assez stables, d’un cott modéré en temps de calcul et d’ordre aussi
¢élevé que I'on veut. Par comparaison avec les méthodes de Runge-Kutta, elles sont
un peu plus rapides mais un peu moins stables a ordre égal.

4.5. Méthodes PEC

Comme leur nom lindique, il s’agit de méthodes de prédiction-correction dans
lesquelles la derniere étape d’évaluation est omise (en vue bien sir de gagner du
temps). Ceci signifie que les pentes corrigées f,,+1 ne sont pas calculées, il faudra
donc se contenter de faire intervenir les pentes prédites pf,_;. On obtient alors
I’algorithme suivant :

( Prédiction : PYn+1 = Z Qn,iYn—i + N Z Br,iPfn—i

0<i<r 0<i<r
tn—l—l - tn + hn

Evaluation :  pfny1 = f(tni1, PYnt1)
Correction :  ypi11 = Yn + hn Z by i Pfn—i-

\ —1<i<r
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Le démarrage de ’algorithme nécessite le calcul préalable des quantités yy,...,y,,
pf07 s 7pf7“-

Erreur de consistance* — L’algorithme PEC n’entre pas tout & fait dans le
cadre général des méthodes que nous avons considérées jusqu’a présent. Il convient
de redéfinir e,, comme suit. Si z est une solution exacte, on pose

€n = Z(tn—|—1> — YUn+1

ou y,11 est calculée a partir des valeurs antérieures py,—; = yn—i = 2(tn—i),
0 < i < r. Avec cette définition, il est facile de voir que 'erreur de consistance
est identique a celle de la méthode PECE, d’ou

enl < (1 105 -l ) sl + 165, o R penl.

Le correcteur étant d’ordre r 4 2, on choisira ici encore le prédicteur d’ordre r + 1.

Stabilité de la méthode PEC* — Avec les notations et hypotheses du § 4.4,
considérons une suite perturbée y,, telle que

gn—kl =Yn + hn Z b;,i,rpfn—i +én
—1<i<r

et posons 0,, = oréliagxn Ui — yi|, pOn = Org%xn |py; — pyi|. 11 vient :

{pen—‘,—l S Aen + Bkhnpen
en—‘,—l S Hn + ﬁ;khnpen—i—l + ‘€n|~
La premiere ligne entraine

p9n+1 S Agn + Bkhmaxp0n+1a

d’olt pb,, 41 < % 0, si Bkhpyax < 1. En substituant dans la deuxieme ligne
il vient : 5 Ak
Opnt1 < |(1+—-F—— h, | 0O, nl-
s ( T Bl ) T lenl

Le lemme de Gronwall donne la constante de stabilité

Br AKT
=P \ T Bt )

Si hmax €st assez petit, on aura
S ~ exp (BrAET).

Ceci est un peu moins bon que dans le cas de la méthode PECE, car v} < 3.
Néanmoins, pour A = 1 la constante de stabilité est la méme :

S =~ exp (B;kT),

c’est-a-dire précisément la constante de stabilité de la méthode d’Adams-Moulton
seule. Par rapport a PECE, on économise donc un peu de temps de calcul, mais on
perd un peu en stabilité et en précision.
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5. Probléemes

5.1. On considere le probleme de Cauchy y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo, ou
f:[to,to+T] xR — R est une fonction de classe C°. Pour résoudre numériquement
ce probleme, on se donne un entier N > 2 et on considere la subdivision t,, = to+nh,
0 <n < N, de pas constant h = %

On étudie les méthodes a 2 pas de la forme

(M) Ynt1 = QYp—1 + o'y + h(Bfn-1+ B fn + B//fn—H)a
avec fp, = f(tn,yn). La méthode est donc explicite si 5 = 0 et implicite si 5" # 0.

(a) Soit g une fonction de classe C® au voisinage de 0.

Calculer un développement limité a l'ordre 4 en h = 0 de la quantité
A(h) = g(h) = [ag(=h) + &/g(0) + h(Bg'(=h) + B'g'(0) + 8”9 (h))]-

Ecrire la condition nécessaire et suffisante pour que la méthode (M) soit d’ordre
> 1 (respectivement > 2, > 3, > 4). Montrer que la seule méthode (M) qui soit
d’ordre > 4 est

1 4 1
(M4) Yntl = Yn—1 + h(g fn—1+ 3 fn + 3 fn+1>-

Quelle interprétation peut-on donner de cette méthode 7

NB : Dans les questions qui suivent, on supposera sans le repréciser chaque fois que
les méthodes (M) étudiées sont d’ordre 1 au moins.

(b) On cherche a tester la stabilité de la méthode (M) en considérant 1’équation
différentielle triviale 3y’ = 0.

Les réels yg et y1 = yo + € étant donnés a priori, exprimer y,, en fonction de yo,
g, a, n. En déduire qu'une condition nécessaire pour que la méthode (M) soit
stable est que —1 < a < 1.

(¢) On se propose ici de montrer inversement que la méthode (M) est stable, si
0 < a <1etsihest assez petit. On suppose que pour tout t € [tg,to + 1| la
fonction y — f(t,y) est k-lipschitzienne. Soient deux suite (y,) et (z,) telles
que pour n > 1 on ait

Ynt+1 = QYp—1 + O/yn + h(ﬁf(tn—la yn—l) + 6/f(tm yn) + ﬁllf(tn—kla yn—H)):
Zn+1 = OZp—1 + O/Zn + h(ﬁf(tn—la Zn—l) + 6/f(tn7 Zn) + 6//f(tn—|—17 Zn—|—1>) + En-

On pose

0, = O?%Xn |2z — vl

(o) Majorer |z,41 — Yn+1| en fonction de 6,,, 0,11 et &,.
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En déduire que si |f”|kh <1 on a

B[+ 181 + 18" kh
1—|8"|kh

s < (1+ ) (60 + [en]).

(8) En déduire l'existence d’une constante de stabilité S(h), qui reste bornée
quand A tend vers 0, telle que

N—-1
on < S(h) (01 + ; enl).

(e) Déterminer en fonction de a les méthodes (M) qui sont d’ordre 3 ; on notera
celles-ci (M2). A quoi correspond (M3) ? Existe-t-il une méthode (M3) qui soit
explicite et stable ?

Montrer qu’il existe une unique méthode (M3 ) pour laquelle 8 = 0.

(f) (a) Expliciter I'algorithme PECE dont le prédicteur est la méthode de Nystrom
et dont le correcteur est la méthode (M3,).

L’initialisation sera faite au moyen de la méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 usuelle.

(8) Ecrire un programme informatique mettant en ceuvre I'algorithme précédent
dans le cas de la fonction f(¢,y) = sin(ty — y?).

L’utilisateur fournit la donnée initiale (¢o,¥o), le pas h, et le nombre N
d’itérations. L’ordinateur affichera alors les valeurs (¢, y,) successives pour
0<n<N.

5.2. L’objet de ce probleme est d’étudier les méthodes d’Adams-Bashforth et
d’Adams-Moulton avec pas constant.

(a) Montrer que la méthode d’Adams-Bashforth a (r + 1) pas, de pas constant h,

s’écrit, )
Yn+1 = Yn + hz bi,rf<tn—i7 yn—i)
i=0
avec -
b (_1>i/01 s(s+1)..i.!((jj—;>)'...(s+r)7 0<i<r
(b) On pose

Démontrer les formules

biy —bir—1=(=1)'Ciryp, 0<i<r—1,
bT7T = (_1)71771
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(c) Montrer que pour |t| <1 on a

1 +0o0
/ (1—t)°ds = Z%tr.
0 r=0

+o0
En déduire la valeur de ’expression log (1—t) Z ~,-t", puis la valeur des sommes
r=0
Y0 et Yr—1
S + . +...+ 5 + Vr-

(d) Ecrire un programme informatique mettant en ceuvre la méthode d’Adams-
Bashforth a un nombre arbitraire de pas. On utilisera les formules de récurrence
ci-dessus pour évaluer vy, et b;,. L’initialisation sera faite au moyen de la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

(e) Démontrer des formules analogues a celles de (a), (b), (¢) pour la méthode
d’Adams-Moulton.

5.3. Soit a résoudre numériquement un probleme de Cauchy
y' = fty), y(to) =yo
ot f est de classe C? sur [tg,to + 7] x R. On se donne une subdivision
to<t1 <...<ty=to+T

de l'intervalle, et on étudie la méthode numérique suivante : si y, est la valeur
approchée de la solution au temps t,, et si f,, = f(tn, yn) on pose

tn+1
(M) Yn+1 = Yn—1 +/ pn(t)dt

tn—l

ol p, est le polynome d’interpolation des pentes f,, f,—1 aux temps ¢, et t,_1.
On note hy,, = t,11 — tn-

(a) Calculer explicitement ¥,,11. Quelle méthode obtient-on lorsque le pas h,, = h
est constant ?

(b) Soit z une solution exacte de I’équation différentielle.

Déterminer un équivalent de ’erreur de consistance e, attachée a la méthode
(M). Quel est l'ordre de cette méthode ? Comment procéderiez-vous pour la
phase d’initialisation ?

(c) Soit une suite y,, vérifiant la relation de récurrence

Yn+1 = Yn—1 + / pn(t)dt +é&n

tn—l
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ou p, interpole les valeurs ﬁl = f(tn,Yn) €t Yn—1. La quantité e, désigne
lerreur commise a 1’étape n. On suppose que f(t,y) est k-lipschizienne en y et
on note 0, = Jnax |9 — yil-

(o) Montrer que

hyn hp_
Ont1 < |1+ khy, [ 1+ max , ! 0, + .
hn—l hn

(8) On suppose que le rapport de 2 pas consécutifs est majoré par une constante
d (avec disons 1 < § < 2). Etudier la stabilité de la méthode (M).

5.4. Dans cet exercice, on se propose d’étudier une méthode de prédiction-
correction de type PEPEC pour la résolution d’un probleme de Cauchy

{y’ = f(t,y),  te€lto,to+T]

y(to) = vo-

La fonction f(t,y) est supposée de classe C* sur [tg,to+T] x R et lipschitzienne de
rapport k£ en y. Le pas est choisi constant : h = %, N e N*.

(a) L’objet de cette question est de décrire la méthode de correction.

() Si z est une solution exacte du probleme de Cauchy, on écrit

H(tnir) = 2(ta) + / ()t

n

et on approxime l'intégrale par la méthode de Simpson élémentaire. Montrer
que 'algorithme correspondant s’écrit

(C) Yn+1 :yn'i'h(afn'i'ﬁfn—k% +7fn+1>

avec des coefficients «, 8, v que I'on précisera.

(5) On suppose que les pentes f,, fn+%, fna1 sont les dérivées exactes de z aux

points t,,, t,, + %, tn+h. Déterminer un équivalent de ’erreur de consistance

*

€n = Z(tnt1) = Ynt1
en fonction de h et de la dérivée (%) (¢,,). Quel est I’ordre de la méthode (C) ?

(b) Pour pouvoir exploiter la formule (C), il est nécessaire de prédire des valeurs
approchées py,, 41 €t PYnia des points y,, 41 et Ynya, ainsi que les pentes
correspondantes

h
Phoy = fltn+ 5.00ns1)s Phast = ftats, DYnn).
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Pour cela, on utilise comme prédicteur (P) la méthode d’Adams-Bashforth a
3 pas, de pas constant %, faisant intervenir les pentes prédites antérieures pf,,,
pfn_% , pfn—1. La méthode (P) est utilisée une premiere fois pour évaluer py,, 41
puis une deuxieme fois pour évaluer py, 41 a patir de py,, e

(@)
(8)

()

Expliciter completement 1’algorithme PEPEC ainsi obtenu.

Ecrire en langage informatique la boucle centrale correspondant a l'itération
de I'algorithme PEPEC (on précisera la signification des variables utilisées).

L’erreur de consistance de la méthode PEPEC est définie par en = 2(tn+1)—
Yn+1 oU 'on suppose que les points vy, et py,—;, © € {O, 55 1} sont exacts.
Si pe, et pe, 1 désignent les erreurs de consistance du prédicteur sur les

intervalles de temps [tn, tn + %} et [tn + %,tn+1j|7 montrer que

lenl < lesl+ 5 Ehlpenl + ¢ kh(Ipenyy] + Ipenl + o2 Bhlpeal ).

Le choix du prédicteur est-il justifié 7 Quel est I'ordre de la méthode
PEPEC ? Comment procéderiez-vous pour l'initialisation de ’algorithme 7

(¢) On se propose ici de déterminer une constante de stabilité de l’algorithme
PEPEC. Soit 3, une suite perturbée telle que la formule de correction soit
entachée d’une erreur ¢, toute 'erreur étant comptabilisée au niveau de (C) :

Un+1 = Yn + Mapfon + Bpfays +70fas1) +en

Pour i,n € N on pose

Hn - 01232( ‘yz y2|7

PO, = oglz'agxn \pﬂz - pyi|7 p9n+ 1 = Orila<x \pyH_ L — DYyl ‘

(o) Majorer pf,, 41 en fonction de 6,,, pf,, et p@n__ puis pf,,+1 en fonction de

PO, 1 et pb,,. En déduire successivement (pour h assez petit) :

1+ kh

n+1—m
11
== pb
6 PVn—
POpyy < On+kh ——m—
6
1L g
p0”+1<7—%kh Qn

pen—|— 9

1
po Poniy < T
6

—
—
5

b‘ N[=

—

En déduire une majoration de 6,11 en fonction de 0,,, |e,| et une estimation
de S.

(8) Comparer la stabilité de PEPEC a la stabilité de la méthode PECE de méme

ordre ayant pour prédicteur Adams-Bashforth et pour correcteur Adams-
Moulton.






Chapitre X

Stabilité des solutions et
points singuliers d’un champ de vecteurs

On se propose ici d’étudier le comportement des solutions d’une équation différen-
tielle et des lignes intégrales d’'un champ de vecteurs lorsque le temps ¢ tend vers
I'infini. On s’intéresse essentiellement au cas des équations linéaires ou « voisines »
de telles équations. Dans ce cas, le comportement des solutions est gouverné par le
signe de la partie réelle des valeurs propres de la matrice associée a la partie linéaire
de I’équation : une solution est dite stable si les solutions associées a des valeurs
voisines de la donnée initiale restent proches de la solution considérée jusqu’a I'infini.
Cette notion de stabilité (dite aussi stabilité au sens de Lyapunov) ne devra pas
étre confondue avec la notion de stabilité d’'une méthode numérique, qui concerne
la stabilité de ’algorithme sur un intervalle de temps fixé. On étudie finalement
les différentes configurations possibles des lignes intégrales au voisinages des points
singuliers non dégénérés d’'un champ de vecteurs plan.

1. Stabilité des solutions

1.1. Définitions
On considere le probleme de Cauchy associé a une équation différentielle
(E) y' = f(t,y)

avec condition initiale y(tg) = zp. On suppose que la solution de ce probleme existe
sur [tg, +00].

Définition — Soit y(t,2) la solution mazimale de (E) tel que y(to,z) = z. On
dira que la solution y(t, zp) est stable s’il existe une boule B(zp,r) et une constante
C >0 telles que

(i) Pour tout z € B(zg,r), t — y(t, 2) est définie sur [to, +oo[ ;

(ii) Pour tous z € B(z,r) ett >1to on a

ly(t, 2) = y(t, z0)|| < Cllz = 20|
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La solution y(t,zp) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si la
condition (ii’) plus forte que (ii) est satisfaite :

(ii’) Il existe une boule B(zo,r) et une fonction v : [to,+oo[— Ry continue avec
, li—IEl ~v(t) = 0 telles que pour tous z € B(zg,r) ett >ty on ait
—~+o0

ly(¢, 2) = y(t, 20) | < v(B)llz = 20ll-

La signification géométrique de ces notions de stabilité est illustrée par le schéma
suivant.

Y

2T solution instable

ZoT -

R

il solution stable

20

20+ solution asympto-
tiquement stable

to t

1.2. Cas d’un systeme linéaire a coefficients constants

Nous étudierons d’abord le cas le plus simple, a savoir le cas d’un systeme linéaire
sans second membre

Y1 ai Ce A1m,
(E) Y =4y, v=| : |, 4

Ym Am1 e Amm

avec y;,a;; € C ; le cas réel peut bien entendu étre vu comme un cas particulier du
cas complexe. La solution du probleme de Cauchy de condition initiale Y (tg) = Z
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est donnée par Y (t,Z) = e(t=t)4 . 7 On a donc
Y (t,Z) =Y (t, Zy) = et~ (Z — Z)

et la stabilité est lie au comportement de e(t~*)4 quand ¢ tend vers 4+o0, dont la
norme [|e®~*)4|| doit rester bornée. Distinguons quelques cas.

em=1, A= (a). On a alors

|e(t—to)a| _ e(t—to) Re(a).

Les solutions sont stables si et seulement si cette quantité reste bornée quand ¢ tend
vers +00, c’est-a~dire si Re(a) < 0. De méme, les solutions sont asymptotiquement
stables si et seulement si Re(a) < 0, et on peut alors prendre

,.Y(t> — 8(t—to)Re(a) 0.
t — +oo

e m quelconque. Si A est diagonalisable, on se ramene apres un changement linéaire
de coordonnées a

A1 0
Q- §
0 Am
ol A1, ..., A\ désignent les valeurs prores de A. Le systéme se ramene aux équations

indépendantes y} = \;y; et admet pour solution
y;i(t, Z) = z;e™ it=t) 1 <j<m.

Les solutions sont donc stables si et seulement si Re(\;) < 0 pour tout j et
asymptotiquement stables si et seulement si Re();) < 0 pour tout j.

Si A n’est pas diagonalisable, il suffit de regarder ce qui se passe pour chaque bloc
d’une triangulation de A. Supposons donc

A *
A= . — M+ N
0 A

ou N est une matrice nilpotente (triangulaire supérieure) non nulle. Il vient alors

e(t=to)A _ (t—to) A | (t—to) py

_@WME:t_% 7
k=0

donc les coefficients de e*~%)4 sont des produits de e**~%) par des polynémes
de degré < m — 1 non tous constants (car N # 0, donc le degré est au moins 1).
Si Re(A\) < 0, les coefficients tendent vers 0, et si Re(A) > 0 leur module tend
vers +o0o car la croissance de I’exponentielle 'emporte sur celle des polynomes. Si
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Re(A\) =0, on a |e**~%0)| = 1 et par suite e(*~?0)4 est non bornée. On voit donc que
les solutions sont asympotiquement stables si et seulement si Re(\) < 0 et sinon
elle sont instables. En résumé, on peut énoncer :

Théoréme — Soient M1, ..., )\, les valeurs propres complexes de la matrice A.
Alors les solutions du systéme linéaire Y' = AY sont

o asymptotiquement stables si et seulement si Re(\;) < 0 pour tout j =1,...,m.

o stables si et seulement si pour tout j, ou bien Re()\;) < 0, ou bien Re(\;) =0 et
le bloc correspondant est diagonalisable.

1.3. Petite perturbation d’un systéme linéaire

On considere dans K™ = R™ ou C™ un systeme de la forme
(E) Y' =AY +¢g(t,Y)

ou g : [tg, +oo[ x K™ — K™ est une fonction continue. On se propose de montrer
que si la partie linéaire est asymptotiquement stable et si la « perturbation » g est
suffisamment petite, en un sens a préciser, alors les solutions de (E) sont encore
asymptotiquement stables.

Théoréme — On suppose que les valeurs propres complezes \; de A sont de
partie réelle Re \; < 0.

(a) S’il existe une fonction k : [tg, +00] — Ry continue telle que . li_IEl kE(t) =0 et
—+oo

Vi € [to, +oof, VY1, Y2 € K™, lg(t, Y1) — g(t, Y2)|| < K(H)[[Y1 — Yz,
alors toute solution de (E) est asymptotiquement stable.
(b) Sig(t,0) =0 et sl existe 1o > 0 et une fonction continue k : [0,r9] — R telle
que liH(l) k(r) =0 et
rT—r

Vt € [to, +oc, VY1,Ye € B(0,7), |g(t, Y1) — g(t,Ya2)|| < k(r)||Y1 — Ya|

pour r < rq, alors il existe une boule B(0,r1) C B(0,7q) telle que toute solution
Y (t,Zy) de valeur initiale Zy € B(0,71) soit asymptotiquement stable.

Démonstration.* Si K = R, on peut toujours étendre le systeme & C™ en posant
par exemple g(¢,Y) = g(t,Re(Y)) pour Y € C™. On se placera donc dans C™. Il

existe alors une base (e1,...,e,,) dans laquelle A se met sous forme triangulaire
)\1 aig ... A1m
A2
A=
Am—1m

0o ... ... Am
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Posons €; = e/e; avec € > 0 petit. Il vient
S . o .
Ae; =l (arjer + ... +aj_1jej_1 + Ajej)
L _ _
=gl a1j€1 +...+86Lj_1j6j_1 +>\j6j

de sorte que dans la base (e;) les coefficients non diagonaux peuvent étre rendus
arbitrairement petits. On supposera donc qu’on a |a;;| < €, et on pourra choisir ¢
aussi petit qu’on veut. Considérons deux solutions Y (¢, Z) et Y (¢, Zy) :

Y'(t,2) =AY (t,2) + g(t,Y(t,2)),

Y'(t, Zo) = AY (t, Zo) + g(t, Y (t, Zo))
et cherchons a évaluer la différence A(t) = Y (t,Z) — Y (¢, Zp) en distinguant les
deux cas (a) et (b).

(a) Observons dans ce cas que f(t,Y) = AY + ¢(t,Y) est lipschitzienne en Y avec
constante de Lipschitz ||A|| + k(¢). Le critere V 3.4 montre donc déja que toutes
les solutions sont globalement définies sur [tg, +0o[. Nous avons

A'(t)=AA@{) +g(t, Y (t,2)) — g(t, Y (t, Zy)),
lg(t, Y (t,Z)) — g(t, Y (L, Z0))[| < k@)[[AQ@)]

Notons (9;(t))i<j<m les composantes de A(t) et

p(t) =AW = 25

Par différentiation on obtient

= i 85(4)8; (1) + 6;(£)0}(t) = 2 Re i 8} (t)5; (%)
= 2Re("A(t)A'(t))

— 2Re('A(t)AA(t)) + 2Re (tm(g(t, Y(t,2)) - g(t, Y(t, ZO)))).

La deuxieme partie réelle est majorée par
20A@- gt Y (t, 2)) — g(t, Y (t, Zo))|| < 2k()[[A®@)]|* = 2k(t)p(t).
On a par ailleurs
FAAA(E) =D 165017+ aiidi(t)6;(t)
j=1 i<j
de sorte que

Re(ADAND) < > ReA)ISOF + (T las!) 12O

1<J
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Comme Re(A;j) < 0 par hypothese et |a;;| < e, il y a un choix de € tel que
Re("AMAAWD) < —a S 1512 = —ap(t

J=1

avec « > 0. On obtient alors

o0 < —2a+ 2k(t),
p(t) !
In (t) < -2 /to (a — k(u))du,
o(t) < 112~ Zol?exp ( 2 / (00— (u))du)

car p(ty) = ||Z — Zo||?>. On notera que p(t) = ||A(¢)||* ne peut s’annuler que si les
deux solutions coincident identiquement. En prenant la racine carrée, on obtient

1Y (¢, 2) =Y (£, Zo)|| < ~(®)|1Z = Zol|

avec

~v(t) = exp ( — /t(oz — k(u))du)

to

Comme ugrfoo(a — k(u)) = o > 0, l'intégrale diverge vers oo et ti}inoofy(t) = 0.

Les solutions sont donc bien asymptotiquement stables.

(b) Ce cas est un peu plus délicat car on ne sait pas a priori si toutes les solutions
sont globales ; elles ne le seront d’ailleurs pas en général si Zy € B(0,70), vu
que les hypotheses ne concernent que ce qui se passe pour Y € B(0,7y). Comme
g(t,0) = 0, on a toutefois la solution globale Y (¢) = 0, c’est-a-dire que Y (¢,0) =0
pour t € [tg, +oo[. De plus on a

lg(t, Y (t, 2)) — g, Y (¢, Zo)) || < k(r)[[A@)]],

a condition de supposer que t — Y (t,7) et t — Y (t,Zp) prennent toutes leurs
valeurs dans B(0,7) C B(0,79). Sous cette hypothese, les mémes calculs que
précédemment, donnent

p(t) < 12— Zo|> exp ( Q/t (0 — h{r)du),
V(t.2) - V(.20 < exp (~ (- t)@— kD) IZ—Zl, (8

et en particulier pour Zy =0 :

1Y (t, 2)]| < exp = (¢~ to) o — k) )11 2]
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Comme liH(l) k(r) = 0, on peut choisir r; < 79 tel que k(r1) < «, c’est-a-dire
r—

a—k(ry) > 0. L’inégalité précédente montre alors que pour Z € B(0, ) la solution
maximale Y (¢,Z) contenue dans la boule ouverte B(0,7;) vérifie les inégalités
WYt Z)| < ||Z|| < ri. Cette solution maximale est nécessairement définie
globalement sur [tg,+o0o[. Sinon l'intervalle maximal serait un intervalle borné
[to,t1], nécessairement ouvert a droite d’apres les résultats de V 2.4. Comme la
dérivée de t — Y (t, Z) est majorée par

[AY +g(&, V)| < (lAll + k(ro)[[Y ]| < M
avec M = (||A|| + k(r1))r1, la fonction Y (¢, Z) vérifierait le critere de Cauchy

li Y(t,Z)-Y({,2)| =0.
L Y (L 2) =Y, Z)] =0
Elle aurait donc une limite Y; = . litmOY(t, Z) avec ||[Yi| < ||Z]| < 71 et se
—11—

prolongerait sur un voisinage a droite de ¢; en une solution entierement contenue
dans B(0, 1), contradiction. Quitte & diminuer encore un peu r1, on voit que toute
solution Y (¢, Z) avec Z € B(0,r;) est globale et entierement contenue dans B(0,71).
Par conséquent () est satisfaite pour tous t € [tg, +oo] et Z, Zy € B(0,71) avec la
constante o — k(r1) > 0, ce qui démontre le théoreme. |

2. Points singuliers d’un champ de vecteurs

2.1. Position du probleme

On suppose donné un champ de vecteurs de classe C! dans un ouvert  C R2,
c’est-a-dire une application

QR M= <‘;) o V(M) = (fga:,y))

g(z,y)

ol f, g sont de classe C' sur 2. On considere le systeme différentiel associé

- 2'(t) = f(z@t),y(t))
dt v = {y’(t) =g(x(t),y(t)

Grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz, on sait que par tout point il passe une
courbe intégrale unique. Un probleme géométrique intéressant est de décrire 1’allure
de la famille des courbes intégrales passant au voisinage d’un point My donné.

Premzier cas : ?(MO) + 0. Dans ce cas, langle entre ?(M) et 7(M0) tend
vers 0 quand M tend vers 0. Par conséquent, les tangentes aux lignes intégrables
sont sensiblement paralleles les unes aux autres dans un petit voisinage de M. Un
tel point My est dit régulier :
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Deuxiéme cas : 7(M0) — 0. On voit alors facilement sur des exemples qu'il y
a plusieurs configurations possibles pour le champ des tangentes :

s N
\\Iﬂ/ /%ix\ v = x
- A BN

/ | N N T SN T
vG)-C) T0)-G) 0=

Si ?(MO) = ﬁ, on dit que My est un point singulier (ou point critique) du champ
de vecteurs. Un tel point donne évidemment une solution constante M (t) = M, de
(E). Pour étudier les solutions voisines, on supposera apres translation éventuelle
de l'origine des coordonnées que My = 0. On a alors f(0,0) = ¢(0,0) = 0, de sorte
que le systeme différentiel peut s’écrire

dx
== f(z,y) = ax + by + o(|z| + |y])
dy
== g(z,y) = cx +dy + o(|z| + |y|).

Introduisons la matrice

=0 )= (oo don)

Le systeme différentiel considéré s’écrit maintenant

dd—]‘f — AM + G(M)
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avec G(0,0) = G7,(0,0) = G(0,0) = 0. La fonction continue

k(r)=sup [|G"(M)]|
MeB(0,r)

tend vers 0 quand r tend vers 0 et le théoreme des accroissements finis donne
s
|G (M) = G(My)]|| < k(r)|| My Ma]|

pour tous M;, M, € B(0,7). L’hypothese (b) du théoréme du § 1.3 est donc
satisfaite. Dire que le point M, est asymptotiquement stable signifie que les lignes
intégrales issues d’un point M; voisin de M convergent toutes vers My (a peu pres
uniformément a la méme vitesse) quand le temps tend vers +oco. On peut donc
énoncer :

Proposition — Pour qu’un point singulier My = (xo,yo) soit asymptotiquement
stable, il suffit que les valeurs propres de la matrice jacobienne

4 <fé($07y0) f{,(%:%))
9 (0, o) gé(xo,y@
sotent de partie réelle < 0.
Remarque — Contrairement au cas d’un systeéme linéaire, on ne peut pas décider

de la nature du point critique si la matrice jacobienne a une valeur propre de partie
réelle nulle. Considérons par exemple le systeme

dx 3
a = Oox
t e [to,—l—oo[ = [O, —I—oo[,
Y _ gy
dt

qui admet 'origine comme point critique avec matrice jacobienne A = 0. On voit
facilement que la solution du probleme de Cauchy est

o(t) = zo(1 — 20x2t) V2, y(t) = yo(1 — 2 By2t) Y2,

Par conséquent l'origine est un point asymptotiquement stable si « < 0 et 5 < 0,
instable dés que o > 0 ou § > 0. Dans ce dernier cas, les solutions ne sont en
fait méme pas globalement définies : lorsque a@ > 0, 8 < 0 et xg # 0, la solution
maximale n’est définie que pour t € [0,1/(2 axd)|.

Si la matrice jacobienne est inversible évaleurs propres # 0), le théoreme d’inversion
locale montre que la fonction M — V' (M) définit une bijection d’un voisinage de
My sur un voisinage de 0 ; en particulier, pour M assez voisin et distinct de My on
aura V (M) # ﬁ, de sorte que My est un point singulier isolé. Ce n’est pas toujours
le cas si la matrice est dégénérée : le champ 7(w, y) = (z,0) admet par exemple
toute une droite x = 0 de points singuliers. On exclura en général ces situations
qui peuvent étre extrémement compliquées.
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Définition — On dira qu’un point singulier My est non dégénéré si
q p ) 9

det (fg/c(«fo,y@ f{,(%,yo))#oh
9:(%0,90)  gy(T0, Yo)

Nous nous proposons maintenant d’étudier les différentes configurations possibles
pour un point singulier non dégénéré. On verra au chapitre XI, § 2.3 que les courbes
intégrales ont tendance a ressembler a celles du systeme linéaire dM/dt = AM
lorsqu’on se rapproche du point critique, tout au moins sur un intervalle de temps
[to,t1] fixé ; ceci n’est pas nécessairement vrai sur tout l'intervalle [tg, +oo[ (voir
§ 2.3 pour des exemples). On se restreindra dans un premier temps au cas linéaire.

2.2. Cas d’un champ linéaire de vecteurs

Considérons le systeme

dx )
dM ey
Y Am, dt ot A= (% b)Y,
dt dy d c d
— =cr
dt 4

On supposera det A # 0, de sorte que le champ de vecteurs V}(M ) = AM admet
I’origine pour seul point critique. Comme le champ des tangentes est invariant par
les homothéties de centre O, les courbes intégrales se déduisent les unes des autres
par homothéties. Distinguons maintenant plusieurs cas en fonction des valeurs
propres de A.

(a) Les valeurs propres A1, A2 de A sont réelles.

e Supposons de plus A\; # Ay. Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Apres
changement de base on peut supposer

A
=0 )
0 A

et le systeme se réduit a

dx
|
at
dy

— = A\oy.
dt 2y

La solution du probleme de Cauchy avec M (0) = (zo,yo) est donc

{x(t) — moeM?

y(t) = yoe !

de sorte que les courbes intégrales sont les courbes
y=Clz|}/M, CeR

et la droite d’équation x = 0. Distinguons deux sous-cas :
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% A1, A2 de méme signe et, disons, |A;| < [A\2|. On a alors A\3/\; > 1. On dit qu’on
a affaire a un neud impropre :

VWAV
AN

0< A < A A< A1 <0

nceud impropre instable nceud impropre stable

% A1, A2 de signes opposés, par exemple A\; < 0 < Ag. Il s’agit d’un col (toujours

N7

e Les valeurs propres sont confondues : \; = Ay = A. Deux cas sont possibles :

x A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les courbes intégrales sont
données par

{ z(t) = zoe!
y(t) = yoe™,

ce sont les droites y = azx et £ = 0. On dit qu’on a affaire & un neeud propre :
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Y Y
x x
A>0 A<0
Nceeud propre instable Nceud propre stable

* A est non diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matrice A et le
systeme s’écrivent

dx
N P
A= ,
1 A dy \
at T

Le courbes intégrales sont données par

{ z(t) = zoet

y(t) = (yo + ot)e™.

Comme toute courbe intégrale avec z¢ # 0 passe par un point tel que |z(t)| =1, on
obtient toutes les courbes intégrales autres que x = 0 en prenant xy = 1, d’ou

1
t:X In |z|

lz| + ~ In |z|
= yolx| + n |x
Y=1Yo h\

On dit qu’il s’agit d’un neud exceptionnel. Pour construire les courbes, on tracera
par exemple d’abord la courbe y = ¥ In |z| passant par (zg,y0) = (£1,0). Toutes
les autres s’en déduisent par homothéties.
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) Y
R _ _ 4 _ — _ _ = . 4 _ — _ _
x ~
A>0 A<0
Neeud exceptionnel instable Neeud exceptionnel stable

(b) Les valeurs propres de A sont non réelles.

On a des valeurs propres complexes conjuguées a + i3, a — i3 avec disons 8 > 0, et
il existe une base dans laquelle la matrice A et le systeme s’écrivent

dx

y

La maniere la plus rapide de résoudre un tel systeme est de poser z = x + iy. On
trouve alors

% — (@t iB)r+ (-6 + 0ily = (a +iB)(w + i) = (a+iB)z,

de sorte que la solution générale est

Z(t) _ Zoe(a+i5)t _ Zoeateiﬂt.

En coordonnées polaires z = re*?, ’équation devient

r=roe*t a (g
{ 0 , soit r:roeﬂ(e o).
0 =0y + St

I s’agit d’une spirale logarithmique si a # 0 et d’un cercle si & = 0 (noter que ce
cercle donne en général graphiquement une ellipse car la base utilisée ci-dessus n’est
pas nécessairement orthonormée). On dit alors que le point singulier est un foyer,
respectivement un centre :
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a>0 a<0 a=0
Foyer instable Foyer stable Centre

Si o # 0, le rapport d’homothétie de deux spires consécutives de la spirale est e27/5,

2.3. Singularités de champs de vecteurs non linéaires

L’objet de ce paragraphe est essentiellement de mettre en garde le lecteur contre un
certain nombre d’idées fausses fréquemment rencontrées, en particulier I'idée que
les courbes intégrales d'un champ de vecteurs quelconque au voisinage d’un point
singulier ressemblent toujours a celles du systeme linéaire associé. En fait, ce n’est
en général pas le cas lorsque le systeme linéarisé présente un centre, et cela peut
de méme ne pas étre le cas lorsque celui-ci présente un neeud. Les deux exemples
ci-dessous illustrent le phénomene.

Exemple 1 — On considere le systeme différentiel

dx

ar 2 2
§ @)
dy . 2 2
pri x—y(xz* +y°).

L’origine est un point critique non dégénéré, et le systeme linéaire associé
dz/dt = —y, dy/dt = x présente un centre d’apres le §2.2. Si 'on passe en co-
ordonnées polaires (r,0) le systeme (S) devient

dr  dx dy 9 N9 dr

Ta T Y s Wy =
=

o _ G-y

dt — x2+y? do = dt

car rdr = zdx + ydy et xdy — ydr = r2df (exercice !). Les courbes intégrales de
’équation —dr/r3 = df sont données par 1/2r2 = 0 — g, soit r = (2(6 — 6p))~1/?
pour 6 > 60y. On aici @ =t + C, limp_, 4 7(0) = 0. On voit que les courbes
intégrales sont des spirales convergeant vers 0 quand t — o0, ’origine est donc un
foyer stable.



X — Stabilité des solutions et points singuliers 299

U 1 T

Exemple 2 — On considére maintenant le systéeme différentiel

i _ 2
i~ In (22 4 y?)

ORI
v
dt YT (22 + y?)

sur le disque unité ouvert 22 4+ y? < 1. Observons que 2y/In (22 + y?) se prolonge
en une fonction de classe C! au voisinage de (0,0) : elle admet en effet une limite
égale a 0 a l'origine, ainsi que ses dérivées partielles

—4xy 2 _ 4y?
(22 +y?)(In (22 +92))?" In(2>+y?) (22 +y?)(In(z? +y?))*

Il en est de méme pour le terme 2z/In(2? + y?). L’origine est donc un point
singulier, et le systéme linéaire associé dx/dt = —x, dy/dt = —y présente un neud
propre. Pour résoudre (S), on utilise de nouveau les coordonnées polaires (r,6). 1l
vient

dr 2 + 92

o - _r

dt r

do 1 2102 + 2y2 1

dt 22 +y2 In(a2+42) Inr
La solution du probleme de Cauchy est donnée par
r=repe ! avec 1< 1,
dt

g = ———
lnro—t

0=0p—In(1—1t/Inrg)

pour une donnée initiale (rg,fp) en ¢t = 0. La solution est définie sur [In rg, +00]
et on a limy, oo7(t) = 0, limy_, ;o 0(t) = —oo. On a ici encore une spirale
convergeant vers 0 (c’est peu visible sur le schéma ci-dessous car 6 tend vers —oo
tres lentement). L’origine est donc un foyer stable. Comme limy_y1y o107 (t) = 1
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et limy_ 1y 40 0(t) = 400, la courbe s’enroule en spiralant a l'intérieur du cercle
r =1 quand ¢t — In rg + 0.

7

0—"7 1

3. Probléemes

3.1. On considere sur R? le champ de vecteurs

v (i) - <x22;yy2)'

(a) Déterminer les points critiques.

(b) En posant z = x + iy, calculer la solution correspondant a la donnée initiale z
au temps ¢t = 0.

(¢) En déduire que les courbes intégrales sont les deux demi-axes Oz, 0z’ et les
cercles passant par l’origine, centrés sur I’axe y'Oy.

(d) Montrer que les solutions telles que zg € C \ [0, +o0[ sont asymptotiquement
stables. Qu’en est-il si zy € [0, +oo] ?

3.2. On étudie dans R? le systeme différentiel

() % = V(M)

ou ? désigne le champ de vecteurs qui & tout point M (x,y) € R? associe le vecteur

V(M) = (=2 —y, —z + 7).
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Déterminer les points critiques du champ de vecteurs V. Calculer les solutions
t— M(t) = (z(t),y(t)) du systeme différentiel obtenu en linéarisant V' au voisinage
de chacun des points critiques. Faire un schéma indiquant 1’allure des solutions au
voisinage des points critiques. Ces points sont-ils stables ?

3.3. Mémes questions pour le champ de vecteurs v(x, y) = (=1 + 2% + 92, —1).

3.4. On considere le champ de vecteurs défini par

p ()< (e () oo (o)
Y x—l—ysin(ﬁTyQ) exp(—@)
pour (z,y) # (0,0), et par ?(0,0) -7.

a) Montrer que le cham ? est de classe C* sur R? ; on pourra commencer par
q p p p
montrer que la fonction

t— sin(mw/t) exp(=1/t), t >0,

se prolonge en une fonction de classe C* sur [0, +ool.

(b) Montrer que le systeme différentiel dM/dt = ?(M ) se ramene & une équation
de la forme dr/df = f(r) ; on ne cherchera pas a résoudre explicitement cette
équation. En déduire qu'il y a une infinité de cercles concentriques (C})r>1 de
rayons R décroissant vers 0, qui sont des courbes intégrales du champ.

(¢) Etudier la convergence des intégrales i) }i '11 dr/f(r) en chacune des bornes.

Montrer que la courbe intégrale issue d’un point de coordonnées polaires (rg, 6p)
telles que Rii1 < rg < Ry est une spirale admettant les cercles r = Ry et
r = Rp41 comme asymptotes. Etudier de méme le comportement a l'infini des
courbes intégrales.






Chapitre XI

Equations différentielles

dépendant d’un parametre

Etant donné une équation différentielle y' = f(t,y, \) dépendant d’un parametre A,
on se propose d’étudier comment les solutions varient en fonction de A. En parti-
culier on montrera que, sous des hypotheses convenables, les solutions dépendent
contintiment ou différentiablement du parametre X\. Outre 'aspect théorique, ces
résultats sont importants en vue de la méthode dite des perturbations : il arrive
fréquemment qu’on sache calculer la solution y pour une valeur particuliere Ag,
mais pas pour les valeurs voisines A\ ; on cherche alors un développement limité
de la solution y associée a la valeur A en fonction de A — A\g. On montrera que
le coefficient de A — Ag est obtenu en résolvant une équation différentielle linéaire,
appelée équation «linéarisée » de 1’équation initiale ; ce fait remarquable permet
généralement de bien étudier les petites perturbations de la solution.

1. Dépendance de la solution en fonction du para-
metre

1.1. Notations

Soit U un ouvert de R x R™ x RP et
f: U—R™
(ty, A) = f(t,y, A)

une fonction continue. Pour chaque valeur de A € RP, on considere I’équation
différentielle

(E)\> y/ - f(tv Y, /\>7 (tv y) € Ux

ou Uy C R x R™ est 'ouvert des points tels que (t,y,\) € U. Une donnée initiale
(to,yo) étant fixée, on note y(t, A) la solution maximale du probleme de Cauchy
relatif a (Ey) telle que y(t9, \) = yo ; on supposera toujours dans la suite que les
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hypotheses assurant ['unicité des solutions sont vérifiées. Notre objectif est d’étudier
la continuité ou la différentiabilité de yo(t, A) en fonction du couple (t, A).

Fixons un point (¢g, yo, o) € U. Comme U est ouvert, ce point admet un voisinage
(compact) contenu dans U

Vb = [to — To,t() + T()] X E(yo,r()) X E(/\(), Oé()).
On note M = sup||f||. Alors pour tout 77 < min (TO, TM“) fixé et pour tout
Vo
A € B()o, ap), le cylindre
C = [to —T,t0+T] XF(yo,To) C Uy

est un cylindre de sécurité pour les solutions de E,, d’apres les résultats du chapitre
V, § 2.1. Le théoreme d’existence V 2.4 implique :

Proposition — Avec les notations précédentes, la solution y(t, \) est définie pour

tout (t,\) € [to — T, to + T] x B(Xo, ) et elle est a valeurs dans B(yo, o).

1.2. Continuité

On suppose maintenant de plus que f est localement lipschitzienne en y, c’est-a-dire
qu’apres avoir éventuellement rétréci Vj, il existe une constante k£ > 0 telle que

V(t, A) € [to — To, to + To] x B(Xo,0),  Vy1,y2 € B(yo,70),
”f(t?yh )‘) - f(t7y27 )‘)” < kHyl - yQH'

Théoréme — Si f est continue sur U et localement lipschitzienne en y, alors la
solution y(t,\) est continue sur [to — T, to + T| x B(Xo, ap).

Démonstration. Remarquons d’abord que

| e 0| = 1wt 2, 0] <

car || f|| < M sur Vj. Le théoreme des accroissements finis montre alors que y(¢, \)
est M-lipschitzienne par rapport a t, c’est-a-dire que

[y (t1, A) — y(te, A)|| < Mtr — 2o
pour tous (t1, ), (t2,A) € [to — T,to + T] x B(\o, ap). Par ailleurs, comme V; est
compact, f y est conformément continue et il existe donc un module de continuité

n: Ry — R, tel que

1y, Ar) = f(Ey, A2)ll < m(llAr = Ael])
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avec liI(I)l n(u) = 0. Alors z1(t) = y(t, A\1) est la solution exacte du probleme de
u—U4
Cauchy pour I'équation

(E>\1) y/ - f(tv Y, /\1>7

tandis que 22(t) = y(t, A\2) en est une solution e-approchée avec € = n(||A1 — Az||).
Le lemme de Gronwall V 3.1 montre que

ek\t—t0| -1 .
21 ) SE -, ou
[z1(8) = 22(8)]] < k &’
efT —1
ly(t, A1) = y(t M)l < ——— n([[As = Aa)).

De ces inégalités, nous déduisons

(e, A1) — y(ta, Ao)|| < ly(te, A1) — y(ta, )|l + [Jy(te, A1) — y(t2, A2)|

kT _
< Mty — 2] + S (b~ Aal)
et comme le second membre tend vers 0 lorsque (t2,A\2) — (t1, A1), on voit que
y(t, \) est bien continue sur [to — T, to + 1| X B(Ag, ap).- |
Remarque — La démonstration montre aussi que si f(¢,y, \) est localement

lipschitzienne en A, alors y(t, A) est localement lipschitzienne en (¢, \) : dans ce cas,
on peut prendre n(u) = Cu.

1.3. Différentiabilité

Afin de simplifier les notations, on suppose dans un premier temps que A € R, c’est-
a-dire que p = 1. Pour deviner les résultats, nous effectuons d’abord un calcul formel
en supposant les fonctions f et y(t, A) autant de fois différentiables que nécessaire.
Comme y satisfait (Ey) par hypothese, on a

0y

a (t7 >‘) - f(tvy(t7 >‘)7 >‘)

Différentions cette relation par rapport a \ :

92 m Ou.:
arar 0N = D0 F, (66,2, 0) (0 X) + F(1y(E ), ).

Jj=1

En posant u(t) = y(t, \) et v(t) = % (t, A) il vient

(EY) HOEDY

Jj=1

fy, (), Nv; () + fA (2 ult), A).
On observe que I’équation (E}) satisfaite par v est linéaire. L’équation (E))

s’appelle I’équation différentielle linéarisée associée a (Ey). Par ailleurs v satisfait
la condition initiale



306 Analyse numérique et équations différentielles

0
U(t()) = 8_3;\ (t()? >‘) = 07

car par hypothese y(tp, \) = yo ne dépend pas de A.

Théoréme — On suppose que [ est continue sur U et admet des dérivées partielles
fy, et [y continues sur U.

Alors y(t, \) est de classe Ct sur [to — T, to +T) x B(\g, ) et admet des dérivées
partielles secondes croisées continues

0 0y 0 0Oy

X Ot Ot X
De plus, si u(t) = y(t,A), la dérivée partielle v(t) = a—y (t,\) est la solution de
l’équation différentielle linéarisée
(E3) V() =D f, (6 ul), N (8) + fA(E u(t), A)
j=1
avec condition initiale v(to) = 0.
Démonstration.* Les hypotheses entrainent que f est localement lipschitzienne

en la variable y, donc on sait déja que y(t, A) est continue. Pour A\; fixé posons
ui(t) = y(t, A1) et soit v1(t) la solution de I’équation linéaire

m

(EA,) Vi) = fy (tua(t), Ao (1) + FA(E ua (), ).

j=1
avec condltlon initiale v1(tg) = 0. Bien entendu, on ne sait pas encore que
v1(t) = 5% (t, A1), c’est justement ce qu’on veut démontrer. Pour cela on compare

u(t) = y(t A) et ui(t) + (A — A1)vi(t) et on cherche & montrer que la différence est
o(A — A\1). Posons donc

w(t) = u(t) —ug(t) — (A= Ap)vr(t).
Par définition de u,uq, vy il vient

w'(t) = f(t u(t), A) = f(£ua(t), M)

—(A =) Zf{b (¢, ua(t), Ao (8) + fA(t ua(t), A1) (%)
Pour chaque composante fi, la formule des accroissements finis montre que

fk(t7y7 ) fk t y17>\1 kay t y7 ?J _yl,j>+flg,>\(t7gv’x)(>\_>\1)
j=1
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ou (v, X) est un point appartenant au segment d’extrémités (yi, A1) et (y, ). Si
ni est un module de continuité uniforme pour les dérivées partielles f; y, €t fi

sur le compact Vp, 'écart de chaque fonction entre les points (7, X) et (y1, A1) est
majoré par

(7 = yall + X = 2al) < mellly = vl + 1A= Aal).

On peut donc écrire
Sy, N)=f (& y1, A1) Zf;j (tsy1, M) (W5 —y1,5) F AL Y1, M) (A=A +g(t, ¥, 91, A)
j=1

ou g(t,y,y1,A) admet une majoration uniforme

lg (g, y1, VI < (ly =yl + A = M) nllly = yull + 1A = Adl)

pour un certain module de continuité n. En substituant y = u(t), y1 = u;(¢) dans
la derniere formule, on déduit de () les relations

m

PIEAL

=1

)s An)(u () = w5 () = (A = Ao 5 (1)) + g(E, u(t), ua(t), A),

<.

m

D

t u1
fg//J t ul Al)wj< )+g<t7u(t)7u1<t)v)‘)v (**)

<.
[y

avec la majoration uniforme
lg(t; u(t), ur(t), V]| < (C+ DA = A| n((C+ 1A = Ai]) = o(A = A1) 5
en effet
Ju(t) —ur (D) = ly(t, A) =y, A1)l < CIA = A

d’apres la remarque finale du § 1.2. L’équation (%) est linéaire en w, et donc
K-lipschitzienne avec
=suwp > £,

Vo 1<5<m

Comme u(tg) = ui(to) = yo et v1(tg) = 0, on a w(ty) = 0, et par ailleurs w(t) =0
est une solution e-approchée de (xx) avec € = o(A — A1). Le lemme de Gronwall V
3.1 montre que

_ KT 1

lw@®)] = llw(®) — o)l <& —F—

c’est-a-dire, par définition de w, u, u; :

[y, A) = y(t, A1) = (A = A)oa ()] = oA = As).

Ceci signifie que % (t, A1) existe et coincide avec v(t). La fonction y admet donc
bien des dérivées partielles premieres
9y
ot

= O()\ — )\1),

y

(52 = Flty(E X)) et (8 N).



308 Analyse numérique et équations différentielles

La dérivée partielle % est continue en (¢, \) puisque y l'est. Par ailleurs v(t, \) =

8—§ (t, \) est la solution avec données initiales o, v9 = 0 de I’équation linéarisée
() G(t,v, ) Zf (1, y(t 2), M + S5 (5 y(E ), A).

Ici G est continue en (¢,v, ) et localement lipschitzienne en v, puisque linéaire en
cette variable. Par suite v = % est également continue en (¢, A), ce qui implique
que y est de classe C'. Enfin, on a bien

0 0y 0
ot ox ~ o "N
=373, (Bt 0, 0) T (A + S (AN
j=1
0 0 Oy
= o Pyt ), = o 2 (1)
et ces dérivées partielles secondes sont continues grace a la deuxieme ligne. [

Généralisation — Le théoréme s’étend aisément au cas ou X € RP. Il suffit en

o 9y _ 9 Oy
effet de ﬁxer toutes les variables \; sauf une pour constater que . ot = st ox €t

que v(t) = W (t,\) est la solution de l’équation linéarisée

(Ex,) V(t) =) fy, (ult), Nus(8) + 3, (G ult), )

avec condition initiale v(tg) = 0.

Le fait que y(t,\) soit encore de classe C! provient de ce que le théoréme de
continuité du § 1.2 est vrai globalement par rapport a l’ensemble des variables
(A1,...,Ap) : celui-ci entraine la continuité en (¢, ) des dérivées partielles dy/0\;.
Nous étudions maintenant la différentiabilité d’ordre supérieur : nous allons voir
qu’elle se déduit aussitot par récurrence du cas de 'ordre un.

Théoréme — On suppose que [ est de classe C* et admet des dérivées partielles
f'!//j et f;\l de classe C*. Alors la solution y(t,\) du probléme de Cauchy relatif a

(Ey) est de classe C*T1.

Démonstration. Par récurrence sur s. Pour s = 0, il s’agit du théoreme précédent.
Supposons le résultat déja démontré a l'ordre s — 1. Alors y(¢, \) est de classe C?.
Il en est de méme de sa dérivée

2 (4,2 = 7t y(t, ), V).

De plus v(t,\) = g3 (t,A) est la solution de I’équation linéarisée (Ef ), soit
v = G(t, v, ). Comme f’ et fy sont de classe C*¥, on voit que G est de classe

C? ; les dérivées G;j et G\ sont donc de classe C*~ 1 et ’hypothese de récurrence
implique que v est de classe C*. Ceci montre que y est de classe C511. [ |
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1.4. Dépendance de la solution en fonction de la donnée
initiale

On désignera ici par t — y(t,yo, A) la solution de ’équation différentielle

(EA) y/ = f(tv Y, )‘)

de donnée initiale (tg, y0). L’objectif est d’étudier la continuité ou la différentiabilité
de y(t,yo, \) en fonction des 3 variables t, yg, A. Ceci résoudra du méme coup le cas
particulier des solutions y(t,yo) d'une équation différentielle (E) sans parametre.

Pour résoudre cette question, on considere la variable yy elle-méme comme un
parameétre et on pose donc pu = yg. La fonction z(t, u, \) = y(t, u, A\) — p satisfait
alors la condition initiale z (g, u, A) = 0 et I’équation

e (t,p, A) = % (T, 1, A) = F(ty(t 1, A), A)

ot ot
- f(tv Z(tv My >‘) + u, /\>
La fonction z(¢, u, A) est donc la solution de ’équation différentielle

(Elh)\) 7 = f(t7 z+ [, >‘)

avec donnée initiale (¢g,0). Les propriétés cherchées résultent alors des théoremes
déja démontrés, appliqués a équation (E,, ») pour le parametre (u, \) € R™*P. On
peut donc énoncer :

Théoréme — Si f est de classe C° et admet des dérivées partielles f, et fy, de
classe C*%, alors y(t,yo, \) est de classe C5T1.

1.5. Flot d’un champ de vecteurs

Considérons un ouvert 2 C R™ et un champ de vecteurs M +— V}(M ) de classe
C* défini sur Q, £k > 1. On appelle équation différentielle associée au champ de
vecteurs ? I’équation différentielle

(E) % = V(M).

Si nous représentons le point M par ses coordonnées notées y = (y1,...,Ym), et le
champ v par une fonction ?(M ) = f(y), 'équation devient

(E) y' = f(y),

il s’agit donc tout simplement d’une équation différentielle dont le second membre
est indépendant du temps. L’ouvert de définition est dans ce cas ’ouvert produit
U =R x Q. Résoudre (E) revient a chercher les courbes intégrales (ou orbites) du
champ de vecteurs.
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Dans cette situation, il y a invariance des solutions par translation dans le temps :
si t — y(t) est solution, il en est encore de méme pour ¢ — y(t + a). Pour un point
My = x € R™ donné, considérons la solution maximale du probleme de Cauchy y(t)
de donnée initiale y(0) = x. D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, la solution
maximale est définie un intervalle ouvert contenant le temps 0. On appelle « flot du
champ de vecteurs Vo I’application

d:RxQ—Q, (t,z) — O(t,z) = y(t),

c’est-a-dire que t — ®(¢,z) est la solution de ’équation

%@(t,x) = v(CI)(t,:E)) avec @(0,z) = x.

La solution maximale n’est en général définie a x fixé que pour un certain intervalle
ouvert de temps, de sorte que ®(¢, x) n’est défini que sur un certain voisinage ouvert
A de {0} xQ dans Rx Q. Le fait que le domaine de définition maximal A soit ouvert
dans R x € résulte du §1.1, et d’apres le § 1.4, on sait que ® est une application de
classe C* sur A.

Pour que les solutions soient globales et que A = U = R x ), un comportement
adéquat du champ de vecteurs V (M) au voisinage du bord de €2 ; par exemple, si
Q = R™, il suffit, d’apres le critere de globalité des solutions du chapitre V §3.4,
que ’on ait une croissance au plus linéaire a Uinfini || f(y)|| < A|ly|| + B. Pour des
raisons qui vont apparaitre tout de suite, on note en général ®,(x) le flot plutot
que ®(t, x). Une propriété immédiate est alors la loi de groupe

(*) ®; 0 q)s(x> = q)t—ks(x)'

Ceci signifie précisément que si I’on suit une trajectoire a partir d’un point  pendant
le temps s pour atteindre un point ®,(z), puis, a partir de ce point la méme
trajectoire pendant le temps ¢ pour atteindre ®;(®P4(z)), cela revient au méme
que de suivre la trajectoire pendant le temps s + t. Formellement, on a besoin du
théoreme d’unicité de Cauchy-Lipschitz pour pouvoir conclure. On voit que ¢ — P,
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est un homomorphisme du groupe additif (R, +) dans le groupe Diff*(Q) des C*
difféomorphismes de €2 : on a en effet

®to®—t = (I)—to®t = @0 :IdQ,

par suite ®; est un C*-difféomorphisme d’inverse ®_;.

Dans le cas ot les solutions ne sont plus globales, I’existence globale de ®; € Diffk(Q)
n’est pas assurée, mais ®,(x) continue a exister en temps petit, et la loi de groupe
(x) est encore valable la ou les applications sont définies, donc au moins dans un
voisinage de {0} x Q. L’exercice 3.4 donne quelques critéres supplémentaires pour
que le flot soit globalement défini.

Le théoreme de régularité du flot est I'un des points de départ de résultats plus
globaux comme le théoreme de Poincaré-Bendixson, que nous nos contenterons
d’énoncer. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a approfondir la tres vivante
branche des mathématiques connue aujourd’hui sous le nom de théorie des systemes
dynamiques.

Théoréme de Poincaré-Bendirson — Soit M — V}(M) un champ de
vecteurs de classe C' dans un ouvert Q du plan. On suppose qu’il existe un compact
K C Q ne contenant aucun zéro du champ de vecteurs V et stable par le flot @y
pour t > 0 [ce qui implique que ®y(x) est défini pour tout x € K et tout t > 0].
Alors K est constitué d’une orbite périodique du flot.

2. Méthode des petites perturbations

2.1. Description de la méthode

On considere une équation différentielle

(EA) y/ = f(tv Y, )‘)

dépendant d'un parametre A ; on prendra pour simplifier A € R. On suppose que
[ est continue ainsi que ses dérivées partielles f) et f{. Soit y(¢,A) la solution
maximale du probléme de Cauchy satisfaisant la condition initiale y(tg, A) = yo(\) ;
yo peut donc dépendre ici de A ; on supposera que yo()\) est de classe C1.

On suppose connue une solution particuliere u(t) = y(t, A\g) correspondant a une
certaine valeur \g du parametre. L’objectif est d’étudier les petites perturbations
de la solution, c’est-a-dire les solutions y(¢, \) associées a des valeurs \ voisines de
Ap- Ceci correspond a une situation physique tres courante, dans laquelle on connait
la solution théorique idéale d’un probleme et pour laquelle on cherche la solution
réelle tenant compte de petites perturbations plus ou moins complexes. En général,
on ne sait pas calculer la solution exacte y(t,\) pour A # Xg. Les résultats des
§ 1.3, 1.4 montrent que y(¢, \) est de classe C! et on cherche donc une approximation
au premier ordre

(8 N) = 90 20) + (A= 20) 2 (1, 0) + (A~ Ao

= u(t) + ()\ — )\0)U<t) + O()\ — )\0)
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ou v(t) = % (t, Ao) est a déterminer. On sait que v est la solution de 1’équation
linéarisée
(E3,) HOEDS

Jj=1

Fy; (6 u(); Ao (8) + f2(; u(t), Ao),

la condition initiale s’écrivant ici

0

v(to) = 8_3){ (to, Ao) = ¥5(Xo)-

Comme (E) ) est linéaire, la résolution est en principe plus facile que celle de (Ey ).
Nous allons maintenant donner des exemples concrets de la méthode.

2.2. Perturbation d’un champ de vecteurs

Considérons dans le plan le champ de vecteurs
M = (2,y) = V(M) = (~y,2).

Les lignes intégrales du champ t — (z(t),y(t)) sont les solutions du systeme
différentiel

0 G
M vy |
dt dy B

On résout ce systéme comme au chapitre X, § 2.2(b) en posant z = z+iy. Le systeme
se ramene alors a l’équation dz/dt = iz, de sorte que la solution du probleme de
Cauchy avec donnée initiale zg = x¢ + iyy est z = zpe't. Les lignes de champ sont
les cercles centrés en 0.

On suppose maintenant que le champ de vecteurs subit une petite perturbation de
la forme

M = (m,y) — ‘7)\>(M> = (_y,x> + )\(a(m,y),b(ac,y))

oll a,b sont de classe C! et ol A € R est petit. On aboutit donc au systéme
différentiel

dx

— = —y+Aa(z,y)
d
(Ex) dt — Z_ A (%)
dy dt
T Ab(z,y)

avec A(z) = a(zx,y) + ib(z,y). Notons z(¢,\) la solution telle que z(0,\) = zp.
On sait que z(t,0) = zpe™ et on aimerait avoir une approximation de z(¢, \) quand
A est petit. Ecrivons

Oz

z(t,A) = 2(t,0) + A o\

(t,0) + o( ).
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Grace a une différentiation de (x) par rapport a A, il vient

0 0z 0 0z 0

5 X " X a:a(iz—l—)\A(z))
.0z 0
=1 N +A(z) + A 3N (A(z(t, N)).

Par conséquent v(t) = % (t,0) satisfait I’équation

d )
(E) = v+ A((1,0)) = v+ Alz0e")

avec condition initiale v(0) = % (0,0) = 0. Cette équation se résout par variation
des constantes en posant v(t) = C(¢t)e'. 1l vient

C'(t)e +iC(t)e™ =iC(t)e™ 4+ A(zpe™),

soit C'(t) = e " A(zpe't). Comme C(0) = v(0) = 0, on obtient

t
C(t) = / e A(zpe™)du,
0
t
v(t) = Ot)e' = / et~ A(zge™)du,
0
¢
2(t, \) = zpe't + )\/ e A(zpe™)du + o(N).
0

Ceci se calcule facilement des que a(z,y) et b(x,y) sont des polyndémes par exemple.
Néanmoins, méme dans ce cas, il est généralement impossible d’expliciter la solution
exacte de ’équation non linéarisée.

2.3. Courbes intégrales d’un champ de vecteurs au voisinage
d’un point singulier

Soit M +— v(M) un champ de vecteurs de classe C*, s > 1, sur un ouvert {2 du plan.
On se place au voisinage d’un point singulier qu’on suppose choisi comme origine
des coordonnées pour simplifier. On a donc 7(1(0) = ﬁ, et comme au chapitre X
§ 2.1, le systeme différentiel va s’écrire

de ar + by + g(z,y)

T g\T,y
dM dt
(E) = van, ol
Y

ar =cz +dy + h(z,y)

%
ol <CCL 2) est la matrice des dérivées partielles (Vé(0,0),Z’(0,0)) et ou g,h

s’annulent ainsi que leurs dérivées partielles premieres au point (0,0). Les fonctions
g, h sont par hypothese définies sur une certaine boule B(0, o).
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On cherche a comparer l'allure des courbes intégrales situées pres de l'origine
lorsqu’on effectue des « grossissements successifs » (observation a I’ceil nu, a la loupe
puis au microscope...). Autrement dit, on veut comparer la courbe issue d’un point
M et la courbe issue du point AMj (avec A petit), lorsque ces courbes sont ramenées
a la méme échelle. Pour grossir la deuxiéme courbe dans le rapport 1/, on effectue
le changement de coordonnées X = /A, Y = y/A. Dans ces nouvelles coordonnées,
I’équation du systeme devient

dX 1
— =aX +bY + — g(AX,\Y)
dt A
() dy 1
— =cX +dY + - h(AX,\Y).
dt c + + )\ ( Y )
La solution de (E)) de valeur initiale (Xg, Yy) en ¢t = 0, correspond a la solution de
(E) de valeur initiale (zq, yo) = (AXo, AYp). Vu les hypotheses, les fonctions

G(X,Y,A) = = g(AX, \Y)

H(X,Y,\) =~ h(AX,\Y)

> = =

sont définies et de classe C* sur B(0,79)x]0, 1] et se prolongent par continuité en
A =0 en posant G(X,Y,0) = H(X,Y,0) = 0. Ce prolongement est en fait de classe
C*~1 sur B(0,7o) x [0,1] car

1 1 u=1
G(X,Y,\) = / (X g, (uAX, ulY) + Y g, (uAX, udY))du = [X g(urX, UAY)}
0 u=0

Si s = 1, les fonctions G, H sont bien lipschitziennes en X,Y (avec la méme
constante de Lipschitz que g et h). La solution (X (¢, A),Y (¢, A)) du probleme de
Cauchy est donc continue, et pour s > 1 elle est de classe C*~! par rapport a (¢, \),
borne A = 0 incluse. En particulier :

Proposition — Lorsque A tend vers 0, la solution de (Eyx) de valeur initiale
(Xo,Yp) converge vers la solution du systéeme linéaire

dX

— =aX +bY
dt

(E) Iy
— =cX + dY.
7 cX +

Bien entendu, les méthodes précédentes permettent aussi d’avoir un développement
limité a l'ordre 1 de la solution de (Ey) au voisinage de A = 0, comme on I’a vu au
§ 2.2.
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2.4. Oscillations du pendule simple

On étudie les oscillations d’un pendule ponctuel de masse m suspendu a un fil de
longueur [. L’équation du mouvement a été établie au paragraphe VI 4.2(c) :

0" = —% sin 0,

ou 6 désigne 'angle fait par le fil avec la verticale. On suppose ici qu’on lache le
pendule au temps ¢t = 0 a partir de I’élongation maximale 6 = 6,,, avec vitesse initiale
nulle. Lorsque 6,, est petit, on fait habituellement ’approximation sin 6 ~ 6, d’ou

g
0" = —w?0 avec w?=Z.

La solution cherchée est alors classiquement
0(t) = 0,y cos wt.

Néanmoins, ceci n’est pas rigoureusement exact, et on aimerait connaitre 1’erreur
commise. Pour cela, on pose 0(t) = 0,,y(t), de sorte que y est la solution de
I’équation

sin 0,y
n_ _ w2

Y 0,

avec condition initiales y(0) = 1, 3/(0) = 0. Le développement en série de sin 6,,y
donne

sin 0,y 1o 5 1 ., 1 —
=y —= 0 — (D) — 0y c= A
olt A = 62, et ot
ey )\)Zy—lAy3+...+(_1)“#Anyanij
’ 6 (2n +1)!

est une fonction de classe C*°. La solution y(t, A) de ’équation

(Ex) Y = —w?o(y, \)

est donc de classe C*° (on notera que tous les résultats du paragraphe 1 sont encore
vrais pour des équations d’ordre > 2, puisque ces équations sont équivalentes a
des systemes d’ordre 1). On a ¢(y,0) = y et y(t,0) = cos wt. Pour obtenir un
développement limité de y(t, A) lorsque A est petit, on dérive (E)) par rapport a A,
ce qui donne

0% /0y 0 0% 0
/ I A D A S 2
(E) o2 (m) ox o2 o @ e )
Jy

= —w? (g&;(y, A) 3N + ‘P/A(ya )‘))
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On a gogl(y,()) =1et ¢\(y,0) = —% y3, de sorte que la fonction v(t) = % (t,0)
satisfait 1’équation

v (t) = —w? (v(t) - % y(t, 0)3>

1
= —wo(t) + g w? cos® wt.

Comme (0, )\) 1 et y/0t(0,\) = 0 pour tout A, les conditions initiales sont
v(0) = v'(0) = 0. La solution générale du systéme sans second membre est

v(t) = a cos wt + [ sin wt.
On applique alors la méthode de variation des constantes avec
v(t) = a(t) cos wt + B(t) sin wt.
D’apres le chapitre VII § 3.3, ceci conduit au systeme
o' (t) cos wt + (' (t) sin wt =0

1
o (t)(—w sin wt) + B'(t) w cos wt = 6 w? cos® wt

d’out ) w
o (t) = 5 cos® wt sin wt
! W 4 ol
B'(t) = = cos®wt = — (3+ 4 cos 2wt + cos 4wt),
\ 6 48
[ a(t) = a0+ = costwt
a(t) = a0+ o cos? w

1 1
B(t) = Bo + — (3wt + 2 sin 2wt + — sin 4wt).
\ 48 4

Les conditions initiales v(0) = «(0) = 0 et v'(0) = /(0) + wB(0) = 0 donnent
a(0) = B(0) =0, donc ag = —357, Bo =0 et

1 4 1 . 1 . .
v(t) = o (cos® wt — 1) cos wt + 18 (3wt + 2 sin 2wt + 7 5in 4wt) sin wt

1 1
= 6 (wt + 6 sin 2wt> sin wt,
A 1
y(t, \) = cos wt + 16 (wt + 6 sin 2wt) sin wt + O(\?).

Cherchons maintenant a partir de la l'influence de 1’élongation maximale 6,, sur
la période des oscillations [on a vu au chapitre VI, 2.4 ¢) que les solutions de
faible amplitude étaient périodiques ; ceci n’est pas contradictoire avec le fait
que le développement limité de y(¢,\) ci-dessus soit non périodique, & cause du
terme O(A?) dépendant de t et lui-méme non périodique]. Soit T'(\) la période, de

sorte que % T(X) correspond au plus petit t > 0 tel que y(t,\) = 0, c’est-a-dire

y(i T(N), )\) = 0. Le théoreme des fonctions implicites montre que cette équation

définit une fonction T'(\) de classe C>° pour A petit, car

2m dy /1
T0) = 2L, —(—To,o):— in wt — w40,
)= a¢ (g TO) i w7
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Par différentiation de ’équation en A = 0, on trouve de plus

L i) % (1 7(0),0) + Oy (1 T(0),0) =0

4 ot \4 or \4
avec 6 1
Y _(T\_ T
O\ (4 T(O)’O) - U(Qw) 32’
d’on 1
T T
1 T'(0)(—w) + 35 =0 7'(0) = "
T(X) =T(0) + AT"(0) + O(\?)
B 21 1 9
== (1+1—6 A+ O\ )).

On retrouve ainsi ’approximation bien connue

l 1
2\ _ i 22 4
T(0;,) = 277'\/; <1 + 16 0, —l—O(Qm)) .

Cette approximation pourrait également se retrouver de maniere directe a partir de

la relation exacte
Om
e Bt
g Jo +/cosp—cosb,,

qui résulte des formules obtenues au chapitre VI 4.2 ¢). Exercice pour le lecteur !

3. Probléemes

3.1. On considere une équation différentielle d’ordre p

(E>\> y(p) = f(t7 y7 y/7' * '7y(p_1)7A)

dépendant d’un parametre A, ou f est définie et continue sur un ouvert U de
R x (R™)P x RY.

(a) On suppose que f(t,Y,)) est de classe C* sur U et qu’elle admet des dérivées
partielles de classe C* par rapport & chacune des composantes de Y et A. On
note

y(ta Yo, Y1, - -5 Yp—1, )‘>
la solution de (E)) satisfaisant les conditions initiales
y(to) =vo, ¥'(to) =v1,--, 4y (to) = o

Montrer que cette solution y est de classe C**1 par rapport & 1’ensemble des
variables ¢, y;, A, de méme que ses dérivées partielles 9y /¢, ..., 0P 1y /otP~1.

[Indication : se ramener au cas d’un systeme d’ordre 1].
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(b) On suppose ici que A € R. Soit u(t,\) la solution satisfaisant la condition

initiale
oFu
i toA) =u(d), 0<k<p-1
ot Yo(A), ..., yp—1(A) sont de classe C! au moins en A\. Montrer que v(¢,\) =

Ou/OA(t, \) est la solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre p dont
on précisera les conditions initiales.

(¢) Application : Ecrire Péquation du (b) pour y”" = e*y?+ \y/, avec les conditions
initiales y(0) = e=*, 3/(0) = cosh 2.

3.2. On s’intéresse ici au comportement des courbes intégrales passant par un point
voisin de 'origine, pour le systeme (S) de I’exercice X 3.2. Pour tout A > 0, on note

tis M(t,N) = (z(t, ), y(t, \))

la solution maximale de (S) qui passe par le point de coordonnées (A,0) au temps
t=0.

(a) Déterminer la solution t — (Z(t),y(t)) du systeme linéarisé au voisinage de
lorigine, qui passe par le point (1,0) au temps ¢t = 0.

(b) A l’aide d’'une homothétie convenable et des méthodes du chap. XI, montrer
que M(t,\) admet un développement limité de la forme

M(t,\) = (AZ(t) + Nu(t) + O(N), A\G(t) + No(t) + O(\?))
ou u, v sont des fonctions que ’on explicitera.

3.3. L’objet de ce probleme est d’étudier les lignes de champ créées dans un plan
par un dipole électrique (par exemple une molécule polarisée telle que le chlorure
d’hydrogene).

Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (O ; f, ;), ou O est la position du
dipole (supposé ponctuel), et (O ; Z) I’axe du dipole. Si M est un point quelconque
distinct de O, on note (r,0) les coordonnées polaires de M relativement au repere
(O;14,7). On associe & M le vecteur radial @ = cos 0 -7 + sin 6 - j et le vecteur
orthoradial 7 = —sin -7+ cos 0-j. On admettra que le potentiel électrique V(M)

créé par le dipole en tout point M # O est donné par

V(M) = cos 0

2
(a) On rappelle les formules

dM = dr- @+ rdf - 7,

U,

1
gra3V:a—V~ﬁ+— 8—V~17.
or r 00
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Evaluer le champ électrique E = —grag V' créé par le dipole.

Déterminer 1’équation r = (#) de la ligne de champ (courbe intégrale du
champ de vecteurs ﬁ) passant par le point de coordonnées polaires (rg,6p)
avec 19 > 0 et p = 3.

(b) Le dipdle est supposé placé dans un champ électrique ambiant constant
0= /\f, d’intensité tres faible par rapport a son champ propre E.

(a) Eerire I'équation différentielle % = f(r,0, ) des lignes de champ relatives
au champ ﬁ-{—ﬁo. Calculer le développement limité a l'ordre 1 de f(r, 0, \)

en fonction de ).

(8) On note r = (0, \) ’équation polaire de la ligne de champ passant par le
point (r9, %) [on ne cherchera pas a évaluer 1],
Montrer que w(f) = g—f (0,0) satisfait & une équation différentielle linéaire.

En déduire le développement limité a 'ordre 1 de (6, A) en fonction de A.

3.4. Soit 2 un ouvert de R™ et M — v(M ) un champ de vecteurs de classe C*
sur 2. On considere le flot associé a I’équation différentielle

(E) dd@t =V (M).

Montrer que toute solution maximale de (E) est globale dans les trois cas suivants :
(a) Q=R et 7 satisfait & Dinfini la condition V}(M) . OM < ||OM|| o(|OM]|))
ot ¢ : [0,400] — R est une fonction continue, croissante et positive telle que
+oo
[ dt/e(t) = +oo.
Indication: majorer U(HOM |) onv(t) = flt du/p(u) a laide d’un raisonnement
de type lemme de Gronwall.
(b) © est un ouvert borné et on a la condition ||V>(M)|| < p(d(M,00)) avec

¢ : ]0,+00[ — R continue, croissante et positive telle que fol dt/p(t) = 400
(et donc telle que lim;_o, ¢(t) = 0).

Indication: majorer v(d(M,dQ)) ot v(t) = ftl du/p(u).

(c) Q est un ouvert borné & bord régulier de classe C!, et M ?(M ) se prolonge

en champ de vecteurs de classe C! sur Q tel que V}(M ) soit tangent a Of) en
tout point du bord.
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Formulaire et principaux résultats

Chapitre I : Calculs numériques approchés

Soit € la précision relative de ’expression approchée des nombres réels sur le
calculateur utilisée. Les erreurs d’arrondi sur les opérations arithmétiques vérifient

Az +y) <Az + Ay +e(|z| + |y]),
Azy) < |z|Ay + |y|Az + elxyl.

Si la sommation s, = x1 +x2 + ...+ x, est calculée par ordre croissant d’indice et
si Az; = 0, alors

Alsn) < e(lzn] + 2ana| + ...+ (n = D]za| + (n = 1)]a1]),

Al zs? . coxpm) <e(loa| + ..+ |an| — D] z3? . oxpm].

Chapitre II : Approximation polynomiale des
fonctions numériques

Polynoéme d’interpolation de Lagrange de f : [a,b] — R en des points
Xy X1y .., Ty € [a,b] :

x—xj

pa(@) =Y fladli(e),  Ul@) =] -—2L.
i=0 g#e

Formule d’erreur :

1

f(.’L‘) _pn(x> = (n + 1)' 7Tn+1(x>f(n+1)(£m>

n

avec Tnt1(z) = H(x — i), & € |min(x,x;), max(z, x;)[.
i=0
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Différences divisées :

Tiye oy Tl — flT05 ooy Tl
flzo,x1,. .., xx] = flz1, .. mk] = flwo, .., 1],
T — Xo

n

pn(x) = fa0) + Zf[mo,ml, ozl —xo) .. (— 2_1).

k=1

Formule de Newton (pas constant h = b_T“) :

z;=a-+ih, fi=f(z;), AVfi=AF1fi —AMLE

- —1)...(s—k+1
pn(x>:ZAkf0 sts — 1) kgs 1 ol z=a-+ sh.
k=0

Polynomes de Tchebychev :

tn(x) = cos(n Arccos z), x € [-1,1],

{to(az) =1, tz) =z

tnt1(x) =2xt,(x) —th_1(x), n>1.

Points d’interpolation de Tchebychev ( = racines de t,,41) :

Estimation de |m,11(z)|, 2 € C avec ; = a +ih, h = =2 :

1 b
On pose 0,(z) = min |z — z;| et A(z) = exp A / In |2z —x|dm>. Alors il
existe des constantes C', Cs > 0 indépendantes de n telles que

C10,(2)A(2)" < |Tns1(2)] < Candy,(2)A(2)".

Meilleure approximation uniforme : si f € C([a,b]), le polynéme ¢, de degré
n minimisant la distance uniforme ||f — g, || existe et est unique. Il est caractérisé
par la propriété que f — g, équioscille sur au moins n + 2 points de [a, b].

Théoréme de Jackson : soit f € C([a,b]). Siwy est le module de continuité de f
et si p, est le polynome d’approximation de Jackson de f de degré n, on a

17 = pull < 30y (©).

Constante de Lebesgue : A, = sup Z i ()]
z€la,b] i—0
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n

SiLy(f) =pn= Zf(ml)l“ on a

=0

1f = La(HIF < (T A = gull-

2n+1

Si les x; sont équidistants, on a A, ~ enIn ()

Si les x; sont les points de Tchebychev, on a A, ~ 2 In(n).

Polynomes orthogonaux. Formule de récurrence :
() = (T — Ap)Pn—1(2) — pinpn—2(x), n>2
avec A, = <mpn—1apn—1>/||pn—1||%a Mn = ||pn—1||%/||pn—2||%7 1<j<l

Polynomes de meilleure approximation quadratique :

ro(z) = Z <f’pk2> pr(x).

< Tprl3

Chapitre III : Intégration numérique

Méthodes de Newton-Cotes d’indice [ :
Jé] k—1 l
| tade= Y (e - a) Y wif)
a i=0 =0

avec & ;= a; +j- SR 1 <5<

x =1 : méthodes des trapezes wy = w; = 3 (ordre 1).
erreur : —15 h?f”(€)(8 — ) si le pas est constant.

x [ =2 : méthode de Slmpson wy =ws = 3, w; = 2 (ordre 3).
erreur : —5des WA fW(€)(B — ).

* | =4 : méthode de Boole-Villarceau
W = Wy = %, W] = w3z = }L—g, Wy = 1—25 (ordre 5).

erreur : —osi=s O fO(€)(B — a).

Formule de Taylor avec reste intégral :

I A A L
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Noyau de Peano d’une méthode d’ordre N :
!

B
Si E(f) = / f(x)w(z)dx — Z Ajf(z;) est Perreur d’intégration, alors
o =0
Kn(t (x—1)F), telaf,

)= FE(z—
B
B(f) =7 [ EnOr* e

Si K est de signe constant, alors

B
B(f) = 57 7V [ Knldt ¢ € ol

Noyau de Peano d’une méthode composée. Si la méthode élémentaire est
d’ordre N et admet ky pour noyau de Peano sur [—1, 1], le noyau de Peano composé
est donné par

wn) = () o (5 (1= 2522)) ve ool

Méthodes de Gauss :

l

B
/ f(@)w(z)dr ~ Z A f(z5)

j=0
avec Zo,...,x; € |a, 3] racines du polynéme orthogonal p;;1
)\-—/BL-(x)w(a:)dx Li(z) = [[ -—5
(2 o (2 ) K3 - xl o x] .

JF#i
La méthode est d’ordre N = 2] + 1, et I'erreur est donnée par

_ P

B
] / 141 ()0 (x)d.

Polynomes de Bernoulli : ils sont définis par récurrence par

(Bi(z)=z—3 si z€l0,1],

B, =pB,_1(r) sur [0,1[ pour p>2,

1
/ By(z)dz =0,
0

\ B, périodique de période 1 sur R.

eQﬂ'znx

By(x) = —p! Z 2rin)P’
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Nombres de Bernoulli :

1
bo=1, b1=-g,
2(—1)F1(2k) <X 1 ,
bZk == (27T)2k Z W si k Z 1,
n=1

) si k> 1.
| Bap ()| < |bag],

by =B,(0) si p>2.

2) =Y Clbypa” ™, By(l1—=)=(-1)"By(x),

O3 1bok + O 2bop o+ ...+ O3y 1bo + Chpbi +1 =0,
1 1 1 5

bo = —, bs=——\ bio= .
6 427 8 307 10 66

Formule d’Euler-Maclaurin : Pour f € C%([a, f]), avec o, 8 € Z, on a

N =

f(a)+f(oz+1)+...+f(5—1+ f(B /f Ydx+

k
Z (;’?nm)! (f(Qm—l)(ﬁ) _f(Qm—l)(a)> _/a 8(22’2;() z) f(%)( )dx

m=1

Formule du développement asymptotique. Soit f € C([a, +o0[), a € Z. Si

llI_'I_l F(2) = 0 et si f0™)(z) est de signe constant sur [zq, +oo[ pour m > mg
T—r1+00

alors Vn > zg et Vk > 5% on a

F@) + flat 1)+ + f(n) = c+ Fn /f

k—1
me m— ka
+Z(2m) FeEm i +0 2%! [P Pm),  os<e<l
m=1

Extrapolation de Richardson
Pour calculer la limite de A(t) = ag + a1t + ...+ axt® + O(t**1) en t = 0, on pose

Am,O = A(T‘_mto),
TnAm,n—l - Am—l,n—l
rm—1

Am,n =

B
Méthode de Romberg : pour évaluer / f(x)dzx, on calcule

Amo=h(3 flo)+ fla+h) +. .+ (5= 1)+ 3 1(5))
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Chapitre IV : Méthodes itératives pour la
résolution d’équations

Méthode de Newton : pour résoudre f(x) = 0, on itere

W)
A= Py

/" (x)
()

(Vx € [a — h,a + h)) lo(x) —a| < M|z — al?.

Sif(a)=0et M = max

, alors pour h = min (1, ﬁ) on a
z€la—r,a+T7]

Variante (méthode de la sécante) : A partir de valeurs initiales xg, x1, on pose

— flzp)—flzp—1)

Tp Tp—Tp_1 (\V/ > 1)
o fmy o VP
Tp+1l = Tp ™

Méthode de Newton-Raphson. Pour résoudre f(z) =0 ou f : R™ — R™, on
itere la fonction

p(z) =2~ f'(x)7" f(2).

Chapitre V : Equations différentielles. Résultats
fondamentaux

Etant donné un ouvert U C R x R™ et une fonction continue f:U — R™, il passe
par tout point (to,y0) € U au moins une solution locale de 1’équation différentielle

(E) y' = fty).

De plus toute solution peut étre prolongée en une solution maximale ; l'intervalle
de définition d’une solution maximale est ouvert.
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Méthode d’Euler. Partant d’un point initial (¢, yo), on pose

{ Yn+1 = YUn + hnf<tn7 yn)
tn—l—l =t, + hn

et on construit une solution approchée y(t) linéaire par morceaux en joignant les
points (ty, yn). Si C = [to —T,to+T] x B(yo, o) est un cylindre de sécurité tel que

T
T < min (TO,M()), ot M = sup [Kalr
[to—To,to+To] X B(yo,r0)

la solution approchée (¢, y(t)) reste contenue dans C. L’erreur vérifie

ly'(2) = Sty < wp((M + 1) hmax)

ou wy est un module de continuité pour f.

Théoreme de Cauchy-Lipschitz. Si f est localement lipschitzienne en y, il passe
par tout point (fo,yo) une solution maximale unique et toute suite de solutions
ep-approchées avec lime, = 0 converge vers la solution exacte : le lemme de
Gronwall montre que 1’écart entre 2 telles solutions approchées y;, ys vérifie

ek|t—t0| -1

[91(8) = y2(D)]| < (&1 + &2) ’

ou k est la constante de Lipschitz.

Equations différentielles d’ordre p : y® = f(t,y,y/,...,y® V).

Si f est continue (resp. continue et localement lipschitzienne en toutes les variables
autres que t), il existe au moins une solution (resp. une unique solution) satisfaisant
la condition initiale

y(to) = vo, Y (to) =v1,--,yP D (to) = yp_1.

Chapitre VI : Méthodes de résolution explicite des
équations différentielles

Equations & variables séparées : v = f(2)g(y).

. 4

Ecrire W'?Z) = f(z)dx.

Equations linéaires du premier ordre : y' = a(z)y + b(xz).

Solution générale : y(z) = AeA® +y;)(z) ot A est une primitive de a et olt y(1)()
s’obtient par la méthode de variation des constantes, y(1)(x) = Mz)eA®),
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Equations de Bernoulli : 4 + p(z)y + ¢(z)y* =0 on a € R\ {1}.

Diviser par y® et poser z(x) = y(z)'~. Alors z satisfait une équation linéaire.

Equations de Riccati : 3/ = a(z)y? + b(z)y + c(z).
Si une solution particuliere y(;) est connue, poser y = y(1) + 2. Alors % satisfait une
équation linéaire.

Equations homogenes : y' = f(ﬂ>

€T

Poser y(z) = xz(x), ou passer en coordonnée polaires.

Equations non résolues en 3’ : regarder si on peut trouver une paramétrisation
simple de ’équation.

Equations de Lagrange : y = a(y')z + b(y/).

Choisir p = 3y’ comme nouvelle variable et x(p) comme nouvelle fonction inconnue.
Calculer dy et écrire dy = pdx.

Equations du second ordre : y” = f(y,y) : choisir y comme nouvelle variable
et v = 3y’ comme nouvelle fonction inconnue de y. On a alors y”’ = vdv/dy.

Equations linéaires homogénes du second ordre : a(x)y” +b(z)y +c(z)y = 0.

Si une solution particuliere y(;) est connue, utiliser la méthode de variation des
constantes : y(x) = A(x)ya)(z). Alors p = N est solution d’une équation du
premier ordre.

Chapitre VII : Systemes différentiels linéaires

Systemes différentiels linéaires a coefficients constants dans R™

Solution du probleme de Cauchy Y (¢y) = V, pour
Y =AY Y (t) = et=t0)A . 1

t
Y'=AY + B(t) : Y (t) = et A 1 + / e"WAB(u)du

to

On a det () = exp (tr A).

Equations d’ordre p : apy(p) +... 4+ a1y +ay=0,a; €C.

Si le polynome caractéristique a,A\P + ... 4 a1 A 4+ ap admet pour racines complexes
A1, ...y As de multiplicités myq, ..., mg, alors I'espace des solutions admet pour base

At .
t—=tle™”, 1<j<s, 0<qg<m;.



Formulaire et principaux résultats 339

Systémes différentiels linéaires quelconques Y’ = A(1)Y + B(t).
Si R(t,to) désigne la résolvante, alors la solution du probleme de Cauchy Y (¢g) = Vy
est donnée par

Y(t) = R(t, to) - Vo + / t R(t,w)B(u)du,

to

et on a det (R(t,t9)) = exp (/t tr A(u)du).

to

Chapitre VIII : Méthodes numériques a un pas

Ces méthodes peuvent s’écrire de maniere générale
Yn+1 :yn+hnq)<tn7ynahn)7 0§n<N

Si z est une solution exacte, ’erreur de consistance relative a z est par définition
en = Z(tn+1) — Ynt1 pour y, = z(t,). La méthode est dite d’ordre > p s’il existe
une constante C' indépendante de n et hpax telle que |e,| < ChyhP .. Pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suffit que

o' 1

e (t,y,0) = +1 Ot y), 0<I1<p-—1.

La méthode est dite stable de constante de stabilité S si pour toute suite perturbée
Un telle que
gn—i—l = Un + hnq)(tmgm hn) +én, 0<n <N,

alors Jmax Un — Yn| < S| Y0 — yo| + Z |&n]
sns 0<n<N

Sous cette hypothese, 1’erreur globale admet la majoration

3 b =2 <8 o =<t + 3 el |
< 5 (lyo — 2(t0)] + CThE,,).

max

Lemme de Gronwall. Si 0,11 < (1+ Ah,)0, + |e,| avec by, 0, > 0 et &, € R,

alors
0<i<n-—1

0<i<n—1
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Si ®(t,y,h) est A-lipschitzienne en y, la méthode est stable avec constante de
stabilité S = exp (AT), T =ty — to.

Méthode du point milieu : du point milieu modifiée :
4 h, ( hn,
Ynti = Yn + 7 f(tnayn> Ynil =Yn + 7 Pn—1
hy, h,,
Pn f(t + Q,yn+ ) Pn f(t + Q,yn+ )
Yn+1 = Yn + hnpn Yn+1 = Yn + hnpn
L tn-i—l =ty + hy L tn—l—l =tn + hy

Ces méthodes sont d’ordre 2 (celle du point milieu est & 1 pas, mais la méthode
modifiée est une méthode a 2 pas).

Méthodes de Runge-Kutta :

( tn,i =t, + Cihn
c1 0 0 0 0
Co asy 0 0 0 Yn,i = Yn + hn Z Qi5Pn,j 1< < q
: 1<5<i
Pn,i = f(tn,ia yn,i)
q Ag1 Qg2 ... Ggg—1 0 tht1 =tn + hy
bl b2 bq—l bq Yn+1l = Yn + hn Z bjpn,j
\ 1<j<q
On a toujours Z aij = C;, Z b; = 1.
1<j<q 1<5<q

« Constante de stabilité : S = exp(AT) ou k = constante de Lipschitz de f et

A=k > bl (1+ (0khmax) + - ..+ (akhmax) ™) a:m?xZ\aij\.
J

1<j<q

* L’ordre est > p si et seulement si les coefficients satisfont les relations

1
> 2 bici = =
p= Z 3 2
1 5 1
p=3: ijcj:§;Zb‘]cj:§;2bzauc‘7
,j
‘ 3 1 9 1 1 1
p>4: ijcj =71 Zbiaij i =13 szcza”c] 3 Zbazjajkck— 2
1,5 ,J 1,5,k

en plus des conditions des ordres 2 et 3.
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* Exemples :

Ordre 2 : Ordre 4 :
0 0 0 0 0O 0 0 O
1 1
a a 0 1000
1 1
1— i % 5 0 5 0 0
1 0O 0 1 0
o= % : point milieu
a =1 : méthode de Heun % % % %
Chapitre IX : Méthodes a pas multiples
Pour une méthode a r + 1 pas de la forme
yn—!—l - \Il(tn7yn7hn77 tn—’l“7yn—7“7hn—’l“)7 r STL< N7
Uerreur de consistance relative a une solution exacte z est
en = 2(tnt1) — Ynt1, avec  Yp—i = 2(tn—y), 0<i<r.

La méthode est stable avec constante S si pour toute suite (3, ) telle que

gn+1 - \Ij(tny gn7 hn Yoo tn—r7 gn—ry hn—r) +én

alors Oy < S| 0, + Z len] | ou 8, = O@&Xn l7i — vl
r<n<N - -

* La méthode a pas constant h,, = h :

Ynt+1l = Z QiYn—i +h Z Bifn—is fn=F(tn,yn)

0<i<lr 0<i<r

est d’ordre > p si et seulement si

> dtey =1 B = (-1)!, 0<I<p.

0<i<r

Elle est stable si et seulement si ’équation \™t! — ag\” — ... — a,, = 0 a toutes
ses racines de module < 1, celles de module 1 étant simples. Dans ce cas, si
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(1—apX —...—a, X)L =54, X" et si ' = sup |y,| < +00, la constante de

stabilité vaut
S=Texp(TkT > _|Bi]).
Méthode de Nystrom (ordre 2) : yp+1 = Yn—1 + 2hfn.
Méthode de Milne (ordre 4) : yp+1 = Yn—3 + h(% fn — % frno1+ % fn_2>.

x Méthodes d’Adams-Bashforth AB,, :

trnt1
Yn+1 = Yn +/ DPn,r (t)dt =Yn+ hn Z bn,i,rfn—i7
t

" 0<ilr
avec t—t
Por®)= 3 Fa-ilnir(®):  Loir® = ]] PR
0<i<r JFi
0<j<r

1 trnt1
bnir:_ anrtdt
1y hn/t‘ IAS) ()

n

Erreur de consistance : |e,| < [20F2()|h,hTHL  avec € € [ty v, tni1].

max

Constante de stabilité : S = exp (5,.kT) avec [, = max E bp i |-
n
i

x Méthodes d’Adams-Moulton AM, ; :

trnt1
Yt = Yo + / Dot = g+ b S b
t

n —1§i§r

ol pj, . interpole les points (tny1, fnt1) - (tnrs frnor)-

Erreur de consistance : |ef| < [20F3)(&)|h, T2 (1 + O(hn)), € € [tn—ry tnyi].

max

Constante de stabilité : S = exp (%), avec

n—1,rl
n,—1,rl*

B =max S W,

—1<:<r

.= max]p

Si le pas h,, = h est constant, les coefficients sont donnés par :

r bO,r bl,r b2,7“ b3,7“ b*—l,r Ek),r T,r ;,r bg,r
1 1

0 1 3 5

1 3 _1 5 08 1
2 2 12 12 12

2 23 16 5 9 19 _5 1
12 12 12 24 24 24 24

3 | s _s9 31 _o 251 646 264 106 _ 19
24 24 24 24 720 720 720 720 720
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* Méthodes de prédiction-correction PECE et PEC

(P - PYni1 = Z O, iYn,i + hn Z Brifr—i

0<i<lr 0<i<r

E pfn+1 = f(tn+1apyn+1)

C ' Ynp1 =Yn + hn(by 1 Pfas1 + Z by i fr—i)

0<i<r
(E 0 farr = f(tag1: Unt1)

(P pynyr= Y Qninit+hn Y Buibfni

0<i<r 0<i<r

E pfn+1 = f(tn+17pyn+1)

C ' Ynt1=Yn+hn Z by i rPfn—i

\ —1<i<r

Erreur de consistance :

lenl < (L4167, 1 | Kb ) len] + b7,y | Kby [pen|

n,—1,r n,—1,r
ou e) est l'erreur de consistance de AM, , et pe, l'erreur de consistance du
prédicteur.
Constante de stabilité :
méthode PECE : S = exp((8; + 77 (A — 1) Bkhuay )ET)

B* AkT )

méthode PEC : S = exp (m

oll A = max E |ani|, B = max g |Bn.il-
n n
i i

Chapitre X : Stabilité des solutions et points sin-
guliers d’un champ de vecteurs

Stabilité des solutions. Une solution de valeur initiale zy en t = tg est dite
stable (resp. asymptotiquement stable) si I’écart entre cette solution et la solution
de valeur initiale z voisine de zy reste majorée sur tout 'intervalle [ty, +oo[ par
C||z — zo|| ou C est une constante (resp. par v(t)||z — zo|| ou tliglo v(t) = 0).

Un systeme linéaire Y’ = AY est asymptotiquement stable (resp. stable) si les
valeurs propres complexes de A sont toutes de partie réelle < 0 (resp. sont ou bien
de partie réelle < 0, ou bien de partie réelle 0 et le bloc caractéristique correspondant
est diagonal).
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ddl

Courbes intégrales d’une équation <= = V}(M) associée a un champ de
vecteurs ?(w, y) = (f(z,y),g9(x,y)) dans le plan.

On dit que My = (z0, yo) est un point singulier si ?(MO) = ﬁ, régulier sinon. Pour
qu’un point singulier soit asymptotiquement stable, il suffit que la matrice

A= (fé(wo,yo) f{,(xo,yo))
9:(z0, Yo) Qé,(xoayo)
ait ses valeurs propres de partie réelle < 0. On dit qu'un point singulier est non

dégénéré si det A # 0; si A1 et Ay sont les valeurs propres de A, on a alors les
différentes configurations possibles suivantes :

% A1, Ag réelles, distinctes, de méme signe : noeud impropre,
de signe opposé : col.
% A\ = Ao réelles et A diagonalisable : noeud propre (si champ linéaire),
et A non diagonalisable : nceud exceptionnel.

* A1, A2 non réelles de partie réelle non nulle : foyer,

de partie réelle nulle : centre (si champ linéaire).

Chapitre XI : Equations différentielles dépendant
d’un parametre

Dépendance de la solution. Etant donné une équation

(E)\> y/ = f(tvyv /\>7 (IS Rmv

ou f dépend d’un parametre X € R et est continue en (¢, y, \), la solution y(¢, yo, A)
de (E)) de valeur initiale yy en t =ty est :

* continue si f est localement lispchitzienne en y
* de classe C! si f admet des dérivées partielles féj et f{ continues en (¢,y, A).

+ de classe C**! si f est de classe C* et admet des dérivées partielles f'!//j’ f3 de
classe C* en (t,y, \).

Dans ces deux derniers cas, la dérivée partielle v(t) = % y(t, Yo, Ao) est la solution
de I’équation différentielle linéarisée

m
(Ex,) V()=

Jj=1

Fy; (tu(t), Xo)v;(8) + fA(E u(t), Ao)

avec condition initiale v(tg) = 0 et avec u(t) = y(t, yo, \o)-



Formulaire et principaux résultats 345

Si la valeur initiale est elle-méme une fonction yo(\) de classe C1 en ), la dérivée
partielle v(t) = a%\y(t,yo()\),)\) en A = )¢ satisfait la méme équation linéarisée
(E),), avec condition initiale v(to) = yp(Ao)-

Méthode des petites perturbations. Si la solution u(t) = y(¢, yo, A\o) est connue
et si on peut calculer la solution v(t) de (E) ), on obtient un développement limité
au premier ordre

y(t,50, A) = u(t) + (A = Ao)u(t) + o(A = Ao).
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